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1. Introduccién

El estudio de las ecuaciones diferenciales en el
plano tomé una direccién importante a principios
del siglo XX motivado por el Problema 16 de Hil-
bert que pregunta por el nimero de ciclos limite
que tiene una ecuacion diferencial polinomial en
el plano. En el intento de resolver este problema,

S
la teoria ha tenido un desarrollo notable en dis- , (()) ,
tintos aspectos, tanto en el caso real como en el U

caso complejo.

En este escrito hacemos una introduccion a al-
gunos aspectos de la teoria de campos vectoriales
polinomiales planos, reales y complejos. Ilustraremos algunos métodos gene-
rales que se han implementado para entender el comportamiento de dichos
campos en vecindades de puntos singulares, es decir, puntos donde el cam-
po se anula. El comportamiento alrededor de los puntos regqulares, donde el
campo es distinto de cero, se entiende muy bien a partir del Teorema de
Existencia y Unicidad de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (TEU) y el
llamado Teorema de la Caja de Flujo. Dichos teoremas no se aplican en el
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caso singular, por lo que ha habido necesidad de implementar otros métodos,
que a su vez, han permitido un desarrollo considerable de la teoria.

En la primera parte nos concentramos en el estudio de un campo vectorial
polinomial real X en una vecindad de uno de sus puntos singulares. En
particular, nos enfocaremos al calculo del indice de Poincaré—Hopf del campo
vectorial X en un punto singular; recordemos que el indice nos ayuda a
comprender el comportamiento geométrico local de las curvas integrales del
campo vectorial en una vecindad del punto singular.

A todo campo vectorial polinomial real X, se le asocia su variedad de
ceros reales Zr(X), que consiste de todos los puntos singulares reales de
X. Al complexificar el campo X y encontrar todos sus puntos singulares
complejos, se obtiene la variedad de ceros complejos Z¢(X). De acuerdo a
coOmo sean estas variedades, el calculo del indice se hace utilizando técnicas
muy distintas. El caso méas estudiado es el correspondiente a las llamadas
singularidades algebraicamente aisladas. En este caso, Zg(X) y Zc(X) son
finitos. El indice se calcula a partir de la féormula bien conocida de Eisenbud—
Levine y Khimshiashvili (ver [EL| y [Khi]), que describe al indice como la
signatura de una forma bilineal definida sobre un algebra local asociada al
campo vectorial, la cual, como R-espacio vectorial es de dimensién finita.

En el caso que la singularidad no es algebraicamente aislada, la dimension
del algebra local asociada al campo es infinita y no es posible hacer el célculo
del indice con la misma férmula. Es necesario implementar otros métodos
para poder realizar dicho célculo. El estudio de este tipo de singularidades
lo inici6 Castellanos en [Cas|. En el articulo [CCC], se hace el estudio del
calculo del indice imponiendo ciertas hipotesis especificas sobre el campo
vectorial y su variedad de ceros complejos. Analizaremos el caso plano de
estos resultados.

En la segunda parte del escrito nos enfocamos al estudio de campos vec-
toriales polinomiales complejos. Al igual que en el caso real, muchas de las
propiedades interesantes de estos campos se encuentran alrededor de los pun-
tos singulares. En diversos aspectos, la teoria tiene mucho en comin con la
respectiva teoria real, pero evidentemente existen diferencias esenciales.

De acuerdo con la version compleja del TEU, por un punto regular del
plano C? pasa una tinica curva solucién. En el caso de puntos singulares, el
teorema de Camacho y Sad (ver [CS]) nos garantiza que en el plano al menos
hay una curva analitica tangente al campo vectorial.

Una manera canoénica de estudiar los espacios de dimensién uno que pasan
por la singularidad es estudiar la parte lineal del campo holomorfo, asi que
el hecho que el polinomio caracteristico tenga todas sus raices en C nos da
una herramienta para estudiarlos, distinta al caso real. Otra herramienta
conveniente en este estudio son los cambios de coordenadas holomorfos, los
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cuales nos permiten llevar un campo vectorial holomorfo dado, a otro campo
candnico que entendemos mejor.

Un tipo importante de singularidades lo conforman las llamadas singula-
ridades reducidas: aquellas tales que el cociente de los valores propios de la
parte lineal del campo alrededor de la singularidad no es un niimero racional
positivo. De estas singularidades se conoce toda la dinamica, en el sentido
que se sabe cuantas curvas analiticas tangentes al campo vectorial pasan por
ellas.

A pesar de conocer la dinamica de las singularidades reducidas, la clasifi-
cacion de campos vectoriales holomorfos en espacios de dimensién dos no esta
completa y las técnicas de estudio para diferentes tipos de campos pueden ser
muy variadas. La cuestion puede reducirse al estudio alrededor de los puntos
singulares, por lo que es entonces primordial encontrar invariantes bajo cam-
bios de coordenadas que dependan sé6lo de la singularidad. Estos invariantes
pueden definirse en el contexto de muchas areas de las mateméticas como la
topologia, el analisis y la geometria algebraica.

En la primera parte, que consiste de las secciones §2,83 y §4, hacemos
la descripcion del caso real y en las secciones §5, §6 y §7 analizamos el ca-
so complejo. Finalmente, en la secciéon §8 hacemos algunos comentarios y
preguntas que sugieren ideas para el posible desarrollo de la teoria de estos
temas fascinantes.

2. Campos vectoriales polinomiales en R?

En esta seccion damos algunas definiciones y resultados bésicos sobre
campos vectoriales planos reales y nos concentramos en el caso de campos
vectoriales polinomiales, es decir, cuando las funciones componentes del cam-
po X son polinomios. La bibliografia sobre el tema es muy amplia y cuales-
quiera de las referencias [HS| o [DLA] contiene un desarrollo detallado de la
teoria.

2.1. Campos vectoriales en R?

Sea U un subconjunto abierto de R? y supongamos que 1 < r < 0o o
r = w. Un campo vectorial de clase C" en U es una aplicaciéon X : U — R?
de clase C". Un campo vectorial asocia, a cada punto x € U, un vector X (x).
Una curva integral del campo X es una solucion de la ecuacion diferencial

x=X(x), (xel). (1)
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Sip: I C R — U esuna solucion de la ecuacion diferencial (1), entonces

Pt) = X(p(t),  (tel).

Esquematicamente
/@__>
F——eo—
t=20

Curva integral del campo X

Un punto x¢ € U tal que X (Xq) # 0 se llama un punto regular de X. En
caso contrario diremos que Xy es un punto singular de X.

Supongamos que X es un campo vectorial que nunca se anula en U. El
TEU (ver e.g., [DLA], Cap. 1, Teorema 1.1) establece que en la vecindad de
cualquier punto xo € U, existe una curva integral ¢ de X definida en un
intervalo (—¢, ) C R tal que ¢(0,x¢) = Xo.

Las curvas integrales del campo X definen un flujo local ¢ en cada punto
x € U; i.e., existe una vecindad Uy de x y un intervalo (—¢,e) C R tal que,
para cualquier y € Uy, la curva integral que pasa por y, 7, (t) esta definida
para todo t € (—¢,¢):

p:(—e,e) x Uy — U, o(t,y) =y (1).
@ es de clase C" y las condiciones de flujo local son:
» ¢(0,y) =y para today € U, y,
» o(s,0(t,y)) = ¢(s+t,y), siempre que los términos estén definidos.

Por otro lado, el Teorema de la Caja de Flujo (ver, e.g. [DLA], Cap. 1,
Teorema 1.12), establece que en la vecindad de un punto regular es posible
‘alinear’ el campo vectorial. Més precisamente, si x € U es un punto regular
del campo X, entonces podemos encontrar una carta coordenada V" alrededor
de x y un difeomorfismo h : V. — V' C R? tales que Xy es C"-conjugado al

é) a través de h. Intuitivamente, una conjugacion

entre dos campos vectoriales manda curvas integrales en curvas integrales.

campo horizontal Y := <
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El Teorema de la Caja de Flujo

Observemos que podemos elegir V' de manera que V' C R? sea rectangu-
lar. De esta manera obtenemos una descomposicion de V' en intervalos de la
forma V| x {y}, para cada y € V/. Aqui, V}/ son los intervalos horizontales y
V! son los intervalos verticales. Las curvas definidas por h='(V} x {y}) son
lineas de flujo local del campo X.

2.2. Campos vectoriales polinomiales

En lo sucesivo estudiaremos campos vectoriales polinomiales X definidos
en subconjuntos abiertos del plano. Este campo vectorial lo representaremos
usando el sistema diferencial asociado:

donde P y () son polinomios en las variables reales z,y. Decimos que el
sistema es de grado n = max{grad(P), grad(Q)}.

Observacion 2.1. Un sistema como el anterior, tiene un niimero infinito de
puntos singulares (una curva) o, tiene a lo més n? puntos singulares en R?.

De manera regular usaremos la siguiente notaciéon para un campo vectorial
polinomial evaluado en un punto cualquiera (z,y) € R*:

P(x y))
X = ’ :
(Q(w, Y)
Ejemplo 2.1 (Campos lineales). Consideremos el sistema x = Ax, donde A

es una matriz de 2 x 2 con det(A) # 0. Observemos que x = 0 es un punto
singular del campo.
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Si escribimos 7 = traza(A) y 6 = det(A), entonces sabemos que los valores
propios de A estan dados por

Tenemos entonces las siguientes posibilidades:
a) 6>0.

e 72— 440 > 0. En este caso decimos que 0 es un nodo (y se pueden
distinguir tres tipos esencialmente diferentes):

—
—

i

(A tiene dos valores propios diferentes)

)

7

(A solo tiene un valor propio y no diagonaliza)
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(A solo tiene un valor propio y diagonaliza)

e 72— 4§ < 0. En este caso decimos que 0 es un foco:

\

(a

&

AN

e 7 =0. En este caso decimos que 0 es un centro:

ﬁ
=

NF
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b) d < 0. En este caso decimos que 0 es un punto silla:

Punto silla

3. Singularidades de campos vectoriales

En esta seccion iniciamos el estudio del comportamiento local de un cam-
po vectorial polinomial X en una vecindad de un punto singular x3. De
acuerdo con la observacion (2.1), consideraremos el caso en el que el campo
tiene solamente singularidades aisladas; esto es, un punto xq es una singula-
ridad aislada de X si existe una vecindad U de x( suficientemente pequena
para que X no tenga otro punto singular en U.

Para realizar este estudio utilizaremos invariantes ‘locales’ del campo Yy,
como el indice que vamos a definir es invariante bajo cambios de coordenadas,
haremos el estudio en una vecindad del punto singular 0 := (0,0), donde
supondremos que 0 es una singularidad aislada de X.

Todos los conceptos y resultados importantes en esta secciéon y la siguien-
te son validos, de forma muy general, para gérmenes de campos vectoriales
polinomiales y sus invariantes locales. Sin embargo, para mantener la nota-
cion lo més sencilla posible, enunciaremos todo esto para campos vectoriales
polinomiales, en el entendido de que un representante de un germen de cam-
po vectorial polinomial es un polinomio definido en una vecindad del punto
singular.

3.1. Gérmenes, invariantes locales y variedades de ceros

Sean P, Q : (R?0) — (R, 0) dos polinomios definidos respectivamente en
vecindades abiertas que contienen a 0, Dy y Ds, tales que P(0) = Q(0) = 0.
Decimos que P es equivalente a (), si existe una vecindad abierta D C D1NDy
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de 0 tal que Pp = @p. Una clase de equivalencia de aplicaciéon polinomial
en 0 se llama un germen en 0 de un polinomio en R2.

El conjunto A := R[[x, y]| que consiste de todos los gérmenes en 0 de apli-
caciones polinomiales en R? es un anillo con la suma y multiplicacién usual de
series de potencias. Esto es, si P,Q € 2, entonces, la suma y multiplicacién
de Py @ estan bien definidas como la suma y multiplicacion usual de series
de potencias. La serie de potencias idénticamente 0 es el elemento neutro adi-
tivo y la serie de potencias 1 es el elemento neutro multiplicativo; ademas,
estas dos operaciones satisfacen las propiedades distributivas usuales.

Observacion 3.1. Utilizaremos en lo sucesivo campos vectoriales definidos
en una vecindad de 0. Los conceptos, resultados e invariantes locales asociados
estan definidos de forma mas general para gérmenes de campos vectoriales
X : (R?,0) — (R2,0), los cuales podemos pensarlos como gérmenes en 0 de
aplicaciones reales analiticas en R?.

<= (&)

un campo vectorial polinomial en R? con singularidad aislada en 0. Denote-
mos por Jy = (P, Q) al ideal generado por Py @ en 2l; esto es, Jy consiste
de elementos de la forma f P+ ¢ @, donde f,g € .

Un invariante local de X en 0 es:

Sea

2Ax es un anillo local, i.e., % x tiene un tnico ideal maximo. Méas atn, Ax es
también un espacio vectorial sobre R, por lo que admite una estructura de
algebra sobre R.

Definimos la variedad de ceros reales de X como

Zr(X) = {x € R*: X(x) = 0}.

Como xp = 0 es una singularidad aislada, se tiene que Zg(X) = {0}.
Una observacion importante que determina el tipo de ‘aproximaciéon’ que se
debe utilizar en este estudio es si la correspondiente variedad de ceros com-
plejos tiene dimensiéon compleja positiva o cero. Para describir esta variedad,
necesitamos complexificar el campo X.

El campo vectorial complexificado de X, que denotamos nuevamente por
X, consiste basicamente en escribir los polinomios como funciones de variable
compleja; esto es, el campo
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es un campo vectorial complejo en C? y P, Q son polinomios en las variables
complejas z, w. Este campo determina un campo de lineas complejas en C?
en el complemento del conjunto singular o variedad de ceros complejos de X:

Ze(X) = {(z,w) € C*: X(z,w) = 0}.

Dependiendo de la naturaleza geométrica de Z¢(X), se hace el estudio
de las singularidades del campo X, las cuales dividiremos en: singularida-
des algebraicamente aisladas y singularidades que no son algebraicamente
aisladas.

3.2. Singularidades algebraicamente aisladas (SAA)

Sea X = <gg’ ‘z;) un campo vectorial polinomial en R? con una singu-

laridad aislada en O.

Definicion 3.1. Decimos que X tiene una singularidad algebraicamente ais-
lada en O si el algebra local 2x asociada a X, es de dimensién finita como
espacio vectorial real. Esto es,

dimgp Ay < 0.
En este caso,

Zr(X)={0y v  Zc(X)={0}.

2% — 42
X_( 2y )

el campo vectorial polinomial en R? con singularidad aislada en 0. Observe-
mos que

Ejemplo 3.1. Sea

Ay = R[[z,y]]/(2* - y*,22y),
y una R-base para 2y esta determinada por las clases residuales de
La,y,2° +y°.

Luego,
dimR mx = 4,

y por lo tanto, X tiene una singularidad algebraicamente aislada en 0 € R2.
Ademas,

Zr(X)={0}y v  Ze(X)={0}.
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|
Ejemplo 3.2. Sea
% — 3z’
o <3 2y = y3>

el campo vectorial polinomial en R? con singularidad aislada en 0. Observe-
mos que

Ax =Rz, yll/(z° = 3zy® 32"y — ),
y una R-base para 2x estd determinada por las clases residuales de
Loz, 2%y, zy, v xy? o0yt

Luego,
dimR QIX = 0.

Por lo tanto, X tiene una singularidad algebraicamente aislada en 0 € R2.
Ademés,

Zr(X)={0y v Ze(X)={0}.

3.3. Singularidades no-algebraicamente aisladas (SNAA)

Q(v,y)

una singularidad aislada en 0.

P : : )
Sea de nuevo X = ( (z, y)) un campo vectorial polinomial en R? con

Definicion 3.2. Decimos que X tiene una singularidad no-algebraicamente

atslada en 0 si
dim(Z¢(X)) > 0.

En este caso,
dimR Q[X = OQ.

El siguiente ejemplo ilustra esta situacion (ver [CCC|, ejemplo 3.3).
Ejemplo 3.3. Sea
P O et R W A Cobl T Gt i
203y +2xy? 2xy (22 +y?)
el campo vectorial polinomial en R2. Claramente, X tiene una singularidad
aislada en 0 € R2, pero la variedad de ceros complejos tiene codimension 1.

Esto es,
Zr(X) = {0} y codim Z¢(X) = 1.

En este caso, el conjunto singular complejo de X son las dos rectas en C?:

Ze(X)={z—iy=0}U{z+iy =0}
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|
4. El indice de campos vectoriales

Como mencionamos en la introduccion, para calcular el indice de un
campo vectorial X en el punto singular x; = 0, separamos el anélisis en
dos casos: cuando X tiene una singularidad algebraicamente aislada en 0 y
cuando la singularidad no es algebraicamente aislada. En el primer caso, el
estudio se hace calculando la signatura de una forma bilineal no degenerada
asociada al campo. La féormula correspondiente la determinaron Eisenbud-
Levine y Khimshiasvili (ver [EL| y [Khi]). El estudio de singularidades no-
algebraicamente aisladas de campos vectoriales reales analiticos fue iniciado
por Castellanos en [Cas|.

Sea X = (ggi’ g;) un campo vectorial polinomial en R? con una singu-

laridad aislada en 0.

Sea S! el circulo unitario en el plano y denotemos por S! a una circunfe-
rencia con centro en 0 de radio € > 0 suficientemente pequeno para que la
tinica singularidad de X en el disco determinado por S! sea el origen.

Definicion 4.1. El indice de Poincaré-Hopf de X en 0 es el grado de la

aplicacion de Gauss:
X

= _.sl st
1X]|

Denotaremos por Indy(X) al indice de X en 0.

En el caso de sistemas lineales (ver ejemplo 2.1), el indice esta determi-
nado por el signo del determinante ¢ de la matriz A. En esta situacion, los
indices son +1, para todos casos posibles en a), y —1 en el caso b).

4.1. Indice de campos vectoriales con SAA

Sea X = (gg’ ‘Z;) un campo vectorial polinomial en R? con singularidad

algebraicamente aislada en 0.
Entonces, el dlgebra local asociada a X, 2l x, es de dimension finita como

espacio vectorial sobre R. Eligiendo coordenadas en el dominio, podemos

describir a X a partir de sus componentes P,Q : (R? 0) — (R,0). En las

coordenadas x,y se define el determinante Jacobiano del campo vectorial X

por

OP/0x OP/0y

0Q/0x 0Q/dy

el cual podemos pensar como una funciéon Jac(X) : (R% 0) — R.

Jac(X) :=

)
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La clase residual J del germen Jac(X) del determinante Jacobiano de X
en el algebra 2Ax
J =Jac(X) méd Tx
es diferente de cero. Supongamos ahora que ¢ : Ay — R es un funcional

lineal tal que ¢(J) > 0. Entonces, dado este funcional lineal ¢, se define una
forma bilineal

<-,'>¢: QlXXQlX — QlX — R
(a,b)  +—— ab +—— p(ab)

Antes de enunciar el resultado importante que nos permite calcular el
indice de un campo vectorial en una singularidad algebraicamente aislada,
recordemos que si (-,-) es una forma bilineal definida en 2Ax (en general,
en un espacio vectorial de dimension finita), entonces su signatura es un
invariante fundamental que se define como la suma algebraica de +1’s y —1’s
que aparecen de acuerdo con los signos de los elementos diagonales de la
matriz diagonal asociada a (-, ).

El teorema de Eisenbud-Levine y Khimshiashvili establece lo siguiente.

Teorema 4.1. La forma bilineal

<.7 > — <.7 '>g0 (2)
es simétrica y no-degenerada. Su signatura es independiente de p y el indice
de Poincaré—Hopf de X en 0 estd dado por

Indy(X) = Signatura (-, -). (3)

Los siguientes ejemplos ilustran este importante resultado.

22— g
X_( 2xy)

el campo vectorial polinomial en R? con singularidad aislada en 0. Entonces,

Ejemplo 4.1. Sea

Indg(X) = 2.

Demostracion. De acuerdo con el ejemplo 3.1, X tiene una singularidad
algebraicamente aislada en 0 € R?. Una R-base para 2y estid determinada
por las clases residuales de 1, z, y, % +y? y la clase residual del determinante
Jacobiano es 4 (22 + y?). Si ¢ es el funcional lineal que envia J a 1 y los
demas elementos de la base a 0, entonces, ¢(J) > 0 y la matriz asociada a
esta forma bilineal tiene signatura 2 (ver, e.g. [EL]). Por lo tanto, el indice
de Poincaré—Hopf de X en 0 es 2. (]
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|
Ejemplo 4.2. Sea
2 — 3x9?
*= <3 2y =y’
el campo vectorial polinomial en R? con singularidad aislada en 0. Entonces,

Indo(X) = 3.

Demostracion. De acuerdo con el ejemplo 3.2, X tiene una singularidad
algebraicamente aislada en 0 € R?. Una R-base para 2x esta dada por las
clases residuales de 1, z, 22, y, vy, v%, vv? v, v* y J = 24y*. Si p es el
funcional lineal que envia y* a 1 € R y a los otros elementos de la base a
0, entonces p(J) > 0. La signatura de la matriz asociada a ¢ es 3, y por lo
tanto, el indice de Poincaré—Hopf de X en 0 es 3 (ver [CCC]). o

4.2. Indice de campos vectoriales con SNAA

Sea X = (gg’ Z;) un campo vectorial polinomial en R? con singularidad

aislada en 0, tal que la singularidad no es algebraicamente aislada.

En este caso, el algebra local asociada a X, 2y, es de dimension infinita
como un espacio vectorial sobre R y no es posible, hasta donde los autores
saben, asociar una signatura a una forma bilineal definida sobre un espacio
vectorial de dimension infinita. En [CCC], los autores hacen el estudio de
este tipo de singularidades de campos vectoriales reales analiticos.

En particular, en el caso en que Z¢(X) es de codimension 1, los autores
prueban que el campo vectorial X se puede escribir en la forma X = fY,
donde f es un germen en 0 de una funcién real analitica que no cambia de
signo fuera de 0 y Y es un germen en 0 de un campo vectorial real analitico
con singularidad aislada en 0. Cuando Y tiene singularidad algebraicamen-
te aislada en 0, entonces es posible encontrar una subalgebra de dimension
finita de Ax, en la cual se puede definir una forma bilineal simétrica y no-
degenerada, cuya signatura es el indice del campo vectorial X en 0 (ver los
teoremas en la seccion 3 de [CCC]|, para todos los detalles).

El siguiente ejemplo ilustra un caso como el mencionado, donde la varie-
dad de ceros complejos tiene codimension 1 y el campo Y resultante tiene
una singularidad algebraicamente aislada en 0.

Ejemplo 4.3 (|[CCC]). Sea

7t — gt
X = <2x3y—|—2xy3
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el campo vectorial polinomial en R? con singularidad aislada en 0. Entonces,
Indy(X) = 2.

Demostraciéon. Claramente, X tiene una singularidad aislada en 0 € R? y
la variedad de ceros complejos tiene codimension 1. Esto es,

Zr(X) = {0} y codim Z¢(X) = 1.
En este caso, el conjunto singular complejo de X son las dos lineas en C?:
Ze(X)={z—iy=0}U{z+iy =0}

Observemos ahora que X = Y, donde f = 22 + 4? es positiva fuera de 0 y
Y es el campo vectorial polinomial

2 _ 2
V= (o)
2zy

el cual tiene una singularidad algebraicamente aislada en 0. Entonces, Jx =
(f)Jy, donde Ty = (2? — y* 22 y) es el ideal generado por las componentes
del campo Y. Recordemos ahora que el radical del ideal Jx, el cual se denota
por /Jx , consiste en todos los elementos g € 2 para los cuales existe un
entero positivo n tal que ¢" € Jx. En este caso, y por la forma de Jx, se
puede probar que:

Vix=V(HIy =V (Hndy =V(f) "V3y .
Como (f) = (f) y W = (Z’,y) , se sigue que

Ix = (/).

Finalmente, recordemos que el ideal cociente (Jx : +/Jx ) se define como
el ideal que consta de todos los elementos g € A tales que g+/Jx C Jx. En

este caso,
(jX . \/jX ) = (ijf) :jy.

Usando el algebra de dimension finita 2(y se puede calcular el indice de
Poincaré-Hopf de X. Como el indice de Poincaré—Hopf de Y en 0 es 2 (ver
ejemplo 3.1), concluimos que el indice de Poincaré-Hopf de X en 0 es

Indg(X) = (+1)? x (+2) = +2.
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|
5. Campos vectoriales polinomiales en C?

En esta parte del escrito haremos el estudio de campos vectoriales polino-
miales definidos en el plano complejo C2. Empezaremos con las definiciones
generales y algunos ejemplos que ilustran distintos comportamientos de flujos
de campos complejos en el plano.

5.1. Campos vectoriales en C?

Sea U C C? un subconjunto abierto en C? y P, : U — C polinomios
complejos (holomorfos). Consideremos el sistema diferencial polinomial de
grado n:

Z = P(z,w)

w=Q(z,w).
Recordemos que el conjunto singular del sistema es:
Ze(X) ={(z,w) €U : P(z,w) = Q(z,w) =0} .

Similarmente a como lo hicimos en el caso real, asociado a este sistema
diferencial tenemos el campo vectorial polinomial (holomorfo)

P(z w))

X = ' :

(ot

Definicion 5.1. Diremos que ¢ es una soluciéon del sistema diferencial an-
terior en el abierto V' de C, si

o= (p1,p2): V —U
t — (p1(t), p2(t))

es una funciéon holomorfa en V' tal que para todo t € V'

P1(t) = P(pi(1), palt))

Pa(t) = Qp1(t), p2(2)) -
El TEU en el plano complejo (ver [Hil]), garantiza que por cada punto
p € U, existe una solucion ¢ que satisface la condicion ¢(0) = p. Si p no es

un punto singular, entonces la solucién es tnica. En un punto singular, la
ecuacion diferencial tiene al menos la solucion constante p(t) = p.

UFRB
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Ejemplo 5.1. Consideremos el sistema diferencial
2(t)=1
w(t) =2,

definido en C2. El conjunto singular es el conjunto vacio. La solucién de la
ecuacion asociada a X que pasa por (ai,as) € C? es:

¢ = (p1,92) : C— C°
t »—>(t+a1,2t+a2),

pues ¢1(t) = 1, ¥a(t) = 2y »(0) = (a1, az2). Notemos que la imagen de esta
solucién es

{(t+a;,2t+ay) €C*:t€Cl={(z,w) €C*:w=22z—2a;, +as},

la cual es una linea en el plano C? que pasa por (a;,as). Todas estas rectas
son paralelas, asi que tienen interseccién vacia entre si y llenan el espacio C?
al variar (a1, az).

Ejemplo 5.2. Consideremos el sistema diferencial
2(t) =z
w(t) =w,

definido en C2. El conjunto singular es {(0,0)}. La solucién de la ecuacion
diferencial asociada a X que pasa por (a1, as) € C? es:

QD == (S017902> : C — (C27
t — (aet,ase),

8(a1 et) 3(a2 et)

pues T
(0,0) # (ay,ay) entonces:

{(a1e',aze") € C*:t € CU{(0,0)} = {(z,w) €C* a2z —a;w =0},

= ay ¢, = ase' y p(0) = (ai,as). Notemos que si

la cual es la recta que pasa por (0,0) y por (ay, az). Todas estas rectas llenan
el espacio C? al variar (a1, ay) y pasan por el punto singular.

El teorema de existencia y unicidad nos dice que la estructura topologi-
ca de las soluciones de la ecuacion diferencial en una vecindad de un punto
que no es singular es trivial. Los comportamientos topolégicos més intere-
santes aparecen alrededor de los puntos singulares. Asi que en lo que sigue,
estudiaremos el comportamiento general de un campo vectorial polinomial
(holomorfo) alrededor de un punto singular en un abierto de C2.
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Ejemplo 5.3. Sea d un entero positivo y consideremos el campo vectorial

polinomial
wl — yd+1
vy = :
J 1—zw

El conjunto singular de este campo es
{(r***,r) : r es una raiz d* + d + 1-é¢sima de la unidad} .

Este campo ha sido muy estudiado ya que, para d mayor o igual que 2,
es un ejemplo de un campo vectorial polinomial sin soluciones definidas por
polinomios. Fue descubierto por el matematico francés Jean Pierre Jouanolou
en 1979 (ver [Jou]). Su retrato de fase en el plano real corresponde a la figura:

)

7

\\
\

Ejemplo 5.4. Consideremos el campo vectorial:

e w2z — 2 (22 + w?) '
= )

—w (22 + w?)

Este campo tiene una unica singularidad en (0, 0) y tiene soluciones definidas
por polinomios. Su retrato de fase en el plano real corresponde a:

UFRB
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6. Separatrices

6.1. Teorema de Camacho y Sad

Como hemos mencionado anteriormente, los campos vectoriales polino-
miales en el plano complejo tienen, por un punto singular, al menos la solu-
cion trivial constante, en esta seccion veremos un teorema fundamental que
nos dice que por todo punto singular del campo pasa una curva definida por
los ceros de una funcion analitica (la cual puede ser singular) cuya tangente
en cada punto es la marcada por el campo en cuestion. Este resultado fue
demostrado en 1982 por César Camacho y Paulo Sad. A continuacién dare-
mos algunos conceptos preliminares para terminar la secciéon enunciando este
Teorema y dando algunos ejemplos.

Definicién 6.1. Sea U un abierto de C2. Decimos que el conjunto C' C U es
una curva analitica si existe una funcién holomorfa no constante F : U — C
tal que C' = {p € U : F(p) = 0}. Si éste es el caso, diremos que F' define a la
curva C'. Una curva analitica C' es irreducible si la funciéon que la define no se
puede factorizar como el producto de dos funciones holomorfas no constantes.

Un ejemplo particular e importante de curva analitica es el siguiente:
Si F: C* — C es un polinomio, es decir, F(z,w) = Z ap 2" w',
(k,1)eN2U{(0,0)}
entonces la curva analitica definida por F' se llama curva algebraica. Por
ejemplo:

a) El trébol de tres hojas es la curva algebraica definida por los ceros de
(2% + w?)? + 3 22w — w?. Dibujo en el plano real:
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b) El trébol de cuatro hojas es la curva algebraica definida por los ceros de
(2% + w?)3 — 4 22w Dibujo en el plano real:

Un ejemplo final: ;Cuando es analitica la curva z* —w = 0 con A € C en
una vecindad U de (0,0)7 Si A es un entero no negativo entonces la curva
es analitica. Recordar que en general z* = exp (Alogz) y la derivada del
logaritmo no esta definida para z = 0.

Estamos ahora en condiciones de establecer la siguiente definicion.

Definicion 6.2. Sea p una singularidad aislada de un campo vectorial X
(esto significa que los polinomios que definen a X no tienen factores comunes
distintos de las constantes). Una separatriz de X por p es una curva analitica
C' que pasa por p y tal que X es tangente a ella.

Ahora explicaremos como identificar una separatriz. Supongamos que el

campo vectorial polinomial estd definido en una vecindad de 0 en C? por

X(z,w) = (ggj’ Zj;) , donde P y () no tienen factores polinomiales comunes

distintos de las constantes. Para saber si la curva analitica C' definida por
F(z,w) es tangente al campo X debemos comprobar que el polinomio

OF(z,w)
0z

OF(z,w)

X(F) = P(z,w) "

+ Q(z,w)

es cero en todo punto (zg,wp) tal que F'(z9,wy) = 0. Esto es asi ya que el

OF OF
(2, w) (2 w)) es normal a la curva C'y si (z,w) € C, entonces

0z ’ ow aF aF
F(z,w) =0y por lo tanto (P(z,w),Q(z,w)) - ( (az,w)7 (gz,w)
< w

El resultado que queremos destacar de esta secciéon es el siguiente.

vector (

) es cero.

Teorema 6.1. (Camacho—Sad [CS]) Todo punto singular aislado de un cam-
po vectorial holomorfo definido en una vecindad de C? tiene al menos una
separatriz.

UFRB
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Este resultado nos dice que existen separatrices por los puntos singulares
pero no nos dice nada de la naturaleza de dichas curvas analiticas. Podriamos
ahora preguntarnos cuestiones como: jcuantas hay? en caso de existir jestan
definidas en todo C2?? json algebraicas? y en el caso de que lo sean ;podemos
encontrar el grado del polinomio que las define como funcién del grado de
los polinomios que definen al campo? etcétera.

Por supuesto estas preguntas no tienen respuestas generales, y desafor-
tunadamente no se sabe mucho al respecto. Por ahora desarrollamos dos
ejemplos que responden parcialmente a la primera pregunta. Dichos ejem-
plos muestran que pueden existir tanto un ntmero finito como una infinidad
de separatrices por un punto singular.

Ejemplo 6.1. Considerar el campo (ziu) . Las funciones z, 7w son polino-

miales en C? y el campo tiene un tinico punto singular en (0,0). En este caso
las tnicas separatrices por (0,0) son las curvas definidas por z y w.

Definicion 6.3. Una singularidad es dicritica si pasan por ella una infinidad
de separatrices.

Ejemplo 6.2. Considerar el campo nzw , con n un entero positivo. Este

campo tiene un tnico punto singular en (0,0). Es facil observar que para
todo kq, ky € C la curva algebraica definida por ky 2" — ko w es separatriz por
(0,0). Asi que tenemos una singularidad dicritica.

7. Singularidades reducidas

Ya vimos que un punto singular de un campo vectorial polinomial tiene
al menos una separatriz y dimos un ejemplo de una singularidad y un campo
con una infinidad de separatrices. En esta seccién discutiremos sobre un
tipo de singularidades, llamadas reducidas, por las que pasan a lo mas dos
separatrices. Si nuestro campo tiene solo singularidades reducidas entonces,
en cierto sentido, su dindmica sera facil de estudiar.

El objetivo de esta seccion es dar la definicién precisa de singularidad
reducida, ver que este tipo de singularidades es invariante ante cambio de
coordenadas y terminar mencionando un importante resultado que nos dice
que en muchos casos un campo puede ser llevado, en un cierto sentido, a otro
cuyas singularidades son todas reducidas.
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7.1. Cambio de coordenadas

El cambio de coordenadas en un campo vectorial polinomial holomorfo,
al igual que en algebra lineal, es 1util para llevar nuestro campo a una forma
mas sencilla de estudiar. Por supuesto este cambio preserva las propiedades
dindmicas del campo vectorial. A continuaciéon damos la definiciéon precisa
de cambio de coordenadas.

Un cambio de coordenadas en U para un campo vectorial X se define a
través de una funciéon biholomorfa:

B:U—U
(z,w) —> (Bi(z,w), Ba(z,w)) = (z,y) .

A partir de B obtenemos un nuevo campo al que denotaremos por B, X (z, )
y que se define como (DB - X) o (B! (x,y)). Es decir,

2B 9By
Oz ow <P(Zaw)>
9By 9By Q(z,w) (B=1(,y))

0z ow
(%2 w) P w) + (2, 0) Q2 w))
— (B! (z,y))

- (6;3; (2, w) P(2,w) + 222 (2, w)Q(z, w)

)

(B! (zy))

Diremos que B, X (z,y) es el campo X con el cambio de coordenadas dado
por B.

Veamos cuidadosamente el ejemplo de un cambio lineal de coordenadas:
Sea

L:C*— C?
(z,w) — (az +bw,cz+dw) = (x,y),

tal que ad — bc =1, asi que

L' C* —C?
($ay) — (dl'—by, —cx+ay) = (sz)a

entonces,

LX(x.y) = aP(dx—by,—cx+ay)+bQ(dx—by,—cx+ay)
AT Y) = cP(dzx—by,—cx+ay)+dQ(dx—by,—cx+ay))’
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Teorema 7.1. Sea X un campo vectorial polinomial holomorfo definido en
un abierto U de C? y B : U — U un cambio de coordenadas para X . Enton-
ces,

1. p € U es un punto singular para X siy solo si B(p) € U es un punto
singular para B, X (x,y), y

2. F define una separatiz para X por p si y sélo si o B™! define una
separatriz para B, X (x,y) por B(p) € U.

Demostracion. La primera parte es consecuencia de:
P(a,b) = Q(a,b) = 0 <= P(B~(B(a,}))) = Q(B~'(B(a,))) = 0.

Para la segunda parte, usando la regla de la cadena y el hecho de que la
derivada de (B(B~!(x,y))) en cualquier punto es la matriz identidad, nos da
el resultado. (]

Ejemplo 7.1. Consideremos el campo vectorial lineal:
a1 Z2+ pw
X =
(51 z+ B w)
y consideremos el cambio de coordenadas dado por el biholomorfismo

L:C?* — C?
(z,w) — (az+bw,cz+ dw) = (z,y),

et = () (5 ) (20 (2)

Esto nos dice que, salvo cambio de coordenadas, un campo vectorial lineal
esta dado por alguna de las siguientes matrices:

A O Al
(% 0) nee (31) aec

Observacion 7.1. A diferencia con lo que sucede en el ejemplo 2.1, en el
caso complejo siempre es posible obtener los valores propios de la matriz.

entonces:
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7.2. Singularidades reducidas

En esta seccion vamos a estudiar las singularidades llamadas reducidas,
estas singularidades tienen la propiedad de que por ellas pasan a los mas dos
separatrices, asi que en cierto sentido su dinamica es facil de estudiar.

Sea U un abierto de C? y consideremos el campo vectorial polinomial
P(z w)) .
X(z,w) = ’ definido en U.
o= (g

Definicion 7.1. La singularidad p se llama reducida si al menos uno de los
valores propios A\; o Ay de la parte lineal

B Fp)
DX(p)=1| 4 0Q
50 (P) Fa (D)
de X alrededor de p, es distinto de cero y el cociente A = A\; /Ay ¢ Q7. Este
cociente A recibe el nombre de nimero caracteristico de la singularidad p.
Una singularidad reducida se llama no-degenerada si A; y Ay son distintos
de cero; en caso contrario se llama nodo-silla.

Hacemos ahora una breve descripcion de las singularidades reducidas de
acuerdo a su nimero caracteristico A (ver [Brul):

1. A ¢ R~ U{0} (dominio de Poincaré):
En este caso X es linealizable alrededor de p (teorema de linealizacion
de Poincaré), es decir, en coordenadas adecuadas (z,w) centradas en

D,
z
().

Esta ecuacion es integrable, es decir, se pueden dar las ecuaciones de
todas las curvas solucién, las cuales son

klz’\—kngo,

donde k; € C. Sin embargo, las tinicas soluciones holomorfas son las
definidas por z y w, ya que A es un complejo puro o un real no racional.
Entonces la singularidad p tiene dos separatrices.

2. A € R~ (dominio de Siegel):
En este caso la linealizacion no siempre es posible; sin embargo, como
en el caso anterior, existen solo dos separatrices z y w.
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Ejemplo 7.2. Consideremos

Sia € C, entonces las curvas analiticas definidas por z w—a son solucion
del sistema correspondiente. Sin embargo, estas curvas no pasan por el
tnico punto singular (0,0) a menos que a sea cero. Asi que la tnica
curva que pasa por el origen es zw = 0 que define las separatrices z y
w.

3. A =0 (nodo-silla):
En este caso existe un cambio de coordenadas holomorfo tal que X se
puede escribir como

(z (1+ awfu)ki—lw Pz, w)> |

donde k£ es un natural, a € C y F es una funcién holomorfa que se
anula en (0,0) hasta orden k. La curva w es una separatriz llamada
“separatriz fuerte”. Algunas veces, por ejemplo si F'(z,w) = 0, existe
una segunda separatriz z, llamada “separatriz débil”.

Ejemplo 7.3. Consideremos
—w? — 22w
X = (w+22—zw2 ’

este campo vectorial holomorfo satisface las siguientes propiedades: tie-
ne una unica singularidad en (0, 0), se sabe que ninguna de sus separa-
trices es algebraica, sin embargo no se sabe como son las separatrices.
La singularidad es un nodo-silla, asi que la teoria nos dice que, hacien-
do un cambio holomorfo de coordenadas, podemos obtener a lo més
dos separatrices algebraicas por la singularidad, evidentemente dicho
cambio no puede ser algebraico, es decir, no puede estar definido por
ecuaciones polinomiales. Su retrato de fase en el plano real se exhibe
en la siguiente figura:



26 Algunos aspectos de la teoria de campos vectoriales. . .

Para terminar esta secciéon comentamos que la importancia de estudiar las
singularidades reducidas radica en el hecho que existe una construccion muy
general en matematicas, la cual no veremos en estas notas, que consiste en
hacer explosiones en los puntos singulares del campo vectorial para llevarlo
a uno en el que todas las singularidades tienen en cada caso alguno de los
valores propios de su parte lineal diferente de 0 (y son en muchos casos
reducidas). La demostracion de este importante resultado puede consultarse
en [Sei]. También recomendamos revisar [AFJ], donde se expone de manera
clara y con muchos ejemplos como se lleva a cabo el proceso de explosion de
campos vectoriales polinomiales planos en sus puntos singulares.

Una vez que tenemos solo singularidades reducidas podemos estudiar los
campos alrededor de estas singularidades haciendo un cambio de coorde-
nadas y llegando a las singularidades descritas en esta subseccion. De este
modo obtendremos un comportamiendo conocido de nuestro campo vectorial
alrededor de sus puntos singulares.

8. Comentarios finales

Los distintos aspectos del estudio de campos vectoriales mencionados en
el presente articulo son motivo de intenso trabajo en diferentes lugares y
desde perspectivas diversas. En este tltimo apartado mencionamos algunas
ideas generales y preguntas que nos parecen interesantes.

Supongamos primero que X = (Xj,...,X,) es un germen en 0 de un
campo vectorial analitico real en R™ con una singularidad aislada en 0 =
(0,...,0).

I. Siel campo Y que resulta de escribir a X como X = fY (ver 4.2) no
tiene una singularidad algebraicamente aislada en 0, jes posible repetir
el proceso desarrollado para calcular el indice?
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II. ;Es posible probar un teorema analogo al teorema 3.2 en [CCC] si supri-
mimos la hipoétesis de reducibilidad de la variedad de ceros complejos?

III. ;La posible existencia de curvas algebraicas invariantes proporciona in-
formacion relevante para el calculo del indice?

Como se ha mencionado en las tltimas secciones de estas notas, la clasi-
ficacion de los campos vectoriales polinomiales complejos no esta ni de lejos
terminada, existen muchos problemas abiertos en este sentido. Vamos a des-
cribir algunos de ellos y algunos métodos que se han usado para resolverlos.

[. Encontrar métodos generales para saber si un campo vectorial tiene
separatrices algebraicas o encontrar ejemplos de campos sin ellas repre-
sentarfan resultados muy atractivos en esta area. Por ejemplo en [Zol|
el autor encontré6 campos con esta propiedad.

II. Usando métodos de la Teoria Geométrica de Invariantes, es posible pro-
bar resultados sobre clasificaciéon de campos con cierto tipo de singu-
laridades degeneradas y con separatrices algebraicas (ver [Alcl], [Alc2],
[Alc3]). ¢ Es posible seguir utilizando esta técnica para parametrizar me-
diante variedades algebraicas campos con cierto tipo de singularidades
degeneradas y con cierto tipo de separatrices algebraicas?

ITI. Supongamos que un campo vectorial polinomial X tiene todas sus se-
paratrices algebraicas (ver ejemplo 6.2). ; Es posible obtener el grado de
los polinomios que definen las separatrices como una funciéon del grado
de los polinomios que definen al campo? Este problema fue enuncia-
do y descubierto por Henri Poincaré y es, al igual que los anteriores,
altamente no trivial. No es posible resolverlo en general pero se han
encontrado resultados bajo ciertas condiciones (ver por ejemplo [Car]).
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