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Analisi de xarxes metaboliques:
On la biologia es troba amb
I’analisi convexa

Joan Saldana

Genomica, protedomica i metabolomica son
algunes de les anomenades ciéncies omiques
que podem trobar quan llegim alguna noticia
de ciéncia o medicina, o consultem el pla d’es-
tudis d’alguns graus i masters de l'ambit bi-
omeédic. Sovint, gairebé sempre, son paraules
que associem a l'’Estadistica i, més concreta-
ment, a 'analisi de dades (“dades omiques” en
diuen alguns) i al “big data”. Totes aquestes
arees d’estudi formen part del que avui es coneix com a Biologia de Siste-
mes i, curiosament, si mireu el contingut de molts dels llibres sobre aquesta
mateéria, trobareu més capitols dedicats a matematiques (equacions diferen-
cials, algebra lineal, optimitzacio, teoria de grafs, etc.) que no pas a temes
de biologia o d’estadistica. Ara bé, m’atreviria a dir que, a casa nostra,
una gran majoria de matematics desconeix com d’ttils séon molts dels seus
coneixements aplicats a allo que hom ha qualificat de biologia de I’era post-
genoma. Per la meva part, espero que aquest article ajudi a difondre aquesta
contribucié de les Matematiques a (una part de) la Biologia del segle XXI.

D’aquestes ciéncies Omiques, ens centrarem en la metabolomica, és a dir,
en l'estudi sistematic a gran escala de substrats i productes que formen el
metabolisme. A nivell cellular, el metabolisme es defineix com el conjunt
de reaccions quimiques que transformen els nutrients provinents de I’exterior
(metabolits externs) en les biomolécules que formen els éssers vius (metabo-
lits interns). La majoria d’aquestes reaccions estan catalitzades per enzims,
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proteines controlades per la regulaci6 genética i que determinen les velocitats
(taxes) de les reaccions.

Els conceptes que presentarem provenen de ’analisi convexa i, durant els
darrers 25-30 anys, s’han anat generalitzant i aplicant a ’analisi de xarxes
metaboliques per tal de definir quines rutes metaboliques fonamenten el seu
funcionament. Per exemple, el concepte de vector elemental que veurem
més endavant va ser introduit per Urbanczik i Wagner el 2005 en el context
de fluxos en xarxes [18|, perd ja havia estat introduit molt abans, el 1969,
per Rockafellar [11]. En termes generals, els investigadors en aquest camp
estan interessats a establir quines propietats caracteritzen les rutes principals
que transformen determinats substrats en determinats productes, i en com
construir algorismes que permetin destriar-les entre els milions de possibles
rutes que defineixen les xarxes a nivell cellular. Pensem que, des d’un punt de
vista algorismic, la naturalesa combinatoria de la formaci6 de possibles rutes
metaboliques (vg. [14]) comporta que els algorismes per a la seva enumeracio
inverteixin un temps de calcul que creix de manera exponencial amb la mida
de la xarxa. Per tant, avui dia encara s’estan proposant nous conceptes i nous
métodes de seleccid i simplificacié de rutes que ajudin a delimitar aspectes
fonamentals de les xarxes metaboliques necessaris per analitzar-les a escala
genomina |2, 4].

Aquest esclat el va provocar ’allau de dades “Omiques” arran del desenvo-
lupament del projecte genoma huma als anys 90, i la posterior seqiienciacié
del material genétic de molts organismes. Avui dia es tenen cartografiades
les xarxes metaboliques de diversos organismes unicellulars a escala de tot
el genoma i es publiquen reconstruccions del metabolisme huma cada cop
més completes [16]. De fet, I'objectiu d’estudi en aquest ambit passa, cada
cop més, de les vies o rutes metaboliques considerades de manera aillada,
a les xarxes metaboliques que les integren i que van de les rutes lligades al
que es coneix com metabolisme central del carboni, a les xarxes a escala
genomica que comprenen el conjunt de reaccions que tenen lloc a l'interior
d’una céllula. En biotecnologia i la indistria farmaceéutica, aquest coneixe-
ment del metabolisme permet, entre altres coses, la identificacié de rutes per
augmentar la produccié de certes molécules d’interés o el disseny de drogues
especifiques que permetin, per exemple, bloquejar certes reaccions cellulars
en el tractament de malalties o en 'estudi de I'impacte de certes mutacions.

El punt de partida d’'un model de metabolisme seria el segiient. Cone-

gudes les velocitats v; de les n reaccions quimiques que formen una xarxa,
podem escriure la taxa de canvi de la concentracié x; del metabolit m; en
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funcié del temps com

dl’zt = :
j=1

on S;; és el coeficient estequiometric del metabolit m; en la reaccio j afectat
de signe, de manera que S;; > 0 si m; és un producte de la reaccio j (i, per
tant, es produeixen S;; molécules d’m;), 1 S;; < 0 si m; n’és un reactiu (se'n
consumeixen S;; molécules).

Per exemple, les reaccions constitutives basiques de les rutes metaboliques
son aquelles en qué un substrat (o reactiu) R es combina amb una molécula
d’enzim lliure E per formar, de manera reversible, un complex C, el qual aca-
ba donant un producte P més la molécula inicial d’enzim lliure [15]. Aquestes
reaccions les podem representar mitjancant el diagrama segiient

R+E=C% P+E,

v2

on hem indicat les velocitats v; de cada reaccié. D’acord amb la definicid
donada de la matriu estequiométrica S, per a aquestes reaccions tenim

-1 1 0

-1 1 1

5= 1 -1 -1
0 0 1

on cada fila correspon a un dels quatre metabolits de les tres les reaccions
(R, E, C i P respectivament), i cada columna conté els coeficients estequio-
métrics (afectats de signe) de cada una de les reaccions. Fixem-nos que en
el cas de la primera reaccio, que és reversible, s’ha desdoblat en dues d’irre-
versibles de manera que la segona columna de S és igual a la primera pero
amb signes canviats. Per reduir la dimensié del nostre sistema, molts cops es
considera una sola velocitat per a cada reaccié reversible que sera positiva o
negativa segons la direccié en qué tingui lloc la reaccié. A més, en condicions
biologiques normals, reaccions catalitzades per enzims com la de ’exemple
tenen un fort caracter unidireccional de manera que el flux net de la reaccio
anira en el sentit de la produccié del producte. De fet, rutes metaboliques
oposades com la glicolisi (oxidaci6 de la glucosa) i la gliconeogénesi (formacio
de glucosa) no son reversibles sind que sovint utilitzen reaccions diferents per
raons termodinamiques [5] (vg. Fig. 1).

D’altra banda, la llei d’accié de masses de la cinética quimica ens diu que
les velocitats de reaccidé (mols per unitat de volum i per unitat de temps)
son proporcionals al producte de les concentracions dels reactius elevades al
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Figura 1: Esquema general del metabolisme cellular.

nombre de molécules amb qué intervenen (com a reactius) en la reaccio [15],
és a dir, que la velocitat de la reacci6é j ve donada per

m

= k:jH(xi(t))w“‘, j=1,....n, (2)

=1

on el coeficient de proporcionalitat k; és 'anomenada constant de velocitat de
la reacci6 j. A I’exemple anterior, com que tots els coeficients estequiomeétrics
son 1, el vector de velocitats és

kix, 2,
vV = k2xc )
k3xc

on x,, r., i x.sotn les concentracions de R, FE i C, respectivament, i les k; > 0.
El fort caracter unidireccional de la reaccidé reversible de 'exemple vindria
donat per ki > ks.

Aixi, doncs, introduint l'expressio (2) dins de 'equacio (1) s’obté el sis-
tema d’equacions diferencials no lineals polinomials per a les concentracions
dels metabolits de la xarxa. En 'exemple que estem considerant de la reacci
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d’un substrat R amb un enzim FE per acabar donant un producte P, el sis-
tema per a les concentracions que en resulta, un cop multiplicada la matriu
estequiomeétrica S pel vector de velocitats v, és

d,(t)

= —kyz, () (1) + koz(t),
dxd;t@) = —kz, () 2 (t) + (k2 + k3)z.(t),
dr.(t)
% = ki, (t) we(t) — (k2 + k3)wc(t),
dzy(t)

dt - k3$c(t)'

Tot i tractar-se d'un sistema de 4 equacions diferencials, el seu estudi és molt
senzill de fer perqué es pot reduir a un sistema de 2 equacions aprofitant
que el valor de z, no apareix a les tres primeres equacions i, a més, que
dcfte dc"l’“"; =0, és a dir, que la suma de les concentracions de C'i E es manté
constant en el temps: z.(t) + x.(t) = 2¥ si inicialment z.(0) = 01 x.(0) = z2.
Aquest fet ens diu que la concentraci6 total d’enzim, la que es troba lliure
(xz.) més la de l'enzim que es troba combinat formant un complex (z.), és
sempre la mateixa. Tenint en compte el que acaben de dir, el sistema al qual
arribem és

dr,.(t) 0
7t = kfgl’c(t) - klxr(t) (l'e - l‘c(t)),
dr.(t) 0
— = k() (@ = 2e(t)) — (ke + ky)ac().

L™ anic equilibri d’aquest sistema és (2%, x%) = (0, 0) i el comportament asimp-
totic de les solucions es redueix a que tot el substrat inicial z,(0) acaba
transformant-se en producte i el complex C' acaba desapareixent de manera
que tot 'enzim acaba estant en forma lliure. Aquest comportament, de fet,
no és res que no haguéssim pogut predir des d’'un bon comengament, quan
hem escrit les reaccions. Fixem-nos que no estem suposant ni sintesi ni de-
gradacié de ’enzim, com tampoc una entrada externa de substrat. Cap de
les dues coses, perd, no sén certes si considerem el metabolisme en el seu
conjunt i, quan es tenen en compte aquests i altres aspectes dels mecanis-
mes de regulacié, podem trobar-nos amb sistemes d’equacions diferencials les
solucions dels quals tenen una dindmica més interessant.

Aquests sistemes sorgeixen, per exemple, quan considerem les anomena-
des reaccions quimiques autocatalitiques. En una d’aquestes reaccions, un
o més dels productes formats és alhora un reactiu de la mateixa o d’altres
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reaccions que hi estan acoblades dins d'un conjunt més gran de reaccions.
Un dels sistemes en els quals es basa l'estudi d’aquest tipus de reaccions es
coneix amb el nom de “Brusselator”, anomenat aixi perque qui el va proposar
el 1968, I. Prigogine —premi Nobel de quimica el 1977— i el seu collaborador
R. Lefever, treballaven aleshores a la Universitat Lliure de Brusselles. Les
reaccions considerades en aquest model son

AL P B+P32Q+D, 2P+Q33P, PSS E,

on A i B sén substrats que es troben en una concentraci6 prou alta de manera
que les seves concentracions no varien (29 i x¥, respectivament), P i @ son
reactius i productes de diferents reaccions, i D i E son els productes finals.

La matriu estequiomeétrica d’aquestes reaccions és

O OO = O =
O = ===
|
OO~ R~k OO
_ o O = OO

on cada fila correspon a una de les sis molécules implicades (A, B, P, Q, D i
E | respectivament). Fixem-nos que I’element de la matriu S corresponent a P
en la tercera reaccid, Ss3, ve donat pel balang entre el nombre de molécules
de P consumides i el nombre de molécules que se’'n creen, és a dir, és el
coeficient estequiometric net de P en aquesta reacci6: S33 =3 —2 = 1.

Procedint com hem fet a ’exemple anterior i tenint en compte que el
coeficient estequiomeétric de P com a reactiu en la tercera equaci6 és 2, el
vector v de velocitats ve donat per

kl ZL’g
ko xf)
2
ks x,
k‘4 Tp

El sistema d’equacions diferencials per a les concentracions de P i ) que
resulta del producte Sv és

dry(t) 2

7 = a1 — Qs pr(t> + a3 -Tp(t) xQ(t)a
drg(t) 2

— - = . Tp(t) — a3, (t) 24(1),
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Qg = 2, oy = 2.85 a3 = 2, Q4 = 3.1
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Figura 2: Solucions del Brusselator abans (esquerra) i després (dreta) de travessar la
bifurcacié de Hopf quan comencem sense el substrat P (z,(0) = 0) i amb el substrat @
amb una concentracié z,(0) = 2. Passat el llindar aj = 3, apareixen les oscillacions al

voltant de l'equilibri (z, z}) = (1, as/as3).

on a; =k 2%, ay = ko) + ky, ag = k3, 1 ay = ko). Aquest sistema té un

a1 as(az—ay)
ag—ay’ alas

tinic equilibri positiu (x, 7)) = ( ) i, a diferéncia de 'exemple
anterior on la concentraci6 de R no era constant, aquest equilibri existeix
gracies a ’entrada dels substrats A i B que fa que les seves concentracions es
mantinguin constants i, per tant, que a; i a4 siguin estrictament positives.
Si, per simplificar les expressions adimensionalitzem les equacions per tenir
ap = 11iky =1 (vg[9]), Havors ap = g + 11 (2, 2}) = (1,04/c3). En
aquest cas, és facil veure que el sistema experimenta una bifurcacié de Hopf
supercritica per a aj = 1 + a3 de manera que, per a ay > «f, 'equilibri
(zy, ;) es torna inestable i apareix un cicle limit estable que I'envolta. En
altres paraules, d’acord amb el model del Brusselator, les concentracions de
P i @ oscillaran de manera peridodica sempre que tinguem concentracions
prou altes del substrat B (vg. Fig. 2).

La primera constatacié experimental de I'existéncia d’oscillacions en re-
accions quimiques la va fer el bioquimic rus B. Belousov construint un analeg
no biologic de la ruta metabolica anomenada cicle de I’acid citric (o cicle de
Krebs), en groc a la Figura 1. El caracter oscillatori de les reaccions es po-
dia observar en la variacié periodica de la coloracié de la solucié on tenien
lloc. Belousov, el 1951, va escriure un article sobre la seva troballa pero,
malauradament, mai no va poder ser publicat a cap revista perqué el dogma
imperant a 1’época era que les reaccions quimiques oscillants no eren possi-
bles perqué contradeien la segona llei de la termodinamica. No va ser fins a
1959 que Belousov va publicar una breu nota en les actes d'un congrés rus
de medicina, poca cosa donada la importancia del que havia descobert. Més



Figura 3: Patro espacial de la reaccié de Belousov-Zhabotinski.

tard, el 1961, A. Zhabotinski, aleshores estudiant de doctorat, va rebre I’en-
carrec del seu director de tesi de continuar 1'estudi de la reaccié de Belousov
perqueé no es coneixia encara quin era el seu mecanisme de reaccio, és a dir,
la seqiiéncia detallada de totes les reaccions implicades [1]. Avui dia, el que
es coneix com a reacci6 de Belousov-Zhabotinski ha passat a englobar tota
una classe de reaccions que manifesten un comportament oscillatori tant en
el temps com a l'espai (vg. Fig. 3). Per cert, el model teoric més senzill per
a la dinamica d’aquesta reaccio, publicat el 1974 per R.J. Field i R.M. Noyes,
esta format per un sistema de tres equacions diferencials i les oscillacions s6n
degudes a l'existéncia d'un cicle limit atractor a R3 |9]. El model rep el nom
d*Oregonator”: endevineu el perqué d’aquest nom?

1 Descripcié minimal de xarxes metaboliques:
el con de fluxos

Quan s’estudia el metabolisme a una escala que implica centenars o milers de
metabolits, la manca d’'un coneixement quantitatiu de la cinética de moltes
de les reaccions aixi com el seu elevat nombre fa que una analisi completa
de la dinamica del sistema d’equacions diferencials que en resulta no sigui
factible. Per fer-nos-en una idea, en la reconstruccié del metabolisme huma
consensuada per diferents grups de recerca a partir de diferents bases de
dades feta a [16], el nombre de reaccions arriba als 7440 i el de metabolits a
5063.

Una alternativa a 'estudi detallat del sistema (1) consisteix a utilitzar la
informacio estequiomeétrica de les reaccions que defineixen una xarxa metabo-
lica per estudiar els equilibris del sistema en termes del vector de velocitats
v = (vy,...,v,)T, també anomenat vector de fluzos. Cadascun d’aquests
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vectors representa un estat estacionari de la xarxa en el qual algunes de les
reaccions romandran actives mentre que d’altres estaran inactives (v; = 0)
de manera que v satisfa

Sv=0, (3)

on la matriu estequiomeétrica S té dimensions m X n essent m el nombre
de metabolits en les n reaccions. Aixi, cada solucié d’aquest sistema homo-
geni representa una distribucié de fluxos en la xarxa que permet que cada
metabolit implicat tingui una concentracié constant en el temps.

Fixem-nos que si v és un vector de fluxos i totes les reaccions que el
formen son reversibles, llavors —v també ho ha de ser. Per tant, si totes
les reaccions de la xarxa fossin reversibles, els seus estats estacionaris, que
venen donats pel conjunt de les solucions de (3), seria 'anomenat espai nul
(o nucli) de la matriu S, que com sabem té estructura d’espai vectorial. Ai-
xi doncs, donada una base d’aquest espai, qualsevol estat estacionari de la
xarxa podria expressar-se com una combinacié lineal dels seus vectors. De
fet, en alguns dels primers treballs sobre xarxes metaboliques que pretenien
estudiar les seves propietats estructurals apareguts a finals del anys 80 i prin-
cipis dels 90, aquests vectors s’interpretaven com un conjunt de vies o rutes
metaboliques, independents entre si, que caracteritzen les possibles rutes de
la xarxa en estat estacionari [10]. Ara bé, el fet que hi hagi més d’una manera
de descompondre un vector (les bases dels espais vectorials no séon uniques),
i que moltes reaccions en condicions biologiques normals tinguin un caracter
marcadament irreversible [5], fa que considerar els vectors d’una base com
a definidors de rutes metaboliques fonamentals sobre les quals es construeix
la xarxa no sigui 'opcié més adient des d’un punt de vista bioquimic. En
particular, quan es consideren reaccions irreversibles, no totes les bases de
nul(S) séon admissibles i, per a aquelles que ho son, les combinacions lineals
dels seus vectors seran admissibles si els fluxos corresponents a rutes irre-
versibles no apareixen amb coeficients negatius. Si aix0 no fos aixi voldria
dir que, per obtenir certes rutes metaboliques, caldria considerar un o més
vectors de fluxos irreversibles en una direccié oposada a la que tenen deter-
minada termodinamicament. En el cas limit en qué totes les reaccions de la
xarxa fossin irreversibles, només podriem considerar combinacions lineals no
negatives, també anomenades combinacions coniques, de vectors de fluxos.

[Iustrem el que hem definit i discutit fins ara amb un exemple. Con-
siderem la xarxa de reaccions de la Figura 4. La matriu estequiométrica
associada S té 3 files perqué hi ha tres metabolits interns (A4, B'i C), 1 6
columnes corresponents a les sis reacciones involucrades amb els coeficients
estequiomeétrics afectats de signe (signe — per als reactius i signe + per als
productes). El metabolit A s’importa des de I'exterior del nostre sistema, el
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frontera del sistema

Ve

Figura 4: Xarxa de reaccions amb tres metabolits interns A, B i C. El flux v d’intercanvi
del metabolit B amb ’exterior és reversible.

metabolit C' s’exporta a l'exterior i el metabolit B es bescanvia de manera
reversible. Aixi, si numerem les reaccions com els fluxos de la Figura 4, i fem
que la primera fila correspongui al metabolit A, la segona a B i la tercera a
C, llavors la matriu que en resulta és

1 -1 -1 00 O
S={0 1 0 -1 1 0
0O 0 1 10 -1

D’acord amb la figura, els vectors v que compleixin (3) i siguin compatibles
amb el sentit indicat dels fluxos tindran sis components v; amb vy, vo, v3, V4,
vg > 0. Pel que fa a vs, com que la reacci6 associada és reversible, pot ser
positiu (B entra dins del sistema) o negatiu (en surt). Per construir S, hem
pres el signe positiu (595 = 1 > 0). Per a aquesta matriu, podem obtenir una
base del seu espai nul resolent (3) tot prenent vy, vs 1 vg com a parametres,
de manera que

nul(S) = ((0,1,-1,1,0,0)",(1,1,0,0,—1,0)", (1,0,1,0,0,1)")..

Observem que el primer vector de la base no és compatible amb les direccions
dels fluxos de la xarxa de la Figura 4. D’altra banda, el vector (1,1,0,1,0,1)
si que ho és i, com que s’obté com a suma del primer i el tercer vector de
la base, podem intercanviar-lo amb el primer vector per construir-ne una de
nova on els seus tres vectors siguin admissibles.

Aixi doncs, cal tenir en compte la naturalesa marcadament irreversible
de certes reaccions i que, per tant, aquestes tenen un flux (net) v; associat
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no negatiu. Per fer-ho, 'espai de vectors de fluxos estacionaris admissibles
(espai de fluxos) F' que cal considerar és

F={veR":Sv=0, v; >0Vie I}, (4)

on Irr és el conjunt dels indexos de les reaccions irreversibles. Per definicio,
doncs, 'espai de fluxos és la interseccio de nul(S) amb semiespais no-negatius
que passen per lorigen {v € R™ : v; > 0,i € Irr} corresponents a les
reaccions irreversibles. Geomeétricament, F' defineix un con poliédric convex
anomenat con de fluzos.

Aquest tipus de con, de fet, és un cas particular del que en geometria es
coneix com con poliedric general Cy que, en la seva representacio implicita,
correspon a la interseccié de ¢ semiespais que passen per l'origen:

Cy, ={veR"Av > 0},

essent A una matriu ¢ x n adient. Aixi, el con de fluxos F’ es pot escriure en
aquesta formulacié prenent

S
A= (-S| ere
Iirr

on [;; és una matriu |Irr| X n que conté les condicions de no negativitat
de les reaccions irreversibles, |Irr| és la cardinalitat del conjunt d’aquestes
reaccions 1 ¢ = 2m+|Irr| [5]. La formulaci6 de C; en termes de generadors,
I’anomenada representacié explicita, compreén les combinacions lineals no ne-
gatives (combinacions coniques) de vectors de fluxos {y;} irreversibles més
les combinacions lineals dels vectors de fluxos {z;} que formen una base del
subespai vectorial format per tots els vectors de fluxos que sén reversibles
(espai de linealitat del con), és a dir,

C’g:{ZBjyjﬂLZ’yka’ﬁjEO, ’YkER}- (5)

jeJ keK

En aquest cas, el conjunt {y;,z;} de generadors de C;; no és tnic, fins i tot
si ens restringim a conjunts minimals de generadors [6].

2 Analisi de rutes metaboliques

L’estudi de les xarxes metaboliques té com a principal objectiu la identifica-
ci6 de rutes que siguin rellevants des d’un punt de vista bio(tecno)logic i, en
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particular, les rutes i cicles més curts que representin estats estacionaris d’a-
questes xarxes. Per entendre algunes de les definicions de rutes metaboliques
minimals que s’han proposat en la literatura, comencem amb unes nocions
basiques d’analisi convexa.

flux vn A e,

€s

€,

~ e,

- e;

flux %)

flux Vl

Figura 5: Espai de fluxos d’una xarxa metabolica i els seus vectors extrems. Les solucions
del sistema Sv = 0 amb les condicions d’irreversibilitat v; > 0 donen lloc, en aquest
exemple, a un con de fluxos apuntat no acotat. Els vectors extrems e; corresponen a les
arestes del con i constitueixen el seu tnic conjunt minimal de generadors. Qualsevol vector
del con representa, doncs, un estat estacionari de la xarxa compatible amb les condicions
d’irreversibilitat.

La propietat que defineix un con C' és que, si v € C, llavors el raig
{av]|a > 0} esta totalment contingut a C'. A més, un vector e € C' és extrem
si no pot escriure’s com a suma de dos vectors de C' linealment independents.
Per tltim, recordem que un con C' és apuntat si no conté rectes, és a dir, si
{av|a € R} ¢ C per a cap v. Per tant, C' és apuntat si i només si el seu
espai de linealitat és {0}. Geométricament, els raigs extrems {ae|a > 0}
corresponen a les arestes d’un con poliédric apuntat. La propietat de ser
apuntat la compleixen, per exemple, els cons de fluxos de xarxes metaboli-
ques tals que totes les reaccions de bescanvi amb ’exterior son irreversibles
perqué aquest fet no permet 'existéncia de vectors de fluxos reversibles. En
general, tindrem cons apuntats quan hi hagi reaccions reversibles pero no hi
hagi cap vector de fluxos que ho sigui perqué tots ells contenen una o més
reaccions irreversibles. Aquesta situacio es presenta, per exemple, quan les
tiniques reaccions reversibles sén les que comporten bescanvis de metabolits

UFRB



Joan Saldana 13

amb l'exterior del sistema i cada metabolit participa, com a maxim, en una
tnica reaccié de bescanvi (vegeu l'exemple de la Figura 4) [10]. El que fa
relativament senzill ’estudi dels estats estacionaris d’aquesta mena de xarxes
de caracter marcadament irreversible és el fet que els cons poliédrics convexos
apuntats poden generar-se a partir de combinacions lineals no negatives dels
seus vectors extrems (teorema de Minkowski) [8]. En aquest cas, 1'expressio
de l'espai de fluxos F' donada per (5) es redueix a

F = Zﬂjej\ﬁjzo ; (6)
J

és a dir, amb {zy} = 0 i essent {y;} = {e;} (amb e; # Ae; si i # j) I'tnic
conjunt minimal de generadors de F' (vg. Fig. 5).

En el context de les xarxes metaboliques, els raigs extrems corresponen
a les anomenades vies extremes (extreme pathways) per a les quals totes les
reaccions internes son irreversibles. Quan hi ha vectors de fluxos que sén
reversibles, F' ja no és un con apuntat i, per tant, no té raigs extrems o, el
que és el mateix, no hi ha un tnic conjunt minimal de generadors F'. Aquest
fet va motivar la introduccié de definicions de rutes metaboliques basades
en un espai de fluxos “augmentat”. Aquest nou espai resulta de dividir cada
reacci6 reversible interna en dues d’irreversibles i té, per tant, una dimensio6
addicional per a cada reaccié desdoblada. D’aquesta manera, el con de fluxos
obtingut és apuntat i torna a tenir sentit parlar de raigs extrems, tot i que
ho deixin de ser quan els reduim a ’espai de fluxos original. Els anomenats
corrents extrems (eztreme currents) i les vies extremes abans esmentades son
exemples d’aquests raigs en espais de fluxos augmentats. La diferéncia entre
aquestes dos tipus de rutes apareix a I’hora de construir el corresponent espai
de fluxos augmentat. Concretament, el que les distingeix és si s’han dividit
en dues o no aquelles reaccions amb ’exterior que sén reversibles. Aixi, en
el primer cas, parlem de corrents extrems mentre que, en el segon, parlem de
vies extremes [6].

Fixem-nos que una conseqiiéncia immediata de la definicié de vector ex-
trem és que aquest no es pot descompondre en vectors de fluxos més simples.
Dit d’una altra manera, si e € F és un vector extrem, llavors e no pot
expressar-se com a suma de dos vectors de F' tals que, a més de tenir les
mateixes components nulles que ell, en tinguin alguna més. En termes de
reaccions, un vector de fluxos no descomponible (també anomenat irreducti-
ble o de suport minimal) representa un conjunt de reaccions que formen una
“unitat funcional” de la xarxa de manera que, si una d’elles no esta activa
(v; = 0), la resta de reaccions no poden definir per elles mateixes un estat
estacionari no trivial de la xarxa. En general, pero, la irreductibilitat d’un
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vector de fluxos no esta lligada necessariament al fet de ser un vector extrem
de F' perqué hi pot haver vectors de suport minimal obtinguts a partir de
combinacions coniques de vectors extrems. Els vectors m; de F' de suport
minimal s’anomenen modes de fluz elementals (MFE) i han jugat un paper
molt important en I'analisi de rutes metaboliques des de la seva introduccio6
el 1994 [13]. Per construir el conjunt de MFE associat a un con de fluxos,
escollirem un representant de cada raig {fm; |3 > 0} associat a una unitat
funcional diferent.

Aquesta definici6 de MFE implica que aquests formen un conjunt de
generadors del con de fluxos pero, tanmateix, no garanteix que aquest conjunt
sigui minimal. Aixi, quan el con és apuntat, el conjunt de MFE inclou els
vectors extrems i, quan no ho és, inclou una base del seu espai de linealitat
[10]. Un exemple del primer cas el dona la xarxa de la Figura 4, on totes
les reaccions internes son irreversibles perd n’hi ha una de bescanvi amb
I’exterior que és reversible. En les Figures 6 1 7 es mostren, respectivament,
els vectors extrems i els MFE d’aquesta xarxa, i es veu com els vectors
extrems formen un subconjunt (conicament independent) dels MFE. Aquest
exemple mostra un fet que és general, i és que es poden obtenir conjunts
minimals de generadors a partir dels MFE eliminant tots aquells modes que
es poden expressar com una combinaci6 conica de la resta de modes [6].

e;=(1,1,0,0,-1,0) e,=(0,0,0,1,1,1)

Figura 6: Vectors extrems e; associats a la xarxa de reaccions de la Figura 4.

Una definicié alternativa de MFE, deslligada de la nocié de suport mini-
mal, és la que es basa en la suma conforme de vectors |5, 8]. De fet, aquesta
definici6 ens permetra determinar un conjunt de vectors de cons poliédrics
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generals (i de poliedres) que tindran propietats analogues a les dels MFE
del con de fluxos. Per entendre la idea que hi ha al darrere d’aquesta nova
definici6, observem que, a la xarxa de la Figura 4, my s’obté a partir d’e; i
e, gracies al fet que la cinquena component d’aquests vectors extrems tenen
signes oposats i, per tant, es cancellen I'una amb l'altra quan les sumem

(vg. Fig. 7):

my = = e + es.

— O =) O
— == O OO

Ara bé, des d'un punt de vista bioquimic, no té sentit construir una ruta
metabolica a partir de combinacions de vectors de fluxos on una mateixa
reaccio6 reversible tingui lloc en sentits oposats (aquests han de formar part
de rutes diferents). L’abséncia de cancellacions de fluxos és, doncs, la idea
que hi ha al darrere del concepte de suma conforme de vectors i, malgrat
ser forga natural en aquest context, és curiés que no fos tinguda en compte
durant els primers anys d’estudi de rutes metaboliques [5]. Aixi, donats dos
vectors u, v € F, direm que la suma w = u + v és conforme si w; = 0
implica u; = v; = 0, w; > 0 implica u;,v; > 0, 1 w; < 0 implica u;, v; < 0,
Vi e {1,...,n}. En analisi convexa, la descomposici6 de vectors sense cancel-
lacions va ser introduida per Rockafellar en 1969, mentre que Urbanczik i
Wagner la van introduir en I'analisi de rutes metaboliques 'any 2005.

my=e;=(1,1,0,0,1,0 _m;=e,=(0001,1,1)"
«—(B C — B ——F C —
A A
m;=e;=(1,0,1,0,0,1)" m,=e,+e,=(1,1,0,1,0,1)"
B C— B——C ——
A | A

Figura 7: Modes elementals m; associats a la xarxa de reaccions de la Figura 4.

D’acord amb aquesta definicié de suma conforme, els MFE sén vectors
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del con de fluxos que no es poden descompondre de manera conforme, és
a dir, que no poden expressar-se com una suma sense cancellacions de dos
vectors de fluxos. D’aquesta manera, arribem a un resultat fonamental en
I’analisi de rutes metaboliques: el conjunt de MFE constitueix [inic conjunt
minimal de generadors conformes del con de fluzos F |5, §|.

Els MFE han esdevingut una eina fonamental per a 'estudi de xarxes
que corresponen a models de I’anomenat metabolisme central, i que podem
descriure com aquella part del metabolisme que comprén les reaccions que
converteixen sucres en energia i metabolits precursors de biomolécules més
complexes. Aquestes xarxes son prou petites perqué el calcul dels MFE sigui
factible. Des del punt de vista de les aplicacions, els MFE corresponen a sub-
xarxes minimals (en el sentit de ser indescomponibles de manera conforme)
que realitzen una certa funcié en estat estacionari. Aixo ha fet que aquests
hagin estat utilitzats per identificar rutes minimes de conversi6 d'un cert
substrat a un cert producte i, també, cicles metabolics (rutes tancades). Ara
bé, per adornar-nos de l'esfor¢ computacional que comporta el calcul dels
MFE, fins i tot en xarxes relativament petites com aquestes, és interessant
saber que, per exemple, el nombre de MFE calculats per al con de fluxos d’un
model de metabolisme del bacteri Escherichia coli amb m = 75 metabolits
interns i n = 101 reaccions, 48 de les quals son reversibles, arriba als 169.916
modes [3].

Una de les raons de I'éxit de la nocié de MFE en les aplicacions i, en
especial, en els estudis de manipulacions de xarxes, rau en la segiient propi-
etat: si eliminem una part d’una zarza, el conjunt de MFE que en resulta
esta format per aquells MFE de la xarza original que no contenen cap de
les reaccions eliminades, la qual cosa estalvia haver de calcular-los per a ca-
da una de les subxarxes obtingudes. Una situaci6é on aixo es dona és, per
exemple, quan es bloqueja 'expressié de certs gens de manera que algunes
reaccions deixen d’estar actives per falta de I’enzim que les catalitza o d'un
substrat necessari perqué aquestes reaccions es puguin produir. Aquesta és
una propietat que no tenen, per exemple, els anomenats conjunts minimals
de generadors de I'espai de fluxos, que també s’han utilitzat per caracteritzar
les xarxes metaboliques [6].

3 El poliedre de fluxos

A part de la condicié d’irreversibilitat (v; > 0) imposada a certes reaccions,
sovint es té informacié addicional sobre la velocitat de les reaccions que
voldriem incorporar en I'analisi de les rutes metaboliques. Per exemple, per
a algunes reaccions de bescanvi es coneixen fites superiors i/o inferiors de les
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fluxv, o

Sv=0,v;>0

Gv=h

flux vy

flux Vi

Figura 8: Poliedre de fluxos acotat. La base (en vermell) apareix per l'existéncia de
restriccions addicionals als fluxos de la Fig. 5.

seves velocitats: v; < v; < 9;. Aquestes condicions addicionals les podem
escriure matricialment com: Gv > h amb h > 01 G € R™*", de manera que
I’espai de fluxos ara ve donat pel conjunt

PF={veR"|Sv=0, v, >0V € Irr, Gv > h}. (7)

Geométricament, PF' defineix un poliedre (acotat o no) anomenat poliedre
de fluxos.

Com passava abans amb el con de fluxos, aquest poliedre de fluxos és un
cas particular de poliedre general que, en la seva representacié implicita, ve
donat per P = {v € R"|Av > b} amb

S
_ -5 gxn i _ (0 q
A= I € R”", 1b_(h)eR, (8)
G

on ¢ = 2m + |Irr| +r. Un resultat ben conegut de l'analisi convexa ens
diu que tot poliedre P es pot expressar com un poliedre acotat, el politop, i
I'anomenat con de recessic Cp = {v € R"|Av > 0}, un con poliédric general
que conté les direccions no acotades de P. Recordem que p és un vértex de
P si no es pot posar com a combinaci6 lineal convexa (avy + (1 — «) va,
0 < a < 1) de cap parell de vectors vy, vy de P (vi # v3), i que un
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poliedre acotat ve donat pel conjunt de combinacions lineals convexes dels
seus vértexs. A més, direm que P és apuntat si ho és el seu con de recessié
Cp. D’aquestes definicions se segueix que, si un poliedre no és apuntat,
llavors no té vértexs ni, tampoc, un tnic conjunt minimal de generadors [5].
La representacié explicita de P ve donada, doncs, per

= {Zaipz’-FZﬂjijrZ%ZHai,ﬁj >0, €R, D ;= 1}, (9)

iel jeJ keK iel

essent {p;} el conjunt de generadors acotats (vértexs) del politop (p; € R"),
i {y;,zx} el conjunt de generadors (no acotats) de Cp (y;,zx € R"). La
qualificaci6 d’acotat o no acotat dels generadors ve donada perqué, en el
primer cas, els pesos de la combinacié son acotats («; € [0,1]) mentre que,
en el segon cas, no ho son [17].

Un exemple de poliedre no acotat a R? el dona la Figura 9 i el podem
escriure, en les dues representacions (implicita i explicita), com

1

U1 -1
>

1

1

3

0

2

() e () e () o ()
ai,ﬁjEO,Zaizl,}. (10)

En aquest cas, el politop és el triangle de vertexs p; = (5/6,1/2), pa2 =
(1/6,1/2) i pg = (0,1), i el con de recessi6 és apuntat i té per arestes

{ﬂ ((1)) 16> 0} i {6 G) 18> o} (ve Fig. 9).

Malgrat que les representacions de cons i poliedres en termes de genera-
dors és 1til en certs casos, el conjunt minimal de generadors no té propietats
que son molt desitjables des del punt de vista de les aplicacions com si les
tenen, en canvi, els MFE en el cas dels cons de fluxos. Per exemple, ja hem
comentat que el conjunt de MFE d’una xarxa metabolica conté els conjunts
de MFE de totes les possibles subxarxes i que, a més, és 1'inic conjunt mi-
nimal de generadors del con de fluxos que son indescomponibles de manera
conforme. FEn general, pero, els MFE del con de recessié d'un poliedre no
satisfan les noves restriccions imposades a partir de la informacié addicional
sobre les velocitats (d’algunes) de les reaccions.

P1: V€R2|

)

S = W W
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€, e,
.Ps
pZ 1
"""" 'Q\ 'j:"“““““““"“"Vz =3
/P
o
1 %1
)
3

Figura 9: Poliedre no acotat (en gris) definit per (10). Els seus vértexs son p1, pz2, i ps, i

és no acotat en les direccions d’e; i es que defineixen les arestes del seu con de recessio.

Anem, doncs, a definir un conjunt de vectors que jugara el mateix paper

en el cas dels poliedres que el jugat pels MFE en el cas dels cons, i ho farem
utilitzant la nocié de suma conforme introduida a la seccid 2.

4 Un pas més enlla dels MFE: els vectors ele-
mentals

La idea geométrica que hi ha darrere del concepte de vector elemental es
basa en el fet que la interseccié d’un poliedre Fy amb un hiperoctant 2, de
R™ doéna lloc a un subpoliedre P, que és sempre apuntat. En efecte, tots els
elements de P; = Py N ), tenen un patr6 de signes s € {—1,1}" determinat
per Q, = {x € R"|x;s; > 0,i = 1,...,n} i, per tant, 'espai de linealitat

del seu con de recessio Cp, és el trivial. Aixi doncs, Ps tindra un conjunt

minimal de generadors format pels seus vértexs i pels vectors extrems del seu
con de recessio.

[ITustrem aquesta idea amb I'exemple del poliedre no acotat

3 1
Py =

1
—{veR? (-3 3 (“1)2 ~1
0 2) \?
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Py ve definit, doncs, per les mateixes inequacions que el poliedre P, donat per
(10) excepte la condici6 de no negativitat de vy. Per tant, P, = PyN$; essent
0 = {(x1,22) € R?*|z; > 0,4 = 1,2} el primer quadrant. La representaci6
explicita de Fy és

po=fon (38) o (15) - (53) (1)
g, B; >0, Zai: 1,},

d’on veiem que Fy té només dos vertexs, a diferéncia de P; que en té tres, i
dues arestes.

El conjunt de vectors elementals (VE) d’'un poliedre P es defineix com la
unié dels conjunts minimals de generadors dels subpoliedres P, obtinguts de
les interseccions de P amb els 2" hiperoctants €2, de R™. Hi haura, doncs,
dos tipus de generadors: els acotats formats pels vértexs dels diferents P;, i
els no acotats formats pels vectors extrems dels corresponents Cp,. Com que
P = |J Ps, aquesta definici6 de VE comporta que aquests vectors formin un
conjunt generador de P pero, com passa també amb els MFE, no formin un
conjunt minimal de generadors.

Aixi, per construccio, els VE acotats d’un poliedre P estan formats pels
elements que no es poden expressar de manera conforme com a combinacio
lineal convexa de vectors de P i, per tant, inclouen els seus vértexs, pero
no només aquests perqueé alguns d’aquests VE son vértexs de subpoliedres
que no ho sén de P. A I'exemple anterior, els VE acotats de P, son els tres
vértexs del subpoliedre P; dels quals només dos, p1 i p2, son vértexs de Fy.
Fixem-nos que ps, malgrat no ser un vértex de Fy, no es pot expressar com
una combinaci6 lineal convexa sense cancellacions d’elements de . A més,
p3 és també veértex del subpoliedre P, obtingut per la interseccié de Fy amb
el segon quadrant Qy = {(z1,22) € R?|z; <0, x5 > 0} (ve. Fig. 10). En
aquest exemple, doncs, Py = P, U Ps.

Pel que fa als VE no acotats de P, son vectors del seu con de recessiéo C'p
no descomponibles de manera conforme [8] i, per tant, els vectors extrems
de Cp en formen part. En general, pero, hi ha haurd VE no acotats que
no es correspondran amb cap vector extrem de Cp malgrat ser-ho del con
de recessio Cp, d’algun dels subpoliedres P;. Per exemple, el poliedre Fy

. . 1
que hem definit té tres VE no acotats que sén proporcionals a (1), <(1)>,

(-1 . . : .
i ( 3), respectivament. Els dos primers defineixen les arestes e; i e de
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V2

€3 e;

P3

‘ v ' v

Figura 10: En blau, els poliedres P; (dreta) i P, (esquerra) resultants de la interseccio
del poliedre Py definit per (11) amb el primer i el segon quadrants, respectivament: Py =
Py |J P,. Els vectors elementals de Py son 6: 3 d’ells corresponen a la uni6 dels vértexs de
Py i P (p1, P2, P3), i els altres 3 a la unio dels vectors extrems dels seus cons de recessio
(el, €a, i 83>.

Cp,, mentre que els dos tltims defineixen les arestes de Cp, (vg. Fig. 10).
D’aquests tres VE no acotats de F,, perd, només el primer i el tercer son
arestes de Cp,. Fixem-nos que, sense cancellacions, no podem obtenir el
segon VE a partir dels altres dos i, per tant, els tres VE formen un conjunt
minimal de generadors conformes no acotats de P.

Aquest exemple ens mostra de manera intuitiva una de les propietats que
els VE tenen en comu amb els MFE: Els vectors elementals constitueixen |-
nic conjunt minimal de generadors conformes d’un poliedre |8, 17]. La segona
propietat que també tenen els VE, i que els fa ser la generalitzacié natural
dels MFE a poliedres, és que els conjunts de VE de les possibles subxarxes
d’una xarxa metabolica son subconjunts dels VE de la xarxa original.

Per calcular de manera eficient els VE d’una xarxa, ens cal una defini-
ci6 algebraica d’aquests vectors que permeti desenvolupar algorismes adients.
De fet, la definici6 la dona el mateix métode de calcul dels VE. Conceptu-
alment, aquest métode es basa en la transformacié del sistema no homogeni
d’inequacions Av > b que defineix un poliedre general P de R", en un sis-
tema homogeni d’equacions que es pugui pensar com ’expressié d’un con de
fluxos en dimensié superior. Es per aixd que aquest métode es coneix com el
meétode d’homogenitzacio |5, 17].

En un primer pas, amb I’ajut d’una variable auxiliar A, escrivim el sistema
Av > b com el sistema homogeni en n + 1 variables (v’, \) donat per

V/

(A —b) >0 amb X>0. (12)
A
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Aquest sistema d’inequacions és I'expressio d'un con general de R"*!. Clara-
ment, si v satisfa Av > b, llavors (v, 1) és soluci6 de (12). Reciprocament,
si (V/,A), A > 0, és soluci6 de (12), llavors v = v’/X és soluci6 del sistema
no homogeni. En canvi, si (v/,0) és soluci6 de (12), llavors v = v’ és solu-
ci6 del sistema homogeni Av > 0 que defineix el con de recessi6o de P. En
altres paraules, un conjunt {(vj, A\x)} de generadors del con definit per (12)
defineix un conjunt de generadors de P. Aquests iltims seran acotats quan
Ar > 0, mentre que seran no acotats quan Ay = 0. No tenim garantit, pero,
que aquests generadors de P siguin generadors conformes, és a dir, que siguin
els seus VE.

El segon pas sera, doncs, obtenir els generadors conformes de P i aixo
ho farem aprofitant el fet que els MFE son generadors conformes de cons de
fluxos. D’aquesta manera, el calcul dels VE es reduira al calcul dels MFE
d’un con de fluxos auxiliar, és a dir, d'un con de la forma donada per (4)
pero dins d’un espai de dimensié més gran. Per fer-ho, introduirem un vector
y de variables de folganca, analogues a les utilitzades en programacié lineal
per convertir desigualtats en igualtats, i escrivim (12) com (vg. [5])

V/

(A —I —b)|y|[=0 amb y>0 i A>0. (13)
A

Amb aquesta transformacio, els MFE del con de fluxos representat per (13)
corresponen als VE d’un poliedre P. Si P és un poliedre de fluxos, A i b
vénen donades per (8) i I és una matriu on les primeres 2m files son zero,
essent m el nombre de metabolits de la xarxa. En aquest cas, perd, una
transformacio de les desigualtats en (7) analoga a l’anterior dona lloc a la
segiient expressi6 del con de fluxos auxiliar

V/

S 0 0
y|=0 amb v.>0Vielr, y>0 i A>0
G —I —h

(14)
on, recordem, S és la matriu estequiométrica de les reaccions i h és el vector
que conté les fites superiors i/o inferiors de les velocitats de reacci6 especifi-
cades per la matriu G [5]. En aquest context, hom parla a vegades de vectors
de fluzos elementals (VFE).
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El fet de poder basar el calcul dels VE dun poliedre en 'obtencié dels
MFE d’un con de fluxos (de dimensié més gran) no és nomeés una qiiestio
conceptual, siné que té una important aplicacié practica ja que permet apro-
fitar els algorismes desenvolupats recentment per augmentar ’eficiéncia del
calcul dels MFE de cons de fluxos de xarxes metaboliques [19]. Tot i aixi,
avui dia I'enumeraci6 dels MFE de models a escala genomica continua essent
impracticable |2, 4] i, per tant, també ho és el calcul dels VE el nombre dels
quals pot arribar a ser més gran que el de MFE. En 'exemple de metabo-
lisme central d’Escherichia coli considerat a [5], el nombre de MFE del con
de fluxos és 314.241. Si, a més, es considera una fita superior per a la taxa
d’ingesta de glucosa i una fita inferior per la velocitat d'una segona reaccio
lligada al procés de manteniment cellular (anomenada ATPmaint), el con
de fluxos passa a ser un poliedre de fluxos i el nombre de VFE calculats és
247.947. D’aquests, 27.864 son VFE de suport minimal, és a dir, aquest és el
nombre de les subxarxes funcionals amb el minim nombre de reaccions i que,
a més, son compatibles amb les restriccions imposades a les dues velocitats
de reaccié anteriors. Les limitacions computacionals actuals queden paleses
en el recent estudi de 17 xarxes metaboliques fet a [12] amb I'ajut d’eines
com efmtool per al cacul de MFE, integrada a MATLAB. El resultat és prou
revelador: no es van poder calcular, per falta de memoria, els MFE de cap de
les 11 xarxes amb més de 100 reaccions. Totes elles son models del metabo-
lisme de diferents espécies de bacteris (excepte la del globul vermell huma) i
tenen unes mides que van de 194 a 581 reaccions. Som, doncs, encara lluny
de poder obtenir els MFE de xarxes de mida més gran com, per exemple, la
del metabolisme huma comentada anteriorment amb les seves 7440 reaccions.
D’altra banda, la possible rellevancia biologica de nous conceptes introduits
per superar aquestes limitacions de calcul, com el proposat a [12], ha de ser
estudiada en futurs treballs.

Fins aqui un breu repas de conceptes fonamentals lligats al que es coneix
com analisi de xarxes amb restriccions. N’he deixat fora aspectes impor-
tants, mereixedors cadascun d’ells d’un nou article, com sén 'optimitzacio
de fluxos [7], els algorismes del calcul dels MFE [14], o I'aplicaci6 de principis
de la termodinamica per reduir el conjunt inicial de MFE a aquells modes
que son factibles des d’un punt de vista termodinamic [3|. Voldria acabar,
perd, amb una curiositat. Cap dels articles citats en aquest treball ha estat
publicat en una revista de matematiques, malgrat el contingut eminentment
formal d’algun d’ells (vg. [8]). Aixo no ha estat de cap manera intencionat
i podria estar relacionat amb el fet que, com es comenta en aquesta darrera
referéncia, la descomposicié conforme de cons i poliedres sembla que no ha
estat estudiada en geometria. Aixi, de la mateixa manera que al principi
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d’aquest treball déiem que els llibres de biologia de sistemes estan farcits de
matematiques, podem acabar dient que, cada cop més, revistes de fora de
I’ambit estrictament matematic acullen articles amb nous conceptes formals
que ajuden a entendre i fer avancar la biologia de sistemes.
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