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Distribución Multinomial Negativa.
Una presentación elemental con

ejemplos y aplicaciones

José M. Bogotá i Miguel A. Marmolejo L.

En el modelamiento de fenómenos aleatorios (ver Alabert [1] para una
visión general) con frecuencia se contempla la repetición independiente de un
mismo experimento aleatorio. Considere el caso de un experimento aleatorio
con dos posibles resultados: éxito (E) de probabilidad p ∈ (0, 1) y fracaso
(F) de probabilidad q := 1− p (ver figura 1).
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Figura 1: Experimento aleatorio con dos resultados

En este contexto, distribuciones de probabilidad o modelos probabilísticos
importantes por su aplicabilidad son:

El modelo binomial de parámetros n y p, que da cuenta del “ número
X de éxitos en exactamente n repeticiones del experimento”. Su f.p.
(función de probabilidad) o función de masa es

P (X = k) =

(
n

k

)
pkqn−k; k = 0, 1, 2, . . . , n.
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El modelo geométrico de parámetro p, que representa el “número Y
de repeticiones necesarias hasta obtener el primer éxito”, cuya f.p. es

P (Y = j) = qj−1p; j = 1, 2, 3, . . .

En la literatura, también se conoce como modelo geométrico al “nú-
mero Y ∗ de fracasos hasta que por primera vez se obtiene éxito” y que
tiene f.p.

P (Y ∗ = j) = qjp; j = 0, 1, 2, 3, . . .

Note que Y ∗ = Y − 1.

El modelo de Pascal de parámetros r y p, que cuenta el “número Z
de repeticiones necesarias hasta obtener el r-ésimo éxito”, que tiene f.p.

P (Z = m) =

(
m− 1

m− r

)
prqm−r; m = r, r + 1, r + 2, . . .

El modelo binomial negativo de parámetros r y p, definido como
“número W de fracasos hasta que se obtiene el r-ésimo éxito”, de f.p.

P (W = m) =

(
m+ r − 1

r − 1

)
prqm; m = 0, 1, 2, . . .

Observe que W = Z − r.

Estos modelos están relacionados con el teorema del binomio, la serie geomé-
trica y la serie binomial negativa. En este sencillo contexto se pueden plan-
tear un sinnúmero de problemas un tanto difíciles; por ejemplo, determinar
la distribución del “ número de repeticiones del experimento hasta que por
primera vez se obtenga una racha de r éxitos”. La solución a este problema
es parte de las aplicaciones que se exponen en este artículo (subsección 5.5).

Considere ahora el caso de un experimento aleatorio con k (k ≥ 2) po-
sibles resultados: R1,R2, . . . ,Rk de probabilidades positivas p1, p2, . . . , pk,

respectivamente;
k∑

i=1
pi = 1 (ver figura 2).
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Figura 2: Experimento aleatorio con k resultados
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El célebre modelo multinomial de parámetros m y p1, p2, . . . , pk corres-
ponde a la distribución conjunta del “número Xi de veces en que se obtiene el
resultado Ri en exactamente m repeticiones del experimento”; i = 1, 2, . . . , k.
Como se sabe, su función de masa es

P [X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xk = xk] =

(
m

x1, x2, . . . , xk

)
px1
1 px2

2 . . . pxk
k ,

donde xi ∈ {0, 1, 2, . . . ,m};
k∑

i=1
xi = m. Este modelo, relacionado con el

teorema multinomial, tiene la propiedad de que sus distribuciones marginales
y sus distribuciones condicionadas son del mismo tipo.

Este artículo versa sobre la distribución multinomial negativa, tam-
bién llamada distribución binomial negativa multivariada, la cual surge en
diversos contextos; ver por ejemplo la sección 3 de Sibuya et al. [23] o la
sección 4.2 de Johnson et al. [13], donde se hacen sendas revisiones de es-
ta distribución. El trabajo se enmarca en el siguiente contexto: considere
un experimento aleatorio en el que se tiene éxito por una sola causa E de
probabilidad p, y en el que se puede fracasar por una de k posibles causas
disjuntas F1, F2,. . . ,Fk , de probabilidades q1, q2, . . . , qk, respectivamente;

p+
k∑

i=1
qi = 1 (ver figura 3).

. . .
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Figura 3: Experimento aleatorio con k fracasos y 1 éxito

Suponga que se hacen repeticiones independientes del experimento y que Xi

es el número de veces que se observa el fracaso Fi hasta que se observa el
r-ésimo éxito; r ≥ 1, i = 1, 2, . . . k. La distribución del vector aleatorio (v.a)
X = (X1, X2, . . . , Xk) se conoce como distribución multinomial negativa de
parámetros r y q = (q1, q2, . . . , qk). Cuando r = 1, esta distribución se de-
nominará distribución geométrica k-dimensional de parámetro q. Si bien es
cierto que en este contexto el parámetro r es un número natural, la distribu-
ción multinomial negativa y algunas de sus distribuciones relacionadas están
definidas para cualquier número real r > 0.
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Trigonometria esfèrica i hiperbòlica
Joan Girbau

L’objectiu d’aquestes notes és establir de forma curta i elegant les fórmules
fonamentals de la trigonometria esfèrica i de la trigonometria hiperbòlica.
La redacció consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfèrica i l’altra, a la hiperbòlica. La primera està adreçada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera tècnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.

1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.
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figura 1
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Aquí se da una presentación elemental de la distribución multinomial
negativa, incluyendo nuevos resultados (Teoremas 2 y 9; Corolario 3 y Sec-
ción 4), que son utilizados en la Sección 5, donde se exponen ejemplos y
aplicaciones de casos especiales y de funciones de v.a. (variables aleatorias)
relacionadas con esta distribución. Siguiendo el contexto anterior, en la §1 se
deduce la función de probabilidad y se establecen fórmulas recursivas para la
funciones de masa y de distribución (Teorema 2 y Corolario 3). En la §2 se
calculan la función generadora de momentos, el vector de medias y la matriz
de covarianzas. Se resalta que la suma de r vectores aleatorios indepen-
dientes e idénticamente distribuídos (v.a.i.i.d.) con distribución geométrica
k-dimensional de parámetro q es un v.a. con distribución multinomial nega-
tiva de parámetros r y q (Observación 5). La §3 se dedica a las distribuciones
marginales y a las distribuciones condicionadas. Se muestra que la distribu-
ción multinomial negativa es una distribución condicionada de la distribución
geométrica (k+1)-dimensional (Observación 8). También se incorpora la dis-
tribución de funciones lineales (Teorema 9) que resulta de mucha utilidad en
las secciones siguientes. La §4 se dedica a las funciones máximo y mínimo; se
enfatiza el cálculo de la probabilidad de que el mínimo sea 0 (Teorema 10).
Finalmente, en la §5 se aplican los resultados previos para ilustrar el uso de
este modelo probabilístico. El ejemplo 1 da una sucesión de v.a. idéntica-
mente distribuídas no independientes que es intercambiable y toma valores
enteros no negativos. En el ejemplo 2 se consideran los parámetros r y q
aleatorios. El ejemplo 3 se dedica a la distribución de fracasos no disjuntos.
En la aplicación 1 se reconsidera el problema del coleccionista de cupones. La
aplicación 2 muestra que ciertas distribuciones multiparamétricas de orden
k son funciones afines de la distribución multinomial negativa. También se
muestra una relación con las sucesiones k-generealizadas de Fibonacci (Ob-
servación 13). Por último, en la aplicación 3 se determina la distribución de
los fracasos hasta que se obtiene la primera racha de r éxitos. De hecho, este
modelo probabilístico tiene diversas aplicaciones prácticas; quizá, la última
reportada en la literatura aparece en Chen et al. [8].

1. Contexto y definición de la distribución multi-
nomial negativa

En lo que sigue, N es el conjunto de números naturales, N0 = N ∪ {0},
k ≥ 2 y r ≥ 1 son naturales, R es el conjunto de números reales y 1A(·)
denota la función indicatriz del conjunto A. Para x = (x1, x2, . . . , xk) ∈ Nk

0,
q = (q1, q2, . . . , qk); qi ∈ (0, 1); i = 1, 2, 3, . . . , k, y n ∈ N se escribe:

s(x) =

k∑
i=1

xi; x! = x1!x2! · · ·xk!; qx = qx1
1 qx2

2 · · · qxk
k ;
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(
n

x

)
=

(
n

x1, x2, . . . , xk

)
=

n!

x!
; n = s(x).

Sea ahora Y una v.a. que toma los (k+1) valores 0, 1, 2, . . . , k con probabi-
lidades p = P [Y = 0] (probabilidad de éxito) y qi = P [Y = i] (probabilidad
de fracasar por la causa i). Haga

q := 1− p =
k∑

i=1

qi; q∗i = P [Y = i | Y > 0] =
qi
q
; i = 1, 2, . . . , k.

Suponga que se hacen observaciones independientes de la v.a. Y hasta que
por r-ésima vez se observa el evento {Y = 0} (r-ésimo éxito), y sean:

(i) X0 el número de observaciones necesarias;

(ii) X = (X1, X2, . . . , Xk), donde Xi es el número de veces en que se observa
el evento {Y = i}; i = 1, 2, 3, . . . , k, y

(iii) S(X) = S(X1, X2, . . . , Xk) =
k∑

i=1
Xi (la v.a. que cuenta el número total

de fracasos).

Entonces:

(a) La v.a. X0 tiene distribución de Pascal de parámetros p y r con soporte
en D = {r, (r + 1), (r + 2), . . . }, esto es,

P [X0 = m] =

(
m− 1

m− r

)
pr qm−r 1D(m).

(b) Dado que X0 = S(X)+ r, la v.a. S(X) tiene distribución binomial nega-
tiva de parámetros p y r con soporte en N0; i.e.,

P [S(X) = n] =

(
n+ r − 1

r − 1

)
pr qn 1N0(n).

(c) El vector aleatorio (X | X0 = m) = (X1, X2, . . . , Xk | S(X) = m − r)
tiene distribución multinomial de parámetros (m− r), q∗1, q

∗
2, . . . , q

∗
k, i.e.

P [X = x | X0 = m] = P [X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xk = xk | S(X) = m− r]

=

(
m− r

x1, x2, . . . , xk

)
(q∗1)

x1(q∗2)
x2 . . . (q∗k)

xk

× 1Nk
0
(x1, x2, . . . , xk)1{S(x)=m−r}(x1, x2, . . . , xk)

≡
(
m− r

x

)
(q∗)x 1Nk

0
(x)1{S(x)=m−r}(x).
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Ahora bien, por la fórmula de la probabilidad total,

P [X = x] =
∞∑

m=r

P [X = x | X0 = m]P [X0 = m]

=
∞∑

m=r

(
m− r

x

)
(q∗)x 1Nk

0
(x)1{S(x)=m−r}(x)

(
m− 1

m− r

)
pr qm−r

= pr
∞∑

m=r

(
m− 1

x

)
1

(r − 1)!
qx 1Nk

0
(x)1{S(x)=m−r}(x)

= pr
∞∑

m=r

(
s(x) + (r − 1)

x, (r − 1)

)
qx 1Nk

0
(x)1{S(x)=m−r}(x)

= pr
(
s(x) + (r − 1)

x, (r − 1)

)
qx 1Nk

0
(x)

∞∑
m=r

1{S(x)=m−r}(x)

= pr
(
s(x) + (r− 1)

x, (r − 1)

)
qx 1Nk

0
(x)

≡ pr
(
x1 + x2 + · · ·+ xk + (r − 1)

x1, x2, . . . , xk, (r − 1)

)
qx1
1 qx2

2 . . . qxk
k

× 1Nk
0
(x1, x2, . . . , xk).

Definición 1. Un vector aleatorio X = (X1, X2, . . . , Xk) tiene distribución
multinomial negativa de parámetros r ∈ N y q = (q1, q2, . . . , qk); qi ∈ (0, 1);

i = 1, 2, . . . , k;
k∑

i=1
qi < 1, en símbolos: X ∼ MN (x; r,q), si su función de

probabilidad es

MN (x; r,q) ≡ pX(x) := P [X = x] = pr
(
s(x) + (r − 1)

x, (r − 1)

)
qx 1Nk

0
(x),

donde p = 1−
k∑

i=1
qi. Cuando r = 1, esta distribución se denomina distribu-

ción geométrica k-dimensional de parámetro q y se escribe: X ∼ G(k)(x;q).
Su función de masa es, para x ∈ Nk

0:

G(k)(x;q) ≡ pX(x) := P [X = x] = p

(
s(x)

x

)
qx = p qs(x)

∏k
i=1

e−qi q
xi
i

xi!

e−q qs(x)

s(x)!

.

Con el fin de establecer fórmulas recursivas para estas funciones de masa,
conviene hacer algunas observaciones sobre los números

(
s(x)
x

)
. En primer

lugar, la igualdad n! = (n− 1)!n; n ∈ N, implica la identidad(
s(x)

x

)
1Nk

0
(x) =

k∑
i=1

(
s(x̃i)

x̃i

)
1Nk

0
(x); x ̸= 0, (1)
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donde x̃i = (x1, . . . , xi−1, (xi − 1), xi+1, . . . , xk). Aquí se sobrentiende que
un número combinatorio es cero si uno de los denominadores es −1. Esta
identidad es la ley de formación del triángulo de Pascal cuando k = 2 (ver
figura 4), y de la llamada pirámide de Pascal cuando k = 3. La cantidad(
s(x)
x

)
se puede interpretar como el número de caminos, sobre la retícula Nk

0,
entre el origen y el punto x (ver figura 4).

b

b

b

b

bbb

b b

b

b

b

b b

b

b

b

x2

x1

(x1, x2 − 1)

(x1, x2)(x1 − 1, x2)

Figura 4:
(
x1+x2
x1,x2

)
=

(
(x1−1)+x2
(x1−1),x2

)
+

(
x1+(x2−1)
x1,(x2−1)

)
En segundo lugar, algunas sumas de los números

(
s(x)
x

)
conducen a suce-

siones generalizadas de Fibonacci. Suponga que ni ∈ N; i = 1, 2, . . . , k con

n1 < n2 < . . . < nk. Sea ahora L : Nk
0 → D la función lineal L(x) =

k∑
i=1

ni xi,

donde D = L(Nk
0). Si

F(n) :=
∑

L(x)=n

(
s(x)

x

)
1Nk

0
(x), (2)

entonces, por la identidad anterior, F(n) satisface la siguiente relación tipo
Fibonacci para n ∈ D:

F(0) = 1

y

F(n) = F(n− n1) + F(n− n2) + · · ·+ F(n− nk), n ∈ D − {0},

donde se sobrentiende que F(n) = 0 si n /∈ D − {0}. Al tomar ni = i;
i = 1, 2, . . . , k, se obtiene la sucesión k-generalizada de Fibonacci sobre N0:
F(0) = 1 y F(n) = F(n−1)+F(n−2)+· · ·+F(n−k);n ∈ N. Esta sucesión ha
sido ampliamente estudiada; en particular, Dresden y Du [10] demostraron
(ver Teorema 2) que para todo n ≥ 3− k:

F(n) = rnd
( λ− 1

2 + (k + 1)(λ− 2)
λn−1

)
,
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estudiants de primer curs de qualsevol carrera tècnica. La segona requereix
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donde rnd (x) indica el valor de x redondeado al entero más cercano: rnd(x) =
⌊x+ 1

2⌋ y λ es la única raíz positiva de la ecuación xk − xk−1 − · · · − 1 = 0.

Teorema 2 (Fórmulas recursivas). Con las notaciones precedentes:

(i) Si X ∼ G(k)(x;q), su función de masa verifica la siguiente fórmula
recursiva:

G(k)(0;q) ≡ pX(0) = p

y, para x = (x1, x2, . . . , xk) ∈ Nk
0 − {0}:

G(k)(x;q) =
k∑

i=1

qi G(k)(x̃i;q).

(ii) Si X ∼ MN (x; r,q) ; r ≥ 2, vale la siguiente fórmula recursiva para
su función de masa:

MN (0; r,q) = pr

y, para x = (x1, x2, . . . , xk) ∈ Nk
0 − {0}:

MN (x; r,q) =
k∑

i=1

qiMN (x̃i; r,q) + pMN (x; (r − 1),q).

Demostración. (i) Por la identidad (1), para x ̸= 0:

G(k)(x;q) ≡ pX(x) = p

(
x1 + x2 + · · ·+ xk

x1, x2, . . . , xk

)
qx1
1 qx2

2 . . . qxk
k

= q1 pX((x1 − 1), x2, . . . , xk) + q2 pX(x1, (x2 − 1), . . . , xk)+

· · ·+ qk pX(x1, x2, . . . , (xk − 1))

=

k∑
i=1

qi G(k)(x̃i;q).

La demostración de (ii) sigue las mismas líneas.

Las anteriores fómulas recursivas llevan a otras para la distribución de
las colas. El caso de la distribución geométrica k-dimensional es el contenido
del siguiente corolario.

Corolario 3. Si X ∼ G(k)(x;q), entonces P (G(k)(x;q) ≥ 0) = 1 y para
n = (n1, n2, . . . , nk) ∈ Nk

0 − {0}

P (G(k)(x;q) ≥ n) =

k∑
i=1

qi P (G(k)(x;q) ≥ ñi),

donde ñi = (n1, . . . , ni−1, ni − 1, ni+1, . . . , nk) y x ≥ n indica que xi ≥ ni;
i = 1, 2, . . . , k.
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Es bien conocido que la función de distribución de la binomial negativa
tiene una expresión integral en términos de la función beta incompleta. Igual
sucede con la distribución multinomial negativa; en Johnson et al. [13] se dan
las siguientes fórmulas ((36.5) y (36.6)), la primera de las cuales corresponde
a la función de distribución de X ∼ MN (x; r,q) . Para x = (x1, x2, . . . , xk) ∈
Nk
0:

P (

k⋂
i=1

{Xi ≤ xi}) =
∫ ∞

qk/p

∫ ∞

qk−1/p
· · ·

∫ ∞

q1/p
g(u) du (3)

P (
k⋂

i=1

{Xi > xi}) =
∫ qk/p

0

∫ qk−1/p

0
· · ·

∫ q1/p

0
g(u) du, (4)

donde u = (u1, u2, . . . , uk) , du = du1du2 . . . duk y

g(u) =

(
s(x) + (r − 1) + k

x, (r − 1)

) k∏
i=1

uxi
i

[1 + s(u)]s(x)+r+k
; ui > 0, s(u) =

k∑
i=1

ui.

2. Función generadora de momentos, vector de me-
dias y matriz de covarianzas

Teorema 4. Si X ∼ MN (x; r,q), entonces

(1) La f.g.m. (función generadora de momentos) de X está dada por

MX(t) = pr[1−M(t)]−r,

donde M(t) = q1 e
t1 + q2 e

t2 + · · ·+ qk e
tk ; ti < − ln(q), i = 1, 2, . . . , k.

(2) El vector de medias y la matriz de covarianzas de X son:

µX = E[X] =
r

p
q; qT =

[
q1 q2 . . . qk

]
,

ΣX = Cov[X] =
r

p
diag(q1, q2, . . . , qk) +

r

p2
qqT .

Demostración. Como el v.a. (X | X0 = m) = (X1, X2, . . . , Xk | X0 = m)
tiene distribución multinomial de parámetros (m−r), q∗1, q

∗
2, . . . , q

∗
k, entonces

su f.g.m. es

M
(X|X0=m)

(t) = [q∗1 e
t1 + q∗2 e

t2 + · · ·+ q∗k e
tk ](m−r); t ∈ Rk.
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Publicació electrònica de divulgació del Departament de Matemàtiques
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Ahora, por la propiedad de la doble esperanza:

MX(t) = E[e
∑k

i=1 tiXi ] = E[E[e
∑k

i=1 tiXi | X0]]

=

∞∑
m=r

[q∗1 e
t1 + q∗2 e

t2 + · · ·+ q∗k e
tk ](m−r)

(
m− 1

m− r

)
pr q(m−r)

= pr
∞∑

m=r

(
m− 1

m− r

)
[q1 e

t1 + q2 e
t2 + · · ·+ qk e

tk ](m−r)

= pr
∞∑
i=0

(
(r − 1) + i

i

)
[M(t)]i = pr[1−M(t)]−r,

definida para todos los t = (t1, t2, . . . , tk) ∈ Rk tales que ti < h := − ln(q);
i = 1, 2, . . . , k. En efecto, bajo estas condiciones:

M(t) = q1 e
t1 + q2 e

t2 + · · ·+ qk e
tk < q1 e

h + q2 e
h + · · ·+ qk e

h = q eh = 1.

Queda demostrada la parte (1) del teorema. Derivando la f.g.m. obtene-
mos las expresiones dadas en (2).

Observación 5. Por la estructura de la f.g.m. de la distribución multinomial
negativa; si X1,X2, . . . ,Xn son v.a. independientes con Xi ∼ MN (x; ri,q);

i = 1, 2, . . . , n, entonces
n∑

j=1
Xi ∼ MN (x; r =

n∑
i=1

ri,q). En particular, si

X1,X2, . . . ,Xr son v.a. i.i.d. con Xi ∼ G(k)(x;q); i = 1, 2, . . . , r, entonces
r∑

j=1
Xi ∼ MN (x; r,q).

3. Distribuciones marginales, distribuciones condi-
cionadas y funciones lineales

Si X ∼ MN (x; r,q) , entonces las distribuciones marginales, las distri-
buciones condicionadas y algunas funciones lineales de X son de la misma
familia. Por el contexto del problema o por un uso de la f.g.m., fácilmente
se establece en siguiente teorema.

Teorema 6. Suponga que X ∼ MN (x; r,q).

(1) Si para el conjunto de índices I := {i1, i2, . . . , ij} ⊆ {1, 2, . . . , k}; 1 ≤
j ≤ (k − 1), se hace qI =

∑
i∈I

qi, entonces

X̃ = (Xi1 , Xi2 , . . . , Xij ) ∼ MN (x̃; r, q̃), q̃ =
1

p+ qI
(qi1 , qi2 , . . . , qij ).
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(2) Si = {I1, I2, . . . , Ij} es una partición disjunta de {1, 2, . . . , k}; 2 ≤ j ≤ k,
Ii ̸= ∅; i = 1, 2, . . . , j y q̂ = (

∑
i∈I1

qi,
∑
i∈I2

qi, . . . ,
∑
i∈Ij

qi), entonces

X̂ := (
∑
i∈I1

Xi,
∑
i∈I2

Xi, . . . ,
∑
i∈Ij

Xi) ∼ MN (x; r, q̂).

Teorema 7. Suponga que X ∼ MN (x; r,q). Para 1 ≤ j ≤ (k−1), particione
el v.a. X y el vector de parámetros q de la siguiente manera:

X = (X1;X2) = (X1, X2, . . . , Xj ;Xj+1, Xj+2, . . . , Xk);

q = (q1;q2) = (q1, q2, . . . , qj ; qj+1, qj+2, . . . , qk).

Sea c2 = (cj+1, cj+2, . . . , ck) ∈ N
(k−j)
0 fijo y escriba s(c2) =

k∑
i=j+1

ci. Enton-

ces se verifica: (X1 | X2 = c2) ∼ MN (x1; s(c2) + r,q1).

Demostración. Aplicando el teorema 6 con I = {j + 1, j + 2, . . . , k} se
concluye que X2 ∼ MN (x2; r, q̃2), donde q̃2 = 1

p+q
I
(qj+1, qj+2, . . . , qk);

qI =
k∑

i=j+1
qi. Por tanto:

pX1|X2
(x1 | c2) =

p
(X1,X2 )

(x1, c2)

pX2
(c2)

= (p+ qI )
s(c2)+r

(
s(x1) + s(c2) + (r − 1)

x1, s(c2) + (r − 1)

)
q1

x1 1Nj
0
(x1).

Observación 8. Si X̂ = (X;Xk+1) = (X1, X2, . . . , Xk;Xk+1) ∼ Gk+1(x̂; q̂),
donde x̂ = (x, xk+1) = (x1, . . . , xk;xk+1) y q̂ = (q; qk+1) = (q1, . . . , qk; qk+1),
entonces (X | Xk+1 = r − 1) ∼ MN (x; r,q).

Teorema 9 (Funciones lineales). Suponga que X ∼ MN (x; r,q) y que A =
[aij ]m×k ∈ Mm×k(R) es una matriz de constantes. Considere la función
lineal A : Nk

0 → D definida por A(x) := Ax, donde D := A(Nk
0). Entonces el

v.a. Y = AX tiene las siguientes características:

(1) Función generadora de momentos

MY(t) = MX(A
T t) (tT =

[
t1 t2 . . . tm

]
)

= pr
[
1−

(
q1 e

m∑
j=1

aj1 tj
+ q2 e

m∑
j=1

aj2 tj
+ · · ·+ qk e

m∑
j=1

ajk tj)]−r
,

donde |ti| < h
mα ; α := máx{|aij | ; i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , k};

h := − ln(q).
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La redacció consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
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seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
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(2) Vector de medias:

E[Y] = AµX =
r

p
Aq

y matriz de covarianzas

Var[Y] = AΣXA
T =

r

p
Adiag(q1, q2, . . . , qk)A

T +
r

p2
AqqT AT .

(3) Función de masa

P [Y = y] = pr
∑
Ax=y

(
s(x) + (r − 1)

x, (r − 1)

)
qx 1Nk

0
(x)1D(y).

Demostración. Para demostrar (1) es suficiente notar que si |tj | < h
mα , en-

tonces:

k∑
i=1

qi e
∑m

j=1 aji tj ≤
k∑

i=1

qi e
∑m

j=1|aji tj | <

k∑
i=1

qi e
h = q eh = 1.

La demostración de (2) se sigue de las propiedades de la esperanza:

E[Y] = E[AX] = AµX =
r

p
Aq

Var[Y] = Var[AX] = AΣXA
T =

r

p
Adiag(q1, q2, . . . , qk)A

T +
r

p2
AqqT AT .

La expresión en (3) se sigue de la definición del v.a. Y.

4. Distribuciones del máximo y del mínimo

Si X ∼ MN (x; r,q), las funciones de distribución de las v.a. M(X) :=
máx
1≤i≤k

{Xi} y m(X) := mı́n
1≤i≤k

{Xi} se obtienen de las fórmulas (3) y (4). En

efecto; de una parte P (M(X) ≤ n) = P (
⋂k

i=1{Xi ≤ n}) y de otra parte
P (m(X) > n) = P (

⋂k
i=1{Xi > n}). No parece fácil encontrar fórmulas

cerradas para estas expresiones; excepto para n = 0. Cuando r = 1, el valor
P (m(X) = 0) se usará adelante (ver aplicación 1).

En el siguiente teorema, Sj es el conjunto de los
(
k
j

)
subconjuntos de

{1, 2, . . . , k} que tienen j elementos; 1 ≤ j ≤ k y para I = {i1, i2, . . . , ij} ∈
Sj ; qI = qi1 + qi2 + · · ·+ qij .

Teorema 10. Con las notaciones precedentes:
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(i) Si X ∼ MN (x; r,q) , entonces

P (m(X) = 0) =

k∑
j=1

(−1)j−1
[ ∑
I∈Sj

(
p

p+ qI

)r ]
.

(ii) Si X ∼ G(k)(x;q), entonces

P (m(X) = 0) = 1−
∫ ∞

0
p e−p x

k∏
i=1

(1− eqi x) dx.

Demostración. (i) Por el teorema 1, para cada conjunto I = {i1, i2, . . . , ij} ∈
Sj se cumple: P (Xi1 = 0, Xi2 = 0, . . . , Xij = 0) =

(
p

p+qI

)r
. Por la fórmula

de inclusión-exclusión

P (m(X) = 0) = P (
k⋃

i=1

{Xi = 0}) =
k∑

j=1

(−1)j−1
[ ∑
I∈Sj

(
p

p+ qI

)r ]
.

(ii) Teniendo en cuenta que
∫ ∞

0
e−(p+qI)x dx =

1

p+ qI
, cuando r = 1:

P (m(X) = 0) = P (
k⋃

i=1

{Xi = 0}) =
k∑

j=1

(−1)j−1
[ ∑
I∈Sj

p

p+ qI

]

=
k∑

j=1

(−1)j−1
[ ∑
I∈Sj

p

∫ ∞

0
e−(p+q

I
)x
]
dx

=

∫ ∞

0
p e−p x

k∑
j=1

(−1)j−1
[ ∑
I∈Sj

e−q
I
x
]
dx

=

∫ ∞

0
p e−p x

[
1−

k∏
i=1

(1− e−qi x) dx
]
dx

= 1−
∫ ∞

0
p e−p x

k∏
i=1

(1− e−qi x) dx.

Observación 11. Si X ∼ G(k)(x;q), entonces de las inclusiones de eventos
{S(X) ≤ n} ⊆ {M(X) ≤ n} ⊆ {S(X) ≤ k n} implican que para n ∈ N0:

1− qn+1 ≤ P (M(X) ≤ n) ≤ 1− qk n+1; q =
k∑

i=1

qi,

y de la inclusión {m(X) ≥ n} ⊆ {S(X) ≥ k n} se sigue

P (m(X) ≥ n) ≤ qk n.
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5. Ejemplos y aplicaciones

5.1. Ejemplo 1. Distribución multinomial negativa uniforme

Suponga que p = q1 = q2 = · · · = qk = 1
k+1 ; esto es, q = 1

k+1 1; donde
1 = (1, 1, . . . , 1) ∈ Nk. Si X ∼ MN (x; r, 1

k+1 1), entonces su función de
masa es

pX(x) =
[ 1

k + 1

]s(x)+r
(
s(x) + (r − 1)

x, (r − 1)

)
1Nk

0
(x),

la cual es simétrica en x, lo que significa que X es intercambiable; i.e., para ca-
da permutación σ de {1, 2, . . . , k}, los v.a. X y σX = (Xσ1 , Xσ2 , . . . , Xσk

) tie-
nen la misma distribución. En este caso, escribiendo 1T =

[
1 1 . . . 1

]
,

el vector de medias es E[X] = r 1 y la matriz de covarianzas es Cov[X] =
r[I + 11T ].

Observación 12. Si X ∼ MN (x; r, 1
k+11), por el teorema 6, para cada

subconjunto no vacío I = {i1, i2, . . . , ij} de {1, 2, . . . , k} se cumple la re-
lación (Xi1 , Xi2 , . . . , Xij ) ∼ MN (x; r, 1

j+11). En particular: (i) Para cada
i = 1, 2, . . . , k, Xi tiene distribución binomial negativa de parámetros r y
q̃ = 1

2 o, dicho de otra manera, Xi ∼ MN (xi; r, q̃ = 1
2); (ii) Si se escribe

X̂ = (X;X(k+1)) = (X1, X2, . . . , Xk;X(k+1)) ∼ MN (x̂; r, 1
k+21), entonces

X ∼ MN (x; r, 1
k+11).

Ilustración (Compare con el Ejemplo

Mina de Riutort, Guardiola de Berguedà
(Catalunya).

1.5(B), pg.23 de Ross [22]). Un mine-
ro está atrapado en una mina que tiene
tres puertas. La puerta 0 conduce a un
túnel que lo lleva a la salida después de
2 horas de viaje. Las puertas 1 y 2 con-
ducen a sendos túneles que lo regresan
a la mina después de 3 y 5 horas, res-
pectivamente.

Suponiendo que cada vez el minero
escoge al azar una puerta, se determina ahora la f.g.m. y la distribución del
tiempo T que el minero se demora en salir de la mina. Si Xi es el número
de veces que el minero escoge la puerta i; i = 1, 2, entonces X = (X1, X2) ∼
G(2)(x; r, 131) y T = T (X) = 3X1 + 5X2 + 2. Por el teorema 9, la f.g.m. de
T es

MT (t) = e2 t[3− e3 t − e5 t]−1; t <
− ln(2/3)

5
,

y la función de masa de T es

P (T = t) =
∑

3x1+5x2+2=t

[1
3

]x1+x2+1
(
x1 + x2
x1, x2

)
1N2

0
(x1, x2).

Note que E[T ] = 3E[X1] + 5E[X2] + 2 = 10 horas.
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5.2. Ejemplo 2. Aleatorización de los parámetros

Tal como se estableció en la §1, la distribución multinomial negativa es la
composición de una distribución multinomial con una distribución de Pascal.
En este ejemplo se consideran los parámetros r y q como aleatorios.

Ejemplo 2.1 R aleatorio. Suponga que R es una v.a. con distribución
geométrica de parámetro α ∈ (0, 1), i.e., P [R = r] = βr−1 α1N(r); β = 1−α.
Si [X | R = r] ∼ MN (x; r,q), entonces X ∼ G(k)(x, q̂), donde q̂ = 1

1−p βq.
En efecto:

P [X = x] =
∞∑
r=1

P [X = x | R = r]P [R = r]

=

∞∑
r=1

pr
(
s(x) + (r − 1)

x, (r − 1)

)
qx 1Nk

0
(x)βr−1 α

= pα

(
s(x)

x

)
qx 1Nk

0
(x)

∞∑
r=1

(
s(x) + (r − 1)

(r − 1)

)
[p β]r−1

= pα

(
s(x)

x

)
qx 1Nk

0
(x)

∞∑
j=0

(
s(x) + j

j

)
[p β]j

= pα

(
s(x)

x

)
qx 1Nk

0
(x) [1− p β]−s(x)−1

= p̂

(
s(x)

x

)
q̂x 1Nk

0
(x); p̂ =

pα

1− p β
.

Aplicación. Sea X1,X2, . . . una sucesión de v.a.i.i.d. con Xj ∼ Gk(x,q).

En la observación 5 se estableció que para r ∈ N fijo, Sr =
r∑

j=1
Xj ∼

MN (x; r,q). Ahora bien; si R es una v.a. con distribución geométrica de
parámetro α y R es independiente de X1,X2, . . . , entonces el resultado an-

terior asegura que SR =
R∑

j=1
Xj ∼ G(k)(x, q̂).

Ejemplo 2.2 Q aleatorio. Si [X | Q = q] ∼ MN (x; r,q) y Q tiene distri-
bución Dirichlet de parámetro α = (α1, α2, . . . , αk, α(k+1)); αi > 0; i.e., Q es
un vector aleatorio continuo con función de densidad

fQ(q) =
Γ(s(α))

(k+1)∏
i=1

Γ(αi)

[
k∏

i=1

qαi−1
i

]
pα(k+1)−1 1T (q),

siendo s(α) =
(k+1)∑
i=1

αi, T = {q = (q1, q2, . . . , qk) ∈ (0, 1)k :
k∑

i=1
qi < 1} y

p = 1 −
k∑

i=1
qi, entonces la función de masa de X es (ver Mosimann [15],
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donde se aplica esta distribución):

P [X = x] =

∫
T
P [X = x | Q = q] fQ(q) dq (x ∈ Nk

0)

=

(
s(x) + (r − 1)

x, (r − 1)

)
Γ(s(α))

(k+1)∏
i=1

Γ(αi)

∫
T

[
k∏

i=1

qxi+αi−1
i

]
pr+α(k+1)−1 dq

=

(
s(x) + (r − 1)

x, (r − 1)

)
Γ(s(α)) Γ(r + α(k+1))

(k+1)∏
i=1

Γ(αi)

k∏
i=1

Γ(xi + αi)

Γ(s(x) + s(α) + r)
.

Expresiones para el vector de medias y para la matriz de covarianzas de X
aparecen en la Tabla 1, pg. 58, de Mosimann [15]. Cuando α1 = α2 = · · · =
α(k+1) = 1, o lo que es lo mismo, Q ∼ Uniforme(T ), después de simplificar
se obtiene:

P [X = x] =
r k!

k∏
j=0

(s(x) + r + j)

1Nk
0
(x).

Es claro que en este caso, para cada permutación σ de {1, 2, . . . , k}, los vec-
tores aleatorios X y σX = (Xσ1 , Xσ2 , . . . , Xσk

) tienen la misma distribución.

5.3. Ejemplo 3. El caso de fracasos no disjuntos

Este caso se reduce al de fracasos disjuntos considerando los eventos
k⋂

i=1
Ai, donde cada Ai es Fi o F c

i y no todos son del tipo F c
i . Como ilustración,

en el caso de dos fracasos no disjuntos F1 y F2 considere los eventos: C1 :=
F1 ∩ F c

2 , C2 := F c
1 ∩ F2 y C3 := F1 ∩ F2 (ver figura 5).

C2 = FC
1 ∩ F2C3 = F1 ∩ F2

F2F1 E

C1 = F1 ∩ FC
2

Figura 5: Fracasos no disjuntos
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Si Yi es el número de veces que se observa el evento Ci hasta que se obtiene
el r-ésimo éxito, y β = (β1, β2, β3) = (P (C1), P (C2), P (C3); βi ∈ (0, 1);∑3

i=1 βi < 1, entonces Y = (Y1, Y2, Y3) ∼ MN (y; r,β). Ahora, si Xi es el
número de veces que se observa el fracaso Fi hasta que se obtiene el r-ésimo
éxito, entonces

X =

[
X1

X2

]
=

[
Y1 + Y3
Y2 + Y3

]
=

[
1 0 1
0 1 1

]Y1Y2
Y3

 = AY.

Por el teorema 4, la f.g.m. del v.a. X es

mX(t) = pr
[
1−

(
β1 e

t1 + β2 e
t2 + β3 e

(t1+t2
)]−r

,

donde ti < − ln(
3∑

i=1
βi); i = 1, 2.

5.4. Aplicación 1. El coleccionista de cupones: el último cu-
pón

Considere el famoso problema del coleccionista de cupones, de los cuales
hay k tipos diferentes: 1, 2, . . . , k (por ejemplo, un álbum con 20 cupones; ver
figura 6). Supóngase que los cupones se consiguen uno a uno en una sucesión

de v.a.i.i.d., cada una tomando el valor i con probabilidad pi;
k∑

i=1
pi = 1.

Sean N el número mínimo de cupones necesarios para conseguir la colección
completa de los k cupones y U el último tipo de cupón conseguido hasta
completar la colección. El problema de determinar las distribuciones de N y
de U , y cuestiones relacionadas, ha sido resuelto con diferentes herramientas;
la distribución geométrica, el proceso de Poisson y cadenas de Markov, entre
otras (ver Ferrante y Saltalamacchia [11] o Brown et al. [6]).

(a) Tossa de Mar (b) Montserrat (c) Cardona

Figura 6: Álbum de imágenes de Catalunya

Aquí, para determinar la distribución de N se hace referencia al modelo
multinomial y el cálculo de la distribución de U se aborda con la distribución
geométrica (k − 1)-dimensional.

En lo que sigue Sj es el conjunto de los
(
k
j

)
subconjuntos de {1, 2, . . . , k}

que tienen j elementos; 1 ≤ j ≤ k. Para I = {i1, i2, . . . , ij} ∈ Sj , sean
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pI = pi1 + pi2 + · · · + pij y qI = 1 − pI . Con estas notaciones, valen las
siguientes igualdades, de las cuales la (a) y la (b) aparecen en Brown et al.
[6] (Proposición 1(a), y 1(b)).

(a) P (N > n) =
k∑

j=1
(−1)j−1

[ ∑
I∈Sj

qn
I

]
; n = 1, 2, . . .

(b) P (N = n) =
k∑

j=1
(−1)j−1

[ ∑
I∈Sj

pI q
n−1
I

]
.

(c) E[etN ] =
k∑

j=1
(−1)j−1

[ ∑
I∈Sj

p
I
et

1−q
I
et

]
; t < mı́n

I∈Sj ,j ̸=k
{− ln(qI )}.

(d) E[N ] =
k∑

j=1
(−1)j−1

[∑
I∈Sj

1
p
I

]
=

∫ ∞

0

(
1−

k∏
i=1

(1− e−pix)
)
dx.

En efecto; si Zi es el número de cupones del tipo i entre los primeros n
cupones conseguidos, entonces el v.a. (Z1, Z2, . . . , Zk) tiene distribución mul-
tinomial de parámetros n; p1, p2, . . . , pk, por lo que para I = {i1, i2, . . . , ij} ∈
Sj :

P (Zi1 = 0, Zi2 = 0, . . . , Zij = 0) = P (

j∑
s=1

Zis = 0) = qn
I
.

Puesto que P (N > n) = P (
k⋃

i=1
{Zi = 0}), la fórmula de inclusión-exclusión

conduce a la expresión (a). Para obtener la expresión (b), es suficiente escribir
P (N = n) = P (N > n − 1) − P (N > n) y usar (a). La justificación de (c)
es como sigue:

E[etN ] =

∞∑
n=1

k∑
j=1

(−1)j−1
[ ∑
I∈Sj

pI q
n−1
I

et n
]

=

k∑
j=1

(−1)j−1
[ ∑
I∈Sj

pI e
t

∞∑
n=1

(qI e
t)n−1

]

=

k∑
j=1

(−1)j−1
[ ∑
I∈Sj

pI e
t

1− qI e
t

]
.

Por último, la primera igualdad en (d) se sigue de (c), y la segunda igualdad

se debe a que
∫ ∞

0
e−λx dx =

1

λ
; λ > 0 (compare (d) con la Sección 3.1 de

Ferrante y Saltalamacchia).
Para determinar la distribución de la v.a. U , el último cupón consegui-

do hasta completar la colección, se empieza calculando P (U = k). Para
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i = 1, 2, . . . , (k − 1), sea Xi es el número de cupones del tipo i conse-
guidos hasta que por primera vez se obtiene el cupón k. Entonces el v.a.
(X1, X2, . . . , Xk−1) tiene distribución geométrica (k− 1)-dimensional de pa-
rámetro

q = (q1, q2, . . . , qk−1); qi ≡ pi; i = 1, 2, . . . , k − 1,

por lo que p ≡ pk. En este contexto,

P (U = k) = P (
k−1⋂
i=1

{Xi ≥ 1}) = P (mı́n{X1, X2, . . . , Xk−1}) ≥ 1).

Por el teorema 10:

P (U = k) =

∫ ∞

0
p e−p x

k−1∏
i=1

(1− eqi x) dx ≡
∫ ∞

0
pk e

−pk x
k−1∏
i=1

(1− epi x) dx.

Por simetría, para j = 1, 2, . . . , k:

P (U = j) =

∫ ∞

0
pj e

−pj x
k∏

i=1;i ̸=j

(1− epi x) dx,

que es la Proposición 1− (e) en Brown et al. [6]. Obviamente, si p1 = p2 =
· · · = pk = 1

k , entonces P (U = j) = 1
k para j = 1, 2, . . . , k.

5.5. Aplicación 2. Distribuciones multiparamétricas de or-
den k

En 1983, Philippou et al. [18] introdujeron la llamada distribución geomé-
trica de orden k , que ya en 1982 Philippou y Muwafi [21] habían mencionado
en conexión con sucesiones de Fibonacci. Desde entonces, en más de un cen-
tenar de trabajos se han reportado nuevos resultados y nuevas distribuciones
relacionadas: Aki y Hirano [2], [3], Aki et al. [4], Barry y Bello [5], Charalam-
bides [7], Philippou y Makri [19], [20] Philippou [16], [17], Koutras y Eryilmaz
[14], entre otros. Enseguida se muestra que algunas de estas distribuciones
son funciones afines de la distribución multinomial negativa.

Aplicación 2.1 Distribución geométrica de orden k
Si X ∼ G(k)(x;q), donde qi = β αi−1; i = 1, 2, . . . , k; β = 1 − α, la

distribución de la v.a. H(X) = (
k∑

i=1
iXi) + k es denominada por Philippou

et al. [18] distribución geométrica de orden k (Definición 2.1). Corresponde
al número de ensayos hasta obtener la primera racha de k éxitos en ensa-
yos independientes de Bernoulli con probabilidad de éxito α ∈ (0, 1) (ver
figura 7).
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F

Figura 7: Primera racha de k = 3 éxitos en n = 7 ensayos

En este caso p = αk, D := H(Nk
0) = {k, (k+1), . . . } y la función de masa

f(n) = p
H(X)(n) es

f(n) =
[ ∑
H(x)=n

p

(
s(x)

x

)
qx 1Nk

0
(x)

]
1D(n)

=
[
αn

∑
H(x)=n

(
s(x)

x

)(
β

α

)s(x)

1Nk
0
(x)

]
1D(n).

Según el teorema 2 esta función satisface:

f(k) = p = αk

y para n > k:

f(n) =
∑

H(x)=n

k∑
i=1

qi G(k)(x̃i;q); x̃i = (x1, . . . , xi−1, (xi − 1), xi+1, . . . , xk)

=

k∑
i=1

qi
∑

H(x̃i)=n−ni

G(k)(x̃i;q) =
k∑

i=1

qi f(n− ni)

=
k∑

i=1

βαi−1f(n− i).

En 2015, Dilworth y Mane [9] dieron una fórmula para f(n) en términos de

las raíces de la ecuación auxiliar zk −
k∑

i=1
β αi−1 zk−i = 0.

De otra parte, por el teorema 4, la f.g.m. de la v.a H(X) es M
H(X)(t) =

αk ek t[1 − M(t)]−1, donde M(t) = β et + β α e2 t + · · · + β α(k−1) ek t; t <
− ln(1 − αk). La fórmula recursiva para f(n) y el cálculo de la f.g.m. de
H(X) son los resultados principales de Barry y Bello [5].

Para recrear el contexto introducido por Philippou y Muwafi [21], supon-
ga que se extrae al azar un “bloque” de una urna que contiene k+1 “bloques”
descritos como sigue:

B0 = E E · · · E︸ ︷︷ ︸
k

;
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B1 = F ; B2 = E F ; B3 = E E F ; · · · ;Bk = E E · · · E︸ ︷︷ ︸
k−1

F ,

que la probabilidad de que se extraiga el bloque B0 es P (B0) = p = αk

y que para i = 1, 2, . . . , k, la probabilidad de que se extraiga el i-ésimo
bloque es P (Bi) = qi = βαi−1. Ahora, si de manera independiente se repite
este experimento aleatorio hasta que por primera vez se extrae el bloque
B0 y Xi es el número de veces que se extrae el bloque Bi; i = 1, 2, . . . , k

entonces (X1, X2, . . . , Xk) ∼ G(k)(x;q) y H(X) = (
k∑

i=1
iXi)+ k se interpreta

como el número de ensayos hasta la primera racha de k éxitos en ensayos
independientes de Bernoulli con probabilidad de éxito α.

Observación 13 (Relación con sucesiones de Fibonacci). Suponga que X ∼
G(k)(x;q), donde qi = ri; i = 1, 2, . . . , k, r ∈ (0, 12 ] y que L(X) =

k∑
i=1

iXi.

Entonces la función de masa f(n) = pL(X)(n) de la v.a. L(X) es

f(n) =
∑

L(x)=n

p

(
s(x)

x

)
qx 1Nk

0
(x)1N0(n)

= p rn
∑

L(x)=n

(
s(x)

x

)
1Nk

0
(x)1N0(n)

= p rn F(n)1N0(n),

donde p = 1−
k∑

i=1
ri y F(n) es el n-ésimo término de la sucesión k-generali-

zada de Fibonacci (ver la fórmula (2)).

Aplicación 2.2 Distribución binomial negativa de orden k de
parámetros r y q

Si X ∼ MN (x; r,q), la distribución de la v.a. L(X) =
k∑

i=1
iXi es de-

nominada por Philippou [16] distribución binomial negativa de orden k de
parámetros r y q (Definición 2.2). En este caso D := L(Nk

0) = N0 y la función
de masa se puede escribir como

p
L(X)(n) =

[
pr

∑
L(x)=n

(
s(x) + (r − 1)

x, (r − 1)

)
qx 1Nk

0
(x)

]
1N0(n).

Por el teorema 4, la f.g.m. de L(X) es

M
L(X)(t) = pr

[
1− (q1 e

t + q2 e
2 t + · · ·+ qk e

k t)
]−r

, t < − ln(q).

Si, como en la aplicación anterior, qi = β αi−1; i = 1, 2, . . . , k; β = 1−α,

la distribución de la v.a. L(X)+rk = (
k∑

i=1
iXi)+r k se interpreta como como
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www.mat.uab.cat/matmat

Trigonometria esfèrica i hiperbòlica
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el número de ensayos hasta la r-ésima racha (no sobrepuesta) de k éxitos en
ensayos independientes de Bernoulli con probabilidad de éxito α (compare
con la Sección 2 de Philippou [17]). Para r = 2, k = 3 y n = 9, en la figura 8
se ilustran los casos asociados a las soluciones (3, 0, 0), (1, 1, 0) y (0, 0, 1) de
la ecuación L(X) + r k = n.

F F F E E E

F E E EE

F E EE

E E E

E E E F F

F F E E E

F F F E EE E EE E

(a) (3, 0, 0)

F

F

F

E E E

E EE

E EE

F

F F

E E E

E EE

E EE

EE E E

E E E FE

E E E FE

E E EFE

E E EFE

E F F E E E

(b) (1, 1, 0)

E E F E EE

E E F E EE

E E E

E EE

(c) (0, 0, 1)

Figura 8: Casos asociados a X1 + 2X2 + 3X3 + 2× 3 = 9

5.6. Aplicación 3. Distribución de los fracasos hasta la pri-
mera racha de r éxitos

Nuevamente, considere un experimento aleatorio en el que se tiene éxito
por una sola causa E de probabilidad p, y en el que se puede fracasar por
una de k posibles causas disjuntas F1, F2,. . . , Fk, de probabilidades q1,

q2, . . . , qk, respectivamente; p +
k∑

i=1
qi = 1. Suponga ahora que se hacen

repeticiones independientes del experimento y que Yi es el número de veces
que se observa el fracaso Fi hasta que se observa la primera racha de r
éxitos; i = 1, 2, . . . , k, r ≥ 2. Se determina ahora la distribución de Y =
(Y1, Y2, . . . , Yk) (ver figura 9, donde k = r = 2).

EEE F2F2F1F2E F1F2

Figura 9: Y = (Y1, Y2) = (2, 4)

Suponga que se extrae al azar un “bloque” de una urna que contiene
(r × k) + 1 “bloques” descritos como sigue:

B0 = E E · · · E︸ ︷︷ ︸
r

;

Bij = E E · · · E︸ ︷︷ ︸
i−1

Fj ; i = 1, 2, . . . r, j = 1, 2, . . . , k,

que la probabilidad de que se extraiga el bloque B0 es P (B0) = pr y que
para i = 1, 2, . . . , r, j = 1, 2, . . . , k, la probabilidad de que se extraiga el
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bloque ij es P (Bij) = pi−1 qj . Ahora, si de manera independiente se repite
este experimento aleatorio hasta que por primera vez se extrae el bloque B0

y Xij es el número de veces que se extrae el bloque Bij ; i, j = 1, 2, . . . , k
entonces el v.a.

X = (X11, X12, . . . , X1k;X21, X22, . . . , X2k; · · · ;Xr1, Xr2, . . . , Xrk)

tiene distribución G(r×k)(x;q); donde, por supuesto

q = (q1, q2, . . . , qk; p q1, p q2, . . . , p qk; · · · ; pr−1 q1, p
r−1 q2, . . . , p

r−1 qk).

En este contexto, Y = (Y1, Y2, . . . , Yk) = (
r∑

i=1
Xi1,

r∑
i=1

Xi2, . . . ,
r∑

i=1
Xik) y por

el teorema 2, Y ∼ G(k)(y; q̂), donde q̂ = 1−pr

1−p (q1, q2, . . . , qk) (confronte con la
Sección 2 de Aki y Hirano [3]). De otra parte, nuevamente por el teorema 2, el

v.a. Z = (Z1, Z2, . . . , Zr) = (
k∑

j=1
X1j ,

k∑
j=1

X2j , . . . ,
k∑

j=1
Xrj) tiene distribución

G(r)(z; q̃), siendo q̃ = (q, p q, p2 q . . . , pr−1 q); q =
k∑

i=1
qi, p = 1− q. De hecho,

el número total de éxitos hasta la primera racha de r éxitos es H(Z) =
Z2+2Z3+ · · ·+(r− 1)Zr + r. Por el teorema 9, la f.g.m. de la v.a. H(Z) es

MH(Z)(t) =
(
p et

)r [
1− q [1 +

(
p et

)
+
(
p et

)2
+ · · ·+

(
p et

)(r−1)
]
]−1

para t < − ln(1−pr)
r−1 .
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del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.

1 Trigonometria esfèrica
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1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
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