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Introducao

Este artigo apresenta uma organiza- .
¢ao dos estudos realizados entre agosto
e novembro de 2023 pela turma do Pro- .
grama de Iniciagao Cientifica e Mestrado P—
(PICME) da Universidade Federal de Ita- 0 .
juba. As atividades foram realizadas de .
forma presencial e, para os alunos exter-
nos ao campus de Itajuba, transmitidas
via Google Meet. O teorema de Gauss—Lucas.

As reunioes ocorreram semanalmente,
com uma sessao principal de 60 minutos dedicada & discussao do tema se-
lecionado, além de uma reuniao adicional, também semanal, voltada para
a discussao de duvidas e dos exercicios propostos. A escolha dos temas foi
orientada pela curiosidade do autor, levando em consideracao a maturidade
dos alunos do PICME.

Este artigo segue os registros das atividades desenvolvidas durante o
periodo. Cada secao corresponde ao conteiido estudado em uma reunido
semanal. A maioria dos teoremas apresentados conta com demonstragoes em
um nivel elementar. Ao final de cada secdo, sao propostos alguns exercicios,
que s20, em alguns casos, retomados em segoes subsequentes.
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1 O Teorema de Ghys-Kontsevich

Iniciamos esta se¢ao com uma tradugao livre de parte do Prefacio do livro
de Etienne Ghys [13]:

Em margo de 2009, participei de uma reuniao administra-
tiva e o colega sentado ao meu lado estava ainda mais entediado
do que eu. Obviamente, Maxim Kontsevich tinha outra coisa
em mente. De repente, ele me passou um bilhete do metré pari-
siense contendo um rabisco e uma tnica palavra: ‘impossivel’.
Esse foi o novo teorema que ele queria compartilhar comigo!
Levei alguns minutos e alguns sussurros antes que eu pudesse
adivinhar a afirmacao do teorema e mais alguns minutos para
encontrar a prova.

4"” 3 A posicao relativa dos graficos de quatro polinémios reais
FENCITRERY
1mpossible

esta sujeita a algumas restrigoes. Fiquei fascinado: um novo

resultado elementar sobre polindmios em 2009!

O objetivo desta segao é estudar o seguinte teorema.

Teorema 1.1 (Ghys-Kontsevich). Quatro polinémios Py, Py, P3, Py de uma
varidvel real x mao podem satisfazer as sequintes desigualdades:

o Pi(x) > Py(x) > P3(z) > Py(x), para x < 0 pequeno;
e Py(x) > Py(x) > Pi(x) > P3(x), para x > 0 pequeno.

Estamos interessados em estudar os graficos de fungoes polinomiais em
uma vizinhanga do ponto (0,0), isto ¢, em uma vizinhanga da origem do
plano cartesiano. Considere, localmente, a posicao do grafico de um polind-
mio (fungao polinomial), P(z), ndo nulo de uma variavel, com P(0) = 0, em
relacdo ao eixo x. Ha duas possibilidades: ou o grafico de P cruza o eixo
x em (0,0) ou estd em um semiplano fechado com bordo no eixo x. Veja a
Figura 1.

Para identificar esses dois casos e saber distingui-los, é apresentada a
seguinte definigao. Considere

P(z) = a1z + agx® 4+ - + apa”
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Figura 1: O grafico de z*® cruza o eixo & enquanto que o grafico de z2 néo cruza.

um polinémio nao nulo. A wvalora¢io de P em x = 0, denotada por v(P), é
o menor inteiro k tal que ax # 0. Por convencao, a valoragdo do polinémio
nulo é oo.

Da defini¢ao acima, segue o seguinte resultado.

Lema 1.1. O grdfico de P cruza o eizxo x em (0,0) se, e somente se, a
valoragao de P € fmpar.

Considere dois polindmios distintos P; e Py. Suponha que P (z) > P(x)
para x < 0 pequeno. As possibilidades para x > 0 pequeno sao as seguintes

Pi(z) > Py(z) ou Pi(z) < Pa(x)

e ambas ocorrem. Veja uma ilustracao na Figura 2.

Figura 2: Desigualdades para z > 0 pequeno: Pi(z) > Px(z) (a), Pi(z) < Pa2(z) (b).
Agora, sao dados trés polinémios distintos Py, P» e Ps, satisfazendo

Pi(z) > Py(z) > Ps3(z), para x < 0 pequeno.
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Ha 3! = 6 possibilidades para as desigualdades para x > 0 pequeno:

Pi(z) > Py(x) > P3(x),
Py(z) > Pi(x) > P3(x),
Ps(z) > Pi(z) > Py(z),

Pi(z) > Ps(z) > Pa(x),
Py(z) > P3(x) > Pi(x),
Pg(l‘) > Pg(l‘) > Pl(ilj‘)

Todas as 6 possibilidades anteriores ocorrem. Veja a Figura 3 e a Tabela 1.

1 1 L 3
2 2 1 1
2 2
3 3 2 2
3 3 1 3
(i) (i) (iil)
1 1 1 3 1 2
2 3 2 2
5 1
3 2 3 1 3 3
(iv) (v) (vi)

Figura 3: Exemplos das 6 desigualdades para = > 0 pequeno. Veja a Tabela 1.

Tabela 1: Modelos para as 6 desigualdades para = > 0 pequeno.

Indice | Pi(x) Py(x) Ps(x)
(i) z? 0 —z?
(ii) —x x? —z
(iii) z? —z? T
(iv) 0 —z? — 2% | —2? + 23
(v) —z 0 x
(vi) | 2?2 -2 z? + 23 0

Considere 4 polinémios distintos P;, P», P3 e Py, satisfazendo
Pl(m) > PQ(:L') > Pg(.%') > P4(x),
para z < 0 pequeno. Agora, temos 4! = 24 (permutagdes) possibilidades
para as desigualdades desses polindmios, para xz > 0 pequeno.
O Teorema 1.1 afirma que as desigualdades

PQ(.%’) > P4(.’L’) > Pl(l‘) > Pg(.r),

para x > 0 pequeno, nao ocorrem.
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Prova do Teorema 1.1. Faremos a prova por contradi¢do. Suponha a exis-
téncia de quatro polindémios P, P», P3, P4 de uma variavel real x, com
P;(0) =0,i=1,2,3,4, e satisfazendo as seguintes desigualdades:

o Pi(z) > Py(z) > P3(x) > Py(x), para x < 0 pequeno;
o Py(z) > Py(z) > Pi(x) > P3(x), para x > 0 pequeno.

Trocando P; por P; — Py, para i = 1,2,3,4, podemos assumir que Py = 0,
isto é, P4 é o polindmio nulo. Veja a Figura 4.

Figura 4: Podemos assumir que P, = 0.

Uma vez que P; e P3 trocam de sinal em = = 0, pelo Lema 1.1, suas
valoragoes sdo fmpares, isto é, v(P;) e v(P3) sdo impares. Por outro lado,
como P, nao troca de sinal em x = 0, sua valoragao v(P,) é par. De

Pi(z) > Py(z) > P3(x),
para x < 0 pequeno, segue que
’U(Pg) 2 'U(PQ) > U(Pl). (1)

De modo similar, de
[Pr(z)] < |Ps(z)]

para x > 0 pequeno, segue que
U(Pl) Z ’U(Pg). (2)

De (1) e (2), obtemos
’U(Pl) = U(Pg) = ’U(Pg).

Ora, mas v(P;) e v(Ps) sdo impares, enquanto que v(P,) é par, obtendo,
assim, uma contradicao. Isto prova o Teorema 1.1. ]
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Com os mesmos argumentos apresentados na prova do Teorema 1.1, pode-
se mostrar que a permutagao

(17 2a 35 4) — (37 17 47 2)

também nao ocorre. Pode-se mostrar que as outras 22 permutacoes de
(1,2,3,4) ocorrem. Os exercicios desta secao tratarao deste estudo. Por
outro lado, existem fungoes fi, fa, f3 e fi de classes C*°, com f;(0) = 0,
para ¢ = 1,2, 3,4, as quais realizam a permutagao

(1,2,3,4) — (2,4,1,3).

Exercicio 1.1. Mostre que as permutacdes abairo sdo realizdveis por poli-
nomios P;, com P;(0) =0, i = 1,2,3,4. Dé exemplos explicitos e esboce os
seus grdficos em uma vizinhanga de (0,0).

) ) )

~
~

1,2,3,4 e(1,2,3,4

12. 4,3,2,1).

1. (1,2,3,4) — (1,2,3,4) € (1,2,3,4) — (3,2,1,4).
2.(1,2,3,4) — (1,2,4,3) € (1,2,3,4) —> (3,2,4,1).
3. (1,2,3,4) — (1,3,2,4) e (1,2,3,4) — (3,4,1,2).
4. (1,2,3,4) — (1,3,4,2) e (1,2,3,4) —> (3,4,2,1).
5.(1,2,3,4) — (1,3,4,2) e (1,2,3,4) —> (4,1,2,3).
6. (1,2,3,4) — (1,4,2,3) e (1,2,3,4) — (4,1,3,2).
7. (1,2,3,4) — (1,4,3,2) e (1,2,3,4) — (4,2,1,3).
8. (1,2,3,4) — (2,1,3,4) e (1,2,3,4) —> (4,2,3,1).
9. (1,2,3,4) —» (2,4,3,1) e (1,2,3,4) —> (4,3,1,2).
10. (1,2,3,4) —> (2,3,4,1) e (1,2,3,4) — (4,3,2,1).

( ) — ( ) e(1,2,3,4) — (4

( ) — ( ) e ( ) — (

)
)
,2,1,3).
)

1,2,3,4 3,1,2,4) e (1,2,3,4

2 Polindtmio estavel

Nesta se¢ao, a menos que se explicite o contrério, as matrizes sao quadradas
nxn com entradas reais. Uma matriz quadrada A de ordem n é hiperbdlica se
os seus autovalores tém partes reais diferentes de zero. O teorema a seguir
é essencial no estudo das equagoOes diferenciais ordinarias lineares. Como
motivagao da importancia do estudo dos polindémios estaveis apresentamos os
seguintes dois teoremas cujas provas e mais detalhes podem ser encontrados
em [16].
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Luis Fernando Mello 7

Teorema 2.1. Considere uma equacdo diferencial ordindria linear
X' = AX.

Suponha que a matriz A é hiperbdlica. Denote por X* = (0,...,0) o seu
ponto de equilibrio. Valem as sequintes afirmagoes:

(a) Se os autovalores de A tém partes reais negativas, entao X* é assinto-
ticamente estdvel.

(b) Se A tem um autovalor com parte real positiva, entdo X* é instdvel.
Considere
F:R" - R" F(xy,...,xy) = (Fl(acl,...,xn),...,Fn(azl,...,xn)),

um campo de vetores de classe C'. Suponha que X* é um ponto de equilibrio
da equacao diferencial X’ = F(X). Dizemos que X* é hiperbdlico se a matriz
Jacobiana de F' em X* DF(X*), é hiperbolica, sendo

OF) , ., oF) , .,
7z, X7 9, X7)
DF(X") = z : :
OF, . OF, .
oy X7) o, (X7

Teorema 2.2 (Hartman-Grobman). Considere a equagao diferencial X' =
F(X) definida por um campo de vetores F : R™ — R™ de classe C*. Suponha
que X* € um ponto de equilibrio hiperbdlico dessa equacao diferencial. Defina
a matriz A = DF(X*). Entao, existem vizinhangas V- C R™ de X*, W C R"
de (0,...,0) e uma equivaléncia topologica H : V. — W entre as equagoes
diferenciais

X' =F(X) e X' = AX.

Em resumo, se X* é um ponto de equilibrio hiperbélico de uma equagao
diferencial X’ = F(X), entdo sua “estabilidade” esta perfeitamente determi-
nada. De fato, basta combinar os Teoremas 2.1 e 2.2.

Uma vez que os autovalores de uma matriz quadrada sao as raizes do seu
polinémio caracteristico, é de suma importancia decidir quando as raizes de
um polinémio com coeficientes reais tém (todas elas) partes reais negativas.
Veja os Teoremas 2.1 e 2.2.

Dizemos que um polindmio é estdvel se todas as suas raizes tém partes
reais negativas. Se uma das raizes de um polinémio tem parte real nao
negativa, dizemos que o polinémio é nao estdvel.

O estudo que apresentaremos a seguir é devido a Routh e Hurwitz. Os
assuntos tratados nesta se¢ao podem ser encontrados em [21]. Veja também
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[12]. Algumas consideragoes iniciais sdo necessarias. Sem perda de generali-
dade, estudaremos polinémios madnicos, isto €, polinémios da forma

P =X+ a X" 4t ap,

com coeficientes a;, i = 1,...,n, reais.

Assumiremos que as raizes de um polindmio dependem continuamente
dos seus coeficientes. Este resultado sera discutido com detalhes nas Segoes 5
e 6.

Recorde que o produto das raizes de p é dado por (—1)"a,. Veja a
Secao 7.

Caso trivial 1. Grau de p é igual a 1, ou seja,

p(A) = A +a.

Este polinémio é estavel se, e somente se, a > 0.

Caso trivial 2. Grau de p é igual a 2, ou seja,
p(A) = X2 +a)+b.

Este polinémio ¢é estével se, e somente se, seus coeficientes a e b sao positivos.
A prova desta afirmagio segue diretamente da expressdo das raizes de p em
termos dos seus coeficientes

Os detalhes sao deixados no Exercicio 2.1.
Proposicao 2.1. Se um polindémio
pN) = A"+ N4 fa,
com coeficientes reais € estdvel, entdo todos os seus coeficientes sao positivos.
Demonstracao. Fatore o polindbmio em fatores de graus 1 e 2, ou seja, em
fatores das formas
Atc e AN+ a\+b, com a,b,céeR.

Como p é estavel, cada um dos fatores (polindmios) acima é estével. Dos
casos triviais 1 e 2 segue que os coeficientes a, b e ¢ devem ser positivos.
Como os coeficientes de p sdo obtidos por produtos e somas desses coeficientes
positivos, segue que eles sao positivos, terminando a prova da proposicao. [

Enunciaremos o principal resultado desta se¢ao: o caso ctubico.
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Teorema 2.3 (Routh-Hurwitz). Um polinomio cibico
p(\) =N +aX? +bA +c (3)
com coeficientes reais positivos € estdvel se, e somente se,
ab > c. (4)
Utilizaremos a proposi¢ao abaixo na prova do Teorema 2.3.
Proposicao 2.2. Um polinémio cibico
p(\) =N+ a4+ b\ +c

com coeficientes reais positivos tem um par de raizes complexas conjugadas
com partes reais nulas se, e somente se,

ab = c. (5)

Demonstracao. Primeiramente, notemos que
pPA) =X +aXN+bh+e=A+a) N2 +b)—ab+c (6)

Parte 1: Suponha que iw, com w # 0, é raiz de p. Queremos mostrar que
ab=c.
Afirmacdo 1: —w? + b = 0. De fato, se —w? + b # 0, entdo, de (6), obtemos
0=plivw) = (i —w?+b)—ab 0
pliw) = (iw + a)(—w” 4+ b) —ab+ ¢ # 0,

€C\R eR

uma contradigao.
Portanto, usando a Afirmagao 1, temos

0 = p(iw) = (iw + a) (~w? +b) —ab + ¢ = —ab + c,
=0

de onde ab = ¢, como queriamos provar.
Parte 2: Suponha que ab = c¢. Queremos mostrar que existem =iw, com
w # 0, raizes de p.

De (6), temos

pA) = (A +a) (A2 +b) —ab+c=(\+a)(\2+b),
=0

de onde seguem as raizes complexas conjugadas com partes reais nulas
A1 = +i Vb,

uma vez que b > 0. Terminamos, assim, a prova da proposicao. ]
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Prova do Teorema 2.3. Sob as hipbteses do teorema, queremos mostrar que
p & estavel <«<— ab>c
Parte 1: Faremos a prova de que
p éestavel — ab>c
pela contrapositiva, ou seja, mostraremos que
ab<c¢ = pénao estavel.

Suponha que ab < ¢. Separando em duas partes
ab=c ou ab < c.

Se ab = ¢, entdo p é ndo estével, de acordo com a Proposicao 2.2.

Considere ab < ¢. Variamos continuamente a e b, mantendo-os positivos
e sem violar a desigualdade acima, de modo que eles tendam a zero. Durante
este processo, a propriedade “ser estavel” ou “ser nao estavel” do polindémio
nao iré se alterar. Quando a = b = 0, o polinémio p tera a forma

3
p(A) =X +¢,
que tem dentre suas raizes os niimeros complexos com partes reais positivas

1 3
)\1’2:\3/6 2:&2{

Como as raizes dependem continuamente dos coeficientes do polinémio, para
a>0eb >0, segue que o polindmio é nao estavel, como queriamos demons-
trar.

Parte 2: Faremos a prova de que

ab>c = p é estavel.

Variamos continuamente ¢, mantendo-o positivo e sem violar a desigual-
dade acima, de modo que ele tenda a zero. Novamente, durante este pro-
cesso, a propriedade “ser estavel” ou “ser nao estavel” do polinémio nao ir&
se alterar. Quando ¢ = 0, o polinémio p terd a forma

p(N) = A (A2 +aX+b),

o qual tem uma raiz nula e outras duas raizes com partes reais negativas,
visto que a e b sdo positivos (caso trivial 2). Quando ¢ > 0 pequeno (proximo
de zero), essas duas raizes com partes reais negativas nao irao variar muito,
de modo que o seu produto sera positivo. Ja a raiz nula (quando ¢ = 0), ir&
assumir um pequeno valor (proximo de zero) positivo ou negativo. Como o
produto das trés raizes é

—c <0,
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segue que essa raiz proxima de zero deve ser negativa. Como as raizes de-
pendem continuamente dos coeficientes do polinémio, para

c> 0,

segue que o polindémio é estével, terminando a prova do teorema. ]

Exemplo 2.1. O polinémio
p(A) = A3 4+ 677 + 11\ + 6
€ estdvel, uma vez que seus coeficientes sao positivos e
ab > c.

Suas raizes sGo: Ay = =3, Ay = —2 e A3 = —1. Veja a Figura 5.

154

101

Figura 5: Gréfico do polinémio estavel A3 4+ 6% 4+ 11\ + 6.

Exemplo 2.2. O polinémio
p(A) = N + 327 44X+ 2
€ estdvel, uma vez que seus coeficientes sao positivos e
ab > c.
Suas raizes sGo: A\ = —1, Ao = =141 e A3 = —1 — 1. Veja a Figura 6.

Exercicio 2.1. Prove o caso trivial 2 abaizo.

Caso trivial 2. Grau de p € igual a 2, ou seja,
p(\) = A% +a) +b.

Este polinémio € estdvel se, e somente se, seus coeficientes a e b sao positivos.
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30
25
20 A
151

104

-3 : -1 1 2
5]
~10]

Figura 6: Grafico do polinémio estavel A3 4+ 3A% + 4\ + 2.

Exercicio 2.2. Utilizando a prova do Teorema de Routh-Hurwitz, prove a
sua versao mais geral abaizo.

Teorema 2.4 (Routh-Hurwitz). Um polinémio
p()\) = ag)\3 + ag)\Q + (11)\ + aop, as 75 0,
com coeficientes reais positivos € estdvel se, e somente se,

aijas > apas.

3 A regra dos sinais de Descartes, parte 1

Nesta secdo e na proxima estudaremos a regra dos sinais de Descartes. A
principal referéncia bibliografica utilizada é [24]. Veja também [12].
Estamos interessados em encontrar os zeros (reais) de uma funcdo poli-
nomial
p:R—=R, p(z)=ayz"+- - +arx+ ao,

com coeficientes reais a;, i € {1,...,n}. Equivalentemente, queremos encon-
trar as raizes reais da equacao polinomial

anx” + -+ a1z +ag = 0.

De modo informal, a regra dos sinais de Descartes fornece informagoes acerca
do ntmero de raizes positivas e negativas de uma equacao polinomial com
coeficientes reais. Pode-se enuncié-la como segue.

Teorema 3.1. Um polinémio com coeficientes reais nao pode ter mais raizes
positivas (contando as multiplicidades) que o nimero de variagoes de sinal
dos seus coeficientes.

As “variacoes de sinal” que aparece na regra sao calculadas da maneira
mais natural possivel.
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Exemplo 3.1. Considere o polindmio
p(x) = 82° — 22% — 132 + 5 — 4,

ordenado de forma decrescente pelos graus dos seus mondémios. Note que
existem trés variagoes de sinal nos coeficientes. Deste modo, a regra nos diz
que nao existem mais do que trés raizes positivas (contando as multiplicida-
des) para este polinomio. Veja a Figura 7.

60

40

20 A

-1.0 -0.5 s 17 1.5 2.0

Figura 7: Parte do grafico do polinémio do Exemplo 3.1.
Pela mudanca de variavel
T -,

pode-se afirmar que o ntumero de raizes negativas (contando as multiplicida-
des) de um polinémio p(x) é menor ou igual ao nimero de variagoes no sinal
dos coeficientes do polindémio p(—x).

No polinémio do Exemplo 3.1,

p(—z) = 8(—x)° — 2(—x)® — 13(—=z)? + 5(—z) — 4
= —8z° + 22% — 1322 — 5z — 4,

existem duas trocas de sinal nos coeficientes. Deste modo, a regra nos diz que
nao existem mais do que duas raizes negativas (contando as multiplicidades)
para o polinémio p(z).

Pode-se refinar um pouco mais a regra dos sinais de Descartes enunciada
no Teorema 3.1.

Teorema 3.2 (Regra dos Sinais de Descartes). A diferenga entre o nimero
de variagoes de sinal e o nimero de raizes positivas (contando as multiplici-
dades) de um polinémio com coeficientes reais p(x) € um inteiro nao negativo
par.
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Pelo que foi comentado anteriormente, a mesma conclusdo vale para o
ndimero de raizes negativas de p(z), analisando-se o nimero de variagoes de
sinal de p(—x).

Assim, pelo Teorema 3.2, o polinémio estudado no Exemplo 3.1,

p(z) = 82° — 223 — 1322 + 5z — 4,
tem:
e uma ou trés raizes reais positivas;

e zero ou duas raizes reais negativas,

pois,
p(—z) = =825 + 22° — 132 — bz — 4.

Lembrar que nas contagens das raizes deve-se sempre incluir as suas
multiplicidades.

A regra dos sinais de Descartes foi enunciada pelo préprio Descartes
(1596-1650) [9], mas a prova nao foi apresentada por ele. A primeira de-
monstragdo que se conhece da regra dos sinais foi dada em 1728 por J.A.
Segner. Em 1807, a regra foi generalizada por F.D. Budén, que encontrou
uma cota superior para o niimero de raizes reais em um intervalo qualquer, e
em 1829 foi generalizada por Sturm, que encontrou o niimero exato de raizes
reais de um polinémio em um intervalo.

Vejamos mais alguns exemplos.

Exemplo 3.2. Considere o polindmio
p(z) = 3z* — 52° — 2% — 8z + 4.

Como o numero de variagoes de sinal € dois, existem zero ou duas raizes
reais positivas. Por outro lado, como

p(—z) = 3zt + 52° — 2% + 8z + 4,

concluimos que também existem duas variacoes de sinal, e assim, existem
zero ou duas raizes reais negativas.

Na Tabela 2 estao sintetizadas as possibilidades para as raizes do poli-
némio do Exemplo 3.2. Veja a Figura 8.

Exemplo 3.3. Considere o polindmio
p(z) =23 — 2% + 22+ 1.

Como existem duas trocas de sinais nos coeficientes, pode-se ter zero ou duas
raizes reais positivas. Multiplicando p(z) por x + 1, obtém-se

q(z) =plz) (z+1) =2+ 2% + 3z + 1,

UNRB
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Tabela 2: Possibilidades para as raizes do polindémio do Exemplo 3.2.

# de raizes positivas | # de raizes negativas | # de raizes complexas
0 0 4
2 2 0
0 2 2
2 0 2

504
40 1
3049
204
104
—i.O —6.5 0.5 1:0 1:5 2:0 2:5 310
_10]

Figura 8: Parte do grafico do polindémio do Exemplo 3.2.

que nao tem troca de sinal nos coeficientes. Concluimos que q(x) nao tem
raiz real positiva, de onde qualquer fator seu, por exemplo, p(x), também nao
tem raiz real positiva. Como

p(—z) = -2 — 2% -2z +1

tem uma troca de sinal nos coeficientes, seque que p(x) tem exatamente uma
raiz real negativa. Como o nuimero real zero nao € raiz de p(z), podemos
afirmar que este polindmio tem apenas uma raiz real. Veja a Figura 9.

0.5 1.0

Figura 9: Parte do grafico do polinémio do Exemplo 3.3.

Prova do Teorema 3.2. Considere

f(x) = apa™ + ara™ 4+ -+ @™, com aga; # 0, (7)
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e 0 <[ < n. Considere r um namero real positivo. Defina o polindmio
F(z) = f(z) (x —r) = Apz" ™ + Ajz" + - + Ay (8)
sendo

Ap = ag,

A1 = a1 — rag,

AQZGQ—T’CLI, ey (9)
Ay=ap—rap1,

A = —ray.
No polinémio f(x), defina:
® ayj, como sendo o primeiro coeficiente nao nulo de sinal diferente de ag.

® ay, como sendo o primeiro coeficiente nao nulo depois de ag, e com o
mesmo sinal de ag (portanto, de sinal diferente de ag, ).

e aj, como sendo o ultimo desses coeficientes. Assim, ay, = a; ou ay,
possui o sinal de a;.

Com as defini¢bes acima, seguem as seguintes observagoes:

A lista dos coeficientes de ag a a, tem uma variacao de sinal.

A lista dos coeficientes de ay, a ay, tem uma variacao de sinal.

A lista dos coeficientes de ay, a a; nao tem variacao de sinal.

Note que o niimero v mede exatamente a quantidade de variagoes de
sinal nos coeficientes de f(z).

Afirmagao 1. Os numeros
AOaAklv s 7AkuaAl+1a
sao nao nulos e tém os mesmos sinais, respectivamente, de
ag, Ak - -+ A, , —QJ.
De fato, de (9)

A() = aop, Aj =a; —raj-1 € Al—i—l = —rayp,
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comr >0,1<j<1leapa # 0. Assim, Ag é ndo nulo e tem o mesmo
sinal de ag. De modo analogo, A;+1 é ndao nulo e tem o mesmo sinal de —aq;.
Agora,

Ap.

7

= ay;, — rai

i—1)

sendo que ay, e ax, , tém sinais opostos, por construcao. Portanto, Ay,
¢ nao nulo e tem o mesmo sinal de ag,;, provando, assim, a Afirmagao 1.
Recordemos que, por construgao, cada um dos ntmeros

ap, akla ceey Ak, —ay,

a partir do primeiro, tem sinal oposto ao de seu predecessor. Portanto, pela
Afirmacao 1, o mesmo ocorre com a sequéncia de nimeros

A07 Aklu ceey Aky7 Al+1-

Assim, a sequéncia acima tem v+ 1 variagoes de sinal. Concluimos que F'(x)
tem, pelo menos, uma varia¢do de sinal a mais que f(x). Podemos provar
mais.

Afirmagao 2. O ntumero de variagoes de sinal em F'(x) é igual ao de f(x)
aumentado de algum ntmero inteiro impar.
Provaremos a Afirmacao 2. Considere a sequéncia de nimeros

Ao ... Ap,.

Como o primeiro e ultimo termos tém sinais opostos, ela tem um ntmero
impar de variagoes de sinal. O mesmo raciocinio vale para as outras v se-
quéncias de niimeros

Ap o Ay Apy oo Ay o, A o A

1 2

Assim, o ntmero total de variagoes de sinal em F'(z) é igual & soma de v+ 1
numeros impares,

v(F(z)=0Cn+1)+--+2npp1+1)=2m+1) + v,
ou seja, essa soma € igual a ¥ somado com um ntmero impar, e a Afirmagao
2 esta provada.
Caso a) Suponha que a equagao f(z) = 0 ndo possui raiz real positiva e

nem nula, ou seja, nenhuma raiz no intervalo [0, +0c). Entao,

fO) e lim f(x)

T—r0o0

tém o mesmo sinal. Assim, o primeiro e o tltimo coeficientes de f(x) tém o
mesmo sinal, de onde o primeiro e o ultimo coeficientes de F(z) tém sinais
opostos. Logo, pela Afirmagao 2, ou f(z) nao tem variagoes de sinal ou as
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tem em um ntmero par, de modo que a regra vale neste caso. Em resumo,
o Teorema 3.2 esté provado para este caso.

Caso b) Suponha que a equacao f(x) = 0 tenha raizes positivas

1,72y ... 3Tk,

com r; listada quantas vezes for a sua multiplicidade. Assim, uma raiz de
multiplicidade m ocorre m vezes nesta lista. Deste modo, podemos escrever

f(@) = (z =r)(x=ra) - (z = rp) g(2),

sendo g(x) um polinémio com coeficientes reais tal que g(x) = 0 ndo possui
raiz real positiva. Pelo Caso a), ou g(z) nao tem variacao de sinais ou tem
um nimero par de variagoes. Pela Afirmacgao 2, o produto

(z —ri) g(x)

tem um numero de variagoes igual ao numero de variagoes de g(x) mais
um inteiro positivo impar. De modo analogo, isto vai ocorrer cada vez que
introduzirmos um fator (x — r;). Assim, o ntmero de variagoes de sinal
de f(x) é igual ao nimero de variagoes de g(x) aumentado de k inteiros
positivos impares, isto é,

o(F(x)) = v(g(@)) + (2ma + 1) + -+ (2my, + 1)
= (v(g(z)) +2m) + k = 2s + k,

visto que v(g(x)) = 0 ou é par. Desta ultima expressao, concluimos que: a
diferenga entre o nimero de raizes reais positivas de f(x), denotado por k,
e o namero de variagdes nos sinais de f(z) é um namero par. A prova do
Teorema 3.2 esta completa. 0

Observacao 3.1. No Teorema 3.2 € essencial que as raizes reais positivas
sejam contadas com as suas multiplicidades, conforme o sequinte exemplo

px) =22 —-22+1=(z—1)
tem duas variacées de sinal e uma raiz positiva de multiplicidade dois.
Exercicio 3.1. Quantas solucoes reais possui a equagao abaizo?
2B e T 2% e 1922 = 1.
Exercicio 3.2. Na demonstragdo do Teorema 3.2, foi afirmado:

Caso a) Suponha que a equacao f(x) = 0 nao possui raiz real positiva e nem
nula, ou seja, nenhuma raiz no intervalo [0, 4+00).

Por que podemos assumir que f(0) # 0 no estudo de raizes positivas de um
polinémio?
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|
4 A regra dos sinais de Descartes, parte 2

Continuaremos o estudo da regra dos sinais de Descartes. As principais
referéncias bibliograficas utilizadas nesta secao sao [1] e [14].

Novamente, estamos interessados em encontrar os zeros (reais) de uma
func¢ao polinomial

p:R—=R, p(x)=ayz"+- -+ arzx+ ap,

com coeficientes reais a;, i € {1,...,n}. Equivalentemente, queremos encon-
trar as raizes reais da equacao polinomial

apx” + -+ a1z +ag = 0.

A regra dos sinais de Descartes fornece informagoes acerca do numero de

raizes positivas e negativas de uma equacao polinomial com coeficientes reais.

A regra dos sinais de Descartes foi enunciada e provada no Teorema 3.2.
Recordemos o Exemplo 3.2. Considere o polinémio

p(z) = 32 — 52% — 22 — 8z + 4.

Como o namero de variagoes de sinal é dois, existem zero ou duas raizes reais
positivas. Por outro lado, como

p(—x) = 3% + 52° — 22 + 8z + 4,

concluimos que também existem duas variagoes de sinal, e assim, existem
zero ou duas raizes reais negativas. Observe que

p(0)=4>0, p(1)=-7<0, p(3)=79>0.

Deste modo, pelo Teorema do Valor Intermediario (TVI), existem z; € (0, 1)
e xo € (1,3), tais que

p(z1) = p(z2) = 0.
De fato, o polindémio do Exemplo 3.2 tem duas raizes reais positivas e zero

raizes reais negativas.
Considere as seguintes duas perguntas.

Pergunta 4.1. Dada uma sequéncia finita
o= (00,01,...,0n), o;€{—=,0,+}, i=0,1,...,n,

existe um polindémio cujas variacoes de sinal sejam representadas por o e que
tenha o niumero mdximo de raizes reais positivas e de raizes Teais negativas
previstas pela Regra dos Sinais de Descartes?
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Pergunta 4.2. Dada uma sequéncia finita
o=(00,01,...,00n), 0; €{=,0,+}, i=0,1,...,n,

existe um polindémio cujas variacoes de sinal sejam representadas por o e que
tenha o numero mdximo de raizes reais positivas ou de raizes reais negativas
previstas pela Regra dos Sinais de Descartes?

Comecemos a nossa anélise pela Pergunta 4.2. Considere as variagoes de
sinal
0 = <+7_7_7_7+)' (10)
Um polinémio representado por ¢ tem a seguinte forma

4

p(x) = agz” — asx® — asx? — a1z + ao, a; > 0.

Logo,

3

p(—x) = asx® + agz® — asx® + arz + ao.

Verificamos que ambos p(x) e p(—z) tém duas variagoes de sinal. Pela Regra
dos Sinais de Descartes, p tem zero ou duas raizes reais positivas e zero ou
duas raizes reais negativas. Existe um tal polinémio com duas raizes reais
negativas e zero raizes reais positivas? Ou seja, existe um tal polinébmio
com o numero maximo de raizes reais negativas permitido pela Regra dos
Sinais de Descartes e nenhuma raiz real positiva? Um tal polinémio pode
ser fatorado da seguinte forma

p(x) = a(:c2 + bz + ¢) (3:2 — sz +t),

= afz’ + (b= s)a® + (t + ¢ — bs)a® + (bt — cs)z + ct), )

com
a,be,s,t >0, b2>4de, %<4t (12)

Levando em conta a variacao de sinais em estudo,
g = (+) Ty Ty T +)7
devemos ter, necessariamente,

b<s e bt<es.

Assim,
b’t = b(bt) < s(bt) < s(cs) = cs?,
de onde 2 )
s

— < — 13

<3 (13)
De (12) e (13), resulta

b2 2

d<— <<y,
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um absurdo. Concluimos que néo existe um polindmio com duas raizes reais
negativas (nimero maximo de raizes reais negativas permitido pela Regra
dos Sinais de Descartes) e zero raizes reais positivas com seus coeficientes
satisfazendo as variagoes de sinal

0 = (+7 Ty Ty Ty +)

O que podemos dizer a respeito da Pergunta 4.17 O seguinte teorema dé
informagoOes a respeito desta pergunta.

Teorema 4.1. Considere
o= (00,01,...,0n), o0;€{—,0,+}, i=0,1,...,n.
Fize k > n. Entao, o polinémio
p@) =D ok a? (14)
§=0
tem o nimero mdzimo de raizes positivas e o niumero mdrimo de raizes
negativas permitidos pela Regra dos Sinais de Descartes.
Demonstracao. Note que p tem a forma
_12 _22 2 _j2 J —’I’L2 n
plx)=09+0o1 k™ x+ok " 2*+ - FojkT M+ Fo kT 2"
Assuma que o; # 0 e considere z = k% . Assim,
p(k*) =00+ o1 k¥ ok 4 oy e A

~ , L2
Afirmacao 1. O valor absoluto do termo que contém o; é k7°. A prova da
afirmacao a seguir ficard como exercicio.

Afirmagao 2. Os valores absolutos dos outros n termos em p(k%') sdo, no
L. i2_ .,

maximo, k7" ~1. Como, por hipétese, n < k, a soma desses valores absolutos

dos outros n termos em p(k?’) ¢, no maximo,

nki? 1 < kR = 107

Concluimos que p(k?’) tem o mesmo sinal de o;.

Considere o; # 0. Suponha que o0;, j > ¢, ¢ o primeiro coeficiente nao
nulo com sinal diferente de ¢;. Assim, como p(k?') tem o mesmo sinal de
o; e p(k*) tem o mesmo sinal de o;, segue que p(k*') e p(k¥) tém sinais
opostos. Pelo Teorema do Valor Intermediério, p tem uma raiz entre

r=k" e z=k¥.
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u i o, exi iz itiv
Em resumo, para cada troca de sinal em o, existe uma raiz real positiva de
p. De modo totalmente analogo, se

(Do e (=1)0;
sao coeficientes consecutivos de sinais opostos, entao
p(=k*) e p(—k¥)

tém sinais opostos. Pelo Teorema do Valor Intermediario, p(—z) tem uma

raiz entre
r=—k" e x=—k%,
Em resumo, para cada troca de sinal em
~ % n
o= (0'0, —01,02, ..., (—1)'04, ..., (—1) O'n),
existe uma raiz real negativa de p. O Teorema 4.1 estd demonstrado. O

Exemplo 4.1. Considere as variagoes de sinal em (10), isto €,
0 = (+7 Ty Ty T +)

Vimos que, pela a Regra dos Sinais de Descartes, um polinémio com es-
sas variacoes de sinal pode ter zero ou duas raizes reais positivas e zero ou
duas raizes reais negativas. Vimos também que, no entanto, nao existe um
polindmio com duas raizes reais negativas (nimero mdzimo de raizes reais
negativas permitido pela Regra dos Sinais de Descartes) e zero raizes reais po-
sitivas com seus coeficientes satisfazendo as variagoes de sinal acima. Como
n =4, escolhemos k =5 e escrevemos o polinomio definido em (14) (veja o
Teorema 4.1)

T 1‘2 1‘3 .’L’4

—1-r_r .
p(z) 5 625 1953125 | 152587800625

Awaliando p em x = k* = 5%, para j = 0,1,4, obtemos
121826093751
)= —————
P(5) = 5587800625 ~

(52 — 1956249
P = " 500625 ©

p(5%) = 121826093751 > 0.

Por outro lado, avaliando p em x = —k* = —5%, para j = 1,2, 3, obtemos
p(—5%) = 1956251 > 0,
p(—51) = =373 <0,

478531251

P(=5) = S ara0625 = O
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As duas reais negativas e as duas reais positivas raizes de p estao escritas
abairo com duas casas decimais:

x1 = —2882,88, w9 =—135,49, x3=4,81, x4 =81138,56.
Exercicio 4.1. Considere a sequinte sequéncia de vartagoes de sinal
g = (+7 +7 ] +7 +)

Obtenha um polindmio com essas variacoes de sinal, com nimero mdximo
de raizes reais positivas e com numero mdxrimo de raizes Teais negativas per-
mitidos pela Regra dos Sinais de Descartes. Dé os valores aprorimados das
Taizes.

Exercicio 4.2. Idem ao exercicio acima para a sequéncia de variacoes de
sinal
o=(+,0,—,0,4).

Dé os valores aprorimados das raizes.

Exercicio 4.3. Considere a e b numeros reais nao nulos. Defina a sequinte
funcao polinomial

p:R—R, p(z) =1—a2®+ba?.

Estude a existéncia e a quantidade das raizes reais positivas de p em fun-
¢cao dos seus coeficientes a e b. Em particular, p pode ter duas raizes reais
positivas?

5 Continuidade das raizes, parte 1

Nesta secao e na préoxima estudaremos a continuidade das raizes de um po-
linomio em funcao dos seus coeficientes. As principais referéncias bibliogra-
ficas utilizadas nesta segao sao [19] e [26].

Estamos interessados em estudar os zeros (raizes) de uma fun¢ao polino-
mial

p:R—=R, px)=apz"+- -+ a1z + ayp,

com coeficientes reais a;, i € {0,1,...,n}. Em particular, estamos interes-
sados em estudar como variam as raizes em funcao das variagoes dos seus
coeficientes. Mais precisamente, se os coeficientes de

q(x) =bpax" + -+ bix+ by

estao “proximos” dos coeficientes de p, o que podemos afirmar a respeito das
raizes de p e de ¢?
Algumas vezes assumiremos que p é monico, isto é,

p(z) =2" + -+ a1z + ap.

Faremos isto sempre que for preciso.
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Exemplo 5.1. Considere os polinémios

11, 12 55

pz)=2>4+2-6 e q(fc)zmx 0% 10

cujas raizes sao, respectivamente,
x1=-3, 29=2 e a]=-284..., x5=1,75....

Observe que as raizes de p e q estio “proximas” em R. Veja a Figura 10.

1.1x2+1.2x — 5.5
— x2—x+6

Figura 10: Gréaficos de p e de ¢ do Exemplo 5.1.

Exemplo 5.2. Considere os polindmios

s(z) = (2 + 2z + 1)(2? — 42 + 4),

11 41
2 2
t(z) (w + 2z + 10) (l‘ x+10>

As suas raizes sao, respectivamente,

/1 /1
r1=—1,9=2 e 21’2:—1:|:Z' E’ z3,4:2:|:i E

Veja a Figura 11.

Observe que as raizes de s et estao “préximas” em C. De fato, considere
0s discos no plano complexo com centros em —1 e 2, ambos de raio 1/2.Segue
que as raizes de t pertencem a esses discos. Veja a Figura 12.

Frases do seguinte tipo aparecem com frequéncia em livros ou artigos de
matematica (veja a Figura 13):

As raizes de um polindmio dependem continuamente dos coefici-
entes desse polindémio.
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(2 4+ 2x+ 1.1)(x* — 4x + 4.1)
— (P +2x+1)(x* —4x+4)

1.0 A
0.5 1 mTsg TN
P TN A TN
1 \ / \
0.0 - e
\ i \ /
\\ ° / \\ ° /
—0.5 Se—” S’
_1'0- T T T T T
-2 -1 0 1 2 3

Figura 12: As raizes de t estdo em azul e as raizes de s em vermelho.

Existem muitas maneiras de dar um significado preciso & frase citada
acima. Uma das maneiras é dada a seguir. Dados zg € C e um ntimero real
r > 0, definimos a bola de centro em zj e de raio r por

B(zg,r) ={2€C:|z— 2| <r}.

Considere
p(x)=a+arz+---+a,x"”, a; €ER, (15)

com raizes
Z1y.0..,2n € C

listadas levando em conta as suas multiplicidades. Considere o espago veto-
rial R"*! munido da norma euclidiana. Considere a € R"*! o vetor definido
pelos coeficientes de p, isto é,

a = (ag,ai,...,ap).

Com as notagoes acima, vale o seguinte teorema. Sua prova exige conceitos
mateméaticos além dos que estamos estudando e pode ser encontrada em |[8].
Estudaremos outras versoes, menos gerais, que poderao ser demonstradas
com matematica elementar.
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To prove that M is open, consider the characteristic polynomial of a matrix
A € L(R™). If we vary the entries of A slightly, then the characteristic polyno-
mial’s coefficients vary only slightly. Therefore, the roots of this polynomial in
C move only slightly as well. Thus, if we begin with a matrix that has distinct
eigenvalues, nearby matrices have this property as well. This proves that M is
open.

Figura 13: Parte da pagina 102 do livro de Hirsch, Smale e Devaney [16].

Teorema 5.1 (Dependéncia continua das raizes). Considere o polinémio p
m (15). Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que, se

qx)=by+byx+ - +bya", b €R,

com
b= (bo,br,....bn) e |b—al <8,

entao as raizes
Wiy...,Wn

de q satisfazem

n
w; € U B(zj,¢).
j=1

Considere p como em (15). Dizemos que xg € R é uma raiz ou um zero
de p se p(zp) = 0.

Proposicao 5.1. Se g € R é uma raiz de p, entao existe um polindmio q
tal que

p(x) = (z — x0) q(). (16)
Demonstracao. Note que
p(x) = p(x) — p(xo)
=(a+arz+ - +apx")—(ap+arxo+ -+ any)
=a1(z —x0) 4+ -+ an(a” — af) = (x — z0) q(2).
O

Dizemos que uma raiz ou um zero xg € R de p é simples se q(xo) # 0.
Se q(zp) = 0, entao, pela Proposigao 5.1,

q(z) = (x = xo) r(2),

sendo 7(z) um polindmio. Assim,

p(x) = (z — x0)2 r(x).
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Derivando p dado em (16), obtemos
p'(x) = q(x) + (z — z0) ¢'(2). (17)

Proposicao 5.2. O nidmero zg € R € uma raiz simples de p se, e somente
se,

p'(wo) # 0.
Demonstragao. De (17),

P (w0) = q(w0) + (w0 — w0) ¢'(x0) = q(0)-
A prova da proposigao segue imediatamente. ]

O seguinte teorema nos diz que uma raiz simples de um polinémio é uma
funcéo continua dos seus coeficientes.

Teorema 5.2 (Dependéncia continua das raizes). Considere um polinémio p
como em (15). Se xg € uma raiz simples de p, entao xy varia continuamente
com os coeficientes de p.

Na prova do Teorema 5.2 faremos uso de uma versao do Teorema da
Funcao Implicita (TFI) um dos grandes resultados da Analise, veja [23].

Teorema 5.3 (Teorema da Fungao Implicita). Considere f : W C R x
R — R, (y,z) — f(y,z), uma fungdo de classe C*. Suponha que (yo, o) €
W, que

f(yo,20) =0 e %(yo,xo) £ 0.

Entao, existem vizinhangas I C R de g, V. C R de yo e uma wnica
funcao continua
g: V=1, y—z=g(y),

gyo) =z0 e [f(y,9(y) =0, VyeV. (18)

Prova do Teorema 5.2. Defina a funcao
f:R™I xRS R, fla,z)=ay+arz+ - +a,z", (19)

sendo a = (ag, a1, ...,a,) € R"1. Como f ¢ uma funcdo polinomial, ela é
de classe C'. Suponha que zy é um zero simples da funcao polinomial p?,
correspondente aos coeficientes

0_(,0 0 0 n+1
a” = (ag,ay,...,a,) € R".

Assim,
fla® 20) = ad + af wo + -+ + a) af = p°(z0) = 0.
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Pela Proposigao 5.2,

O (a0, 20) = (07) (20) # 0.

Pelo TFI, existem vizinhancas I C R de zg, V € R*™! de a° e uma tnica
fungado continua
g:V =1, z=g(a),
com g(a’) = z¢ e
fla,g(a)) = ao + a1 g(a) + -+ + an (9(a))" = 0, (20)

para todo a = (agp,ai,...,a,) € V. Em resumo, o que esta sendo informado
em (20) é que a correspondente fun¢do polinomial

p(z) = fla,x) =ap+ a1z + - +apa"”
tem um zero em
z = g(a),
“proximo” de xq, para todo
a = (ag,a1,...,ap) €V,

portanto, “préximo” de a®. O

Exemplo 5.3. Considere o polinémio de grau 20
p(z)=(z-1)(2—-2)---(2—20), z€eR.
Deseja-se uma perturbacao de p da forma
q(2) =p(2)+e2¥ = (2 —1)(2 = 2)--- (2 — 20) +- £ 2.
Observe que as raizes de p sao simples
z; =1, 1=1,2,...,20.

O Teorema 5.2 afirma que as raizes de q estarao “prérimas” das raizes de
p desde que se tome os coeficientes de q “préoximos” dos coeficientes de p,
ou seja, desde que e seja “suficientemente” pequeno. Veja [27]. A primeira
andlise € feita com ¢ = —272 e quatro casas decimais:

1.0000 | 10.0952 — 0.64351
2.0000 | 10.0952 + 0.643517
3.0000 | 11.7936 — 1.6523¢
4.0000 | 11.7936 + 1.6523¢
5.0000 | 13.9924 — 2.51884
6.0000 | 13.9924 + 2.51884
6.9997 | 16.7307 — 2.8126¢
8.0072 | 16.7307 + 2.81264¢
8.9172 | 19.5024 — 1.94031
20.8469 | 19.5024 + 1.9403¢
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2—55

e vinte casas decimais

1.00000000000000000000

2.00000000000000000000

3.00000000000000000000

4.00000000000000000006

4.99999999999999998313

6.00000000000000161671

6.99999999999992943323

8.00000000000165688547

8.99999999997670398290

10.00000000021077746302

10.99999999871090421071

12.00000000550956961637

12.99999998319237209708

14.00000003699730702560

14.99999994118412602581

16.00000006682193609884

16.99999994714222105398

18.00000002763308125158

18.99999999142315341462

20.00000000119625986860

Exercicio 5.1. Considere o polindmio cibico
fx)=a23+px+q com pqcR.

A formula de Cardano para uma raiz de f tem a forma

VTR

Se escolhemos

o polinémio f tem a forma

29

(22)

(23)

Por outro lado, a formula de Cardano em (22) fornece a sequinte expressao

para uma raiz de f

T

(24)

Concluimos, assim, que cada raiz em (23) pode ser representada da forma

m (24). Mostre que isso é possivel.
Sugestéio. Analise cuidadosamente as expressoes

o1 _ oL
27 ¢ 27

que aparecem em (24).
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|
6 Continuidade das raizes, parte 2

Nesta se¢do continuaremos com o estudo da continuidade das raizes de um
polinémio em funcao dos seus coeficientes. Iniciaremos esta se¢ao com alguns
resultados preliminares que, de certa forma, darao cotas para os valores de
raizes de um polinémio. Considere um polindémio monico

p(z) = 2" 4+ ap_12" ' + -+ a1z + ao. (25)

Proposicao 6.1 (Lagrange). Considere p um polinémio monico como em
(25). Se xy € uma raiz de p, entdo

n—1
o] <max {1, ay] ¢ (26)
j=0
Demonstragao. Suponha que xg é raiz de p com |zg| > 1. Entao,
n—1

0= p(wo) = 29 + an—17¢ "~ + -+ a1w0 + ao,

o que implica

xy = —an_la:g_l — - —a1Zo — Qp.
Assim,
n n—1 n—2
lzg| = ‘ — Up_1%y " — Qp2Ty C— - — a1Tp — ao‘

< Jan—1l|mol™ ™" + |an—zl|zo|* ™ + - -+ + |a||zo| + |ac]

_ 1 1 1
= |mo[* ! <|an—1\ + w\an—ﬂ + -+ W’al\ + WMO\)

< Jwo|" " (Jan—1] + lan—2| + - + |a1| + [ao] ).

Dividindo ambos os membros por |zq|" ™!

, obtemos
[zo| < |an—1| + |an—2| + -+ |a1] + |aol,

terminando a prova da proposicao. O

Proposicao 6.2 (Cauchy). Considere p um polindémio ménico como em
(25). Se zg € uma raiz de p, entao

|zg| <14 max{|a;],j=0,...,n—1}. (27)
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Demonstragao. Suponha que xg é raiz de p com |zg| > 1. Caso contrario, a
prova estd completa. Denote por m = max {|a;|,j7 =0,...,n — 1}. Fazendo
como foi feito na prova da Proposi¢ao 6.1, obtemos

|:L‘0|n —1

zo|® <m(|zo|" L+ -+ |z + 1) = m .
|0 (lzol o] + 1) o[ =1

Portanto,

n_
|330|—1§m|360’71:m 1—L < m.
|zo|™ |zo|™

Assim, |z9| —1 < m, o que implica |zg| < 1+ m, terminando a prova da
proposicao. ]

No estudo a seguir assumiremos:
e O Teorema Fundamental da Algebra (veja a Secao 11);

e A unicidade da fatoragdo de um polinémio (decorre diretamente do
Teorema Fundamental da Algebra);

e Teoremas sobre a convergéncia de sequéncias nos espagos euclidianos
complexos (veja [23]).

Uma demonstragao do Teorema 6.1 pode ser encontrada em [23].

Teorema 6.1. Considere (si)ken uma sequéncia em R™ ou em C". Se a
sequéncia (Sg)ken € limitada, entao ela tem uma subsequéncia convergente.

Considere dois polindbmios moénicos p e ¢
p(z) ="+ ap 12"+ aztag= (. — M)z — A2) - (= \p),
q(x) = 2" + by bz by = (2 — ) (@ — p2) - (@ — 1) 28)

com raizes \;, u; € C, listadas com suas multiplicidades.

As seguintes afirmacoes serdo utilizadas mais adiante. Embora sejam
intuitivas, elas precisariam ser demonstradas. Aqui, as assumiremos como
verdadeiras.

Afirmagdo 1. Se os coeficientes a; — b;, para todo i = 1,...,n — 1, entdo
p(z) — q(x), para todo z € R.

Afirmagao 2. Se as raizes \; — p;, paratodoi = 1,...,n, entdao p(x) — q(x),
para todo = € R.

Teorema 6.2. Suponha que p € C € uma raiz de q de multiplicidade m.
Dado £ > 0, existe 6 > 0 tal que, se |a; —b;| < 0,i=1,...,n—1, entdo p
tem exatamente m raizes em B(u,¢€).
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Demonstracao. A prova seré feita por contradigcdo. Existe uma sequéncia de
polinémios (pk)ren que converge para o polindémio ¢, mas cada polindémio py
tem menos que m raizes em B(u, ). Visto que os coeficientes dos polindmios
(pk)ken convergem, eles sao limitados. Considere, para cada k € N,

o) = (o) (el

Pelas Proposigoes 6.1 e 6.2, a sequéncia de raizes

(agk), - ,ag’ﬂ)keN

é limitada. Portanto, pelo Teorema 6.1, esta sequéncia tem uma subsequén-
cia convergente para algum ponto

(/817"'7571)

com a propriedade: no maximo m — 1 dos f; sdo iguais a u. Denote a
correspondente subsequéncia de polindémios por (py, )ien. Como a sequéncia
de polindémios (pg)ren converge para o polindmio ¢, segue, por um lado, que
pr; (z) = q(x), para todo x. Por outro lado, pela Afirmacao 2,

pri () = (= B1) - (x = Bn) # q(x),

porque no maximo m — 1 dos B; sdo iguais a p. Obtemos, assim, uma
contradicao, terminando a prova do teorema. O

Alguns comentarios sobre outras provas da continuidade das raizes com
respeito aos coeficientes do polinémio. A prova mais comum e mais en-
contrada na literatura utiliza o Teorema de Rouché estudado em Anélise
Complexa. Uma tal prova pode ser encontrada em [2]. Uma prova utili-
zando fungoes simétricas e espagos projetivos pode ser encontrada [8] e uma
prova utilizando aspectos topologicos pode ser encontrada em [15].

Exercicio 6.1. Considere o polinémio
p(z) = 2 + as2® + a1z + ap.
Trés raizes de p sao: —3, 2 e 5. Determine ag + a1 + as.

Exercicio 6.2. Determine a soma de todas as raizes da equagao

1 2001
(L)

Exercicio 6.3. Considere os polinémios
p(z) = 22+ 322 +4xr — 11 e q(x) = 23 + asz® + a1 + ap.

Suponha que as raizes de p sGo x1, To e T3 € que as raizes de q sGo x1 + X2,
T1 + x3 e xo + x3. Determine ag e ag.
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Exercicio 6.4. Para algum nimero inteiro m, os dois polindémios
p(z) = 19882% + ma + 8891 e q(z) = 889122 + ma + 1988
compartilham uma raiz comum. Determine m.

Exercicio 6.5. Considere p = p(x) um polinémio com a seguinte proprie-
dade

2? + 237" — 18210 — 242" + 1082 = (2* — 327 — 22+ 9) p(2),
para todo x € R. Calcule a soma dos coeficientes de p.
Exercicio 6.6. Considere 0os polinémios
px)=a2*4+23-1 e q@)=25+a2t+23 —2% -1
Suponha que a e b sdo raizes de p. Mostre que o produto ab € raiz de q.

Exercicio 6.7. Luis escolhe um polindmio p de quarto grau com coeficientes
inteiros mao negativos e desafia Fernando a descobrir os cinco coeficientes
de p. Luis deiza Fernando escolher apenas dois valores de x para ajudd-lo a
descobrir os coeficientes. Fernando escolhe x = 1 e x = 10. Luis diz a ele
que p(1) =9 e p(10) = 32013. Agora Fernando sabe exatamente quais sao o0s
coeficientes de p e, como prova, Fernando diz a Luis o valor exato de p(3).
Qual € esse valor?

7 Coeficientes e raizes de um polinémio
Considere um polinémio quadratico moénico com coeficientes reais
p(z) = 2° 4+ a1z + ao.
Suponha que r1 e 9 sejam as raizes de p. Assim,
p(z) = (. —r)(x —ro) = 2% — (11 + 72)x + 1179
Comparando os coeficientes de p, obtemos
r4ry=—a; e rry=(—1)%a. (29)

Considere agora um polindémio ciibico ménico com coeficientes reais

p(z) = 2% 4 agz® 4+ a1z + ag.
Suponha que 71, T2 € r3 sejam as raizes de p. Assim,

p(z) = (x —r)(z —ro)(x —73)

= x3 - (7”1 +rgo + 7”3):6’2 + (7“17“2 +rirs + 7“27”3)$ — r17rors.
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Comparando os coeficientes de p, obtemos
1+ 12+ 13 = —ag,
rire + 7173 + rors = a1, (30)
_ 3
rirors = (—1) ag.
As expressoes em (29) e (30) sado casos particulares das conhecidas formulas
de Viete ou formulas de Vieta, veja [18].
Considere um polinémio moénico com coeficientes reais

p(x) =2" + 12"V 4 -+ a1z + ap.

Suponha que rq,7s,...7, sejam as raizes de p. Pode-se mostrar por indugao
que

rTt+re+-oo+ Ty =—ap-1,

TITY A+ T3 e T 1Th = G2, (31)

n
rire -y = (—1)"ap.
No caso em que o polinémio ndo é moénico
-1
p(.%') =apx" + ap—12" " + -+ a1z +ag, ap # 0,

as formulas de Viéte sdo escritas como

an—1
ritry Ty == )
an
Ap—2
riry +riry -+ 1Ty = ) (32)
(7%
ap
rire -y = (—1)"—.
(79

As formulas de Viéte relacionam as raizes de um polinémio p com seus
coeficientes. Notemos que os coeficientes de p s@o ntmeros reais. Logo,
mesmo que algumas raizes de p possam ser complexas, as expressoes em (31)
resultam em numeros reais.

A seguir, estudaremos alguns polinémios enfatizando as relagdes entre
seus coeficientes e suas raizes. Os estudos desses polinémios foram deixados
como exercicios na Segao 6.
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Exemplo 7.1. Considere o polindmio
_ 4 2
p(z) = 2" + agx” + a1z + ao.

Trés raizes de p sao: —3, 2 e 5. Determinaremos a soma ag+a1-+as. Denote
poT
r=-—3, T=2, Tr3=95 e T4

as raizes de p. Das formulas de Viéte,
rm+ro+rs+rg=—a3=0 = r4=—4

Por um lado,
p(1) =14 ag + a1 + ap.

Por outro lado, como

p(x) = (x —r)(z —ro)(z —r3)(x —ra) = (2 + 3)(x = 2)(x — 5)(z + 4),

seque que
p(1)=(14+3)(1—-2)(1—-5)(1+4) = 80.
Logo,
14+as+a1+ag :p(l) = 80,
de onde

az +ay +apg="79.

Exemplo 7.2. Determinaremos a soma de todas as raizes da equacao

1 2001
562001 + (5 - x> =0.

Pode-se utilizar as formulas de Viéte. Faremos a andlise de uma outra ma-
neira. Observe que o polindmio que define a equagao acima tem grau 2000.
Logo, tal polinomio tem 2000 raizes, contadas com as multiplicidades. Se xq
é uma dessas raizes, entdo yo = 1/2 — xo também é uma raiz. Portanto, sao
1000 pares de raizes. Em cada par, a soma € 1/2. Logo, a soma de todas as
raizes da equagao acima € 500.

Exemplo 7.3. Considere os polinémios
p(x) = 22 +32° +4xr —11 e q(x) = 23 + asx® + arz + ag.

Suponha que as raizes de p sGo T1, T2 € T3 € que as raizes de q $ao x1 + To,
r1 + x3 e xo + x3. Determinaremos ag e ag. Determinacdo de as. Das
formulas de Viéte,

1+ o+ 23 = —3,
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de onde
az = —((z1 + x2) + (w1 + 23) + (z2 + 23)) = —2(21 + 22 + 73) = 6.

Determinacao de ag. Como vimos acima, x1 + xo + x3 = —3, de onde

T +r9=—-3—23, x1+ax3=-3—29, xo+x3=-3—1x7.
Das formulas de Viéte,

ap = (—1)%(x1 + x2) (w1 + x3) (22 + 3)
— (=3 — a3)(=3 — 22)(=3 — 71) = —p(~3).
Assim, por um cdlculo simples,
ag = —p(—3) = 23.

Exemplo 7.4. Para algum nimero inteiro m, os dois polindmios

p(z) = 19882% + ma 4+ 8891 e q(z) = 8891x% + max + 1988

compartilham uma raiz comum. Determinaremos m. Seja xog a raiz comum
de p e de q. Calculando

p(zo) — q(wo) = 0,

obtemos
Tog = +1.

Assim,

p(zo) = p(£1) = 1988 + m(£1) +8891 =0 = m = £10879.
Exemplo 7.5. Considere p = p(x) um polindmio com a sequinte propriedade

2% 4+ 23217 — 18216 — 24215 4 1082 = (a:4 —32% — 2z + 9) p(x),
para todo x € R. Calcularemos a soma dos coeficientes de p. A soma dos
coeficientes de p € obtida calculando p(1). Assim, avaliando a equagao dada
em x =1, obtemos

14+23—-18-24+108=(1-3—-2+9)p(1),

implicando que a soma dos coeficientes de p €

p(1) = 18.
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Exemplo 7.6. Considere os polinémios
px)=az'+23 -1 e q@)=24214+2% -2 -1

Suponha que a e b sao raizes de p. Mostraremos que o produto ab € raiz de
q. Denote por ¢ e d as outras raizes de p. As formulas de Viéete podem ser
escritas como

a+b+c+d=—1,
ab+ ac+ ad + bec+ bd + cd = 0,
abc + abd + acd + bed = 0,
abed = (—1)*(—=1) = 1.

Definindo
a=ab, B=cd, s=a+b t=c+d,

as formulas de Viéete sao escritas da forma

s+1t=-—1,
a+ts+B=0,
at + Bs =0,
af = —1.

Da primeira e quarta equacoes acima, obtemos

1
t=—1—-s e pf=——.
e
Substituindo essas expressoes na sequnda e terceira formulas de Viéte, obte-
mos 1
S
a—sP—s—==0 e a(-1-s5)—==0.
@ e

Resolvendo a tultima equacdo para s, isto €,

a2

ST et

e substituindo na primeira equagdo, resulta em

a? 2+ a? 1 0
o — ——=0.
1+ a? 1+a2 «

Esta iltima equacao € equivalente a

adS+at+ad-—a2-1=0.
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Ora, mas a equagdo acima € exatamente

Concluimos, assim, que ab € raiz de q, como queriamos mostrar.

Exemplo 7.7. Luis escolhe um polinémio p de grau quatro com coeficientes
inteiros nao negativos e desafia Fernando a descobrir os cinco coeficientes
de p. Luis deiza Fernando escolher apenas dois valores de x para ajudd-lo a
descobrir os coeficientes. Fernando escolhe © = 1 e x = 10. Luis diz a ele
que p(1) =9 e p(10) = 32013. Agora Fernando sabe exatamente quais sao o0s
coeficientes de p e, como prova, Fernando diz a Luis o valor exato de p(3).
Qual € esse valor?

Como os coeficientes de p sao inteiros nao negativos e p(1) = 9, seque que
a soma dos coeficientes € 9. Assim, os coeficientes tém, cada um deles, um
unico digito. Logo,

p(z) = arzt + asz® + asz® + a1z + ag,
com a; € {0,1,2,...,9}. Por outro lado,

p(10) = ay - 10* 4+ a3 - 103 + ap - 10? + a1 - 10 + ag = 32013

=3-10"4+2-10°40-10°+1-10+ 3.

Portanto,
p(z) = 32* + 22° + 2 + 3,

logo, p(3) = 303.
Exercicio 7.1. Considere o polinémio
p(z) = 25 + 2° + 621 — 523 4 322 + 2. (33)
1. Determine a sequéncia finita o de variacoes de sinal de p.

2. Utilizando a Regra de Sinais de Descartes, analise as possibilidades
para as raizes de p.

3. Considerando o, exiba um polinémio com o niumero mdzrimo de rai-
zes reais positivas e com o numero mdximo de raizes reais megativas
permitidos pela Regra de Sinais de Descartes.

4. Utilizando as proposi¢oes de Lagrange e Cauchy, determine cotas para
as raizes de p.

5. Utilizando um software, encontre as raizes de p.

6. Plote as raizes de p mo plano complexo junto com o disco de menor
rato determinado em 4. acima.
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7. Considere o polinémio

o) = ple) + 1 2.

10
Plote as raizes dos polindémios p e q junto com o disco de menor raio
determinado no item 4 acima.

8 O Teorema de Siebeck-Marden-Bo6cher, parte 1

Nesta secao e na proxima estudaremos o Teorema de Siebeck-Marden-Bocher.
A principal referéncia bibliografica é [17]. O Teorema de Siebeck-Marden-
Bécher, chamado de Teorema de Marden, estabelece uma linda relagao entre
a geometria de figuras planas e as posicoes relativas das raizes de um poli-
nomio e de sua derivada. Veja a Figura 14.

Z3

22

Z1

Figura 14: Ilustracao do Teorema 8.1: o tridngulo T com vértices nas raizes z1, 22 e 23 de
p; a elipse inscrita em T e tangente aos seus lados nos pontos médios. Os pontos z4 € 25,
raizes de p’, sdo os focos da elipse.

Teorema 8.1 (Siebeck-Marden-Bocher). Considere p um polinémio de grau
trés com coeficientes complexos, cujas raizes z1, ze € z3 $4o pontos nao coli-
neares no plano complexo. Seja T o tridngulo com vértices em z1, 2o € z3.
Existe uma inica elipse £ inscrita em T e tangente aos seus lados em seus
pontos médios. Os focos de € sao as raizes de p'.

Observacao 8.1. No caso em que T € um tridngulo equildtero, a elipse é
um circulo e os focos colapsam no centro do circulo.
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Exemplo 8.1. Considere o polindmio
p(z) = 2% — (11 +i13)2% — (16 — i 98)z + (138 — i 134),
1sto €,
p(2) = 22 4+ a9 2° + a1 2 + ag,
com coeficientes complezos
ag =—(1141413), a3 =—(16—-1498), a9 =138 —i134.

Derivando, obtemos

p(z) =322 — (224i26)z — (16 — i 98).
As raizes de p sao

z71=1417, 20=T7T+15, 2z3=3+41.

Jd as raizes de p' sdao

13 11
24 =3+15, 25 = —+1—.
4 5 3 3
Considere o triangulo T cujos vértices sao as raizes de p. Pelo Teorema 8.1,
existe uma unica elipse € tangente aos lados de T nos seus pontos médios e
tendo como focos as raizes de p'. Veja a Figura 15.

2t

22

Z3

Figura 15: Tlustracao do Exemplo 8.1: o tridngulo 7' com vértices nas raizes zi1, 22 € z3 de
p; a elipse £ inscrita em T', tangente ao lados de T nos pontos médios. Os focos da elipse
s30 os pontos z4 e zs, raizes de p'.
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Precisamos fazer uma digressdo para estudarmos algumas propriedades
envolvendo elipses. Considere uma reta L no plano, A e B pontos em um
mesmo semiplano determinado por L. Tome C um ponto sobre a reta L.
Deseja-se determinar a posigao do ponto C € L de modo que a soma das
distancias

d(A,C) +d(C, B)

seja minima. Veja a Figura 16.

A

Figura 16: Deseja-se minimizar d(A4,C) + d(C, B) com C € L.

Proposicao 8.1. Nas condicées anteriores, C € L minimiza a soma das
distancias d(A,C) + d(C, B) se, e somente se, 0os dngulos que os segmentos
AC e BC' fazem com L sao iguais. Veja a Figura 17.

A

Figura 17: Os angulos que AC e BC fazem com L sdo iguais.

Demonstracao. Considere o ponto A; obtido pela reflexao do ponto A em
relacao a reta L. Veja a Figura 18.
Note que
d(A1, L) =d(A, L).

Considere o segmento de reta BA; e C o ponto de interse¢dao desse segmento
com a reta L. Veja a Figura 19.

Construa o segmento AC' e note que o tridngulo AAC A; é isésceles, uma
vez que

d(A,C) =d(A1,C).
Veja a Figura 20.
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h ‘

B
A

Figura 18: A; é obtido de A pela reflexao em relagao a reta L.

A

Figura 19: Segmento de reta BA; e C' € L.

A

Figura 20: O tridngulo AAC A; é is6sceles.

Concluimos que a soma das distancia d(A,C) + d(C, B) é minima se, e
somente se, a soma das distancias d(A;,C) + d(C, B) é minima, isto &, se,
e somente se, C € L esta no segmento BA;. Como o triAngulo AACA; é
isosceles, sao iguais os angulos que os segmentos A1C e AC fazem com L.
Veja a Figura 21.

Por outro lado, os adngulos que os segmentos A;C' e BC fazem com L
também sao iguais. Veja a Figura 22.

Em resumo, C' € L minimiza a soma das distancias se, e somente se, 0s
segmentos AC e BC' fazem angulos iguais com L. Veja a Figura 23.

O

Proposicao 8.2 (Propriedade refletora da elipse). Considere uma elipse €
com focos Fy e Fy. Seja C' € €. FEntao, os segmentos F1C e FyC fazem
dangulos iguais com a reta tangente a £ no ponto C. Veja a Figura 24.
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A

Figura 21: Os angulos que A;C e AC fazem com L sdo iguais.

~

A

Figura 22: Os angulos que A:C e BC fazem com L sdo iguais.

Figura 23: Os angulos que AC' e BC fazem com L s&o iguais.

Figura 24: Os angulos que F1C e F>C fazem com £ sdo iguais.

Demonstracao. Considere L a reta tangente a £ no ponto C. Pela Proposi-
¢ao 8.1 é suficiente provar que C' € L minimiza a soma das distancias

d(Fl, A) + d(FQ,A), VA€ L.
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Veja a Figura 25.

Figura 25: L é reta tangente a € em C e A € L.

Considere A € L e os segmentos F1A e FyA. Veja a Figura 26.

Figura 26: L é reta tangente a € em C e A € L.

Denote por A1 o ponto de intersegao do segmento F» A com £. Utilizando
a fato de que as somas das distancias de quaisquer pontos da elipse aos focos
é constante, obtemos

d(Fl, C) + d(FQ, C) = d(Fl, Al) + d(FQ,Al)
< d(F1,A)+d(A, Ay) + d(Fa, Ay)
= d(Fl, A) + d(FQ, A)
Em resumo,
d(F1,C) +d(F, C) < d(Fy,A) +d(F2, A), VA€ L.
A proposicao estd demonstrada. O
Proposicao 8.3. Considere uma elipse £ com focos Fy e Fy. Seja A um
ponto na regido exterior a elipse. Considere as duas semirretas que contém A

e sao tangentes a €. Denote por Gy e G esses pontos de tangéncia. Entao,
0s dngulos F1 AG1 e Fy3 AGy sao iguais. Veja a Figura 27.
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G1

\

Go

Figura 27: A elipse £, o ponto A e os pontos G1 e Ga.

Demonstracao. Como na prova da Proposigao 8.1, considere os pontos Hj e
H; obtidos pelas reflexdes dos pontos £} e Fo em relagdo as semirretas AGq
e AGs, respectivamente. Veja a Figura 28.

Figura 28: A elipse £, o ponto A e os pontos Hi e Ho.

Segue que os triangulos AAF1Hy e AAF,Hy sao isésceles. Com isto, ¢
suficiente mostramos que os angulos F1 AH; e Fo AH, sao iguais. Considere
os segmentos Iy Hy e FoH;. Como vimos na prova da Proposicao 8.1, esses
segmentos intersectam a elipse £ nos pontos G1 e Go. Veja a Figura 29.

Mostraremos que os tridngulos ANAHF, e ANAHF| sao congruentes.
Observe que d(A, Hy) = d(A, F1) e d(A, F3) = d(A, H). Falta mostramos
que d(F1, Hy) = d(F», Hy). Utilizando a fato de que as somas das distancias
de quaisquer pontos da elipse aos focos é constante, obtemos

d(FQ,Hl) = d(Fl, Gl) + d(Gl,Fg)
= d(Fl, GQ) + d(GQ,FQ) = d(Fl, Hg).

Assim, os triangulos A/A\Hng e NAH>F) sdo congruentes. Isto implica que
os Angulos H1 AFs e F1 AH» sao iguais. Mas,

mzzmrl-@z



46 Polinémios e fungoes polinomiais

Figura 29: Os triangulos AAH, F> (vermelho) e AAH>F, (azul).

FTAE 2@2—1-@2

Logo, . o
H{AFy = F;AH,,

como querfamos mostrar. Em resumo, a proposigao esta demonstrada. [

Na préxima segao utilizaremos os resultados aqui estudados, principal-
mente a Proposic¢ao 8.3, para demonstrarmos o Teorema 8.1.

Exercicio 8.1. Considere a reta
9 1
L=<(z,y) eR Y=g (34)

Fize os pontos A= (0,1) e B=(3,4).

(a) Mostre que A e B estdo em um mesmo semiplano determinado por L.

(b) Determine explicitamente as coordenadas do ponto C € L que minimiza
d(A, P) 4+ d(P, B), VP e L.

Faga um esbogo (desenho) ilustrando as suas andlises.

9 O Teorema de Siebeck-Marden-Bécher, parte 2

Nesta se¢ao sera feita a prova do Teorema 8.1. Faremos alguns preparativos.
Primeiramente, note que podemos escalonar, rodar e transladar o tridngulo
T de qualquer maneira conveniente. Todas as curvas e pontos envolvidos
manterao as suas posicoes relativas.

No plano complexo essas operagoes (escalonar, rodar e transladar) sao
conseguidas através de uma funcao afim

M:C—C, M) =az+p,
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sendo «, 8 € C constantes, com a # 0. De fato, multiplicar z por a = re®

produz um escalonamento por 7 e uma rotagao por €, enquanto somar [
produz uma translagao.

Olhando para a fungéo afim M geometricamente, observamos que escalo-
nar, rodar e transladar a Figura 14 preserva todos os ingredientes envolvidos.
Assim, a imagem do triangulo 7" é um tridngulo semelhante, a imagem da
elipse inscrita a T ainda é uma elipse inscrita tangente ao novo tridngulo nos
pontos médios dos seus lados.

Falta mostrar apenas que as imagens dos focos da elipse original sao os
focos da elipse transformada. Considere o polinémio (ménico) original

p(z) = (z = 21)(2 — 22) (2 — 23)
e o polinomial transformado
pu(2) = (2 = M(21))(z = M(22))(z — M(23)).
Deste modo,
py(M(z)) = (M(z) = M(21))(M(2) = M(22))(M(z) — M(z3)).  (35)

Note que
M(z) — M(zj) = oz — zj), j=1,2,3.

Assim, a equacao (35) pode ser escrita da forma
pu(M(2)) = a®(z = 21)(z = 22)(z — 23) = a”p(2).
Derivando ambos os membros da equagao acima, resulta
a’p/(2) = phy (M (2))M'(2) = plyy (M (2)) v,

0 que implica em
Pu(M(2)) = a?p/(2).

Da tltima equagao concluimos: z é uma raiz de p’ se, e somente se, M(z) é
uma raiz de p',. Isto é o que queriamos mostrar.

Na Secao 8 fizemos uma digressao para estudarmos algumas proprieda-
des envolvendo elipses. Em particular, foram estudadas trés proposigoes.
Utilizaremos esses resultados na prova do Teorema 8.1.

Lema 9.1 (Marden). Considere p um polindémio cibico com raizes zi, 22,
z3 € C, vértices do tridngulo T, como no enunciado do Teorema 8.1. Entao,
a elipse com focos nas raizes de p' e passando pelo ponto médio de um lado
do triangulo T ¢é, de fato, tangente a esse lado de T'.
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Demonstracao. Conforme observado acima, sem perda de generalidade, po-
demos rodar, transladar e escalonar o tridngulo da maneira que escolhermos.
Organizaremos a prova da seguinte maneira: um lado do tridngulo estara
ao longo do eixo x (eixo real) centrado na origem e de comprimento 2, en-
quanto o vértice oposto estard no semiplano superior. Com essas escolhas,
os vértices de T' (as raizes de p) estdao em

znn=-1, z=1, zz3=a+1ib, b>0.

Estudaremos a elipse £ passando pela origem, que é o ponto médio do lado
de T que estd no eixo x. Para mostrar que a elipse £ é tangente a este
lado, mostraremos que as retas que vao da origem até cada foco de &£ fazem
angulos iguais com o eixo x. Veja a Proposicao 8.2. Com as escolhas acima,

3

p(2)=(z—2)(z —2)(z —23) = 23 — 2322 — 2+ 2.

Derivando, obtemos

2 1
p’(z):3z2—223z—1:3<22—?z—g).

Denote as raizes de p’ por
z=r4€% ¢ z5=r5e¢"%, 0< 0,05 < 2m.

Das formulas de Viéte,

223 1

24+ 25 = ? e 2425:—5.
Da primeira equacao acima concluimos que pelo menos uma das raizes de p’
estd no semiplano superior, pois, b > 0. Ja a segunda equagao nos informa
que 04 4+ 05 = w. Combinando as duas afirmacgoes, concluimos que ambas as
raizes de p’ estao no semiplano superior. Considere os segmentos de retas
unindo essas raizes & origem. Os adngulos que esses segmentos fazem com o
eixo x positivo sdo suplementares. Assim, ou ambas as raizes estdo no eixo y
(eixo imaginario), ou uma raiz forma um angulo agudo com o eixo z positivo
e a outra raiz forma um angulo igual com o eixo x negativo. Em ambos os
casos, isto mostra que os segmentos de retas dos focos até a origem formam
angulos iguais com o eixo x, que é, portanto, a reta tangente da elipse na
origem. O

Lema 9.2 (Bocher). Considere p um polinémio cibico com raizes z1, 22, 23 €
C, wértices do tridngulo T, como no enunciado do Teorema 8.1. Considere
a elipse com focos nas raizes de p' a qual é tangente a um lado do tridngulo
T no seu ponto médio (veja Lema 9.1). Entao, esta elipse € tangente aos
outros dois lados de T'.
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Assumiremos, por um momento, que o Lema 9.2 estd demonstrado. Uti-
lizaremos os Lemas 9.1 e 9.2 para demonstrarmos o Teorema 8.1. Depois,
faremos a prova do Lema 9.2.

Prova do Teorema 8.1. Suponha que o polindmio p, suas raizes z; e o tri-
angulo T sao como no enunciado do Teorema 8.1. Usando as raizes de p’
como focos, desenhe uma elipse £ que passe pelo ponto médio de um lado
do triangulo T. Pelo Lema 9.1, £ é na verdade tangente a esse lado de T
Pelo Lema 9.2, £ também é tangente aos outros dois lados de T
Afirmamos que os pontos de tangéncia com esses outros dois lados de T
devem ser os pontos médios.
Caso contrario, repita a construgdo acima com um novo lado, produzindo
uma elipse £’. Como £ e & tém os mesmos focos e sao ambas tangentes
a mesma reta (na verdade, a trés retas), eles devem, na verdade, coincidir.
Mas, isto mostra que ambas £ e £ intersectam o novo lado no mesmo ponto,
nomeadamente, o ponto médio. Por simetria, a mesma conclusao vale para
o lado restante do tridangulo. Assim, a elipse original £ é tangente a todos os
trés lados nos seus pontos médios. A prova do Teorema 8.1 esta completa.
O

Prova do Lema 9.2. Como antes, estamos livres para posicionar o triangulo
T da maneira que desejarmos. A elipse £ é tangente a um lado do triangulo
T e novamente colocamos esse lado ao longo do eixo z (eixo real). Porém,
desta vez colocamos um vértice na origem e o outro em 1, isto é, z1 =0 e
z9 = 1. O outro vértice estd em

zz3=a+1b, b>0.
Assim,
p(z) =2(z—1)(z —23) = 2% — (1 4 23)2% + 23 2.
Derivando, obtemos
P(z) =322 — 2(1 + 23)2 + 23.

De uma formula de Viéte,

2
24+ 25 = g(l + 23),

implicando que, pelo menos, uma das raizes estd no semiplano superior.
Sabemos que essas raizes sao os focos de uma elipse £ tangente ao eixo
x. Portanto, ambas as raizes estdo no semiplano superior, permitindo-nos
expresséi-las da forma

04

24 =r4€ e z5:r5ei95, 0 <04 <65<2m.
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Da outra féormula de Viéte,
23
2425 = —.
4% = 3

Isto implica que 64 + 05 ¢é igual ao dngulo que o segmento 0z3 faz com o eixo
positivo z. Assim, o angulo entre os segmentos 0z5 e 0z3 é igual a 4. Veja
a Figura 30.

Figura 30: O angulo entre 0zs5 e 0z3 € igual a 04.

Aplicaremos a Proposigao 8.3 com a origem no papel do ponto A, exterior
a elipse £. Que a origem ¢é exterior a elipse £ é imediato, visto que o eixo x
é, por construgao, tangente a elipse £ no ponto x = 1/2. Considere as duas
semirretas que partem da origem e que s@o tangentes & elipse £. Uma delas
é, por construgao, o eixo z positivo e a outra serd denotada por L. Denote
por 5 o angulo entre o segmento 0z5 e L. Pela Proposicao 8.3, o angulo entre
o segmento 0zs e L ¢é igual ao dngulo entre o segmento 0z4 € o eixo z. Em
outras palavras, § = 64. Veja a Figura 31.

Z5

04

NE

Figura 31: £ é tangente a 0z3 porque 8 = 4.

Isto mostra que o lado 0z3 de T esta contido em L e, portanto, o lado
0zs é tangente a elipse £. Resta mostrar que o lado 1z3 também é tangente a
elipse £. Isto é feito de forma anéloga, com o tridngulo transladado de modo
que os vértices de T estejam em —1 e 0, em vez de 0 e 1. Veja a Figura 32.
A prova do lema esta completa. O

UNRB



Luis Fernando Mello 51

Figura 32: £ é tangente a 0z3 e também tangente a 1zs.

Encerraremos nosso estudo com algumas consideragoes gerais a respeito
da elipse £ que é citada no Teorema 8.1 (veja a Figura 33):

e O centro de &€ é o baricentro de T'.

e Existe uma tnica elipse £ com centro no baricentro de T' e que contém
os vértices de T' (elipse circunscrita). As elipses € e &’ estao relaciona-
das por um fator 1/2. Elas tém a mesma excentricidade e sdo similares.

T
o A areade £ & ——= vezes a area de T.

3V3

e A elipse &£ é a elipse de maior area dentre todas as elipses inscritas em
T.

Figura 33: O triangulo T, as elipses £ e £'.
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Exercicio 9.1. Considere o polinémio complexo
p(z) =23 — 1. (36)

Pede-se:

1. Encontre as raizes de p.

2. Determine e esboce o tridngulo T cujos vértices sao as raizes de p.

3. Encontre o polinémio p’, derivada de p.

4. Encontre as raizes de p'.

5. Encontre os pontos médios dos lados de T'.

6. Determine e esboce a elipse £ tangente aos lados de T nos seus pontos

médios.

10 O Teorema de Gauss-Lucas

Nesta secao estudaremos o Teorema de Gauss-Lucas. Este teorema nao
aparece na maioria dos livros didaticos de graduacao em anélise complexa.
Considere o polinémio de grau 5

p(x) = (z+2)(z — 1)*(x — 3)(z — 5).

Os graficos de p e da sua derivada p’ estao na Figura 34.

—
I

1

g
-1
Q

Figura 34: Graficos de p e da sua derivada p’.
Como as raizes de p’ sao os pontos criticos de p, parece razoavel que elas

estejam entre as raizes de p. De fato, isso pode ser visto na Figura 35, onde
e representam as raizes de p e x as rafzes de p’ no plano complexo.
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1.0 1
0.5
-e e o —h ° e -
-2 -1 1 2 3 4 5
—0.5 1
_10_

Figura 35: As raizes de p estdo representadas por e e as de p’ por .

Ora, mas deslocamentos verticais no grafico de p nado alteram os seus
pontos criticos (as raizes de p’), mas alteram as suas raizes. Por exemplo,
considere

r(z) = p(x) + 80 = (z +2)(z — 1)*(z — 3)(x — 5) + 80.

As raizes de r nao coincidem com as raizes de p, mas as raizes de r’ sao
exatamente as mesmas de p’. Veja a Figura 36. O polindmio r tem uma raiz
real e quatro raizes complexas. Como os coeficientes de r sdo reais, as raizes
complexas aparecem aos pares: a + b, com b # 0.

400
300 4

200

100 7\_—/’_\

—1001

=200

Figura 36: Graficos de r e da sua derivada r’ = p’.

As quatro raizes de 1’ = p’ sdo reais. E razoavel que elas estejam “entre”
as raizes de r? Como? A Figura 37 da alguma esperanca de que as raizes
de 7’ estejam, de fato, “entre” as raizes de 7.

Observe a simetria das raizes devido ao fato de que os coeficientes de r
sao numeros reais. Vejamos um exemplo em que alguns dos coeficientes do
polinémio sao niimeros complexos nao reais. Considere

g2) =25 —-(2-9)2%—522—3i22+22+2.

Na Figura 38 estao representadas as raizes de ¢ e de ¢'.
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Figura 37: As raizes de r estdo representadas por e e as de r’ por *.

1
-0.2,3 * O

—0.4 1

—0.6 ]

Figura 38: As raizes de g estdo representadas por e e as de ¢’ por *.

Embora nao existam simetrias das raizes, parece, novamente, que as ra-
izes de ¢’ estao “entre” as raizes de q. Das figuras anteriores, observe que as
raizes (nem todas) dos polindémios sao utilizadas nas construgoes dos “peri-
metros” dos conjuntos que contém as raizes das derivadas desses polinémios.

Um conjunto A C C ~ R? é convezo se para cada par de pontos em A,
o segmento de reta que une os pontos estd inteiramente contido em A.

Dado um conjunto de pontos no plano, existe um conjunto convexo mi-
nimo que contém esses pontos. Esse conjunto minimo é chamado de fecho
convexo. Mais precisamente, considere a seguinte definigao.

Considere

S = {wy,wy,...,w,} C C~R?

um conjunto de pontos no plano (complexo). O fecho convero de S é o
conjunto de todas as combinagoes lineares de elementos de S

n
> ajwy,
=1

satisfazendo as seguintes duas condigoes:
1. a; >0, para todo j € {1,2,...,n};

2. Z?:l aj =1.
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Decorre da defini¢ao acima que fecho convexo de S é a intersecgdo de todos
os conjuntos convexos contendo os pontos de S.

A seguir enunciaremos o principal teorema desta segao. Veja [3], [12] e
[22].

Teorema 10.1 (Teorema de Gauss-Lucas). Considere um polindmio com
coeficientes complexos

p(z) =an2" +an_12" 14+ a1 2+ ag. (37)

Entao, as raizes de p’ estdao contidas no fecho convexo H das raizes de p.
Além do mais, se as raizes de p nao sao colineares e tém todas multiplicidade
um, entdao nenhuma das raizes de p' ocorre no bordo do fecho convexo H.

Demonstracao. Faremos a prova do Teorema 10.1 para o caso em que p
tem n raizes distintas e nem todas colineares. Os outros casos ficarao como
exercicios.

Suponha que wy,ws, ..., w, sao as raizes distintas de p, de modo que

p(2) = (z —wi)(z —wa2) -~ (2 — wn),

e que H é o fecho convexo dessas raizes. Mostraremos, por indugao no grau
de p, que

/ n
P (2) 1 1 1 1
9(2) e T wm T T ;Z_wj (38)

Considere n = 1, isto ¢, p(z) = z — w;y. Assim, p'(z) = 1 e (38) é trivial.
Considere n = 2. Assim, p(z) = (z — wy)(z — w2). Segue que

p(2) =2z —wy+ 2 —w,

de onde

1 1
+ ;
Z — W1 Z — Wy

implicando em (38).
Hipotese de indugao (H.I.): Suponha que (38) é valida para polindémios de
grau k > 2, isto é, se

pr(2) = (2 —w1)(z —wa) -+ (2 — wy),
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entao ( ) ) . )
P (2
gi(z) = = +...4+ .
pe(2)  z—w1  z—we zZ— wy
Queremos mostrar que (38) é valida para polindémios de grau k + 1.

Considere um polinémio de grau k + 1, isto é,
pr1(2) = (2 —wi)(z —w2) - -+ (2 — wi) (2 — we1) = Pr(2) (2 — W)
Derivando com relagao & variavel z, obtemos
Prr1(2) = p(2) (2 — wies1) + pi(2)-
Logo,

_ P 2) ~ P(2)(2 = wigr) + pr(2)
z) pr(2) (2 — wet1)

(
(
P(2) (2 — wg41) N pr(2)
Pre(2)(z —wrp1)  pr(2)(2 — wey1)
)
)

H.I 1 1 1 1
= + + ...+ + .
zZ—wp Z— W Z — W Z — Wi41

Na udltima igualdade foi utilizada a Hipotese de Indugao. Portanto,

(2 1 1 1
pk+1( ) _ TR i _
Prt1(z)  z—wy Z—wWp 2~ Wkl

gk+1(2) =

Segue que (38) é satisfeita, terminando a prova por indugao.
De (38), zp € C & uma raiz de p’ se, e somente se, g(z9) = 0. Lembremos
que, neste caso, p(z9) # 0. Para cada j € {1,2,...,n},

1 1 Z — wj Z — W

z—wj z—wj Z—w; |z—wjf?

Assim, g em (38) pode ser escrita da forma
P(z) N~ 2=
o) =T =Y I (39)
Considere zp € C uma raiz de p’. Assim, g(z9) = 0. De (39), temos

0ot = Z\ZO—wIQ Z\z—ww Zrz—wm
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Portanto, g(z9) = 0 se, e somente se,

Z ]zo—wj\Q Z ]zo—w |2

Mudando o indice do somatério do membro da esquerda e tomando a con-
jugacao complexa em ambos os membros, resulta

n n
S =Y
— a2 20
= o~ = 20 —wj
a qual pode ser escrita da forma
n n
20 Z ’ZO — wl\_Q = Z ’Z() - wj]_z Wy .
=1 j=1

Dividindo ambos os membros pelo somatério que aparece no membro da
esquerda, segue que

n -2 n

0= s e = L

- n -2 ) J =
= 2.l w| =

=1 ‘ZO -

sendo )
20 — wj|~

Sz —w] 2 Y

Decorre, imediatamente, da definicao de a; que:

a; = :1,2,...,?7,.

1. a; >0, para todo j € {1,2,...,n};

n —
2. Yo =1
Concluimos, assim, que zg € H, ou seja, zg pertence ao fecho convexo das
raizes de p, terminando a prova do teorema. O

Alguns comentérios a respeito do Teorema 10.1. Gauss escreveu o re-
sultado pela primeira vez entre 1836 e 1846, ligando-o a uma interpretagao
fisica de um campo de forca no plano. Félix Lucas, que aparentemente des-
conhecia o resultado de Gauss, provou o mesmo teorema em 1870 e tragou
a ligagdo entre os pontos de equilibrio de um campo de forga no plano e os
pontos criticos de um polinémio.

Existem outras provas do Teorema 10.1. Uma delas utiliza belos argu-
mentos geométricos. Outra prova utiliza argumentos de fisica elementar e
campos de vetores no plano. Em resumo, o Teorema de Gauss-Lucas é um
belo resultado: ele trata da restricao das localizagoes dos pontos criticos de
um polinémio no plano complexo.
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Exercicio 10.1. Considere um polinémio p de grau n > 2 em C. Mostre
que, para cada k € {1,...,n— 1}, as raizes do polinémio py = p®) | derivada
de ordem k de p, estdo no fecho convexo H das raizes de p.

Exercicio 10.2. Considere o polinémio complexo

1 1 53 19 23 29 13
7 6 5 4 3 2
—=2’ = — — - =2t =+ —. 4
2 z 8Z 82 SZ 82 (40)

Pede-se:
1. Encontre as raizes de p.

2. Encontre os polindmios
pr=p, p2=p", ps=p", pa=p"), ps =p™), ps=p?,
obtidos pelas derivadas sucessivas de p.

3. Encontre as raizes de p;, 1 = 1,2,3,4,5,6, mesmo numericamente,
utilizando um software.

4. FEsboce, no plano complexo, as raizes de p, as raizes de p;, i =1, 2, 3,
4,5, 6 e o fecho convexo determinado pelas raizes de p.

11 O Teorema Fundamental da Algebra

O Teorema Fundamental da Algebra (TFA) afirma que todo polinémio (com-
plexo) nao constante possui uma raiz. Este teorema foi utilizado de forma
direta ou indireta em varias secoes ao longo destas notas. Nesta secao, ele
serd enunciado de forma precisa e serd apresentada uma demonstracao. As
principais referéncias bibliograficas utilizadas sao [11], [12] e [28].

Teorema 11.1 (Teorema Fundamental da Algebra). Se p € um polindmio
(com coeficientes complexos) nao constante, entao existe zg € C tal que

p(20) = 0.

A afirmacgdo do Teorema 11.1 é notavel. Nenhum resultado analogo é
valido para garantir que existe uma raiz real para um polinémio cujos co-
eficientes sdo ntimeros reais. Por exemplo, ndo existe um ntmero real que
seja raiz do polinémio ¢(z) = z? + 1. Da mesma forma, a consideragio
de polindmios com coeficientes inteiros (resp. racionais) rapidamente nos
forga a considerar raizes que ndo podem ser niimeros inteiros (resp. nimeros
racionais). Assim, os nimeros complexos sdo especiais neste aspecto.

A primeira prova amplamente aceita do Teorema Fundamental da Alge-
bra foi publicada por Gauss em 1799 na sua tese doutorado, embora pelos
padroes atuais essa prova tenha lacunas. Gauss tinha 22 anos quando apre-
sentou essa prova. Em 1814, Argand deu uma nova prova, também com
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pequenas lacunas, baseada em uma prova, também com lacunas, devida a
d’Alembert e apresentada em 1746.
As provas do TFA podem ser divididas grosseiramente em trés categorias:

e Provas topologicas,
e Provas analiticas,
e Provas algébricas.

Antes de apresentarmos a prova do Teorema 11.1, precisamos de alguns
preliminares. Considere z € C nao nulo. Dado um inteiro n > 2, existem
exatamente n raizes n-ésimas de z, isto é, n nimeros complexos w; tais que
(w;)™ = z. De fato, escreva z na forma polar, isto é, z =r e e tome

1 Z-9+2]7T

wj=rne n , j=01,...,n—1, (41)
uma vez que
(wy)" = (T% eiﬂ%yl = 7 et0F2™) — ol — 5
Essencialmente, a prova do Teorema 11.1 sera dividida em duas partes:

e Existe um ponto zg € C tal que

Ip(z0)| < |p(2)], VzeC.

e Se zy é o ponto de minimo global determinado na primeira parte, entao
p(z0) = 0.

Omitiremos a prova da proxima proposicao. Ela pode ser encontrada em
[23].

Proposicao 11.1 (Weierstrass). Se f : D C R? — R € uma funcio continua
e D € um compacto, entao f possui um valor minimo e um valor mdzrimo
em D.

Lema 11.1. Se p € um polindomio de grau maior ou igual a 1, entdo dado
M >0, ezxiste R > 0 tal que se |z| > R, entao |p(z)| > M.
Demonstracao. A prova é feita por indugao no grau de p, deg(p). Considere
deg(p) = 1. Assim, p(z) = a + bz, b # 0. Logo,

Ip(2)| = la+bz| = [bz| — |a| = [b][2| — |al.
Dado M > 0, escolha

R M+|a|.
0]
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Assim,

MWZW(%%M>4M=M

ou seja, |p(z)| > M.

Hipoétese de Indugao: o lema é verdadeiro para polinémios de grau d — 1.
Queremos mostrar que o lema ¢é verdadeiro para polindémios de grau d. Con-
sidere p um polinémio de grau d. Podemos escrever p da forma

p(z) =a+ zpi(z),

sendo deg(p1) = d — 1. Pela Hipotese de Indugao, dado M > 0, escolha
R > 1 tal que, se |z| > R, entao

lp1(2)| > M + |al.
Entao, para |z| > R, temos
Ip(2)] = la+ 2p1(2)| = [2p1(2)] — lal
= |2llp1(2)] = lal = [p1(2)] — lal
> M +a| - |a] = M,
ou seja, p(z) > M, provando assim o lema. O]
Lema 11.2. Considere um polinémio p ndo constante. Entao, existe zg € C

tal que
Ip(20)] < Ip(2)|, Vze€C.

Demonstracao. Considere o polindémio
p(z) = 2"+ an_12" 1+ +ag.
Pelo Lema 11.1, existe R > 0 tal que, se |z| > R, entao
Ip(2)] > 1+ [aol-

Defina
D={ze€C:|z| <R}.

Como D é compacto, pela Proposicao 11.1, existe zg € D tal que
Ip(20)| < Ip(2)|, Vz € D.

Mostraremos que |p(z9)| < |p(2)|, para todo z € C. De fato, pois se z ¢ D,
entdo |z| > R e, assim,

p(2)] = 1+ [ao| > |p(0)]-
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Como 0 € D, |p(0)| > |p(20)] e, deste modo,
Ip(z0)| < |p(2)], VzeC.

O

Lema 11.3. Considere um polinémio p nao constante. Se p(z9) # 0, entao
|p(z0)| néao € valor minimo de |p(z)]|.

Demonstracao. Seja p um polindmio complexo ndo constante e suponha que
2o seja um ponto tal que p(z9) # 0. Fazendo a mudanca de variavel z + zg
para z, podemos assumir que p(0) # 0. Como p(0) # 0, se multiplicarmos
p por p(0)~!, entdo p(0) = 1. Em outras palavras, podemos assumir que
zo =0 e que

p(20) = p(0) = 1.

Deste modo, mostraremos que 1 ndo é o valor minimo de |p(z)|. Seja k a
menor poténcia de z em p. Assim, p tem a forma

p(z) =1+ a2k + ap 2"+ o+ a2, a#0.

Por (41), tome « a k-ésima raiz de —a™ 1.

oz para z, p passa a ter a forma

Fazendo a mudanca de variavel

p(z) =1 =25+ g(2),

para algum polindmio g. Assuma, agora, z real, positivo e pequeno, muito
menor do que 1. Em particular, |z|¥ = zF < 1. Assim,

p(2)] < 1= 2F|+ Mg ()| = 1 = 2*(1 — 2]9(2)]).

2

Para z pequeno, temos que z|g(z)| também é pequeno. Entao, podemos
escolher z, com as exigéncias acima tal que

zlg(z)] < 1.
Com essa escolha, segue que
2 (1= zlg(z))) > 0.

Logo, |p(z«)| <1 =|p(0)|, como queriamos mostrar. O
Prova do Teorema 11.1. Considere p um polinémio nao constante. Pelo
Lema 11.2, |p(z)| admite um valor minimo global em algum ponto zy € C.

Pela contrapositiva do Lema 11.3, p(z9) = 0, ou seja, zp ¢ uma raiz de p,
terminando a prova do teorema. O
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Temos o seguinte corolario.
Corolario 11.1. Um polindémio complexo p nao constante € fatorado com-

pletamente em fatores lineares.

Demonstracao. Indugao no grau de p. Se deg(p) = 1, o resultado é imediato.
Hipotese de Indugao. O resultado é verdadeiro se deg(p) = k.

Considere um polinémio p de grau deg(p) = k + 1. Pelo Teorema 11.1, p
possui uma raiz zg. Assim,

p(z) = (2 — 20) q(2),
sendo ¢ um polindémio de grau k. De fato, se

M4t arz + ag,

p(2) = ag+12
p(2) = p(z) — p(20)

— (ak+lzk+1 + e +a12+a0) _ (ak+lzg+1 + . +a120 +a0>

= apt1 (zkH - zé““) +--4a1(z—20) = (2 — 20) q(2).

Pela Hipotese de Inducao, o polinémio ¢q é fatorado completamente em fatores

lineares. Assim, o polinémio p é fatorado completamente em fatores lineares.
O

O Corolario 11.1 pode ser reescrito da seguinte forma.

Corolario 11.2. Se p € um polinémio complexo nao constante, entdo p pode
ser escrito da forma

p(z) = a(z = 21)(z = 2z) - (2 = 2),

coma#0, z1,...,2, as raizes de p e n = deg(p).

12 Pontos criticos de funcoes polinomiais

Diz-se que uma funcao f : R — R possui um ponto de mdximo local no ponto
o € R se existe § > 0 tal que

z€ (zo—0,x0+6) = f(z)< flzo).

De maneira analoga ¢ definido um ponto de minimo local.
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Diz-se que uma func¢éao f : R — R possui um ponto de mdzximo global no
ponto xg se
f(z) < f(zg), VxeR.

De maneira anéloga é definido um ponto de minimo global.

Considere f : R" — R uma funcgao a valores reais. Diz-se que f possui
um ponto de mdximo local no ponto Xy se existe uma vizinhanga V' C R"
de Xg tal que

f(X) < f(X0), VX eV,

De maneira anéloga é definido um ponto de minimo local. Diz-se que f possui
um ponto de mdximo global no ponto X se

f(X) < f(Xo), VX eR™

De maneira anéloga é definido um ponto de minimo global.

Nesta segao, as fungoes f : R™ — R serao polinomiais ou de classe C*°
e destacaremos os casos n = 1 e n = 2. Assim, os pontos de méximos ou
minimos locais ou globais serao pontos criticos das fungoes, ou seja, pontos
nos quais o gradiente da funcdo é nulo. A principal referéncia bibliografica
utilizada nesta secao ¢ [5].

Faremos uso dos resultados estudados em cursos de calculo para a clas-
sificacdo dos pontos criticos. Por exemplo, se Xo € R? é um ponto critico
de f e a matriz Hessiana de f em X tem autovalores negativos (positivos),
entao Xy ¢ ponto de maximo (minimo) local. Veja [23].

Exemplo 12.1. Considere a funcao
fiRZ =R, f(x,y) =2 + 2
O pontos criticos de f sdo os pontos que anulam o gradiente de f, sendo

Vi) = (G Ghen) = (o).

Portanto, o inico ponto critico de f é Xo = (0,0). A matriz Hessiana de f
em Xg tem a forma

0% f 0% f
Hess f(0,0) = o o = 0 9 )

Como os autovalores de Hess f(0,0) sao A\ = Ao = 2 > 0, seque que o
ponto critico Xo = (0,0) € ponto de minimo local. De fato, o ponto critico
Xo = (0,0) é ponto de minimo global, como se vé facilmente.

Para fungoes de uma variavel temos o seguinte teorema.
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Teorema 12.1. Considere h : R — R uma funcdo de classe C*>°. Se h
tem um ponto de mdzrimo (ou minimo) local xg € R e nenhum outro ponto
critico, entao xy € ponto de mdrimo (ou minimo) global de h.

Demonstracio. Como h tem somente um ponto critico e zg é ponto de mé-
ximo local, existe § > 0 tal que

€ (vo—hxo+h) = f(z)<f(zo).

Suponha que zg nao é ponto de maximo global de h, isto é, existe x1 # xg
tal que f(x1) > f(xg). Sem perda de generalidade, podemos assumir que
x1 > x9. Se f(x1) = f(x0), entdo, pelo Teorema de Rolle, existe xy € (xg, 1)
tal que

f/(l‘g) =0.
Mas, isto é um absurdo, visto que, neste caso, o é um outro ponto critico
de h. Se f(x1) > f(x0), entdo, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe
x3 € (xo,x1) tal que

f(zs) = f(zo).

Aplicando o raciocinio anterior, temos novamente um absurdo. O

O Teorema 12.1 pode ser generalizado para dimensoes maiores do que 17
Mais precisamente, considere o problema a seguir.

Problema 12.1. Se uma funcio f: R™ — R, n > 2, tem um ponto mdximo
(ou minimo) local e nenhum outro ponto critico, entao esse ponto de mdzximo
(ou minimo) local é ponto de mdzimo (ou minimo) global?

O Problema 12.1 tem uma resposta negativa, conforme o exemplo a se-
guir.

Exemplo 12.2. A sequinte funcao polinomial
g:R* >R, g(zy)=2"(1+y)’ +¢°

tem um unico ponto critico Xo = (0,0), o qual € um ponto de minimo local.
Este ponto de minimo local nao € ponto de minimo global. De fato, os pontos
criticos de g sao solucoes de

g _ 3 _ dg _ 2 9
8gj(:v,y)—2$(1+y) =0e ay(az,y)—Qer&’r: (1+y)*=0.

E simples verificar que Xo = (0,0) € a unica solugao do sistema acima, de
onde g tem um unico ponto critico. Agora, por um cdlculo simples, obtemos

20
Hess g(0,0) = .
0 2
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Decorre que os autovalores de Hess g(0,0) sao positivos, implicando que X
€ ponto de minimo local de g. No entanto, Xg nao € um ponto de minimo
global. De fato, tomando, por exemplo, (x,y) = (—3,—2), temos

9(=3,-2) = =5 < 0 = ¢(0,0).

Observe que, no Exemplo 12.2, o grau de g é 5. Isto nédo é irrelevante,
de acordo com o seguinte teorema.

Teorema 12.2. Fize um niumero inteiro p > 5. Entao, existe uma funcao
polinomial f : R? — R, de grau p com um 1inico ponto critico Xo = (0,0), o
qual € um ponto de minimo local, mas nao € um ponto de minimo global.

Na prova do Teorema 12.2 utilizaremos o seguinte lema, cuja prova ficara
como exercicio.

Lema 12.1. Considere uma fungio polinomial f : R — R de grau impar.
Entao, f nao tem mdzrimo nem minimo globais.

Prova do Teorema 12.2. Defina a funcao polinomial f : R? — R
fla,y) =21 +y)° +y*",

com m,n > 1 e max(2m + 3,2n) = p. Com esta definigdo, o grau de f é
p > 5, conforme enunciado no teorema. Os pontos criticos de f sdo obtidos

de of
ZJ — 2m—1 3 _
5 & Y) 2ma ™ (1+y)° =0,
0
8‘5(% y) = 327 (1+y)* +2ny* " =0.

Note que Xy = (0,0) é ponto critico da fun¢ao f. De fato, é o tinico ponto
critico. Uma outra possibilidade para as coordenadas de um ponto critico
de f é que y = —1 na primeira equagao. Mas, neste caso, a segunda equagao
nao é satisfeita.

Afirmagao. Xy = (0,0) é um ponto de minimo local de f.

De fato, para (x,y) suficientemente proximo de (0,0), temos que

(1+y)?>>

N

me
f(xay) :x2Tn(1+y)3+y2n 2 T_‘_an >07 V(J,',y) 7é (070)
Portanto, (zg,yo) = (0,0) é um ponto minimo local de f. Se 2m + 3 > 2n,
defina

filz) = f(z,2) = 2" (1 +2)’ + 2",
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a qual tem grau 2m + 3. Se 2m + 3 < 2n, defina
fg(x) — f(a;2”,:c) — x4mn(1 —|—JZ)3 —|—.T2n,

a qual tem grau 4mn + 3. Em resumo, tanto fi; quanto fo sdo fungoes
polinomiais de uma variavel, ambas de grau impar. Pelo Lema 12.1, o ponto
Xo = (0,0) nao é um ponto de minimo global de f. O

A seguinte frase ¢ uma tradugao livre de um trecho do livro [7].

Suponha que f tem méaximos locais em vy e v9. Entao, f deve ter
outro ponto critico, vz, porque é impossivel ter duas montanhas
sem algum tipo de vale entre elas. O outro ponto critico pode
ser um ponto de sela (uma passagem entre as montanhas) ou um
minimo local (um verdadeiro vale).

Destacamos que a frase acima esté errada. Considere o exemplo.
Exemplo 12.3. A sequinte funcao polinomial
2 2
f:R? >R, f(x,y):—(as2y—x—1) — (1'2—1) )

tem exatamente dois pontos criticos, ambos pontos de mdzximo locais. Os
pontos criticos de f sdo obtidos nos pontos onde o vetor gradiente € nulo, ou
seja,

—4x(—1+22) — 2(—=1422y) (-1 — 2 + 2%y) = 0,

—22%(—1 — x + 2%y) = 0.
As solugoes do sistema acima, ou seja, os pontos criticos de f sdo
X() = (—1,0) € X1 = (1,2)

A matriz Hessiana de f avaliada em Xo tem a forma

-10 2
Hess f(—1,0) = ( ) .

2 =2
Os autovalores desta matriz sao

)\1:2(—3—\/5)<0 ¢ )\2:2(—3+\/5)<0.

Assim, Xo = (—1,0) € um ponto de mdximo local. De forma andloga, matriz
Hessiana de f avaliada em X1 tem a forma

—26 —6
Hess f(1,2) = < 6 o > ,
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S

-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 39: Curvas de nivel da fungdo f do Exemplo 12.3.

a qual tem autovalores
M=2(-7-3V5) <0 ¢ N =2(-T+3V5) <0,

Deste modo, X1 = (1,2) também é um ponto de mdzimo local. Na Figura 39
s@o apresentadas algumas curvas de nivel da fungao f.

Exercicio 12.1. Prove o Lema 12.1.
Exercicio 12.2. Considere a sequinte funcio polinomial p : R? — R

p(z,y) = %6 —32° + % — 7528 + 1372 + (& — 4)%(z — 2)%y — 20 — 1) — 120
Pede-se:
1. Determine o grau de p.
2. Encontre os trés pontos criticos de p.
3. Mostre que cada um desses pontos criticos € um ponto de minimo local

de p.

13 Problemas em aberto envolvendo polinémios
Nesta secao analisaremos os seguintes assuntos:
1. Pontos criticos de polinémios.

2. Pontos criticos da curvatura de gréaficos polinomiais.
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As principais referéncias bibliograficas utilizadas nesta se¢ao sao [10] e
[20].

1. Pontos criticos de polinédmios. Considere um polinémio com coefici-
entes complexos

p(z) =an2"+---+arz+ag, n>2.
Suponha que todos os seus zeros estao no disco unitario fechado, isto é,
p(zr) =0 = 2z €D[0,1]={2€C:|z[ <1}

Como vimos, pelo Teorema de Gauss-Lucas, todos os pontos criticos de p
estdao no fecho convexo dos seus zeros e, portanto, também estao no disco
unitario fechado, isto é,

p(w)=0 = w € D0,1].

Agora, em vez de considerar as posigoes relativas de todos os zeros e de todos
os pontos criticos de p, escolha e fixe um zero, zg, qualquer de p. Colocamos
a seguinte pergunta.

Pergunta 13.1. No mdzximo, a que distdncia de zg estd o ponto critico mais
prozimo?

Uma possivel resposta a esta pergunta é dada pela seguinte conjectura.

Conjectura 13.1. Se p é um polindmio de grau n > 2 tendo todos 0s seus
zeros no disco fechado unitdario D[0,1] e se zg € qualquer um desses zeros,
entdao pelo menos um ponto critico de p estd no disco

Dlzp,1] = {2 € C: |z — 2| < 1}.

A Conjectura 13.1 é conhecida como Conjectura de Sendov, em homena-
gem ao mateméatico bulgaro Blagovest Sendov que a estudou no inicio dos
anos 1960. Apos a publicagao da Conjectura 13.1, varios matemaéticos muito
competentes iniciaram esforgos para testar a sua validade. Muitos artigos
foram publicados sobre a Conjectura 13.1. Alguns desses artigos tratam de
casos especiais.

Exemplo 13.1. A Conjectura 15.1 € verdadeira para o polindémio
p(z) =2"—1.

De fato, os zeros de p sao as n raizes da unidade. Logo, por um lado, os
zeros de p estao sobre a circunferéncia de centro ma origem e de raio 1, ou
seja, no bordo de D|0,1]. Por outro lado, p sé tem o ponto critico w = 0.
Portanto, firado um zero zy de p, a sua distdncia até w = 0, ponto critico
de p, € exatamente 1, isto €,

w e D[Z(), 1]

Note que este exemplo fornece o caso extremo.
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A Conjectura 13.1 seria trivialmente falsa se fosse exigido que
p(z0) =0 = Fwy tal que p'(w;) =0 e w; € D[z, 7], 0 <7 < 1.

Exemplo 13.2. Considere um polinémio nas hipdteses da Conjectura 15.1
da sequinte forma

p(2) =anz"+ -+ +a22* + ao, apan #0, n>2.

E imediato que
P(z)=na, 2" 14+ +2ay2.

Assim, w =0 € ponto critico de p e o arqgumento utilizado no Exemplo 13.1
se aplica ao polindmio p deste exemplo.

Baseados nos Exemplos 13.1 e 13.2, a Conjectura 13.1 é verdadeira para
todo polinémio p que tem o ponto critico w = 0.

Denote o fecho convexo dos zeros de p por H(p). Como, por hipotese, os
zeros de p estdo em DJ0, 1], entao

H(p) ¢ D[0,1].

Pode-se mostrar que a Conjectura 13.1 é verdadeira se os vértices de H(p)
estao no bordo de DJ0, 1], como ilustrado no Exemplo 13.1.

A Conjectura 13.1 é também verdadeira para todo polinémio p de grau
menor ou igual a oito. Veja a referéncia [4].

Mais recentemente, o que se sabe sobre a Conjectura 13.17 Veja a Fi-
gura 40 e a referéncia [25].

Teorema 13.1. A conjectura de Sendov € verdadeira para todo n suficiente-
mente grande. Ou seja, existe uma constante absoluta ng tal que a conjectura
de Sendov vale para todo n > ng.
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THEOREM 1.2. (Sendov’s conjecture for sufficiently-high-degree polynomials)
Sendov’s conjecture is true for all sufficiently large n. That is, there exists an absolute

constant ny such that Sendov’s conjecture holds for nz=nyg.

Figura 40: Teorema 13.1, veja [25].

2. Pontos criticos da curvatura de graficos polinomiais. Considere
f um polinémio de grau n > 2 com coeficientes reais

1

f(ac):anx"—i—an_lx”_ +.---4arx+ay, a; €R.
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A curvatura da curva C' definida pelo grafico de f no ponto x é dada por
(veja. [6]) )
k(z) = () =75 (42)
(1+ (F(@)2)"
Observe que a curvatura pode assumir valores positivos ou negativos depen-
dendo da concavidade de C.

A curvatura fornece uma medida da nao linearidade da curva C: ela
é proxima de zero quando C é razoavelmente reta e tem uma magnitude
grande quando C gira rapidamente.

Determinar o ntimero maximo de zeros (reais) da curvatura de C é facil:
como os zeros (reais) de k sdo exatamente os zeros (reais) de f”, segue que
o nimero méaximo de zeros da curvatura é n — 2.

Um wvértice de C' é um ponto critico da curvatura k. Um problema muito
mais intrigante é determinar o nimero maximo de vértices de C.

Conjectura 13.2. Considere f um polindomio real de graun > 2 e C' o seu
grdfico. Entao, C' tem no mdximo n — 1 vértices.

Apesar de uma boa quantidade de evidéncias, a Conjectura 13.2 perma-
nece uma questao em aberto.

Exemplo 13.3. Considere f um polindmio de graun = 2. Uma vez o grdfico
de f, isto é, a curva C, € uma pardbola, intuitivamente, ela tem mdzimo da
curvatura Kk, ou seja, um vértice, localizado no seu vértice. Derivando a
curvatura Kk com relacdo a x, obtemos

iy = (LHE@P) ") 37" @)
(L+ (f(@))?)™?
Como o nimero de vértices de C é o nimero de zeros de k', seque de (43)
que o numero mdzrimo de vértices de C € o niimero mdximo de zeros reais
da funcao polinomial
N(z) =3 f'()(f"(2))” = (L+ (f'(2))*) f"" (). (44)

Uma vez que o grau de N € 3n — 5, seque que N tem, no mdrimo, 3n — 5
zeros reais, um numero muito maior que n — 1 da Congectura 15.2.

(43)

A Conjectura 13.2 afirma, portanto, que a maioria das raizes de N séo
nao reais. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 13.4. Continuaremos estudando o Exemplo 13.3. Considere o
polinémio quadrdtico
f(z) =ax? a#0.
Neste caso,
N(z) = 24a32.
Portanto, N(z) = 0 se, e somente se, x = 0. O ponto correspondente de C
tem um vértice, o qual é o vértice da pardbola C.
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Exemplo 13.5. Considere o polindmio de grau n > 4
f(x) =az™.
Neste caso,
NEz)=a(n—1)nz"3 (a2n2(2n —1)2*"% — (n—2))

tem trés raizes distintas, sendo x = 0 de multiplicidade n — 3. Veja as
Figuras 41(a) e 41(b).

0.30

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

-0.6 0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6

Figura 41: (a) Grafico de f(z) = z* e (b) de f(z) = z°, com os 3 vértices (pontos
vermelhos).

Exemplo 13.6. Considere o polindémio de grau n = 3
f(x)=ax®+bx, a#0.
Com um cdlculo simples, obtemos

N(z) = 6a(45a2$4 + 12abz? — (b* + 1)).
Note que o polindmio entre parénteses € quadrdtico em z>. FEle tem duas
raizes reais, sendo uma negativa e a outra positiva. Portanto, N tem exata-
mente duas raizes reais e, assim, C tem dois vértices, verificando afirmati-
vamente a Conjectura 13.2.

Como a curvatura é invariante sob translacdo e como todo polindémio
ciibico pode ser colocado na forma do Exemplo 13.6 por meio de translagoes
horizontal e vertical, mostramos assim que o grafico de todo polinémio ctbico
tem exatamente dois vértices. Veja as Figuras 42(a) e 42(b).

Um comentario final: vale mencionar que a curvatura correspondente ao
polinémio g = af, onde a é uma constante positiva, difere tanto quantitativa
quanto qualitativamente da curvatura correspondente ao polinémio f. O
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2.0 0.4 1
15 0.3
1.0 0.24
0.54 1
—i.O —6.5 0?5 1?0 —{.0 —6.5 015 .0
-0.54 -0.1
-1.01 -0.2
-1.5 -0.3
-2.01 -0.4
(a) (b)

Figura 42: (a) Grafico de f(z) = 2® + z ¢ (b) de f(z) = 2® — x, com 2 vértices. Em (b)
0s vértices nao sao os pontos extremos de f, mas muito perto deles.

pardmetro a representa um escalonamento na diregao do eixo y, de modo
que o grafico é esticado ou comprimido na diregao vertical. Considere, por
exemplo, os polinémios

flz) =42®+a* + 2% e fros(x) =1.05 f(z),

onde foi escolhido a = 1.05. Veja as Figuras 43 e 44.

T T T
0.1 0.2 0.3

Figura 43: Gréficos de f(x) = 42°% + 2* + 2% e de fi.05(z) = 1.05 f(x). O grifico de f tem
3 vértices (2 pontos vermelhos e 1 magenta). O grafico de fi.05 tem 5 vértices (4 pontos
azuis e 1 magenta).
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Figura 44: Gréaficos de N e de Ni.o5.
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