9 Solucions

Solucié de P’exercici
a) —2i, ¢) 1+1, e) (—253 — 204i),/4225,

b) 8+, d) 33/25 — 19i/25, £) 6+ 5i.

Solucié de ’exercici [1.1.2]

a) Cert b) Fals c) Fals

Solucié de P’exercici [1.1.3]

Si z =2 + iy amb y > 0 com que 1/z = (x — yi)/|2|? resulta que Im (1/2) < 0.

Solucié de P’exercici [1.1.4]

) 2x%—bx+2x—5+2y%—iTy

a) o2 —y? + 2wyi c) (x—3—iy)/((x—3)2+y?), 57 iy

L . f) 23 — 3zy? +i(yx?® —y3 +
b) e =2+ + ey +y)i d) Tt 212y).
Solucié de P’exercici [1.1.5]

Notem per un canté que

(a+ib) - (a +ib) = (a +ib) - (a — ib) = a® + b*.

Per altra banda, com que 1/z = 1/Z, tenim

a:+iyx+iy_x+iyw—iy_1
T—Wxr—1iy T—IYTr+y
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9 Solucions

Solucié de l’exercici [1.1.6]

a) {1 <Re(z) < 2}; e) {Rez > 5/2};

b) z = at,t € R*;
£) (2/(7/2))*+(y/(3v/5/2))* = 1 que és una
ellipse, també podem escriure 180z2 +

Mediatriu de 1 i —i: y = —x; 19642 = 2205.

c¢) Parabola z = (1/2)(y? — 1);

)

)

)

d)
Solucié de I’exercici [1.1.7]

N’hi ha prou amb substituir: (=1 +14)% +2(=1+i) +2=---=0.

Solucié de P’exercici [1.1.8|
® —3zy? + 522 — 5y —x =0, 32y —y> + 102y —y — 3 = 0.

Solucié de P’exercici [1.1.9]

a) Si 2k = T + iyk, tenim Y1+ Y2 = 0,1’1 + 29 <01 2129 — Y1y2 < O,xlyg + xoy1 = 0.
Llavors z122 + y? < 01 y1 (w2 — 1) = 0. Si 1 = 0, llavors y2 = 01 21, 22 sén reals. Si
x1 = x9 tenim que x1x9 > 0, llavors Re (z122) > 0 que no és possible per hipotesi.

b) Volem provar que z1 || z2 <= Im(z122) = 0.

(=) Per ser parallels resulta que zo = Azy (A real), llavors Im (2122) = zoy; — x1y2 =
AMx1yr —z1y1) = 0.

(<) Im (2122) = z2y1 — z1y2 = 0 tenim que z1/x2 = y1/y2 1 21 || 22 (cal estudiar si
s’anulla el denominador).

Solucié de ’exercici [1.1.10

Com que Z és el simetric respecte ’'eix OX de z els dos punts estan a la mateixa distancia
de qualsevol punt de OX, en particular de 1. També podem veure que

z—1P = (- 1D(—1) = |z 1]

Solucié de P’exercici [1.1.11

Suposem |a| = 1, l'altre cas es demostra igual per simetria.

a—ba ala—0)
I —aba a_p @ TP

Si tenen modul 1 cal evitar que siguin iguals ja que en aquest cas dividim per 0.
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9 Solucions

Suposem ara |al, |b| < 1, tenim que

2

—b
a <1 e |a—b2<[l—ab]?® « |af2 +[b]> <1+ |a?p]?

1—ab

i aixo equival a

(Jaf =1)(b]* = 1) >0

que és cert per ser |al,|b] < 1.

Solucié de P’exercici [1.2.1]
a) No; b) 1; ¢) 3i.

Solucié de P’exercici [1.2.2]

Cap convergeix absolutament. Pero sense modul, la part real i la imaginaria son series
alternades amb terme general tendint a 0. Per tant les dues series sén convergents.

Solucié de P’exercici [1.3.2]

Es pot calcular tot directament usant les propietats de la funcié x — e* per = € R.

Solucié de P’exercici [1.4.1]

cos 3t +isin3t = (cost +isint)® = cos(t)® — 3cos(t)sin(t)* + (3 cos(t)? sin(t) — sin(t)®)

i amb aixd acabem. De manera similar sin4t = 4 cos®t sint — 4 cost sin®t i cos4t =
sin*t — 6 cos?t sin?t + cos? t.

Solucié de I’exercici [1.4.2]

Les arrels sén o = €™/* &, 8 = €7/* 3. Com que (z—a)(z—a) = 2% — (a+ @)z +aa =
22 — /22 4+ 1 i de manera similar per 3, els polinomis (z — a)(z — @) i (z — 8)(z — B3) s6n
els que es citen a l’enunciat.

Solucié de ’exercici [1.5.1]

a) 6(cos(m/3) + isin(7/3)); c) 2v/2(cos(3m/4) + isin(37w/4));
b) 4(cos(—n/6) + isin(—n/6)); d) V/2(cos(—3m/4) + isin(—37/4)).

Solucié de l’exercici [1.5.2]
(a) 5+ 144; (b) 12 + 16i; (c) =% (d) 1/5 + 2/5i; (e) —11 + 24; (f) 7/5 — 6/5i; (g) —2°%;
(h)—2 — (3/2)i.
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Solucié de l’exercici [1.5.3]

Abans de fer I'exercici cal que fem algunes observacions.
e En primer lloc que la funci6 arctan(z) pren valors a (—m/2,7/2).
e En segon lloc que la funcié Arg(z) pren valors entre (—m,7].

o A més a més la igualtat Arg(z; - 22) = Arg(z1) + Arg(z2) només te sentit modul 27.
Per exemple

Arg(i(—1+1)) = Arg(—1—1i) = =3n/4 + Arg(i) + Arg(—1+1i) = /2 +37w/4 = 5r /4
pero difereixen en 2.

Dit aix0 observem que Arg(l + i) = /4 i esta en el primer quadrant, Arg(s — i) =
arctan(—1/5) = — arctan(1/5) i esta en el quart quadrant, Arg((5—i)*) = —4 arctan(1/5) =
Arg(476—480i) que també esta en el quart quadrant. Resulta que (1+i)(5—4)* = 4(239—1)
que esta en el quart quadrant i Arg((1 +14)(5 —)?) = arctan(—1/239) = — arctan(1,/239).

Llavors
7/4 = 4arctan(1/5) — arctan(1/239) + 27n.

Pero arctan(1/5) > arctan(1/239) d’on 0 < 4 arctan(1/5)—arctan(1/239) < 4 arctan(1/5) <
4arctan(1/4/3) = 27/3 llavors ha de ser n = 0 i tenim la igualtat.

Solucié de l’exercici [1.5.4]

Donem per conegut que si 0 < r < 1 llavors lim, 7™ = 0 i que si r > 1 llavors
lim,, o, ™ = 0. Aleshores si |zg| < 1 el limit és 0 i si és més gran que 1 el limit és c0. El
cas més interessant es dona quan |z9| = 1. Aleshores 2y = €*™ si v és racional els {27}
formen un conjunt finit de punts de la circumferencia. Si « és irracional és un conjunt
infinit.

Solucié de ’exercici [1.5.5]

a) 0, b) +i (alterna), c) m, d) 2+ 14, e) 0, f) recorre les arrels cinquenes de la unitat.

Solucié de l’exercici [1.6.1]

(a) z = V2 +i(Z +2km), k € Z; (b) z = +/F +2km e’k e NuU {0}; 2 =
+./2kT — 5 e "% ke N\{0}; (¢) z = (2k + 1)m, k € Z;

Solucié de I’exercici [1.7.1]
(a) —1,(1 +14v/3)/2; (b) £+/3,+iv/3; (c) cosf + isinf amb 0 = %,%,%,1%”; (d)
+v/2/2(1 +iv/3); (e)£(2 + ).

Solucié de ’exercici 1.7.2]
2 = (afla) V"
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Solucié de l’exercici [1.8.1]

1) Si z és soluci6 ha de passar que |z+ 1| = |z| llavors z ha d’estar a la mateixa distancia
de —1 que de 0. Llavors z es troba a la recta © = —1/2, és a dir, és de la forma —1/2 + it.
Substituim i veiem que ¢ ha der satisfer 5t* — 5t2/2 + 1/16 = 0. Aquesta equacié és
biquadratica i es resol facilment. Obtenim

26 +5 5-24/5
t|\——F—F |, £t —FF |
2/5 2/5
Numericament —1/2 + 0.688: i —1/2 + 0.1624.
2) Fem el canvi z = 1/w, llavors (1/w + 1) = 1/w®. Si w % 0 resulta que z és soluci6 si
i només si (1 + w)® = 1, aixd vol dir que 1 + w és una arrel 5-¢ssima de la unitat diferent
de 1. Aleshores ‘
l+w=uwF, k=1,...,4 w=¢>/>
Llavors
1 1 i sin(27k/5)
wk—1" 2 21— cos(2rk/5)’
Com abans tenim numericament —1/2 + 0.688:i i —1/2 + 0.1624.
Observem que ’equacié polinomica original és de grau 4 i per tant té 4 solucions.

=1 4.

g ooy

Solucié de I’exercici [1.8.2]
(1—2)P(z)=1+z+22+---+2""1 —nz" Siz és zero de P amb |z| > 1 tenim que

2| =1 +z+ -+ 2" <1+ 2|+ 22+ + 2" <1+ (n—1)2"

ja que |z|]" < |z|"™ si r < n. Llavors n|z|" < 14 (n — 1)|z|", aixd implica que |z|" < 1.
Contradiccié amb |z| > 1. Llavors ha de ser |z| < 1.
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Solucié de l’exercici 2.1.1]

a) z/(2? + y?) —iy/(2? + 3?)). c) 2(coshzx - cosy + isinhx - siny).

222 —2¢y2+3 4y
1 .
(x—1)? +y° (x—1)*+y°

b)

Solucié de P’exercici 2.1.2]

a) el semipla superior, b) {z:|z| = 1}, c) {z : |z| < 2} (suposant
-1 < Arg(z) < 7/2).

Solucié de l’exercici [2.1.3
a) C\{2 — 3i}, b) C\{=#34}, c) C\{—1/2 +i1/15/2}, d) C\{1,1/2}.

Solucié de P’exercici [2.1.4]

a) Si |z| =r llavors |1/z| = 1/r,
b) Si z = ref® amb r > 0 llavors w = (1/7)e~" i I’afirmaci6 és clara.
c) Si|z—1|=11lavors z =1+ €% =1+ cost +isint i

1+ cost—1sint 1+ cost—1sint

=1/(1 = =
w=1/(1+2) (1 + cost)? + sin?t 2+ 2cost

té part real igual a 1/2.

Solucié de ’exercici [2.1.5]

Volem trobar f(z) = az + b,a,b € C de manera que f(0) = wo, f(e*) = wy + Re't+e).
Llavors b = wg i a = Re'® i 4
f(z) = Re"*z + wo.

Solucié de P’exercici 2.1.6]

a) Domini és C i rang és C\{0},
b) f(=2) =e* =1/e* =1/f(2).

c) {e!*% = e(cosy + isiny),y € R} és la circumferéncia de radi e centrada a l'origen de
coordenades.

d) {e*t/* = e*(1/2/2 4+ i1/2/2), x € R} que és el raig y = 2 amb z > 0.
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e) El sector circular amb angle entre 0 i 7/4 al primer quadrant.

Solucié de l’exercici 2.1.7]

a) J(1/2) = 3(1/z + m) = J(2).
b) J(e) = L(e + ™) = cos(t) € [-1,1].

c) Si J(re) = u(t) +iv(t) és clar que u(t) = 3(r + 1/r) cos(t) i v(t) = 3(r — 1/r)sin(t).
D’aqui deduim que (u,v) de la imatge de |z| = r satisfan 1’equacié de 'ellipse que es
dona. Recordem que en una ellipse (z/a)? + (y/b)?> = 1 amb a > b els focus estan a
(£¢,0) amb ¢ = ++/a2 — b%. En el nostre cas a = 3(r + 1/r),b=3(r —1/r)ic=1.

Solucié de l’exercici [2.1.8]

Pel cas i) podem fer com es veu a la figura annexa

In [35]: var('x,y',domain="real')
Z=x+1ixy
f=log(z+1)+log(z-1)
g(x,y)=f.imag_part()
h(x,y)=f.real_part()
v=contour_plot(lambda x,y: g(x,y), (x,-2,2), (y,-1,1), cmap='winter"',contours=20, fill=False, colorbar=True)
u=contour_plot(lambda x,y: h(x,y), (x,-2,2), (y,-1,1), cmap='spring',contours=20, fill=False, colorbar=True)
u+v

Out[35]:

— —T 150
L 5.4
Lo.75
L 36
107 n L 0.00
0.5 18
] L -0.75
0.0 1 o0
] L -1.50
-0.5] 1. H
B I 2%
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 05 1.0 15 2.0 [+-3.6
-  —3.00
I
— LL 375

Els altres sén ecara més senzills.

Solucié de l’exercici 2.3.1]
Log (a) + Log (b) = 2Log (—1 — i) = 2(In(v/2) — i37/4)) = In2 — i37/2 i Log ((—1 —
i)(—1 —14)) = Log (2i) = In2 + im/2 que sén diferents.

164



9 Solucions

Solucié de I’exercici [2.3.2]
Recordem que log(z) = {logr + i(f + 2kx) : k € Z} on z = re’. Es a dir, log(z) és un
conjunt de valors, és multivaluada. Recordem també que e* és 2m¢ periodica. Llavors

(—2)% = 2% = e2loe(=2) — 2108(2) 5 9]0g(—2)—2log(z) = 2kmi = log(—z) —log(z) = kmi.

Els arguments de z i de —z (que son oposats) difereixen en un multiple no nul de 7. Si
considerem els arguments principals

|Arg(—z) — Arg(z)| = km, |Arg(—z) — Arg(z)| < 27

llavors difereixen en 7.
En general Log (zw) % Log z + Logw. Si ho fos tindriem

0 =Logl =Log((—1)(—1)) = 2Log (—1)

i Log (—1) = 0 perd e2(=1) — _1 4+ 1. La igualtat log(zw) = log z 4+ log w només és certa
a nivell de conjunts.

Solucié de I’exercici [2.3.3]
(a) 2kmi,k € Z; (b) (2k + V)mi,k € Z; (c) Inv/2 +i(7/4 + 2kn), k € Z; (d) exp(—(7/2 +
2k)), k € Z; () In2+i(5m/3+2km), k € Z; (f) exp (In2 + § + 2km + i(§ + 2k —In2)) ke
Z; (g) e*7e= 2 ke Z: (h) (n/2 + 2kn)i, k € Z.

Solucié de I’exercici [2.3.4]

a) z = log(2i) és a dir z = {In(2) + in/2 + 2kmi}

b) Escrivim w = 22 — 1. Trobem que w = €'™/? =
V1410 = +/2e'5.

c) Posem e* = t llavors t és l'arrel tercera de la unitat que no és 1, és a dir t = e*
Llavors z = {i(27/3 + 2km),i(—27/3 + 2km)}

d) Posem w = €'#, resolem ’equacié de segon grau que obtenim i resulta w = (2 4+ +/5)i.
Per tant, z = 7/2 + 2k7 —iIn(2 ++/5), i 2 = —7/2 + 2km — i In(+/5 — 2). Tot plegat, queda

i. Per tant, 22 —1 =14,12 =

27/3

2= +(7/2 + 2kw + iln(+v/5 — 2)).

e) Procedim com en el cas anterior i tenim z = {w/4 + 2kn,37/4 + 2kn} = {7/4 + kn}.
Solucié de I’exercici [2.3.5]
Fila 1: 7/2;7/2i | —3n/2; =3in/2 | 7/2;im/2; —3im/2 4+ log 2. Fila 2: restar a tot 2.
Fila 3: —27m; —27i | 0;0 | —27; —27i; —7imw/2 + log 2.

Solucié de ’exercici [2.3.6]
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Notem que D + 3 = {z € C; Re(z) > 0} = C\(—o0,0]. Per tant, f és holomorfa. A més
sabem que £ = Log + 2kmi. Com que 0 = Log (1) = £(1) — 2kwi = 2mi — 2kmwi, trobem
k = 1. I per tant,

£(3i) = L(3i +3) = Log (3i + 3) + 2mi = In |3 + 3| + (Arg (3i + 3) + 2m)i = In(3v/2) + %TZV

Solucié de I’exercici [2.3.7]
a) Si, 2 < C\(—o0, 0], per tant fi(z) = Log (z) + 2kmi és una determinacié amb fi(2) =
{x +iy:y+2km e (—n/2,7/2) per algun k € Z fixat.
b) Si, Q@ < C\(—0, 0], per tant fix(z) = Log (2) +2kmi és una determinacié amb fi(§2) =
{x +iy:y+ 2km e (—3mw/4,7/4) per algun k € Z fixat.
c¢) No.

Solucié de P’exercici [2.3.8|

Si t = e* cal resoldre 'equacié t? + 2t —w = 0 d’on
e = —1++1+w.
Apliquem logaritmes i canviem el nom de les lletres i obtenim
¢ '(2) =log(—1++/1+2) =Log(—1+ e%Log(Hz)) + 2kmi
que és una funcié multivaluada.
e Per la branca positiva de 'arrel tenim

¢ '(3) = log(—1 + 2) = log(1) = {27ni, n € Z}.

e Per la branca negativa

¢ 1(3) = log(—1 — 2) = log(—3) = {In(3) + i(7 + 27n), n € Z}.

Solucié de P’exercici [2.3.9]

Tenim h;(2)" = z = e TWH2ETE ey tot 2 € ), on fixem y = Arg z. Si escrivim les parts
real i imaginaria del logaritme tindrem

Traient-ne modul i argument tenim

Yy +2kr Arg(z) N 2km

38

hj(z)| = en = |2|*  Arg(hy(2))

Responem ara les preguntes:
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i) Trobem imposant que ¢>™%/3 € h;(12), que
ho(@) = {z € C: Arg (2) € (—m/3,7/3)},
m(Q) = {zeC: Arg(2) € (n/3,m)},
ho(2) ={z€C: Arg(z) € (—m, —7/3)}.
ii) En tenir n = 3 trobem

_BA(y(2) _ Awg(e)

_ Arg (2) N 2k;m

Arg (h; .
w5 (2] 3 3 — 27 2m
En el cas z = 1,
py B () A oo
27 21T
by — 3Arg (e27/3) B Arg (1) 01
! 2 ot .
ky = 3Arg (e—2m‘/3) B Arg (1) 40— 1
21 2t .
Per tant,
hj(2) = |hj(z)|etre (i) — ‘Zﬁeimg;zm%% | )
iii)
) |2k ok % si 7 =0,
hy(i) = Jilne ™S 2 BT % -,
€ = —isij=2.

Solucié de ’exercici 2.4.1]

Sabem que S;(z) # 0 per hipotesi. Aleshores ﬁfgg és continua, i

(56) =+

Com que pren per valors en les arrels de la unitat

2mi 4w 2(n—1)mi
1767176”7”'76 n )

que és un conjunt finit, necessariament la funcié S»/S; és constant (la imatge continua
d’un connex és connexa).

Solucié de ’exercici [2.4.2]
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2,
e % és entera.

el/# té domini C\{0}.

1/e* té domini C, ja que el recorregut de ’exponencial és el domini de 1/z.

1/(e* — 1) té domini C\27iZ.

o 1=z =e2L08(1-2) & domini C\[1, +00).

o JV1+er= e3Log (1+¢%) 4 domini

C\{z:ef® > 1, Imzen + 27k} = C\{z +i(2k + )7 : = > e}.

Per aquest cas, notem que cal 1 + e* ¢ (—o0,0], és a dir e* ¢ (—o0, —1].

Solucié de P’exercici [2.4.3]

a) Observem que si considerem la branca principal tenim
2 1/2 1 2
(2 —1)"/% =exp §Log(z -1)

i Log té com a domini d’holomorfia tots els z € C excepte els que 22 — 1 < 0, és a dir
cal treure els z = a + bi,a,b € R tals que a® — b? + 2abi < 1. Aixd només pot passar per
ab = 0. Cas a = 0, llavors per a tot bi es compleix. Cas b = 0, cal que a® < 1. No és la
branca que volem ja que en aquest cas

D=C\({zeC:Rez=0}u{zeC:Imz=0,|Rez| <1}).

Observem abans el que es veu si fem un complex_plot():
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Caldra canviar la branca del logaritme. Podem buscar una branca de I’argument
que ens vagi bé perdo és més facil considerar v22 —1 = 4/(=1)(1 —22) = ivV1—2% =
iexp(%Log(l — 22)). Aleshores, traient els z tal que 1 — 22 < 0 resulta que el domini és
C\{z = a : |a|] > 1} i aquest domini inclou el disc. Veiem el complex_plot() corresponent:

b) Com a funcions multivaluades (o multivalents) tenim que V22 +4 = z4/1 + 4/22,
aix0 vol dir que els conjunts que determinen sén iguals. Les branques principals de cada
expressio son:

‘WH:eXp(%LOg(%(z?M))), D=C\?+4<0}=C\liy,yeR: |y > 2}
2/1+4/22 = zexp <% Log (%(1 +4/Z2))> , D=C\{1+4/2* <0} =C\{ig,yeR: |y < 2}

on Log denota la branca principal del logaritme.

La que ens va bé és la branca principal de la segona expressié. El domini de continuitat
és llavors C\{iy,y e R : |y| < 2}.

complex_plot(sqrt(x"2+4),(-5,6),(-5,8)) complex_plot(x*sqrt(1+4/x"2),(-6,6),(-5,86))

c) Considerem f3(z) = 224/1 — 1/24 = 22f1(1/2?), d) Similarment podem definir z{/1 — 1/23.
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Solucié de l’exercici [3.1.1]

Falsa. Certa. Falsa. Certa.

La darrera, per exemple, es pot justificar aixi: Si .S és divergent en z = 2i, aleshores el
radi de convergencia R < |2i —i| = 1. En particular, la seérie divergeix en tot z tal que
|z —i| > 1, cosa que se satisfa a z = 2 + i. L’afirmaci6 és, per tant, CERTA.

Solucié de ’exercici [3.1.2]

Prenem una suma parcial fy := 27]:;0 anz™. Observem que

|fN(7“€i6)|2 = fn(re )W ( Z anrte ”“9 Z amre ”’“9 )

N .
Z r"tMmRe (anamez("_m)e).

n,m=0

Integrant, i escrivint [w+ v = [u+i [ v, tenim

27 N 27
d@ - do
2 prtm = i(n—m)6é
R nwm
/0 ]fN(re nmg e (a a /0 e 27r>
2 :

/ piln—m)0 do _ 0 sin#m
0 27 1 sin =m,

la qual cosa ja déna el resultat si la serie és finita.
Per altra banda, com que fy convergeix uniformement a f en el disc D(0, ), tenim que

Pero tenim,

27
|10 — ure PR < sup (7 = ftre?) 2220,

2T pefo0,2n]

Solucié de I’exercici [3.2.1]

Els discs on hi ha convergencia absoluta i uniforme en compactes sén: (a) D(0,1);
D(0,e/4); (c) D(—i,1); (d) D(1,2¢); (e) C; (f) D(0,1/2); (g) D(2,1); (h) D(0,2); (i)
D(2/3,1/3); (j) D(0,1).

Per exemple, fem i) i j).

0 o0} n
2
(i) Escrivim 2 n%(3z —2)" = Z 3"n? <z — 3) , aix{ que definim a,, := 3"n?.
n=1 n=1
Calculem
an+1 (Tl + 1)23n+1 n—0o0

= —33n 3.

Qn

Per tant, pel criteri del quocient, el radi de convergencia és 1/3. Tenim doncs convergencia
al disc D(2/3,1/3). En compactes la convergencia sera uniforme.
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e @]
(j) Tenim Z (1 + (=1)")"2%". Notem que el coeficient s’anulla per n = 2k + 1. Es a
n=0
dir que a; = 0 si j # 4F i aj = 4% = j si j = 4. Aleshores

hmsup [l *hmsup «/]a4k fhmsup{/>

Com que aquest limit existeix, podem substituir limit superior per limit:

o)

Y lim; le&d
hm{/}zelmj i =1
j

Per tant, el radi de convergencia és R = 1/1 = 1, i tenim convergencia al disc D(0, 1).

Solucié de P’exercici [3.3.1]

(a) Conv. unif. en compactes de D i en tot arc tancat de {|z] = 1} que no contingui

1.
(b) Conv. abs. i unif. a D pel criteri M de Weierstrass.
( ) Conv unif. en tot compacte de D i en tot arc tancat de |z|] = 1 que no contingui
e 27i/3 o e47rz/3
S1 anomenem S(z) 1= >, %, podem veure que el radi de convergencia és 1. Quan
el modul és |z| < 1 (la desigualtat estricta no cal, pero surt “gratis”), mirem d’aplicar el
criteri de Dirichlet: N
Z ,3n+l
n=0

Per tant, si dist(z3,1) > ¢, aleshores tenim una cota uniforme de les sumes parcials
SN 2 3+1 i podem aplicar el criteri de Dirichlet.

Concloem que per tot compacte de D\{l,e+2m/3} hi ha convergencia uniforme. En
particular, en aquests compactes S és el limit uniforme de polinomis, que sén funcions
continues, i és, per tant, continua a D\{1, eT2mi/ 31 i uniformement continua en compactes.

(d) Conv. unif. en compactes de D i en tot arc tancat de {|z| = 1} que no contingui

z=—1:

1 — 3(M+1)

1—23

_ 2
T =2

= |z

. —1)(n+1) n

Si anomenem S(z) := >, %z”, aleshores S(z) = =T(—z), on T'(z) = 3,7 1 =

és la seérie estudiada a lapartat (a). Aixi deduim que S convergeix uniformement en
compactes de D i en tot arc tancat de {|z| = 1} que no contingui z = —1.

(e) Conv unif. en compactes de D(i,5). Divergeix per a tot punt de la frontera del disc:

—1 77/71 . \ . 7 .

Estudiem la serie S(z) = >~ | % Notem que el radi de convergencia és 5 i

n(z—i)" 1
5n

no convergeix a zero (condicié necessaria per la convergencie d’una serie!). Per tant, la
serie és divergent a tota la circumferencia. La convergencia és uniforme en compactes de

D(i, 5).

que quan = n que
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Solucié de l’exercici [4.1.1]

a)
flz+Az2)9(z+ Az) — f(2)9(2) _ f(z+ Az)g(z + Az) — f(z + Az)g(2) + f(z + Az)g(2) — f(2)9(2)

Az Az,

prenem factor comt, passem al limit i obtenim f'(2)g(z) + f(2)¢'(z) que és la férmula
per la derivada.

b) Volem veure que lim,_,., f(2) = f(z0) quan f és derivable en zy. Tenim que

L £ = 1)

z—20 z— 2

= f'(20) + 0.

Com que el denominador tendeix a zero cal que el numerador també tendeixi a zero
llavors queda provada la continuitat.

c¢) Escrivim

f(2) = f(=0)

Z— 20

= TG Z FEOEZ)) ) 40,

zZ — 20

= f'(20) + <

Es clar que A\(z) — 0 si z — zg i hem provat 'enunciat.

Solucié de P’exercici [4.1.2]

Totes sén enteres excepte el cas ¢) quan g(z) =01 e) quan z = 0.

Solucié de l’exercici [4.1.3]

Si posem z = 1/2(z 4+ 2) i y = 1/(2i)(z — 2) veiem que f(z) = 322 + 2z — 1 que és un
polinomi. Es pot fer més facilment amb la indicacié del peu de pagina:

f(2) = u(2,0) +iv(2,0) =322 +22 —3-0° =1 +i(62-0+2-0) = 32° + 2z — 1.

Solucié de l’exercici [4.1.4
(a) No existeix; (b) Si, per exemple f(z) = 2%; (c) No existeix; (d) Si, per exemple
F(z) = 1/(1 + 2).
Fem el primer amb detall, el tercer és semblant: Notem que, en cas d’existir una tal
funcié f holomorfa, aquesta sera en particular continua a 'origen. Aixi, necessariament
haurem de tenir

F0) = £ Jim 1) = Timy F(1/n) = lim -
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Si és holomorfa, haura d’existir el limit

= lim _f(z)'
z—0 z— z—0 2z

rion — qi 4(2) — £(0)
f(O)—hm—O

En particular tindrem que aquest limit s’assoleix si ens acostem a 1’origen pels reals positius
i pels reals negatius. Més concretament tindrem

/ IRT f(1/n) T n _1
S0 = i e = i ST 3
i, a la vegada
—1 - 1
£(0) = tim LEVY g, =L

n—ow —1/n n—ow 2n + 1 B 2

Com que 1/2 # —1/2, hem arribat a una contradiccié i f no pot existir.

Solucié de P’exercici 4.1.5]

Veiem que el polinomi 22 + 2z + 3 s’anulla a —1 + 4/2i. A partir d’aquests punts es
veurd el que hem de podar. Cal que z? 4+ 2z + 3 no sigui menor o igual a 0. Tenim

24 2243= (22 —y? +22+3) +i(2xy + 2y).

Aix0 sera real si i només si 2y(z + 1) = 0. Si y = 0 llavors 22 + 2z + 3 sempre és positiu.
Siz=—1tenimz=—1+1dyi

22 4+2243=2—19°

que és negatiu o zero si i només si |y| = +/2. Llavors el domini és C\{—1 + it, |t| = /2}.
Podem veure el fenomen fent complex plot() (a esquerra 22 + 2z + 3 a la dreta el seu
logaritme).
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Solucié de l’exercici [4.1.6]

Tenim que 27 i 22 s6n arrels terceres de la unitat llavors f(z2)—f(21) = 25— 23 = 1—1 =
0. Volem saber si hi ha w € Z1z; de manera que 0 = 3w?(z2 — 21) = 3w?(—+/3i). Perod
aix0O només passa si w = 0 que no pertany al segment entre z; i zo. Llavors el teorema del
valor mitja tal com es coneix per les funcions reals no és cert en el cas complex.

Solucié de ’exercici [4.2.1]

Demanem que es compleixin les equacions de CR. Llavors a) ¢ = 1ia = —bi f(z) =
(1 —4a)z. b) Veiem que a = b = —1 per Cauchy-Riemann i f(z) = cos(z) + isin(z).

Solucié de P’exercici [4.2.2]

Ugy = Vyz = Uy = —Uyy, 1lavors uz, + uyy = 01 u és harmonica. Amb v podem fer el
mateix.

Solucié de P’exercici [4.2.3

a) Comprovem que Uz, + Uy, = 0 és feixuc pero elemental (podeu fer servir Sage).
b) Resolem l'equaci6é vy, = u, = e *(ycosy — (x — 1)siny) respecte y i trobem que
v=-e*((x—1)cosy + ysiny + cosy) + C(z). Fent servir laltre equacié de C-R veiem
que C' =ct.eRi

v=e “((x—1)cosy + ysiny + cosy) + C.

c¢) Fem servir que f(z) = u(z,0) + iv(z,0) i obtenim f(z) = ize™* + iC.

Solucié de ’exercici [4.2.4]

Si imposem la condicié de ser harmonica (veure un exercici anterior) veiem que ¢ =

—3a i b = —3d. Llavors per que el polinomi de l'enunciat sigui harmonic ha de ser
u = ar’® — 3dz?y — 3axy® + dy®. Ara volem trobar v de manera que f = u + v sigui
holomorfa, cal que v; = —uy i v, = u,. De la segona equaci6é obtenim que v = 3ax’y —

3dxy? — ay® + C(z). Imposant ara la primera equacié veiem que C(z) = d2z® + K on K
és una constant d’integracié. Llavors ja tenim f (que no és unica). Es veu facilment que
f(z) = (a+1id)z® +iK, K € R (feu servir el peu de pagina, per exemple.)

Solucié de ’exercici [4.2.5|

Demostrem el segon apartat. Suposem primer que |f| = 0. Aleshores efectivament
f =0 és constant.
Si, en canvi |f| = C > 0, aleshores escrivint les parts real i imaginaria de f com

f =u+iv, tenim que
u?+0t=C.

Derivant 'expressié respecte les parts real i imaginaria, obtenim gracies a les equacions
de Cauchy-Riemann

{2uux + 2vv, = 0, {uum + vv, = 0,
A=

2uuy + 2vv, = 0, —uv; + vug, = 0,

175



9 Solucions

Ara multiplicant la primera equacié per u, la segona per v i restant, obtenim

2
U Uy + uvvy, = 0,
{ v . — Cuy = (W2 +vH)up =0 — u, = 0.

—uvvy + v2uy = 0,

Ara multiplicant la primera equacié per v, la segona per u i sumant, obtenim

) — Cuy = (W2 +v*)v, =0 = v, = 0.

Uy + V20, = 0,
—u v, + uvu, = 0,

Hem vist que u; = v, = 0 a tot (2. Per les equacions de Cauchy-Riemann, tenim que la
diferencial és 0 a tot ). Com que aquest conjunt és connex, deduim que f és constant.

Solucié de l’exercici [4.2.6]

Vegem que la soluci6 és f(z) = az+ fambacRipeC.

Com que la part real de f depen només de x, per les equacions de Cauchy-Riemann,
tenim 0 = u, = —v,. En particular, v(z,y) = 9(y) + C. Altra volta per les equacions de
Cauchy-Riemann deduim que u, = vy i, per tant, u, = vy.

Prenem z( fixat. Aleshores

~

Uy (y) = vy(20,y) = uz(z0),

és a dir que v, és una funcié constant d'una variable real. Per tant, ¥(y) = Cy + D, amb
C = uy(zg) i DeR.

Prenem ara g fixat. Aleshores

Uy (T) = Uy($7y0) = 5y(yo) = Uy(woa Yo) = Uz (o),

és a dir que u, és una funci6 constant d’una variable real. Per tant, u(x) = Az + B, amb
A =uy(xzg)i BeR
Tot plegat,

f(z,y) = Az + B+ i(Cy + D) = ug(zo)(z + iy) + B +iD.
Dit d’una altra manera,

flzy) = az + B, onaeR, ipeC.

Solucié de I’exercici [4.2.7]
(a) A =31 f3 = u3 +ivz amb uz(z,y) = —2cosxcoshy — 3x?y + 2+ 43+ C, on C e R;
(b) g és entera i igx(z) = f}(2).
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Solucié de l’exercici [4.2.8]

a) C\{2 — 3i}, b) C\{+i}, ¢) C\{—1/2 + d) C\{1,1/2}.
iV/15/2},

Solucié de l’exercici [4.2.9]

Fora de zero no es compleixen les equacions de Cauchy-Riemann pero lim, g |2|?/z =
lim, .o Z = 0 i és diferenciable al 0.

Alternativa: A la segiient seccié veurem que f(z) = 2% implica que 0f(z) = z i per tant
0f(z) =0 siinoméssiz = 0.

Solucié de l’exercici [4.2.10

Podem fer el calcul i la comprovacié de que es compleixen les equacions de Cauchy-
Riemann amb Sage. Fem-ho a ma i comprovem que f, +if, = 0, que equival a les
equacions de CR. Tenim

_ 3
fz(2) = e~ 1/ (41> — V7 (42 ;x) = 4671/Z4i.

z z A

Analogament f,(z) = 4e~ Y/ Z4%. Llavors f; +if, = 01 es compleixen les equacions. No

obstant si ens acostem a 0 seguint 1’eix de les x el limit és 0 i si ens acostem seguint el
raig A(1 +7),\ > 0 el valor de f s’acosta a infinit. Llavors f no és continua en 0 i no pot
ser holomorfa.

Solucié de l’exercici [4.2.11

Calculem la derivada de f(z) en 2y seguint dues direccions, la primera donada per la
corba z(t) = zp + te' (raig que seguint la direcci6 6y arriba a zg) i la segona seguint la
corba z(t) = re(t+%) (arc de circumfereéncia de radi r que s’acosta a zp) on 6y = arg(z) i
r = |2p|. Llavors, en el primer cas

f(2(t) — f(20) _ u(2(t)) — u(z0) +i(v(z(t)) — v(20))

_ —i6 . gl
z(t)—z teifo — e (ur +ivy) = f'(20)-

Seguint 'altra direccié tenim

fG@t) = flz0) _ fEM) = f0) _  fEE) = flo) fEE) = f(20)

2(t) — 2o rei(t+00) — peifo  peifoeit/2(git/2 — e—it/2) retfoit
ja que e/? — e7/2 = 2jsin(t/2) ~ it quan t — 0. Llavors
e—if0 "
f(z0) = (vg —iug) = f'(20) = e " (uy + ivy.).
D’aqui deduim les relacions u, = %fu@, vy = —%ug.
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Solucié de l’exercici [4.2.12

a) |w'| = 2|z] < 1siinoméssi|z| < 1/2 éslazona on es contreu, si |z| > 1/2 s’expandeix.

b) |w'| = |22 + 2| < 1 si i només si la distancia a —1 és menor que 1/2, es contreu en el
disc de radi 1/2 al voltant de —1. ¢) Es dilata si |z| > 1. d) |w'| = €7, si > 0 expansid,
st x < 0 contraccid. e) |w'| = [1/(z — 1)| < 1 fora del disc de radi 1 al voltant de 1, és

on es contreu. La zona de dilatacié és a I'interior d’aquest. Cal treure en els dos casos la
branca que no és del domini de log(z — 1), és la branca {z < 1,y = 0}.

Solucié de I’exercici [4.3.1]

Primer argument: Considerem les descomposicions en parts reals i imaginaries f* :=
u* +iv*, 1 f = u+iv. Segons 'enunciat, tenim que u*(x + iy) = u(z —iy) i v*(z + iy) =
—v(z — iy). Comprovem les equacions de Cauchy-Riemann de f* usant les de f:

u* ov * ov*

s i) =5 —iy) = S —iy) = = iy)(-1) = )

ou* ou ov ov*

2 (z +1y) = afy(x—iy)(—l) = o) =——

(x + iy).

Segon argument: apliquem la regla de la cadena complexa. Considerem la funcié con-
jugar g(z) = z. Notem que dg = 01 dg = 1. Aleshores tenim f* = go f o g i aplicarem
dues vegades la regla de la cadena complexa: en primer lloc

0f* =09gd(fog)+0dgd(fog)=00(fog)+1d(fog),

aixi que només cal calcular el segon sumand. Continuant ’argument, obtenim

Of* =0(fog) =0fdg+ 0fdg = 0f 0+ 0f1 = of.

Com que f és holomorfa, per les equacions de Cauchy-Riemann tenim df = 0, és a dir
que f* també és holomorfa.

Solucié de I’exercici [4.3.2]
(a) 0: (b) Ci f'(2) = e"(cosy + isiny); (¢) C\0}: /(=) = 1— i (d) C\{1, +£v/2i} i
fl(z) = ﬁ%; (e) g; (f) Ci f/(x +iy) = sinhzcosy + i coshxsiny; (g) 0; (h) 0.
Illustrem com resoldre en els casos ¢, d i g. Notem que f(z) = z + 1/z és la suma de
dues funcions holomorfes a C\{0}. Per tant, f és també holomorfa. Com que per funcions
holomorfes tenim f' = f, (és a dir que podem derivar usant les regles habituals respecte
la z), podem calcular

re =214

z

En el cas f(z) = WI(ZQH) també tenim un polinomi, que és una funcié holomorfa, al

denominador. Per tant, f és holomorfa alla on esta definida, que és el pla complex llevat
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dels zeros del polinomi en qiiestié. Aixi, el domini és {z € C: (z —1)%(2%2 +2) # 0}, és a
dir C\{1, ++/2i}. Aqui podem derivar també usant les regles de calcul per trobar

by 2= +2)—(2—-1)%22 422 4+22—4
Jz) = (z— (22 + 2)2 eI CERE
En aquest cas tenim f(z) = cos|z|* = cos(2z) = F(z,%), on F(z,w) := cos(zw).

Aquesta funcié és la composicié de la funcié cos(z) = emr%u, que és holomorfa, amb el
polinomi en dues variables zw, que és holomorf respecte z i respecte w. Per tant, F' és
holomorfa respecte les dues variables. Per tant, les derivades de Wirtinger de f es poden

calcular usant que
of oF _
g(z) = g(za z)

0 0
Tor-2en.

Les darreres derivades, en ser F' holomorfa respecte les dues variables, es poden calcular
per les regles habituals. Aixi

oF

E(z,w) = —sin(zw)w
i oF
8—w(z,2) = —sin(zw)z.
Obtenim que
of oF

So() = S-(27) = —Fsin(=P)

of . OF
="

Ens interessa només saber quan s’anulla la darrera derivada. Sera doncs quan z = 0

(2,Z) = —zsin(|z|?).

(és a dir a Porigen) o bé quan |z|? = kr, és a dir si 22 + y? = k7, amb k € N. En aquests
punts, precisament
0
1) =9 = =) =0
z

Solucié de l’exercici [4.4.1]
a) No, b) No, ¢) Si, excepte a z = 5, d) Si, és 22, e) No es compleixen C.R. enlloc, f) Si,
excepte a z = 0: és z + 1/z, g) No, h) No.

Solucié de l’exercici [4.4.2]
2) Xy ()" = /(1= (1+0)/3) = 1 = (1+ /(2 —4), b) e 1, ¢) 2/(1 - )%
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Solucié de I’exercici [4.4.3|
Com que f és holomorfa (és una serie de poteéncies) també és continua. Aleshores
f(0) = f(lim z) = lim f(z;) = lim 0 = 0.
k—o0 k—o0 k—0
D’altra banda
0=f(0)=co+c10+ 20 +...=cp

i per tant cg = 0. Suposem ara que haguéssim demostrat que co = ¢y = ... =¢, =01
anem a veure que ¢p+1 = 0 també. Escrivim

F(2) = ens12" T+ 22" T2 4 o= 2" (e + ez .0 = 2" g(2).

Per hipotesi, per a tota k € N

0= f(z1) = 2 g (z1).

la qual cosa, ates que zx # 0, implica que g(z;) = 0 per a tots els punts de la successio.
La funci6 g és també continua al 0 i pel mateix raonament anterior veiem que

0= g(()) = Cn+1,

com voliem demostrar. Aquest raonament per induccié prova que ¢, = 0 per a tota n i
que per tant f = 0.

Solucié de I’exercici [4.4.4]
Siguin S(z) 1= X},20an2" i T(2) 1= X,50 002", i considerem f(z) := S(z) —T(z) =
Yinsolan = by)z". Aleshores f(zr) = S(2x) — T'(2) = 0 per hipotesi. L’exercici anterior
ens implica que a, — b, = 0 per a tot n € N o, equivalentment, que f(z) =00 que S =T.

Solucié de I’exercici [4.4.5]
(a) —Log (1 — 2);
(b) La suma és (1 — z)(Log (1 —2) — 1)+ 1,si ze D\{1} i és 1 si z = 1;
(c) La suma és —1/3Log (1—z) —e??™/3 /3Log (z —e?™/3) —/47/3 /3Log (2 — e*™/%) —1/3/9:
Si anomenem S(z) = > %, a Dinterior del conjunt, tenim S'(z) = Y, ° ;23"
Calculem-ne la primitiva: sabem que
1 A B C

= = _|_
—_ 23 _ 2mi =2mi
l—2 L=z e% —2 5 —2

§'(2)

Sumant i igualant numeradors, obtenim

27 2mi

Al +2z+2)+ Bl —2)(e 3 —2)+C(1—2)(e3 —2z)=1.

Substituint z = 1 obtenim
3A = 1.
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Substituint z = e% obtenim

Bl—e3)(e3 —e3') =1,
és a dir
4rmi 4mi 2mi 4mi
1=DBes (es —1)(e3s —1)=3Be s,
i3B=¢%. L
Analogament 3C = e 3. Hem vist que
1 2mi —2mi
e 3 e 3
3SI<Z) = + 2= t —n :
L=z 5 -2 e3 —2z
Per tant
27 27 —2mi —2mi
35(z) = —Log(1—z) —e s log(e s —z)—e 3 logle 3 —z)+C.

Notem que la determinacié del logaritme en els dos darrers casos es pot prendre qualsevol

determinacié a C\[0,00), en particular podem agafar log(z) := Log(—z) + mi. Trobem
doncs

35(z) =

—Log(1—2z) — e%(Log (z — e%)) —e s (Log (z — e_%m)) +C.
Per tenir S(0) = 0, cal

0= —Log(1) — e%(Log (e%m)) e 5

e 3 (Log(e%ﬂ))+0:0—e%_;”—e%%z—i-a
Obtenim ‘ '
T o) = Dot () - L7

5
Per continuitat, aquesta funcié s’estén a tot el domini de convergencia de S.
(d) Log (1 + 2):

Si anomenem S(z) := Y.° (=pty

1 — 72", aleshores S(z) = —-T(-z2),on T(z) = ZZO:1 %
és la serie estudiada a l'apartat (a). Aix{ deduim que S té suma S(z) = —T(—z) =
—(—Log (1 + 2)) = Log (1 + 2).

(e) —Ll .
5(1—25+)2
\n—1 A\
Estudiem la seérie S(z) = Y, % Definim T'(z) = >°_, (Zg,f) . Aleshores

T té el mateix radi de convergencia que S, que és R = 5. A linterior del disc tenim

T'(z) = S(z2), i
0 .
(z =)™ 1 5

T(2) = = = .

(2) = ), 5 1—2% b5+4i—2z
n=0 5

Per tant,

)

S(z) =T'(z) =
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Solucié de l’exercici [4.4.6]

a) El radi de convergencia és 1. En la circumferéncia unitat tenim una serie divergent
quan z = *1, ja que

S(il)zzwzz_—l:—oo.
n=1 n=1

En canvi, si z # +1, aleshores tenim que

2|z|
ST

2n—1

1—z
—||]

Tenim, pel criteri de Dirichlet que S(z) convergeix uniformement en qualsevol arc tancat
de OD\{£1}, ja que = 2‘ esta uniformement acotat en aquests arcs. Pel teorema d’Abel,

tenim doncs convergencia uniforme en compactes de D(0, 1)\{—1, 1};
b) Tal i com hem fet a I'exercici 3, podem justificar que 25(z) = >}, -, ;n , amb radi de
convergencia R = 1. Aleshores, tenim en 'interior del disc

z
ZZQn 1 _ 5.
—Z

n=1
Per tant,
z28(z) = —LOg(12_22) +C,
és a dir
S(z) = _Log (1 - 22) + C'.

2z

Com que S(0) = 01 Log (1 — 0?) = 0, inferim que cal C = 0 per garantir la continuitat de
S a lorigen. Per tant,
Log (1 — 2?)

S5(2) = - 2z

32n1

-1)" (i/3)%" {
TS B ke

n=1 n=1 n=>1

—6iS(i/3) — 6i 2% (2(;/?5;/3)2) — 9Log (1 + 1/9) = 91n(10/9).

Solucié de ’exercici [4.4.7]

a) Pel criteri del quocient, el radi de convergencia és 1. A la frontera {|z| = 1}, tenim

S(z) = Z n(n +1)z"

n=1
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el terme general [n(n + 1)2"| = n(n + 1) no convergeix a zero i per tant, mai podra ser
convergent. Aixi, la série convergeix absolutament a ID i ho fa de manera uniforme als
compactes continguts al disc, o el que és el mateix, convergeix absolutament en tot disc
D,(0) amb r < 1.

b) Si prenem T'(z) = >~ zF = -1 per z € D, aleshores

2z

=25~ ZT"(z) = 2 Z k(k—1)2"72 = Z E(k—1)zF1 = Z (n+ 1nz" = S(z).
) k=2 n>1
Tenim doncs que
2z
S(z) = A=
c¢) Trobem
;(—D"Tl(nzzrl) =5(-1/2) = (3721)3 = —8/27.

Solucié de P’exercici [4.5.1]

i) S6n suma de funcions exponencials compostes amb funcions C-lineals. Per tant sén
enteres. Vegem per exemple la derivada del sinus:

eizi _ efiz(_i) e'iz + efiz

sin’(z) = 5; = 5 = cos(z).
ii) cos(—z) = ei(fz)gefi(fz) = efiz;eiz = cos(z). El sinus es veu analogament.
iif)
el — gtz e 4 g7 _emz +92— e—2zz esz 4+ 24 e—sz
COSQZ-i-Sian:( 1 ) +( 1 ) = 1 + . -1

iv) Raonant de la mateixa manera tenim

(61'2 + e—iz) (eiw + e—iw) B (eiz o e—iz) (6iw o 6—iw)
4 —4

Ccos z cosw—sin zsinw =

= cos(z+w)

i analogament pel sinus.

Solucié de P’exercici [4.5.2]

(a) z = /2 + 2kw £ iarccosh4, k € Z (dos valors per cada k); vegeu 'apartat d) de
Iexercici [2.3.4]
(b) z = /2 + 2km — iarcsinh 1; z = 37/2 + 2k7 + i arcsinh 1.
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Solucié de l’exercici [4.5.3]

a) Es conseqiiencia directe del fet que e* = €?.

b) Vegeu l'apartat d) de 'exercici Per fer cosz = 0, posem w = e'?, resolem
I'equacié de segon grau que obtenim i resulta w = +i = e*™/2. Per tant, z = +7/2 +
2km—iln(1) = m/2+ kw. De la mateixa manera, pel sinus obtenim sinz = 0 < z = k7.

c) Expressem z; = 252 4 2222 5y — AF2 4 222 Aleshores, per lexercici m

tenim
21+ 22 21 — 22 . 21+ 22\ . Z] — 22
cos(z1) = cos Ccos — sin sin
2 2 2 2

= COS At 2 coSs 22 + sin At 2 sin S
B 2 2 2 2
i analogament,

21+ 22 Z1 — 22 21+ 22\ . Z9 — 21
cos(z2) = cos cos — sin sin
2 2 2 2

Restant, tenim

— +
cos(z1) — cos(zz) = 2sin (Zl —; 22> sin (22 5 Zl) =0 1 ; %2 _ kr

Per tant, el sinus és 2k7 periodica en C i té simetria central respecte a 7w/2+ km. El cosinus
funciona de manera similar, i resulta ser també 2km periodica en C amb simetria central

en kr (vegeu la figura [4.1)).
d) Es tracta d’'un mer calcul usant els resultats de m que deixem al lector.

Solucié de ’exercici [4.5.4]

: _ __sinz __ eF—eTi® _ e2r_1 o 2iz
a) Siw =tanz = 5% = TeF e ) = Wil Aleshores, aillant e“** trobem
9z lH+iw i1—w

S l—iw i+ w’

2iz = log (z;w)
i+ w

Per tant, podem definim la funcié multivaluada

¢ 11 T —w
arctanw := — lo .
21 & 1+ w

és a dir que

També es pot resoldre tenint en compte que tan(z) = fso foo f1(2), on fi(z) = 2iz és una
funcié C-lineal bijectiva, fo(&) = e és una funcié 2mi-periodica i que pren imatge a C\{0},
de manera bijectiva en franges horitzontals semiobertes d’amplada 27 | i f3(() = —i%.
D’aqui també recuperem ’expressié de I'arctangent, pero a més a més podem argumentar

per que +i ¢ tan(C):
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Notem que f3({) = w equival a ¢ = ZL“’U = fs_l(w), 1 que si w = —i no existeix ¢ tal que
f3(¢) = —i, jaque ( — 1 # ¢ + 1. Finalment, si w = +i, aleshores necessariament tenim

¢ =0¢ f2(C) = fy0 f1(C). En particular, f3: C\{0,—1} — C\{+£i} és bijectiva, i
tanz = fy3o foo f1(z) = +i

no pot tenir solucions.

b) Si h; sén determinacions de I'arctangent amb j € {1,2}, volem veure que h;(w) —
ho(w) = km. Notem que f3: C\{0,—1} — C\{%:} és bijectiva, tal i com hem vist abans.
Per tant,

tan(hy (w)) = tan(he(w)) <= fao fi(h1(w)) = fao fi(ha(w)) = *MW) = (2iha(w)
Per acabar, usem la proposicié [1.44: cal que
hl(w) = hg(’w) + k.

¢) Suposem que tan(h(w)) = w per tot we Ay ={r <|wzti|<R}ambr<Ri2<r
o bé R < 2. Aleshores, com que f3 és bijectiva en la preimatge de I’anell, trobem que per
cada w existeix un unic ¢ amb f3(¢) = w i per tant,

St I3QO) — £, (FL(R(f3(0)))) = f35 (tan(h(w))) = C.

Per tant, f10ho f3 és una determinacié continua del logaritme en f5° L(4). Notem que en
I’eix imaginari tenim

1y 71— iy 1-— Yy
y) = = = —"
fs () i1+iy  1+y
Per tant, f; '(i(—1,1)) = R, mentre que f; (i [(—00,—1) U (1, +0)]) = R_.
Quan r > 2 tenim
AniRci|(—o0,—1) U (1, +00)]
i per tant, f; '(A+) "Ry = . En canvi, si R < 2, aleshores A_ talla i(—1,1) i també
i(—o0,—1), i Ay talla i(—1,1) i també i(1,4+00). Per tant, hi ha una corba en A que
té per preimatge una corba que rodeja ’origen, on no hi pot haver una determinaci6 de
I’argument i, per tant, no n’hi pot haver del logaritme. Aixi, hem arribat a una contradiccié
i h no pot existir.

Solucié de P’exercici [4.5.5]

Vegeu el darrer apartat de I’exercici anterior:

f3H(C\{iy : Jy| = 1}) = C\(~o0,0],

i aquesta regié és precisament ’obert maximal on tenim definida la branca continua del
logaritme principal.
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Solucié de I’exercici [4.5.6]
El primer apartat és molt similar a ’exercici ara trobem k = 2. Per tant, £(z) =
Log (z) + 4mi, i trobem f(z) := —Log (2 — 2z) — 4mi. Per tant f(0) = —In(2) — 4mi i
. . . 17
f(=i) = —Log (2 + 2i) — 4mi = —In(2v/2) — i477 .
Pel segon apartat,
2 (z — 1/2)"
S = 3 e
n
n=1

és una seérie centrada en el punt 1/2 i amb radi de convergencia 1/2. Notem que

§'(z)= 2,222 - )" =2 ), (2 - )" = 1—(222—1) :2—22z

n=>1 n=0

. Per tant, en el disc de convergencia trobem
S(z) = C — Log (2 — 2z2).

Per expressar S com a funcié continua, ens cal observar que el centre del disc és 1/2 i el
radi de convergencia és també R = 1/2. Aixi, 2 —2z = 1+ 2(1/2 — z) té part real positiva:

Re(2—22)=1+2Re(1/2—2)>1-2/1/2—2|>1-2-1/2=0.

Per tant, té sentit prendre la branca principal del logaritme, ja que hi és continua. Per
determinar la constant, notem que

S(1/2) =0

Log (2 — 2(1/2)) = Log (1) = 0.

Trobem C = 0i
S(z) = —Log (2 — 2z),

tal i com voliem veure.
Del primer apartat sabem que £ = Log + 47i. Tenim doncs

f(z) = S(z) — 4mi.

Solucié de P’exercici [4.5.7]

1. Observem que 3z + 2 € C\[0,00) si i només si z € C\[—2/3,0). Per tant, el domini
de f és C\[—-2/3,0).

Per a determinar la imatge, observem que donat que 4/—1 = i, s” ha de complir que
%H)’”), k € Z. Per tant, cal que k sigui un multiple de 2 i podem triar arg z que
sigui la determinacié de I’argument en C\[0, 0) complint que arg z € (0, 27) (observeu que
si triem una altre determinacié de la forma arg z + 4mwik, k € Z, llavors les corresponents
arrels quadrades coincideixen).

2. El domini ja I'hem comentat. Com que argz € (0,27), 1 argz € (0,7) i per tant la
imatge de f és el semipla superior. En particular, no hi ha cap z tal que f(z) = —i.

3. f(52) = vi—2+2 =i = €if.

i= el
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Solucié de l’exercici

Anomenem ¢ = ¢*™/3, Escrivim z = 14w i desenvoluparem la funcié g(w) = ¥/1 + w =
(1+w)'/3 en a = 0, que sera valida per |w| < 1.

Aleshores (0) "0)
g g 2
= g(0) + 22~ e
g(w) = g(0) + == + = —w” +
Utilitzant la determinacié que ens indiquen, tenim que

9(0) = (1+0)"3 = ¥V1 =

gw) = 3L+ w) 5 (0)= 3 (13 = 5
g//(w) _ ;72(1 + w)—5/3 g”(()) _ ;722(\3/1)1_2 B ;722(,

En conseqiiencia

on definim

Desfent el canvi

C( §(>z—1 ) per |z — 1| < 1.

Observem que f(z) = ¢(f(2)) on f(z) és la determinaci6 de I'arrel ciibica tal que f(1) = 1.
Solucié de I’exercici [4.5.9]

(1—2Cz+2%)~V2 = i <_112/2>Zn(2_2§)n Z ( 1/2> i < > ek gk en—h _

n=0 n=0 k=0
B

Sin+ k=7 amb k < n, el valor més gran de n — k és j que s’assoleix quann =51k =0
llavors P;j(¢) pot tenir grau com a molt j. De fet

PO = (-2 (7)o
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Els polinomis que es demanen sén

32
3¢

1

5 3
1 = 23— 2¢
e = 30— 3¢

Els polinomis de Legendre es fan servir en moltes disciplines, en particular en 'estudi de
xarxes neuronals.
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Solucié de l’exercici
Parametritzem z(t) = acost + ibsint amb ¢ € [0, 27]. Llavors 2/(¢) + 0.

Solucié de P’exercici [5.1.2]

En general si volem z : [a,b] — C tal que z(a) = p i z(b) = ¢ fem

1

At) = 5= (b= p + (t — @)a))

En el nostre cas fem que el parametre varii als intervals [0, 1), [1, 2), [2, 3), [3, 4). La longitud
és clarament 8.

Solucié de I’exercici [5.2.1]
Parametritzant z = v(¢) = €', t € [0, 27] tenim |z| = 1, dz = ie'dt, |dz| = dt, i per tant

d 2 it 2r 0 : 1
Y e
v 0 0 i sim=1.
|dz_/2” dt J0O  sim#0

y 2 o eimt 27 sim =0.

d 2m - it

'y|Z| 0 1

t_

Idz| /% at
— = — = 27.
¥ |Zm| 0 1

Solucié de l’exercici [5.2.2]

n+1
Llavors si n = 0, T és una primitiva holomorfa a C. Per tant, / Z2"dz = 0.
n
~

n+1
Sin< —1,
n+1

és una primitiva holomorfa a C\{0}. Per tant, / 2"dz = 0.
, gl
Finalment, si n = —1, parametritzem v com v(t) = re®, t € 0,27]. Obtenim

dz 27 ipett
/—/ .tdt:2m'.
N 2 o rev

Solucié de I’exercici
(a) (cos(2 + 2i) — cos(2i))/2; (b) 0; (c) 0.
Es poden obtenir totes mitjancant el teorema fonamental del calcul. Per exemple, la
primitiva de sin(2z) és — cos(2z)/2, aixi que

/sin(22) dz = [—cos(22)/2];}, = — cos(—2i)/2 + cos(2(i + 1))/2.
g
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Alternativa: també podem usar la definici6 d’integral de linia: v(t) = (1—¢t)(1+42)+¢(—1),
~(t) = —1 — 2i. Aixi

1
/Sin(2z) dz :/ sin(2[(1 — £)(1 + i) + t(—)])(—1 — 2i) dt.
o 0

Usant la regla de la cadena complexa, veiem que —cos(2[(1 —¢)(1 + 4) + t(—17)])/2 és la
primitiva de l'integrand, aixi que podem fer servir el teorema fonamental del calcul en
variable real per acabar el calcul

/sin(22) dz = [—cos(2[(1 — t)(1 +14) + t(—i)])/2]p = — cos(—2i)/2 + cos(2(i + 1)) /2.
”

Solucié de l’exercici [5.2.4]

a) 1/(z —i)? i (z — i)? tenen antiderivada en un entorn obert de C' llavors les integrals
corresponent sén zero, en canvi 1/(z—14) no i cal integrar amb una parametritzacié. Posem
z =i+ 4e' amb t € [0, 27). Finalment la integral val 4mi.

b) La funcié no és holomorfa, no te antiderivada, cal substituir. Val 13/10 + i/6.

c) Sobre la corba la integral és la de (1 — z) fem la primitiva i obtenim —2i.

d) No satisfa les equacions de C-R, no pot ser holomorfa i per tant tampoc analitica.
Considerem z = cost + ¢sint, substituim x = cost,y = sint calculem i obtenim —r3.

Solucié de ’exercici [5.2.5]

a) Pel costat on x > 0 no tenim problema ja que 1/z te per primitiva la branca principal
del logaritme, llavors la integral val [Log(z)]*;; = Log(3i) — Log(—3i) = 7i/2 — (—7i/2) =
mi. Per laltra banda cal fer la integral directament o jugar amb el teorema integral de
Cauchy. Sigui C la circumferencia de radi 3 centrada en el origen recorreguda en sentit
antihorari tenim que fC 1/z = 2mi. Si 1 és un cami de —3i a 3i pel costat dret i vy, pel
costat esquerre amb C' = 7y U (—v2) llavors 27i = fw % + mi. Llavors la integral de —3i a

3i pel costat esquerre és —mi. No hi ha independencia del cami.

b) La funcié és entera, una primitiva és 1 (cos(2) + sin (z))e?, llavors la integral val

—%e™ — 1 cosh (1) €’ — 3ie’sinh (1) (encara podem simplificar més).

c¢) El cami esta en el domini de la branca principal de l’arrel quadrada. Tenim primitiva.
La integral val

2/3(e2los™ _ c3Losi) _ 9/3(n3 — ¢3iATBY) — 9/3(n3 — 1 1) = 2/3(n2 — /2(—1 +4)).

Solucié de P’exercici [5.2.6

Observem que les expressions

22— 1 = ez(log(z—D)+log(2+1))
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on log w és alguna determinacié del logaritme, sén arrels de 22 — 1 en alguna regié del pla.
Si triem el logaritme principal tenim directament que

52 _ 1 — e5(Log(z=1)+Log (2+1))

és holomorfa a C\(—o0, 1] i positiva a (1, +00).

Comprovem en primer lloc que efectivament aquesta és la funcié de la que ens parla
I’enunciat.

Metode 1: Si ens hi fixem, veiem que també ho és als punts reals x < —1. Escrivint
Logw = In |w| + tArg w veiem que per a comprovar aixd només cal veure que

F(Z) — e%(Arg (z—1)+Arg (2+1))

és continua a aquests punts x < —1. Si ens acostem a x pel semipla de dalt tenim

F(ﬂf + 7,0+) = 6%(W+7T) — eiw _ _17
i si ens hi acostem pel semipla de baix tnim analogament
Flz+i07) = 3™ = e=im = 1.

Per tant hi ha continuitat de F' aquests punts. Un cop hem vist que la funcié és continua,
I’holomorfia de 'arrel /22 — 1 definida a dalt a tot C\[—1, 1] se segueix: per zg € C\[—1,1],
podem trobar ¢ > 0 tal que si z € B(zp, ), aleshores |22 — 22| < |22 — 1| per continuitat i,
en particular, 0 # 22 — 1. Aixi, com que F'(z) té només dues alternatives que sén nombres
complexos oposats, I’eleccié esta univocament determinada quan z € B(zp,d) i, donada

una determinacié del logaritme log a B(23 — 1, |28 — 1]), F ha de coincidir amb e loa(z"~1)

o bé amb el seu oposat, és a dir, F'(z) = e3108(z*=1) Ey qualsevol cas, la seva derivada és
1 2_1 F
F'(z) = pezlosl® Dz _ 2P — 2

Meétode 2: Prenent una determinacié del logaritme a C\[0,0), tenim que per z ¢
[—1, ) la funcié
e%(log(z—1)+log(z+1))

esta ben definida i, si z ¢ R tenim log(z—1) = Log (2 —1)+2k7i ilog(z+1) = Log (z+1) +
2kmi, amb k constant en els semiplans de part imaginaria positiva i negativa. Aleshores
tenim

e%(log(z—1)+log(z+1)) e%(Log (z—1)+Log (2+1))+2kmi _ F(Z) )

Pero aquesta segona definicié és continua i holomorfa a z ¢ [—1, o), mentre que la definicié
amb logaritmes principals és continua i holomorfa a z ¢ (00, 1]. Aix{ doncs F és holomorfa
a C\[-1,1]. A més

1 1 1 z z
5Tt ) " O Ee = F

Fl'(z) = o3 (log(z—1)+log(z+1)

i el mateix podem fer amb els logaritmes principals de manera que la derivada de F' és

ﬁ a tot arreu on la tenim definida.
2)
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(a) Mirem per a quins punts z € C tenim z + 4/22 — 1 € (—o0,0], i veurem que cap
d’aquests punts no és a €. L’equacié

2+NV22—1=—-2, x>0,

1+ a2
2x

doéna per solucié z = — . Observem que tots aquests punts sén reals negatius, i per
tant queden fora de 2.

(b) Ara sabem que aquesta funcié és holomorfa, ja que és composicié de funcions holo-
morfes (tant I’arrel com el logaritme sén holomorfs alla on no tenen discontinuitats). Per

tant, per la regla de la cadena,

(Log(z+ V22— 1)) = — (14 F() = — (1 . ) -

(c) L’arc d’integraci6 (en blau) és dins del domini on la primitiva de la funcié a integrar
és holomorfa.

Utilitzant el Teorema Fonamental de les integrals de linia, i dient G(z) = Log (z++v/22 — 1)
tenim:

dz
———— =G(—i) = G(i) = Log (—i + 4/(—i)? = 1) — Log (i + V/i? — 1).
L =~ ¢(=1) — G(i) = Log( (=1)? = 1) = Log (i + v )
Notem que la notacié 4/(—i)2 — 1 es refereix a una funcié avaluada en z = —i, que no

coincideix en principi (de fet, no coincideix) amb +/i2 — 1! En realitat, per ser rigorosos,
hauriem de parlar de F'(i) i F(—i). Aqui

21 = e%(Log (i—1)+Log (i+1)) 6%(1nﬂ+iArg (i—1))+Inv/2+iArg (i—1))

1 .3 .
_ 65(1n2+zf+1§) _ Z\@

Analogament, es comprova que,

Llavors

dz . P
/vm = Log (—i —iV2) — Log (i + iV2).
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Tenim
Log (—i —iV2) = In| —i — iv2| + iArg (—i — iv2) = In(1 + V2) — i~
i analogament
Log (i +iv/2) = In(1 + v/2) +ig.

Finalment

d
/Z2Z1:m(ﬁ—m—ig—ln(f—l)—zg:—m.
VAo

Solucié de ’exercici [5.2.7]

Afitem com a exemple la integral

/ | < / 021 |dz] < ML(y) = 27M
|z|=1 Z |z|I=11 %
on 7y és la circumferencia unitat i
M = max | sin 2] = max | sin(z)]
lel=1 [2* J2=1

Sabem que si z = x + iy aleshores
|sin(z)|? = sin?(z) + sinh?(y).

El primer terme té 1 com a valor maxim, mentre que el segon terme és una funcié creixent
per y = 0 i parell. Donat que |z| = 1 tenim que y < 1 i per tant

]sin(z)\z\/sm( +sinh?y < V1 +sinh?1 = 4/(2+e+e1)/2 < e,

jaque e”! < 0.512.5 < e. Concloem doncs que M < e i per tant 1’afitacié queda provada.

Solucié de ’exercici [5.2.8

Escrivim f = uw +iv iy = r + is per les parts reals i imaginaries. Aleshores tenim
N=r—is,i

b
/ dz—/ Fon(®)y'(t) /(U(’Y(t))—iv(’V(t)))(T’(t)—iS’(t))dt

=[G - GO 0) @ = L7
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Per l'apartat b), si considerem v = e la circumferéncia unitat resseguida en sentit
antihorari, aleshores 7 = e~ és el mateix cami resseguit en sentit horari, i

A F(2)dz — L 7@ ds — 0% Fl (—ie=it) dt

és a dir que

0

Solucié de P’exercici [5.3.1]

(a) Considerem la funcié entera f(z) = e i apliquem el teorema de Cauchy a la vora
del rectangle R que donen a la indicacio:

/mf(z)dzz().

Parametritzem cadascun dels quatre costats del rectangle:
1) y1(x) = 2, amb z € [-R, R]. Aqui dz = dx.
2) 72(y) = R+ iy, amb y € [0,a]. Aqui dz = idy.
3) v3(x) = & + ia, amb x € [- R, R]. Ara dz = dx.
4) v4(y) = —R + iy, amb y € [0,a]. Aqui dz = idy.
Amb aquestes parametritzacions tenim, tenint en compte l'orientacié, 0R = v1 + v —

73— V4-

—73()

—R+ia R +ia

—a(y) 72(y)

Aleshores

R a R a
0= / e dw + / e~ (BHi)? gy — / e (w+ia) gy / e~ R4 gy
-R 0 -R 0

Observem que les dues integrals en y, corresponents als costats del rectangle, tendeixen a
0 quan R tendeix a +o0: (+R +iy)? = R? — y? + 2iyR, de manera que

—R2 2 _R2 42

|e—(iR+iy)2|

Aleshores u u

_ N2 . _p2 2 2 _p2 R
/e(iR“y)zdy‘S/eRe“dy=ae“eR =0.
0 0
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Per tant, passant al limit la igualtat anterior obtenim
© 2 o0 ;)2
0 =/ e "dx —/ e~ @) go.
- —o0

o 0 o
N =/ e " dx =/ e~ @) gy
—00 —00

i per tant

(b) Utilitzem I'apartat anterior, reescalant x per a tenir #2/2. Es a dir, fem primer el
canvi x = t/v/2; dt = /2dx. Aleshores, de Iapartat (a) en tenim

* — (s +ia)?
/ e V2 dt = v/ 2m.
—0

Prenem ara a = n/+/2, amb n > 1 (per a tenir a > 0). Llavors

t 2 t . n. t* n?
(7\/§ + Z(I) = (7\/§ -+ Ziﬂ) = 5 — 72 +1tn
i per tant

o0
6"2/2/ e~ 2e=itn gy — V2.
—00

Prenent les parts reals d’aquesta igualtat obtenim el resultat demanat, per an > 1. Per a
n < —1, observem que cos(nz) = cos(—nx), i per tant el valor de la integral que obtenim
per a aquest n és el mateix que prenent —n = |n|. Per a n = 0 el resultat és la indicacié
que ens donen a l'apartat (a).

Solucié de ’exercici [5.3.2]

a) Es holomorfa alla on el denominador és diferents de zero, és a dir a C excepte z = 3+1.
El circuit d’integracié no envolta la singularitat llavors pel Teorema de Cauchy la integral
és zero.

b) El domini d’holomorfia de la funcié és D = C\{z < —3,y = 0} llavors {z € C: |z| <
2} < D i la integral és zero pel Teorema de Cauchy.

Solucié de I’exercici [5.4.1]
(a) Com que 1 € D(0,2), la férmula de Cauchy per a f(z) = 22 déna

22
/ 1dz = 27mi 1% = 2mi.
|

z|=2 % —

(b) Essent 0 € D(0,1), podem aplicar la férmula de Cauchy a f(z) = sin(e®):

/ SN 1 9 f(0) = 2misin L.
|z|=1 z

196



9 Solucions

(¢) Descomponem en fraccions simples

112 12
22—-1 z—-1 z+1

/ dz 1/ dz 1/ dz . —0
- == — = =mi—mi = 0.
|2]=2 22 -1 2 |2|=2 z—1 2 |z‘:22+1

d
/ ~ = 2min(y,1),
12|

:22—1

tenim

Observem que

on 7y és la circumferencia de radi 2. Analogament, l'altra integral déna 2min(y,1). Es
clar, tal i com acabem de veure, que la diferencia d’indexs és 0.
(d) Les arrels de 22 + 2z +1=0s6n a = —1/2+1i+/3/2 i B = &, totes dues dins el disc
D(0,2). Escrivint
1 1 1 1

(z—a)(z—pP) :ﬂ—a(z—a_z—ﬂ)

/ dz 1 (/ dz _/ dz)
|Z‘:222+Z+1 b —« l2|=2 2 — Q@ |z|=22’—ﬁ

1 . .
= 5 a(2m —271) = 0.
Observem que, llevat del factor 27i, aquesta integral equival a la diferencia de dos indexs
de punts de l'interior del disc D(0,2), i per tant val 0.
(e) Tenim 22 + 2z — 3 = (2 — 1)(2 + 3). Larrel 1 és dins D(0,2), perd I'arrel —3 és fora,
de manera que la funcié 1/(z + 3) és holomorfa en aquest disc. Aplicant la férmula de
Cauchy a aquesta funcié tenim:

/ dzz/ YE+3), 5. 1 .7
|Z|:22‘2+2Z—3 |2|=2 z—1 1+3 2°

g) Descomponem en fraccions simples

3z — 2 1 2
- _ )

tenim

24—z z—1 =z

Llavors tenim que

-2 1 2 1 2
/ 32 dz=/ ( —I—) dz=/ dz—i—/ —dz = 6mi.
|2|=3 2° — % =3 \z—1 =z lzj=3 2 — 1 |2|=3 Z
h)

1 1 1
dz=/ (— + )dz=27m'—12 + 0 = —mi.
frona =1 fos Creem Y560 =172
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Solucié de l’exercici [5.4.2]

Convé expressar el polinomi com a producte de monomis. Tenim p(z) = C [ (z— ).
Aleshores calculant la derivada del producte tenim

Pey=c) [] G-w)
k=1ie{l,...n}\k

1 obtenim

P'(2) :i 1
Z — O

p(z) A

Aplicant la férmula integral de Cauchy a cada sumand obtenim el resultat demanat:

/|z p’((zz)) dz = kZ::l/ - i 2mi = 2rin.

|=R b z|=R Z— Qg he1

Solucié de P’exercici [5.4.3]

Aplicant la férmula integral de Cauchy tenim

2 1 2
/ < - > dz = / dz / © _ (ami) — 2mi — 2mi.
|z|=1 Z—a z |z|=1 Z—a |z|=1 z

Per altra part, sumant dins la integral i parametritzant z = e, tenim

2 1 27 it )
/ < —> dz=/ Mdz:/ %ie”dt
e \e—a e 2e—0) Ty e —a)

,/2” 1 — |a]? + ae™® — et
=1 -
0 e — af?

dt

Observem que ae~® — e = 2ilm (ae~"). Per tant, prenent les parts imaginaries a la

igualtat anterior i utilitzant la igualtat que hem vist al principi obtenim,

27 2
1—
2 = / _— o] dt.
o et —al?

9 r <1, obtenim el resultat, ja que

Escrivint a = re*

et —a> =1+ |a]® —ae” —a@e™ =1+ |a|* — 2Re (ae™ ™).

Solucié de ’exercici [5.4.4]

Separem dos casos:
(i) |a|] < 1. Per la férmula de Cauchy

1 fw)
2 Jop w —a

w = f(a).
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Per altra part, com que 1/|a| > 1,

L[ ), L[ ),

— ~0.
apw—1/a v

27 Jop aw — 1 2mri
(ii) |a| > 1. Aqui els papers d’a i 1/a es giren; com que 1/a € D,:

1 ﬂdsz

2m Jopw —a

dw = ——
aw—1""" 2 apw—1/a

ok [, (20 - e Yo 10 gD

Solucié de ’exercici [5.4.5|

1 [ ag(w) 1 gw) ook
| I gy = g ().

Obtenim

22 1 1dz 1dz dz dz
%y i T 1 1) =Y
|z=3| < |z=3| Z—1 |z=3| z+1 |z=3| z |z=3| z+

b) Si C no envolta el 0 és cert. Si C envolta el zero la integral val 2mie® = 27i.

Solucié de P’exercici [5.4.6

Observem que si |zg] < Ri f = ¢ + it holomorfa, llavors la funci6

o(z) = f(2)z

R? —zy2

és holomorfa a Dg (el denominador no es por anullar). Aleshores, pel teorema de Cauchy
i per la formula integral de Cauchy tenim

f(z0) = % o ZfEZZ)OdZ = % /CR (g(z) + 2f—<20> dz.

Simplificant arribem a

2,2 p2m ot
f(Zo)ZM/O f(ReT) dt

27 |Re®t — zo|2

Posant f = ¢ + i) i zg = re’? arribem al resultat.
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Solucié de I’exercici [5.5.1]
(a) Si f(z) = 1/z, aleshores si n > 1 tenim f(™(z) = "!Z(n—ifl)", com podem veure per

inducci6 sobre n. Aleshores f(")(1) = n!(—1)" per n > 0, i obtenim

(n)
o= W o Sy -

n=0 n=0
El radi de convergencia és R = 1 pel criteri del quocient.
(b) Si f(z) = 2%, aleshores f'(z) = (22 + 22)e?, i sin > 2 tenim f(M(z) = (2% +
2nz +n(n — 1))e*, com podem veure per induccié sobre n. Aleshores f(0) =0, f/(0) =0
i f(™(0) = n(n —1) per n > 2, i obtenim

fmo) o, 1,
f(z)zzm()z :;(n—m!z =2

n=0 n=0

El radi de convergencia és infinit pel criteri del quocient.
Aquesta série també es pot calcular directament sabent que e* = )|

(c) Ara tenim f(z) = m = fiz — Zil. Per tant,

1 1
f(n)<z) =nl(-1)" ((z T — G 1)n+1> )

ZTL

n=0 nl*

i se segueix que

n+1
0y = n!2;£1
Aixi obtenim que
(2n+1 _ 1)2’”
= on+1 ’
iR=1.
(d) Ara tenim f(z) = ﬁ Per tant,
f (Z) 9 (1 _ Z)n+3’
i se segueix que
(n) (n + 2)'
100) = 22

Aixi obtenim que

Z (n+1)(n+ 2)2”
n=0 2 7
1R=1.
(e) Ara tenim
1
f(z) = 11
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z

Z)462

N e
f (Z) - (1 +ez)27
" B €3z — e
f(z) = A5 et
i
" _ (3632 B ez)(l + ez) — (63,2 — €
i) = (1+ )
Obtenim que ,
fe) =5 -2+ 2 106,

D’entrada no podem calcular R en no coneixer els coeficients.

A la demostracié del teorema

1 del capitol Férmula integral de Cauchy i conseqiiencies, que dona el desenvolupament

local en serie de potencies, es demostra que si D(0,r) < €,

aleshores R > r. Per tant,

com que la funcié és holomorfa a tot arreu llevat dels pols z = i + 2k7i per tot k € Z,

deduim que R > 7. A la vegada, precisament entorn del

pol im la funcié pren valors

arbitrariament grans. Per tant la série no pot ser uniformement convergent entorn del pol

i, en particular R < 7. Aixi, tenim R = 7.

Solucié de I’exercici [5.5.2]
Podem provar per induccié que ((1 4 2)®)™ = a - (a—1)
D’aqui el resultat. Escrivim

cla—(n—1))1 + z)l@m),

(a) ala—1)-(a—(n—1)

n n!

«
in>01 =1.
sin i (())
Solucié de l’exercici [5.5.3]

(a) Metode estandard: Tenim f(z) = % Per tant,
f'(z) = —sin(2z2)
i per induccié veiem que si n = 1 tenim
FEM(z) = (=1)"22" ! cos(22)

f(2n+1)(z) _ (_1)n+122n sin(2z)

Avaluant en ¢ = 0 tenim
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Per tant, me1 2
’I’L2 n— n

_1+Z

Metode intelligent: Podem fer el calcul dlrectament notant que

2n
f(z):;+cos(2z - 72 2z

(b) Prenem f(z) = ﬁ = 22g(z), on g(z) = ﬁ Calculem per induccié

(n+ 1)I(~1)"

g(”)(z) _ o 1)n+2

Per fer aquests calculs, normalment usem intuicié + induccié. La intuicié prové de
calcular un parell o tres de derivades i detectar els patrons: ¢'(2) = —2/(2+1)% = —2!/(z+
D) ¢"(2) = 6/(z + 1)* = 3!/(z + 1)@+ ... Per la induccié notem en primer lloc que
és cert per n = 1 tal com hem vist. Per altra banda, si per un n € N efectivament tenim

g(”)(z) = %, aleshores pel seglient nombre natural podem derivar un cop més i

. —(n+2)(n+1)!(-1 +1)+D)(=1)"+!
obtenim g(nH)(Z) — = (z)ﬁ)m)s( ) ((n(zjl)(f)w(ngg
Un cop establerta la derivada n-ésima, és moment de calcular els valors que pren en

a=1:

, 1 es compleix el pas inductiu.

=11 g = R

Notem que per n = 0 les dues expressions coincideixen.
Escrivim ara la serie de potencies:

g(z) = 2 W(z -1

1on+2
= nl!2

Simplificant els factorials i multiplicant per 22 = (z — 1)? + 2(z — 1) + 1 obtenim

F&) =((-12+2:-1)+1) EOW(Z NG
Multiplicant terme a terme i reindexant, obtenim
n — _1\n n(— n+1 n _1\n

2n+1
n=2 n>=1 n=0

Ajuntant termes,

1 (1 1 (—1) 2 n+1 .
f(Z)ZZ <2—4>(Z—1)+7§2 m <( 1) 2 1 )(Z—l)
1 z-1 —1)"(n—3
~ 1 4+Z( >2n(+2 Jo -1y
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(¢) A lexercici 7 de la llista 3 vam veure que si f(z) = +/z, aleshores tenim

o1 (1) - ()2

O‘) — alalw(a=(0=1) - Avalyant a 2 = 1 tenim

s = (M- (Ve

on ¢ = f(1) = (=1 +i+/3)/2 per hipotesi.
La serie de poténcies sera doncs

()
flz) =D, Bz = 1)

n=0

Pel criteri del quocient el radi de convergencia és 1. També ho podem argumentar notant
que el domini d’holomorfia exclou necessariament 1’origen.

Solucié de P’exercici [5.5.4]

(a) Sabem que f és holomorfa a tot arreu llevat dels zeros del denominador, que sén 0,
—i 1 1. El més proper a —1 és 'origen, que esta a distancia 1. Aixi doncs, com que la
funcié és holomorfa a D(—1,1) obtenim que R > 1 i com que té un pol a l'origen no és
uniformement convergent a D(—1,1 + ¢) de manera que R < 1. Tenim doncs R = 1.

(b) Escrivim f(z) = % = (z+1)g(z), on g(z) = m =4+ L+ g
Per trobar les constants A, B i C, resolem

A(z+i)z+B(z—1)z+C(z—1)(z +1) = 1.

Avaluant a z = 0 obtenim C =4, a 2 = —¢ obtenim B = _i2_1 iaz=1trobem A = %
Tenim

M (2) = (=1)"n! A, B . C

g o \(z—Dntl (2 44)ntl | pntl )7
iaz=—1 trobem
A B C
M(=1) = (=1)"n!
g ( ) ( ) n ((_2)n+1 + (_1 _I_Z')n+1 + (_1)n+1> ’

és a dir

g(")(—l) =—n! <(Z — /2 + (=i=1)/2 + z> .

on+1 (1 —4)ntt

Les series de potencies resultants seran

i-1  —i-1 .
9(z) = Z - <2n+2 + 2(1 — q)n+1 +Z> (z+1)

n=0

203



9 Solucions

i-1 -1 .
’ﬂ@::§:_<2mﬂ*_%1—iWH'+O(Z+1)+y

n=0

Solucié de ’exercici [5.5.5]

a) No hi ha cap disc al voltant de 0 on la funcié sigui holomorfa, no ho podem fer. b)
El disc més gran d’holomorfia al voltant de 0 és el disc de radi 1. c)

L,z 11 1
2—2z 3—z 21-2z/2 1—2/3

Cal que |z/2| <11 |z/3| < 1. Llavors el radi de convergencia al voltant de 0 és 2.

Solucié de l’exercici [5.5.6
Ho podem fer amb Sage, amb la comanda taylor. Fem-ho a ma.
1 Q0
= Z(—l)"(z+z4)”=1—z+z2—23+z5+~--
n=1

14+ 2+ 24

i obtenim els coeficients demanats. Per controlar el radi de convergencia cal que trobem el
zero w de 2%+ 2 +1 més proper a l'origen. Llavors el radi de convergeéncia sera |w|. Veiem si
pot haver un zero a distancia menor que 2/3. Si |z| < 2/3 llavors |z + 24| < 2/3+16/81 < 1
llavors no pot ser que z* 4+ z + 1 = 0. Aleshores el radi de convergéncia és major que 2/3.
(de fet I’arrel més propera és aproximadament —0.727 + 0.43i i la seva distancia a I’origen
és 0.8447 > 2/3.)

Solucié de I’exercici [5.6.1]
Per la férmula integral de Cauchy per derivades, si f(z) = €%* tenim

e* 27 o
/Z—a|—r mdz - 21 (2)(a) = mide®e.

Solucié de I’exercici [5.6.2]
Sigui f(z) = (1 + 2z)". Aleshores
Fm)=n-n=1)-...-(n—m+1)1+2)"""= 7'(1 + 2)" ™.

Aixi
n!

F(0) =

i per la formula integral de Cauchy per derivades tenim

—_— = — = 2 -_— = 2 .
/Z|_1 Zm+l dz m! FA0) = 2mi (n —m)!m! \m

(n—m)!
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Solucié de l’exercici [5.6.3]

a) La funcié f(z) = 1/(z 4+ )? és holomorfa a l'interior de la corba C' llavors

1 p L

1 1 TR
———dz| < —|dz| € ———= — 0 i R—
/02(1+22)2 ’ /cg|1+22|2|z| F@ o1 0 s

ja que |1+ R%e®| > R2 — 1 (R gran).

c) Llavors
1 » 1 s
I g 0 _de=T
R Jo, 1+ 222 /_oo Q+z22" " 2

Solucié de P’exercici [5.6.4]

Sigui 0 < r < 1. Llavors sup|,_, | f(2)| < == Aplicant les desigualtats de Cauchy,
obtenim que
nlc

(n) < - =
DO € = plr)
Calculem el minim de ¢. Derivant,
ron —nle(nr™ (1 = r)* — ar™(1 —r)* 1) B —nle(n(l —r) — ar)
p(r) = (1 — r)a)2 T I p)atl

Per tant, ¢'(r) = 0 en (0,1) si i només si, r = 2= i es verifica que

nle

_onle (n+a)*
(o) (z2)”

|f(n)(0)| < =cn!((1+ %)”/O‘)O‘ oo < cn! (§>a (n+ a)®.

Solucié de P’exercici [5.6.5]

amz™. Per les desi-
1

(a) Escrivim f en seérie de potencies al voltant del 0: f(z) =

o

gualtats de Cauchy:

(m) I?iif’f(zﬂ
lam| = f '(0)| < & — Vr > 0.
m! T

Prenem r > R, de manera que valgui I'acotacié que déna l’enunciat; aleshores,

Crm

rm

|am| <
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Veiem per tant que si m > n, fent »r — 400, obtenim a,, = 0. Tornant a la serie inicial,
queda
f(z) =ao+a1z+ - +ay2".

(b) Per hipotesi existeix R > 0 tal que |f(z)] = 1 si |2| = R. Mirem ara f a D(0, R).
Com que la funcié no s’anul-la la frontera del disc, el nombre de zeros que té f a D(0, R)
és necessariament finit (recordem que el principi de prolongaci6 analitica diu que els zeros
s6n aillats 1 per tant només es podrien acumular a la frontera).

Diem doncs ay, ..., a, als zeros de f, comptats tantes vegades com la seva multiplicitat.
Aquests punts sén tots a D(0, R). Aleshores la funcié

z—ay) - (z—ap)

f(z)

és holomorfa als punts aj, j = 1,...,n, i per tant a tot arreu.
Amb la intencié d’aplicar I'apartat (a), diem M = max; |a;| i acotem,

F(z) = (

(2] + Jarl) - (2] + Jaal) _ (2] + M)
)l < 7)) STl

Prenem R > M tal que |f(z)| = 1 si |z| > R. Aleshores, per a |z| > R tenim

= C|z|", C =2",
de manera que podem aplicar 'apartat (a) i concloure que F' és un polinomi.

Solucié de I’exercici [5.6.6
Per la desigualtat de Cauchy tenim per tot r > 0

i0
!f/(z)\ < SUPge(0,27] |f(z +7re)] < % sup eC\z+rei9\ < %GC‘ZH-CT‘
" T 9ef0,2r] r
Per tant,
7()e0H < Heor,

r
com proposa la indicacié.
Un cop vist aixo, prenem r = 1/C i trobem

|F/(2)]e ¥ < CMe.

eCr

Notem que rr té un minim en r = 1/C, aixi que la cota no pot millorar, almenys
seguint aquest metode!
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Solucié de l’exercici [5.6.7]

(a) Per les desigualtats de Cauchy tenim que

F®(0)
k!

M
= SR

(b) Com abans tenim que

M,
rk’

cp <

on M, = sup|,_, |P(2)| < 1. Prenent r = 1 obtenim la cota desitjada.

Solucié de P’exercici [5.6.8|

Per les desigualtats de Cauchy tenim que

1SUPp elfl
s
,,«n

F™M () <n

nle,

Solucié de P’exercici [5.7.1]

f®(2) fitada vol dir que el seu modul és fitat, pel teorema de Liouville f®*)(z2) = ce C.
Integrem i obtenim un polinomi de quart grau com a maxim.

Solucié de l’exercici [5.7.2]

No el contradiu ja que 1/22 no és entera, el 0 no és del seu domini.

Solucié de I’exercici [5.7.3
Sia="b,I=2rif'(a) per la férmula integral de Cauchy per derivades. Si a # b,

1 (a—0b)f(z)dz 1 flz)dz f(z)dz
I_a—b/z|_R(z—a)(z—b) _a—b</|z|_R z—a /|Z_R z2—b )’

i concloem per la férmula integral de Cauchy que I = 275 (f(a) — f(b)).

a

Solucié de I’exercici [5.7.4]
Es clar que f(z) = az2 + 4 amb a,3 € C i 2|a| < 1 satisfa les hipdtesis. Veiem que no
hi ha més solucions.
Si|f'(2)] < |z|, prenem g(z) = f(z) — f(0) també satisfa les hipotesis i g(0) = 0. Tenim

1 ! 1 —
/ g(w)dw </ [l dwRool.
270 Jjwj=r W 270 Jjw|=r lw — 2|

Aixi que ¢’ = f’ és una funcié entera i acotada. Pel teorema de Liouville, es tracta d’una
funcié constant.

l9'(2)| =

207



9 Solucions

Solucié de l’exercici [5.7.5|

(a) Amb aquesta condicié f no té zeros, i per tant 1/f és entera. La mateixa condicié
diu que |1/f| < 1, de manera que, pel Teorema de Liouville, 1/f (i per tant f) és constant.

(b) Considerem F(z) = e/, Tenim |F(z)| = e ®/(?) < 1,1 per tant F és constant.

(b) Analogament al cas anterior, considerem F(z) = e~*/(), Tenim |F(z)| = !™/(®) <
e, de manera que F' (i per tant f) és constant.

(d) Com que Re f és continua (de fet, fins i tot analitica), tenim Re f > 0 o bé Re f < 0.
Al primer cas apliquem (b), i al segon considerem F(z) = e/(*) i fem com al cas (b).

Solucié de l’exercici [5.7.6

Notem que e*¢? = |e?|. La funcié e™* és entera i per tant, e * f(z) és una funcié entera
i acotada per C. Per tant, és constant. Aixi doncs, f(z) = ae?, amb |a| < C.

Rez

Solucié de P’exercici [5.7.7]

La condicié no permet que f s’anul-li a cap punt, de manera que f'(z)/f(z) és una
funci6 entera, i
‘f '(2)

f(2)

Per tant, és constant: existeix ¢ € C tal que

f'(z) = cf(2).

Localment existeix una tal determinaci6 del logaritme de f, és a dir que per tot a existeix
un radi r, tal que z = €9°/(*) per z € D,_(a). N’hi ha prou amb prendre el radi de manera
que |f(z) — f(a)| < |f(a)|/2 per z € D,(a), cosa possible per continuitat, i prendre g = £
per alguna determinacié del logaritme £(z) : C\ — f(a)[0, ).

Aleshores, derivant F'(z) = g o f(z), trobem

<1, VzeC.

ilog f(z) = F(z) = ¢z + Dg, ¢, D, € C. Amb aixo
f(z) = P = Epe®, ¢, E,€C.

Per a aquesta mena de funcions f'(z) = E,ce®, i la condicié |f'(2)| < |f(z)| equival a
lc] < 1. De moment, E, és una constant en cada disc de centre a i radi r,.

Finalment, donats dos punts ay i ag, els valors de E,; han de coincidir, ja que podem
unir a; i ag mitjancant un segment, i aquest es pot recobrir amb un nombre finit de boles
obertes D, (a) per compacitat, de manera que els valors de E, han de coincidir en les
interseccions de les boles. Per tant,

f(z) =Ee”, |c/<1, E€C.
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Nota: com que C és simplement connex i f no s’hi anulla, existeix una determinacié
F(z) de log f(z), com veurem a la proposicié Usant aixo se simplifica la prova i
estalviem l'argument de compacitat.

Solucié de P’exercici [5.8.1]

Definim F(z) = =}. F és holomorfa a C\{0} i la seva derivada és F'(z) = f(z). Per
tant, si v : [a,b] — C\{0} és un cami tancat, aleshores

/f(Z) dz = F(y(b)) = F(v(a)) = F(v(b)) = F(y(b)) = 0.

Com que f no és continua a l’origen, tampoc pot ser analitica.

El teorema de Morera diu que si una funcié és holomorfa en un obert llevat d’un punt
pero que la funcié és continua en aquest punt, aleshores la funcié és holomorfa en tot
I’obert. En aquest cas falla la hipotesi de la continuitat i falla també la conclusié, ja que
f no és analitica a 'origen i, per tant, no és holomorfa.

Solucié de P’exercici [5.8.2]

(a) En primer lloc comprovem que la integral és finita per a tot z € C. Sigui A > 0 tal
que supp(h) < [—A, A]. Passant el modul dins la integral tenim

A
H(2) < / ROl ar

Essent h continua i de suport compacte, existeix M = max |h(t)| < +c0. Per altra part
€

|67itz| _ ‘efit(Re (2)+iIm (z))| — etIm (z)

Amb tot aix0 tenim
A A
|H(Z)| < / Metlm(Z)dt < M/ eA\Im(z)\dt _ M(2A)6A|Im(z)|
_A A

Per a veure que H és holomorfa utilitzarem el Teorema de Morera. Haurem de veure per
tant que H és continua i que la integral al llarg de la vora de qualsevol triangle déna 0.

Que H és continua és immediat, ja que la funcié que integrem és continua i ho fem a
un conjunt compacte:

lim H(z) = lim [ h(t)e dt = / h(t)( lim e~ ")dt = / h(t)e " dt = H(zp).
R

2—20 220 JR R z—20

Sigui ara 1" un triangle qualsevol de C. Tenim, per Fubini i pel Teorema de Cauchy aplicat

a les funcions enteres f;(z) = e—itz7

H(z)dz = /Rh(t)(/aT e "dz)dt = /Rh(t)()dt = 0.

oT
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(b) Fem analogament a 'apartat anterior. Diem d(z) a la distancia de z ¢ [0,1] a
aquest interval. Passant el modul dins la integral i utilitzant que h és una funcié continua
al compacte [0, 1], veiem de seguida que la integral és finita:

1 1
H(2) < /0 RO 4 < d(lz) /0 h(o)| dt.

|t = 2|

Per veure que és holomorfa apliquem de nou el teorema de Morera. Si zp ¢ [0, 1] existeix
e > 0 tal que D(zp,€) N [0,1] = &. Aleshores, prenent z € D(zp,€) tenim

lim H(z) = lim /01 ht) dt = /01 lim ht) dt = /01 Mdt = H(zp).

2—20 220 t—=z z—20t — 2 t— 20

Sigui ara T un triangle completament contingut a C\[0, 1]. Observem que per als punts
t € [0,1] I'index de 0T a t és 0: n(dT,t) = 0.

Aleshores,

1 dz 1 ' B
. H(z)dz = /0 (/aT = z) h(t)dt = /0 (—2min(oT,t)) h(t)dt = 0.

Solucié de l’exercici [5.10.2
15.

Solucié de I’exercici [5.10.3

(a) Tenim e —1=0siinoméssiz2=logl =2mik, keZ,és a dir, z,:*r = +27ik.

Considerem primer l'arrel que correspon a k = 0, és a dir zg = 0. Prenent la serie de
Pexponencial a entorn del 0 tenim e** — 1 = 22 + .-+, i per tant z2(e*” — 1) = 2% + .- ..
Aixi doncs, zp = 0 és una arrel de multiplicitat 4.

Per a k # 0 les arrels sén de multiplicitat 1. Sigui z; alguna de les arrels de dalt amb
k # 0. Tenim e* = 1. Desenvolupem g(z) = e* —1 a l'entorn de z;. Tenim ¢/(z) = e* 2z,
i per tant ¢'(z;) = 2z # 0. El desenvolupament déna doncs

9(z) = g(zr) + g/(zk)(z —zk) =2zk(z —2z) + - -

Per altra part, a entorn de zj tenim z = z; + (z — z), 1 tot plegat

f(2) = [z + (2 — o) P[22 (2 — 21) + -+ ] = 222(2 — 2) + -+~
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la qual cosa mostra que la multiplicitat de zj és efectivament 1.
(b) La funcié sin z s’anulla als punts z; = k7, k € Z, i el factor 22 — 72 = (z —7) (2 +7)
s’anulla z4+; = 7. Considerem doncs diferents k € Z.

3 2
. L z ) sin z z .
(i) =O.Ten1msmz=z—§+~--1pertant—=1—§+~-.Ambalxo
! z !
: 2
2 _ 2)SMm2 o TV2 ...
(2% — ) — = 7r+(1—|—3!)z+

i per tant zp = 0 no és de fet un zero de la funcié donada.
(ii) k = £1. Suposem k = 1; el cas k = —1 es fa analogament. Tenim, fent Taylor a
I’entorn de z; =,

. 1
sinz = —(z —7) + g(z—w)?’—i---- = (z —m)h(z),

amb h holomorfa i h(m) # 0. Per tant

(Z — Z)h('z> _ (Z o 71_)2 (Z + Z)h(z) )

f(z) = (z =m)(z + )

El segon factor en aquest producte és una funcié holomorfa no nul-la 'entorn de x, i per
tant z; = 7 és un zero de multiplicitat 2.
(iii) zx = km, k # 0,%1. Desenvolupant per Taylor a l’entorn de zj tenim, com al cas
anterior,
(_1)k+1
3!
amb h holomorfa i h(km) # 0. Aleshores

sinz = (—1)(z — kn) + (z—kn)® + - = (2 — kn)h(2),

22 —772 zZ
£(2) = (2 — km)E = TE)

z

i el segon factor en aquest producte és una funcié holomorfa i no nul-la un entorn de
z1 = kmw. Per tant, z; és un zero de multiplicitat 1.

(c¢) En primer lloc mirem a quina determinacié de I'argument arg(z) correspon l’arrel
donada. Essent el semieix de discontinuitats (—oo, 0] tenim

arg(z) = Arg (z) + 27k, ke Z,
on Arg(z) denota I'argument principal (amb angle a (—m,7)). Aleshores

V1= e%(ln|1|+iArg(1)+2i7rk) — ¢imh

Ens diuen que v/1 = —1, d’on deduim que k& = 1 (o qualsevol altre k senar que vulguem;
hi ha dues arrels, la que que correspon als k parells, i aquesta, que correspon als k senars).
Amb aixo, 'argument triat és tal que

arg(z) € (m, 3m).
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Aleshores )
\/2 _ e%(ln|z\+iarg(z)) _ |Z’€i £

és un nombre complex amb arguments a (7, 37”) En particular, veiem que 4/z no pot ésser

2 (és l'altra arrel que pot valdre 2, pero no aquesta), i per tant la funcié f(z) no té cap
zero.

Solucié de l’exercici [5.10.4

En efecte, suposem que existeix z : 0 € 21 f(z9) # 0. Llavors, per continuitat, existeix
r > 0 complint que f(z) # 0 si z € D(zp,r) < Q. Per hipotesi, f-g = 0 i, per tant,
g =0en D(zp,7). Aplicant el Principi de Prolongacié analitica, com que € és una regio,
es compleix que g = 0 en €.

Com a alternativa, raonem per contradiccié. Si f i g no sén identicament nul-les, els seus
conjunts de zeros Z(f) i Z(g) sén successions de punts aillats i, en particular, conjunts
com a molt numerables. Aleshores Z(fg) = Z(f)u Z(g) també seria numerable, en contra
de la hipotesi.

Solucié de P’exercici [5.10.5

(a) Observem en primer lloc que la funcié h(z) := f(2) és holomorfa a D. Amb la
intencié de veure que % = 0, considerem primer g(z) = f(z). Com que f és holomorfa
tenim % = 0, i per tant g—g = 0. Aleshores

oh 05 09 —
S Y _poo.
0z 0z 0z

Per tant la funcié F(z) = f(z) — f(z) és holomorfa a D. Per a veure que F' = 0 utilitzarem
el principi de prolongacié analitica, és a dir que el conjunt de zeros d’aquesta funcié no
pot tenir punts d’acumulacié a D, llevat que sigui 0. Observem pero que, per hipotesi,

F(an) = f(an) — f(an) =0.

Com que {ay}, s’acumula a 0, deduim que necessariament F' = 0, com voliem.

(b) De l'apartat (a) en tenim que si z € R n D aleshores f(z) € R. Per tant, mirant
la funcié només a la recta real i aplicant el teorema de Rolle tenim que existeixen punts
Bn € (agn+1,a2,) tals que f'(8,) = 0. Com que lim,a, = 0, necessariament també
lim,, 8, = 0. Ara el principi de prolongacié analitica, aplicat a la funcié f’ € H(D),
implica que f' =0, i per tant f és constant.

Solucié de ’exercici [5.10.6

a) Es clar que f(0) = 0 per contuinuitat. Vegem que, de fet, f = 0. Ho farem raonant
per l'absurd, factoritzant el zero de l'origen: sabem que existeix ng i a,, € R\{0} amb

f(z) = 2 2" = apy 2™ + O(|z|™ ).

n=ngo
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Aixi, per z prou petit (podem prendre |z| < |a"00|, amb C' determinat a la segiient linia),

tenim

£ = [002" + Oz *)] > [agg2™] — Clefo 3 2nel e

Combinant-ho amb la hipotesi, obtenim

1 1 |an, |
== (=)= =2 /m)m,

és a dir que

n
n™ > |ane |
=
2n 2
la qual cosa contradiu que
no
lim —— = lim 2mo(ee2n)=n — .
n—0o0 n—o0

b) f(z) = 22/(1 + 2?) i PPA.

Solucié de I’exercici [5.10.7
Tenim f(z) = 22 per a tots els |z| = 1. Pel principi de prolongaci6 analitica, aixo obliga
a que f(z) = 2% a tot el disc (ja que f(z) i 22 coincideixen en un conjunt no numerable i
amb punts d’acumulacié a 'interior de D(0,2)). A més, f(0) = 0.

Solucié de I’exercici [5.11.1

(a) Pel principi del modul maxim, el maxim de f(z) = |cosz| a Q = [0,27] x [0, 27]
s’assoleix a la frontera. Estudiem doncs el comportament d’aquesta funcié als quatre
costats del quadrat donat.
(i) y = 0; = € [0,27]. Aqui tenim f(z) = |cosz|, i el maxim s’assoleix als punt
= 0,7, 27w. En aquests punts el valor de la funcié és 1.
(ii) z = 0,27, y € [0, 27]. Aqui, per la periodicitat de cos z, tenim f(27 +iy) = f(iy) =
eY+eY

2

en aquest segments correspon a f(27i) = f(2m + 27i) =

X

. Aquesta funcié és creixent, i per tant té el maxim a 27. Per tant el valor maxim
> e

) 2 '

(i) y = 2, z € [0,27]. Aqui f(z + 2mi) = et ;r T pmb aixd

1 . .
| cos(z + 27i)|? = 1(6_47T e 4 2 4 ) = —(efT 4 e 4 2c0s(27)).

e

Aixo és maxim quan cos(2x) = 1, és a dir, als punts z = 0,7,27. El valor maxim és
aleshores | cos(2mi)| = 1 (e*™ + e727).

Com que % (™ + e7%™) > 1, el valor maxim és §(e*™ + e~27) i s’assoleix als punts 274,
2m 4+ 2w 1 ™ + 2w,

El cas |sin z| es fa analogament.
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(b) Pel principi del maxim

max |e?| = max |e?| = max "°?.

|z|<1 |z]=1 |z]=1
Com que la funcié exponencial (real) és creixent, és clar que el maxim s’assolira al punt
del cercle on Re z sigui maxim, és a dir, al punt z = 1.

Analogament, si posem z = x + iy, tenim

2 2 2 2 2
max |e* | = max |¢* | = max eR°? :
|z|<1 |z]=1 |z]=1 |z]=1

Aqui és clar que el maxim s’assoleix quan 22 és maxim i y? minim, és a dir, als punts

z = +1.

Solucié de P’exercici [5.11.2

Només pot ser f(z) = 3 per a tot z € D pel principi del modul maxim.

Solucié de l’exercici [5.11.3

La funcio és holomorfa al disc donat ja que és producte d’holomorfes, llavors, pel principi
del modul maxim, el maxim de |f(z)| s’assoleix a la frontera. Com que la funcié f(z) només
és zero quan z = 01 0 no és del disc, la funcié f(z) no s’anulla mai en aquest disc, llavors
la funcié g(z) és holomorfa en ell i el seu modul assoleix el maxim a la frontera. Com que
el maxim de |g| = 1/|f| és el minim de |f| hem acabat.

Solucié de l’exercici [5.11.4

Aplicacié del principi del modul maxim.

Solucié de P’exercici [5.11.5

Suposem que f no té cap zero a D i veurem que necessariament ha de ser constant. En
aquest suposit tenim 1/f € H(D), i pel principi del modul maxim

1 1

1
max|——| = max|—— .
e el
Amb aix0 tenim |f(z)| = ¢ per a tot z € D. Perd per hipotesi (i pel principi del modul
maxim), per a aquests z:

|f(2)| < max|f(2)| = c.

oD

Tot plegat |f(2)| = ¢ per a tot z € D. Com ja vam veure, tota f holomorfa de modul
constant és constant (conseqiiencia de les equacions de Cauchy-Riemann). Per tant f
és constant a D. Pero el principi de prolongacié analitica obliga a que aleshores f sigui
constant a tot  (la component connexa del domini de definicié de f que conté D).
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Solucié de l’exercici [5.11.6

Suposem que f(a) # 0. Aleshores 1/f seria holomorfa ja que no hi hauria cap zero de
f en Q. Per tant, pel principi del modul maxim, al tenir 1/f un extrem a 'interior ha de
ser constant, en contradiccié amb la hipotesi de ’enunciat.

Solucié de P’exercici [5.11.7

Feu servir el Teorema de I’aplicacié oberta

La inclusié {z; |f(z)| < ¢} < {z; | f(2)| < ¢} és conseqiiencia de la continuitat de f.

Per veure la inclusié contraria, suposem que z € C tal que |f(z)| = ¢. Aleshores, com
que f no és constant, el teorema de I'aplicacié oberta diu que f(D(z,1/n)) és un obert.
Com que conté ¢, contindra una bola centrada en ¢ i en particular conté (1 — €)c per un
cert € prou petit, és a dir que existeix z, € D(z,1) tal que

[f(zn)| = (1 =e)le] < |f(2)]-

Per construccié tenim que z, — z, i hem vist que z, € {z; |f(2)| < ¢}. Per tant, z €
{z; |f(2)] < ¢}, tal i com voliem veure.
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Solucié de l’exercici [6.1.1]

Ind (v, 3) ! / e
Y

T omi ) 2 -3

Per definicié,

Com que la primitiva és un logaritme, per poder fer el calcul cal trencar la integral en
trossos cada vegada que z — 3 talli la semirecta dels reals positius, per exemple, en aquest
cas per poder usar alguna determinacié del logaritme log en C\[0,00). Busquem doncs
solucions de

} 2
4e" cos §t —3=z

amb z > 0. En particular, tindrem que 4e’ cos 2t € R amb 4e’ cos 3t > 3. Aix0 passa
quan € = 41 i el cosinus contribueix favorablement, ja que quan cos %t = 0 la segona
condicié no pot océrrer. Vegem primer els valors de t tals que y(t) és un nombre real no
nul:

o t=0:7v(t) =4cos0 =4, Im (v (t)) = Im (4ie’® cos 0 — 4 sin 0) = 4. Creua doncs
del semipla de part imaginaria negativa cap al de part imaginaria positiva.

t=m y(t) = —dcos Z = —4(—=1/2) = 2, Im (7/(t)) = 4€™ cos 37 > 0. Ara també
creua de baix a dalt. Notem que no hi ha cap contradiccid, entremig ha creuat
I’origen perque s’ha anullat el cosinus!

o t=2m y(t) = —dcos T = 4(-1/2) = -2, Im (v/(t)) < 0.

o t=3m y(t) = —4cos T = —4, Im (v/(t)) < 0.

) = —4cos BT = 4(-1/2) = =2, Im (v/(t)) < 0.
) = —4dcos 19T = —4(—1/2) = 2, Im (y/(t)) > 0.
) = —4cos 12T = 4, Im (v/(t)) > 0.

Veiem que en estudiar I'index de = respecte a 3, no cal fer res, ja que la determinacio
del logaritme només falla als extrems d’integracio:

Ind (v, 3) 1/ e —i[log(v(t)—f%)]?r

:% 2—3  2mi

et | i 105 ((0) = 3) = iy log(r(6) )|

o
[1+ (27 + 2mko) — 1 — i(27ko)] = o = 1.
271

2mi

Per calcular els limits laterals, hem usat que la corba creua els dos cops de baix cap a dalt,
i aix0 determina ’argument en els valors propers.

Per calcular I'index al voltant de 1, ara creuarem tres vegades la semirecta [1,0), pero
el primer cami no fa cap volta,ja que roman a la part imaginaria positiva i el darrer cami
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roman a la part real negativa, i cada vegada haurem acumulat un argument de 27, ja que
en tots els casos, el cami creua de la part imaginaria negativa cap a la positiva. Aixi

td (1) = 5 [ 255 = 5 (log(y(®) — ) + [log(r (1) — DI + [logr2) - DIEE)

:271'2' 2—1:2m'
= L (2] + [i2k] + [i2k7]) = O — 3
2w 4 4 W= T
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Solucié de l’exercici

= F R P (11> :<—14>3<14+<1—4> -

1 1 1 1 1, n(z—4)"
(z—4)3 <1_41+(z—4)/4> T (z—4)p (1_42(_1) 4n >:

1 1 1 1 1

o (2 —4)n3
(2—4)3+16(z—4)2_674ﬁ+2(_1) ! 4”+)1 '

> w

Nota: amb Sage podem fer servir taylor.
b) Esta centrada al zero,

Solucié de l’exercici [7.1.2]

a) Si fem servir la identitat 2cosasinb = sin(a + b) — sin(a — b) podem escriure

sin z cos 3z = 3(sin(4z) — sin(2z)) llavors

) 1 0 - 4z 2n—1 0 - 2 2n—1
sin z cos 3z = 3 (Z(—l) 1((271)— ol — Z(—l) 17( ) ) =

—1)!
n=1 n=1 (21’L 1)
_ 1 (71)71 142n71 o 22n71 on1
2 & (2n—1)!
Llavors
1 43 _ 23 42n—1 22n—1
— 2 o _1 n—1 2n—1 _
/() 2z4(2 RPN (2n — 1)
n=3

b) La integral és 2mi(—14/3).

Solucié de I’exercici [7.1.3
a) {zeC:0< |z| <1}, el centre és z =0

1 1 1 1

—= =——(lt+z4+22+ - )=--—-1—z-2"—

z1l—=z2 z z
b) {zeC:0 < |z—1| <1}, el centre és z =1
1 1 1 1

= 1—(z—1 12— (=134 ) = —1)Fz—1)"
= (G R D) = ek D (1) )

218



9 Solucions

c) {z € C:|z| > 1}, sigui w = 1/z, desenvolupem al voltant de w = 0 (z amb centre a
)
1 w? 5 111
2(z—1) 1—-w w(Zw) 22 23 A4
n=0

d) {zeC:|z—1] > 1}. Aqui posem z —1 =1/w i

1w 1 1 1

2(z—1) 14+w (2—1)2 (z—l)3+(z—1)4_.”

Solucié de P’exercici [T.1.4]

Pri . 1 1 1 n 1 1 Teni
rimer veiem que ———— = —— - . Tenim casos
D3 2:-1 2--3
e Sifz| <1, 7=—Zz
n=0
1 1 1 1
e Si|z| >1, = = - —.
z—1 2z(1-1/z) 25"
1 1 1 1 z"
e Si|z| <3, = =) =
-3 31—2/3 3n>03"
1 1 1 3"
e SiSi|z| >3, = = —.
z=3 2(1-3/2) =24
Combinem aquestes expressions i obtenim

a) Si|z| <1

__ Iyl Iy
(z—1)(z—3) 2420 643"
) Si|z| >3
1 _12—1+3”—1
(z—=1)(2—3) 2 2"

Solucié de I’exercici [7.1.5]
a) La singularitat es dona quan z = 0, fem el canvi z = 1/w, llavors

1 —1)" 1
f(z) = f(1jw) = ECOS (w/3) = w2 Z 32”271' = 2%+ Z 3§n(2)n) | 52(n—1)"

n=0
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b) Veiem que les singularitats es donen quan e = 1. Aixd passa si ™% = 1 que equival
ax =0, y =2kw. Com que el terme no nul més proper al zero i que anulla el denominador
és +2mi tenim que R = 27 i la serie de Laurent la tenim per 0 < |z| < 2.

1 1 1 1
& —1 242220+ 233+ z21+2/2+22/3+---

1
:;(1—(z/2+z2/3!+-~)+(z/2+z2/3!+---)2—(z/2+z2/3!+-~)3+m) =

Nota: els coeficients (multiplicats per n!) de la seérie de z/(e* — 1) sén els famosos nombres
de Bernoulli, molt importants en teoria de nombres.

Solucié de P’exercici [7.1.6]

Estudiem la part regular i la part singular.
e Regular. 1+ 2/2+ 2%/2% + 2%/2% + ..
e Singular 1/2z + 1/2%2% +1/2323 + ...
Fem servir el criteri del quocient per trobar el radi de convergencia:

e Per la part regular volem que z sigui tal que lim |c,11/¢,| < 1. Tenim

n+1 2n+1
eort| |/ o<1,
Cn (zm/2m)
Hi ha convergencia si |z| < 2.
e Per la part singular fem el mateix
1 2n+1 n+1
Cort | _ | W2"2) oy < 1,
Cn (1/2n2m)

Hi ha convergencia si |z| > 1/2.

L’anell de convergencia és R = {ze C:1/2 < |z]| < 2}.

Solucié de P’exercici [7.2.1]

a) Per exemple

S NP VA V/E)
f(Z)_(z—l—i)2+e +e .
b) Per exemple
22 + 22 1

+ el/(z0),

9(z) = sin(z) + (z—1)6
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Solucié de I’exercici [7.2.2]
Per hipotesi f(z) = an(z — 20)" + -+ 1 g(2) = em(z —20)™ + -+ amb ayp, by, + 0.
Aleshores

A(z) = M(do di(z—z0) o)

an(z — 29)"

em(z — 2z0)™

h(z) =
amb A(z) holomorfa a zp amb A(z9) = dp + 0. D’aqui es dedueix a) b) i c).)

Solucié de ’exercici [7.2.3]

(a) L'tnica possible singularitat és a z = 0, ja que la funcié cos z és entera. Utilitzem

,w2n U}2
la serie del cosinus: cosw = =1—— +--- Prenent w = 1/z obtenim
n=0 (2n)' 2
1 1 1 1
f(2)=2) —— = T
;0 (2n)! 22n n;o (2n)! z2n+1

Per tant, el punt z = 0 és una singularitat essencial.

(b) Tenim una funcié racional, i per tant les Uniques singularitats sén els zeros del

denominador: z =01z = 1.
1+ 22

(-1

z = 0. La funcié g(z) := és holomorfa a un entorn de 0 i té g(0) = —1 # 0.

Per tant, tenim

i deduim que f té un pol de multiplicitat 3 a z = 0. Trobem la part singular del desenvo-
lupament a partir del desnvolupament de g a I’entorn de 0: si g(z) = ag + a1z + agz? + - -
aleshores

1 2
f(z) = —lao + a1z + fo]l==t+ S+ =+
(2) 23[a0 a1z + azz ] ;

Cal doncs trobar ag = ¢(0), a1 = ¢'(0) i ag = ¢”(0)/2. Utilitzant ’expressi6 de g i derivant,
veiem que aquests valors sén a, = 1, a1 = 2 i as = 4, de manera que la part singular de la

serie de Laurent al pol z = 0 és
1 2 4

23 22 oz
2

z = 1. Procedim com al cas z = 0. La funcié h(z) := 32 és holomorfa a '’entorn de
z

1, amb valor h(1) = 2. Tenim doncs que z = 1 és un pol de multiplicitat 2:

1
f(z) = Go1)2 h(z),

i la part singular de la serie de Laurent a aquest punt sortira de mirar el desenvolupament
de h a I'entorn del punt 1. Derivant h i avaluant al punt —1 tenim

hz)=2—4(z—1)+---,
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i per tant la part singular de la série de Laurent a aquest punt és

2 4

(z—1)2 2z—-1"

(c) La funcié 1 — e* és entera; per tant les singularitats de f es troben només alla on
e* —1 =0, és a dir, als punts 2z = 2wik, k € Z.

Mirem quin tipus de singularitat tenim a cada punt zi.Desenvolupant e® al punt z
tenim

Zk 1
e” = e* +ez’“(z—zk)+%(z—zk)2+--- = 1+1(z—zk)—|—§(z—zk)2+---
i per tant
1
e —l=(-z)[l+50E-2)+]=(-2)g0)
amb ¢ holomorfa a ’entorn de zj i amb g(z;) =1 # 0. Amb aix0 veiem que

1 1
(z — 2)% g%(2)

i 1/g% és una funcié holomorfa a I’entorn del punt z;, amb 1/¢%(z;) = 1 # 0.
Per tant z; és un pol de multiplicitat 2. La part singular la trobem mirant el desenvo-
lupament a I’entorn de zj de la funcié h = 1/¢%. Tenim h(z;) = 1. Derivant,

f(z) =

B (o) = —— 59/ = =1,

g3 (2

ja que, pel que veiem al desenvolupament de g, tenim g(z;) = 11 ¢'(2;) = 1/2.
Per tant

1
= —|[|1— — 4+,
R e 1L CEEAR D
i la part singular de la serie de Laurent a aquests punts és
1 1

(Z—Zk)g Z — Zk '

Solucié de ’exercici [7.2.4]

Determinem el tipus de singularitat mirant el comportament de f al voltant del punt a.
La primera condicié diu que lim Re f(z,) = —o0, i per tant la singularitat no és evitable.
n—0oo

Per altra part, els punts z, + 1/n tendeixen a a, i en aquest punts la funcié té un modul
proper a 1; aixo exclou que a pugui ser un pol. Si ho fos tindriem lim |f(z)| = 40, i per
zZ—a

tant, per a tot M > 0 existiria € > 0 tal que

|f(2)] = M, peratotzamb 0<|z—a|<e.
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Aixo donaria, per a n prou avancat,

1
n - >M7
Fn+ )l

en contra de la hipotesi.
Per tant, a és una singularitat essencial.

Solucié de I’exercici [7.2.5]

a) tan(1/z) = sin(1/z)/cos(1/z), tenim singularitat a z = 0, les altres singularitats sén
quan cos(1/z) = 0, és a dir, quan 1/z = 7/2+nm, llavors les tenim quan z = 1/(7/24+nm) =:
zpn). AixU és una successié de singularitats que tendeixen a 0. Llavors la singularitat z = 0
no és aillada. Els pols a z, sén simples. En efecte

im (Z — ZTL) Sln(l/z) - (—=1)" lim (Z — Z'fl) —(=1)" lim § _ 22
Zl_’Zn cos(1/z) (=1) zl—wn cos(1/z) (=1) z1—>zn sin(1/z) nt0
isin>1
lim (z — zp)"sin(1/z) — (<1)" Tim (z — zp)" — (=1)" lim 22n(z — z,)" 1 _0
z—2zn cos(1/z) z—zn cos(1/z) 2=z, sin(1/z)

i els pols sén simples als z,. La singularitat a z = 0 és essencial. Si no fos essencial hi ha
un enter k > 0 tal que f(z) = b/2F +bgp_1/2¥"1+--- amb by # 0, llavors g(z) = 2K f(2) =
by + by_12 + - -- és holomorfa i no nula en un cert disc |z| < r. Llavors f(z) = g(2)/z" és
holomorfa a 0 < |z| < r i contradiu que 0 sigui punt d’acumulacié de punts singulars.

b) Volem veure si b, = 0 per a qualsevol n. Recordem que

1
2w

b, §£C,. f(w)w" dw.

Pero

f(w)w“dw‘ < 1@l
Cr

T

27
< 75 Jw|~%|w" Y |dw| = / [re |7 re® " d(re')| = 2mrm
0

T

que tendeix a zerosir — 0jaquen >1i0 < « < 1. Llavors b, = 0.

Solucié de ’exercici [7.3.1]

a) Si f te pol simple a zy llavors la part by/(z — z9) de la seva série de Laurent és no
nulla, llavors by + 01 by = Res(f, z9) & 0. b) Si que pot passar, per exemple f(z) = 1/22
té residu 0 a z = 0.

223



9 Solucions

Solucié de l’exercici [7.3.2]

a) Falsa, exemple f(z2) = 1/z,¢9(z) = —1/z.
b) Falsa, exemple f(z) = 1/z = g(2).
c) Per ser la singularitat de f essencial resulta

b
f(z) = 2 z% + Part regular

n=1

amb infinits b, no nuls. I per ser la de g d’ordre finit k

k
Z —Z + Part regular.

Llavors

" + Partregular

k
(f +9)(2) % Z

i f + g te singularitat essencial a 0.
d) L’enunciat diu que f(z) = h(z)/z™ amb h holomorfa tal que h(z) + 0. Llavors

F(2%) = h(z%)/2*"
i Pordre del pol de f(22) a 0 és 2m.

Solucié de P’exercici [7.3.3]

Si f té zero d’ordre m a zp resulta que existeix h amb f(z) = (z — 2z9)™h(z) amb
h(zp) # 0 i holomorfa. Llavors

P _mie— )" ) 1 (- )W) m ()
f(2) (2 — 20)™h(2) z—20 h(z)

Com que h(zp) £ 0 el quocient h'/h és analitic a zp i Res(f'/f,z0) =

Solucié de P’exercici [7.3.4]

a) Per tenir zero simple a zg resulta g(z) = >} - an(z — 20)" amb a; # 0. Llavors

1 1 1/ay a

1 B e X G ) BT T A A

a2 (z—20) 4+ .. )% +...)

iel pol de 1/g(z) a 2 és simple.

b) El residu és 1/ay i a1 = ¢'(20).

c) Mirem els zeros de sinz, sén a z = nw per n € Z. Llavors, per I'apartat anterior
Res(1/sinz,nm) = 1/ cos(nm) = (—1)".

224



9 Solucions

Solucié de l’exercici [7.3.5]

a) La funcié f te singularitats a z = 0,—1. Quan z = —1 la singularitat és evitable
ja que lim,_,_; f(2) = 3 % oo, llavors Res(f,—1) = 0. Com que f té un pol d’ordre 2 a
l'origen, Res(f,0) = ¢'(0), amb g(z) = 22f(2). Derivem

3 /
' 22 +1
9(2)=< > =-1
z+1 220

i Res(f,0) = —1.
b) Els pols sén a z = 2mni. Estudiem lim, ,o.i(2 — 27ni)g(2). Resulta
: . 0 . 1
z—1>12r£rlm(z B 27Tnl)g(2) B 6 B z—lggrlnz 6? =1

on hem fet servir la regla de 'Hopital. Llavors Res(g(z),2mni) = 1.
c) El pol és a z = 0. Tenim

cos(1 —1/z) = cos(1) cos(1/z) + sin(1) sin(1/z) =
= cos(1)(1 —1/(22%) 4+ ---) +sin(1)(1/z = 1/(323) + ---) = -+ + sin(1) /2 + - - -

i el residu que voliem calcular és sin(1).

Solucié de l’exercici [7.3.6]

L’interior de la corba d’integracié conté els pols simples z = 1,2,3,4,5. Calculem els
residus en aquests punts fent servir que per un pol simple Res(f, zo) = lim,_,.,(z—20) f(2).
Llavors

1

1 -1
Res(f, 1) = Ea RES(f, 2) = Tgv m;

i la integral val mi/360.

Res(f,3) = %, Res(f,4) = —

1
%7 Res(f, 5) =

Solucié de P’exercici [7.3.7]

a) Te pols simples a z = +2, calculem els residus i valen els dos sin(2)/4, aplicant la
formula del residus veiem que la integral és misin(2).

b) Els pols sé6n simples i sén les arrels ciibiques de 'unitat diferents de 1, és a dir
wy = 23§ Wy = e 2m/3 Els residus sén +1/(w1 — wg) respectivament. Llavors la
integral és 0.

c) Els pols a Uinterior de la corba |z| = 3 sén z = 21 z = 0. El primer és un pol simple
amb residu €% (2 — 5i)/116. A z = 0 tenim un pol d’ordre 2 llavors per calcular el residu
hem d’anar més en compte.

ReS(f,O) _ (Z2f(z))/z=0 e 131—0(5)2

Finalment tenim que la integral és

. e*(2—5i) 12 -5i
" 58 50 )
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Nota: Amb Sage podem fer f.maxima methods() .residue(z,a)

Solucié de ’exercici [7.3.8]

Segons el teorema dels residus

/6D(0,7) f(z) dz = 27Tiza:Res(f, a) ,

o a recorre els pols de f dins el disc D(0, 7).
Els pols de f sén els punts on 1+4sin z = 0, és a dir, els punts de la forma z = —7/2+4 27k,
k € Z. D’aquesta familia, nomes a1 = —7/2 i ag = 37/2 sén dins els disc D(0, 7). Per tant

/ f(2) dz = 2mi (Res(f,a1) + Res(f, az2)) .
oD(0,7)

Per trobar els valors d’aquests residus mirem quin és el desenvolupament de Laurent a
cadascun dels punts.
Punt ay. Desenvolupant la funcio sin z a ’entorn d’aquest punt tenim

1
sin z = —1+§(Z—a1)2—a(z—al)4+... ,
i per tant
1 1
1+sinz = i(z —a1)? — E(Z —a))t - = (z—a1)?h(2)

on h(z) és holomorfa a l’entorn de a; i a més h(a;) = 1/2, h'(a;) = 0.
Amb aix0 tenim, a I'entorn de aq:

1 1+ 2

S P TS

Aquest segon factor és holomorf a I’entorn de ai, de manera que té un desenvolupament

en série de la forma

14z
h(z)

F(z): 2

=bo+bi(z—ai)+ba(z—ar) +---

Aixi doncs, localment a ’entorn de ag

bo b1
= b
f(Z) (z—a1)2+z—a1+ 2 +

i per tant Res(f,a1) = by = F’'(ay). Derivant tenim

h(z) — (14 2)h(2)
(h(2))? ’

F'(2) =

i avaluant a a;
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Punt ag. Procedint de manera analoga es veu que Res(f,a;) = 2.
Tot plegat

/ F(2) dz = 27i(2 4+ 2) — 8mi .
2D(0,7)

Solucié de I’exercici [7.3.9]
La circumferéncia de centre it que passa per +2 té radi ry = |it — 2| = v/4 + ¢2.

Els pols de f s6n zp = 01 21 = t, i els residus respectius

e™ 41 2
Res(f,0) = 0—1 s
it 1
Res(f, 1) = & t* .

Observem que zp = 0 sempre és dins el disc D(it,r;):
0—it| =t <7 = /4 + 2.
Per altra part zq € D(it,r;) si i només si
It —it| = tv/2 <1y = /A + 12,

és a dir, si i només si t > 2
Separem per tant dos casos:
(i) t < 2. Aqui

it 1 2mi .
)= e -,

ft) = 27Ti[Res(f, 0) + Res(f,t)] = 27ri[—% +
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(ii) t > 2. Ara ‘
F(t) = 27i Res(f,0) —?.

Solucié de ’exercici [7.4.1]

La funcié f que integrem té dos singularitats aillades, a z = 0,1. Llavors la integral és
2mi(Res(f,0) + Res(f,1)) = —2mi Res(f, ). Fem el canvi z = 1/w llavors

1 5(1/w)—1 5—w

w? (L/w)((L/w) =1)  w(l —w)

Res(f,0) = — Res (w?l__l"w)o) - s,

La integral és llavors igual a 10ms.

Solucié de I’exercici [7.4.2]
Sabem que I = —27i Res(f, o) = 27mi Res(f(1/w)/w?,0). Tenim

if 1y aw? — 1
w2’ \w/)  (a?w?+ Dw’
Llavors Res(f(1/w)/w?,0) = =11 I = —2mi.

Solucié de ’exercici [T.4.1]
1 1 1 . 1
Ef <w> = @e“’ sin(w) ~ -

i el residu a l'infinit és —1. Llavors la integral és 27i.

Solucié de l’exercici
(a) La funci6 f(z) és racional i té com a tiniques singularitats les arrels del denominador.
Factoritzant 22 + 9 = (2 + 3i)(2 — 3i) i 22 + 4 = (2 + 2i)(z — 2i) veiem que aquestes s6n
z = =13i, z = +24.

(b) Tenim
22 1
1) = G e s 20ie—aiE - o2 )
on z2 Z2

M) = G s 2 (P10 + 5
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és holomorfa a un entorn de z = 2i i amb h(2i) # 0. Desenvolupant en serie aquesta funcié

a 'entorn d’aquest punt tindrem doncs

h"(2i)
2

h(z) = h(2i) + I/ (26)(z — 2i) + (2 —2i)% +---,

i per tant
h(2i) R'(2i)  Rh"(2i)
A P PR T
Aleshores, la part principal del desenvolupament de Laurent de f al voltant de z = 2i sera
h(2i) n'(2i)
(z—20)2  2-—2i

Directament de la definicié de h tenim que

4i? 1
h(2)) = ————— = —.
@) = G o@ye ~ w
Derivant tenim també
2z 22 z
h(z) = 1— —
(2) (22+9)(z+2i)2[ o R
d’on veiem que
4 4 2 13
h/ 2 ) = 1 _— ] = .
@) =3 (4@)2[ 5~ 3 = 2000
Tot plegat, la part principal buscada és
1 13i
Pgi(Z) — 20 200

(z—2i)2 2—21

(c) La funcié f(z) és acotada a [0, 400), i per tant només cal estudiar-ne la convergencia

a 00. Pel criteri de comparacié per pas al limit veiem que la integral demanada té el mateix

“d
N 11 7 . 7
caracter que / —1» ¢s a dir, és convergent:
x

lim f(x) i z®

= =1
z—o0 1 /24 550 (22 +9) (22 + 4)2

Per calcular la integral utilitzarem el teorema dels residus a la funcié f(z) i el cami
tancat v = 71 + 72, on Y1(z) = x, z € [~ R, R] és el segment [~R, R] < R i 72(t) = Re®,
t € [0, 7] és la semicircumferéncia que va de R a —R passant pel semipla superior.

y2(t) = Re
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Les singularitats de f tancades per 7, si R és prou gran, sén z = 2¢,3i, i per tant, pel
teorema, dels residus,

/f(z) dz = 2mi(Res(f, 2i) + Res(f, 31)).

Llf(z)dZ=[Zf(x)dw

/ f(z)dz = /7r f(Re™)iRedt.
72 0

Tenim

Com que

it
max lim |f(F2e”)]

AT I <,
te[0,2r] R>0  1/R*

veiem que la integral a v, tendeix a 0 quan R — oo:

R4

™ A 4 Q , 1
/ f(Re™) iRetht‘ < / |f(Re™)|Rdt < OTR—+
0 0
Tornant a la igualtat de dalt i passant al limit quan R — oo tenim doncs
0
/ f(z) dz = 2mi(Res(f, 2i) + Res(f, 31)).
—00

A Papartat (b) hem vist que

. 13
Res(f,2i) = 2005°

De manera analoga, factoritzant el denominador de f com hem fet anteriorment, veiem
que
: (3i)2 3
R 3i) = =——.
U3 = GGz s 92~ 500

Per tant,
13 3 us

o0
/wﬂx) de = 218(3a05- ~ 557) = Top-

Com que la funcié f és parell,

| rwar=z [ j@as,

/0 fz)dz = 200"

i per tant, finalment
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Solucié de l’exercici [7.5.2]

Considerem la funcié f(z) = % que és holomorfa a tot C excepte en les arrels quartes
de —1, que sén pols simples de f. Aquestes singularitats son

ap = GHk3) g =0,1,2,3.

Si R > 1, sigui v = 1 + g el semicercle

Com que només ag i a; es troben a 'interior del semicercle, pel teorema dels residus, tenim
/f(z)dz = 2mi(Res (f,a0) + Res (f,a1)).
¥

Calculem aquests residus. Com que sén pols simples,

- 1
o) = iy == 2 = L

De manera semblant, tenim

Res (f.a1) = lim (2 = an) () =
Aleshores
Res (f,a0) + Res(f,a1) = i (e7'a + e_lgl) = —i\ff.
Per tant

[{f(z)dz =

Per altra banda, posant I = va f, tenim

Vs R 1172
— dz = d Ig.
NG /Vf(z)z /_Rl+w4 v

Si veiem que Ir — 0 quan R — oo, llavors fent R — o0 en la identitat anterior, obtindrem
el resultat desitjat (donat que és una integral impropia convergent)

+00 $2 T
[7 e
e 14z V2
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Tenim

i R262it . "
IR = /0 W 1Re"dt.

Per tant

4 dt TR3
In| < R? _ < 0.
Izl /0 1+ Rte2t S RI—1

Solucié de ’exercici [7.5.3]

Considerem la funci6 f(z) = T125, i integrem aquesta funcié en el recinte v amb n = 5.
Obtenim
s s 2 ) us)
/f(z)dz =2miRes (f,e'5) =2mi lim (2 —€'5)f(2) = %26_47.
Y z—e's

Posant v = Re' per t € [0, %’r], tenim

/yf(z)dz = o f(z)dz + [m f(z)dz — /[07R€2gi] f(z)dz.

Tenim R
d
(2)dz = / LN quan R — o0.
[0,R] 0 1+ $5

27

Ara, el segment [0, Re%] ve parametritzat per o(t) = te’s per t € [0, R]. Llavors

1 2mi 2mi R at 2mi

R
.f(z)dz=/ —————es dt=¢>5 —— —es I quan R — .
/[O,Re25m] 0 1+ (te3)s o 1+t

Si veiem que

lim/ f(z)dz =0,
R=0 Jyp

llavors obtindrem )
2mi _ ami 2mi

—e 5 =(1—e5 ).

5
Per tant i
/°° de 2mi _ 2mies ow
o 14+2° 5% (1-e%) 5% —1) OSsin(a/5)

Finalment, com que
2w .
5 iRedt
(2)dz = 5 obit
YR 0 1 + R e

m R
5 RS—1

tenim

0 quan R — oo.

/WR F(2)dz
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Solucié de l’exercici [7.5.4]

Aplicant el criteri de comparacié per pas al limit amb la funcié 1/22~¢ veiem que aquesta
integral impropia és convergent.
. ., a alog z
Considerem la funcié f(z) = %5 = 61_"_752’
argz € (0,27). Donats €, R > 0 considerem també la corba v = 71 + 72 — 73 — W%
diferenciable a trossos i tancada formada pels trossos:

on el logaritme és I'associat a ’argument

e Yi(x) =z + i€, amb z € [0, R].

e 12(0) = Re?, amb 0 € [§,21 — 5], on § és Pargument del punt z = = + e (§ =
arctan(R/e).

e v3(x) = & —ie, amb z € [0, R].
o v4(0) = e, amb 6 € [1/2,37/2] .

Com que la funcié f té els dos pols a; = i, as = —¢ dins la regié tancada per v, el
teorema dels residus déna:

R ealog(z+ie) p 2m—6 ealog(Rew) - zede R ealog(m—ie) p
/0 1+ (z + ie)2 x+/5 1+ (Reiy2 "¢ _/0 1+ (z—de2™"
iG)

3 alog(ee )
— / ’ W’iﬁezede = 27TZ[ReS(f, Z) + Res(f, —Z)]

us

e log z

Essent f(z) = GonGen Velem que
ealogi eaiﬂ'/2
Res(f,i) = —— = -
(£,4) 1+ 1 23
ealog(—i) eai37r/2

Res(f, —i) = - = —

—1—1 —21

de manera que | |
2ri(Res(f, 1) + Res(f, —i)) = m(e™™/2 — @37/2)

Per altra part és clar que les integrals dels trossos s i 4 tendeixen a 0 quan ¢ — 0 i
R — +00, ja que passant els moduls a dins de la integral tenim:

2r—6 _alog(Re™) ) 2r LalogR 2rRita
/ CiRedl| < / S Rdf =
5 1+ (R6Z9)2 0

ie)

37 _alog(ee
2 e o
/ 726610d9

32 aloge a
2 e TE
. < ——edf) = ——
= 14 (eet?)?2 \/

x 1—¢€2 1—€2°

Pel que fa al tros corresponent a -3 tenim

R ealog(xfie) o9 ea(loga:+'i27r) ) ©  La
lim lim [~ dz — / —dy = rin / s da .
R-we=0 Jo 1+ (z — ie) 0 1+ 0o l+z
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Tot plegat tenim doncs

omiay [ 2" air/2 ai3m/2
(1—6 ) ﬁdfﬁzﬂ'(e — € )7
0 Xz

d’on deduim que

©  La eai7r/2 _ eai37r/2
de =m———— .
/0 1+ 22 1 — e?mia

Podem comprovar que aquest és un nombre real positiu efectuant la divisio:

eaiﬂ'/Q _ eai37r/2 (eaifr/Z _ eai371'/2>(1 _ 6727ria> eaiﬂ/Q + efaiﬂ/Q eai37r/2 + efai371'/2

1 —e2mia 2 2 2
= cos(am/2) — cos(3am/2) .

Solucié de I’exercici [7.5.5]
Considerem la funcié
dl
Vz (14 22)
amb log z = In |z| +iarg z, amb arg z € (0, 27). Llavors aquesta branca de 4/z és holomorfa

a C\[0,+0). En aquest cas, prenem R > 1 prou gran, i 0 < & < 1/2 prou petit, i integrem
f en el recinte “comecocos”’y de la figura

f(z) = Vz = e 152,
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Tenim v =1 + 2 — 73 — 74, amb

m(z) = x +ig; x € [0, R*];
Yo(t) = Re'; te[e¥,2m —e¥]
v3(z) = x — ig; x € [0, R*];
u =ce  tels, 2]

amb R* — o0 quan R — o0, i també ¢* — 0 quan ¢ — 0.

Les singularitats de f a linterior del recinte v s6n z = ¢ i z = —i, que sén pols de f
d’ordre 1. Pel teorema dels residus, tenim

[ ey = o (Res 50+ Rest-0)

Com que z = 7 és un pol d’ordre 1, tenim

, . , . 1 1
Res (/) = lim(= —i)/(2) = lim = =~

amb
A 1 1 s
Vi = ez 187 = 7

De manera semblant, tenim

amb
Vi = 3 log(=1) _ gzarg(—i) _ 7

Llavors

]. ]. 1 ]. - T s

Res (f,i) + Res (f, —i) = Z<W - \/7_7) = Z(e*lz — e*ST)
1 . x 2
=5 T2 (et —e'h) = e "2 sin(n/4) = —i \g

Per tant,

Per altra banda, tenim
/f(z)dz = / f(z)dz+ Ir — / f(z)dz — I,
Y 7 73

amb « .
ome iRe™ dt

-« VRe'(L+ R

IR=/72f(Z)dZ=
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3

Fl icett dt

- L &= | e s ez

2

Tenim

R /2” iy VR
VR Jo 1+ R2e%t =T R2-1

—0

[IR| <

quan R — co. També

Ve 0

3
|IE|<5/2 dt — < — quan € — 0.
Ve Sz |1+ e2e?| 1—¢?

Per tant,

lim ( s (z)dz—/% f(z)dz) = V2.

R—00;e—0

Ara, tenim

R* dx © dx
/Mf(z)dzz 0 \/m(lJr(a:Jris)?)—)/o NN

quan R — o0 ie — 0, ja que, per z > 0, tenim que arg(z + ic) — 0 quan € — 0, i per tant

. 1 ; 1 e+ ; 1
/T + ic = e3 log(z+ie) _ eZ(ln\x+25|+zarg(m+zs)) ez Inz _ \/E quan € — 0.

També, com que per z > 0, tenim que arg(x — i) — 27 quan € — 0, tenim
1 . 1 . . . 1 . .
/.%' e = ealog(x—zs) _ ei(ln|x—z€\+zarg(w—za)) s e3 (In x+27i) _ \/Eem _ _\/5
Per tant

[ - [ =t~ wi

quan € — 0 i R — o0. Tot plegat, tenim

. o dz
R_)l@lgg_}()( s f(z)dz — Lg f(z)dz) = 2/0 NAETE)

d’on obtenim
/OO dx _ V2
0 vV (l+x?) 2
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Solucié de l’exercici [7.5.6]

2
Posem f(z) = (llofj% ,onlogz=In|z| + iarg z amb arg z € (0, 27), i integrem la funcié
f en la regié “comecocos”del cas anterior.
Pel teorema dels residus, tenim

LW = 27 (Res (f,i) + Res (f, —Z))

Com que z = i és un pol d’ordre 1, tenim

Res (f,i) = lim(z —4) f(z) = lim (log 2)? _ (logi)?

z—1 z—1 (Z + Z) 2

amb log i = i5. De manera semblant, tenim

Res (f,—i) = lim (z +i)f(2) = lim (log 2)* _ _(1Og —i)?

z——1 z——1 (Z — 7,) 21 ’
amb log —i = 3™%. Llavors
1/—72 9x2 2
R ) ) R 7_‘ = 7.(7 ) - T
es(f,i) + Res(f,—1) g + 5 p
i per tant,

1 2d
=
5 (T+2%)
Es compleix que si z € 7f, 2 = = + ic, amb el que logz — logxz sie — 01si z € 77,

z =x —ie, amb el que log z — logx + 27t si e — 0.
A més,

2m—e* (log(Re“))z dt
Ip = dz = —_—
: Y2 ()= /e* (1+ R2e2)

Per tant, tenim

2T R(|In R + it|)%dt <o BN R+ 2mr)?

[r| < . 11+ RZe2it| TRz _1 — 0
quan R — oo.
Per altra banda,
% e(|lne +it))2dt _ e(|lne| + 2m)?
| 1| </7, T3 cZel] < 2 —0 quan € — 0.

Per tant

3_ 1 (logz)? ,_ [* 1 2 2 _ (1 2 ;
27 —Rﬁléorg_)o/y 12 dz-/o m(ln z — (Inz + 27i)*) do = ; m(llﬂ In x—4mi)dz.
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Prenent part imaginaria, deduim que
“ Inzx
[
0 1+

Solucié de ’exercici [7.5.7]
(a) 1; (b) 1/6

Solucié de P’exercici [7.5.8]
Sia=0,1=2mi;sila|>1,1=2mi(1—eY);si0<|a] <1, I=2mi.

Solucié de P’exercici [7.5.9]

T gin?t
—dt
o ©+4cost

Utilitzem que

) ezt _ e—zt ezt + e—zt
Slntzi,7 cost = ——
21 2

Parametritzant la circumferéncia unitat de la manera habitual, z = €%, t € [0, 2], tenim

[T S
o O+4cost 0 b+ 2(ett +1/ett) z]=1 5+ 2(2 + 1/2) iz

1 (22 —-1)%dz 1 (22 —1)%dz
4i Jl o1 2252 +2224+2)  8i Jio; 222 +1/2) (2 +2)

Diem f(z) = % Aquesta funcié té dues singularitats dins el disc unitat (0 i

—1/2); per tant, pel teorema dels Residus,

T sin?t¢ T
—dt = ——|R 0) + R —1/2
| 5y de = =S IRes(£.0) + Res(.~1/2)

Escrivint
1 (22-1)?

z+1/22%(2 +2)

f(z) =

veiem que
((=1/2)> - 1)? 3
Rest, =12 = Cimyciar ) 2

Per altra part, escrivint

! _ -1y
1) =29, 9G) = 23509
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veiem que
Res(f,0) = ¢'(0).

Derivant g tenim

4z(2% = 1) (22 —1)2 (22 —1)2

A EF Y ) Rl E VI E R PR 1 [ el

i avaluant a 0,

1 5
0)=0-2—-=—2,
g'(0) 5 5

Tornant a I’expressié de dalt, obtenim finalment

™ gin?t w3 5 T
LI S
o OD+4cost 42 2 4

® sin2 x
5 dx
0 X

Solucié: /2
/27r cos(nt) it
o 2+ cost
Observem que Re(e™) = cos(nt) i per tant serd suficient calcular
2m int
e
JaE
o 2-+cost

t

Expressant cost = 1/2(e® + =) i parametritzant la vora del disc unitat amb ¢ = e,
t € [0, 27] tenim

21 int 2w int n
e 1 e ; 2 ¢
/0 2+ cost z/o (2 + e eit e i Jicl=1 (4+ ¢+ 1/0)¢ ‘

Factoritzant ¢* + 4¢ + 1 = (( + 2 — v/3)( + 2 + v/3) obtenim finalment

2 eznt _2 Cn
/0 2+costdt_ i /|<|=1 ((+2—\/§)(C+2+\/§)d< '

., _ ¢
La funcié f(¢) = EE RN S TGN
Per tant, segons el teorema dels residus,

té una tnica singularitat a D, al punt a = —2 + /3.

2m int 2
/0 ﬁdt = g2m'Res(f, a) = 4nRes(f,a) .
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La funcié g(¢) = <+2<:\/§ és holomorfa a un entorn de a = —2 + +/3, i per tant s’expressa

com una serie de poténcies a ’entorn d’aquest punt. Aleshores, a I’entorn de a,

1 1 ,
f0) =759 = 75 ls@ + @ — ) + = —a)* +-]
9@) i, 9@
=g Y@+ -+

i per tant Res(f,a) = g(a) = % = (—1)”%. Amb aix0 tenim finalment

2 eint B B n(2_\/§)n_27ﬂ._ " B "
/0 et = 42 - e - vay

T2 42
S s o dx
—o T+ 10z +9

Solucié: 5m/12

© sin x
[,
wTé—x+1

Solucié: 2L sin(1/2)e~V3/2
© logx

/ & 3 dx
0 1 +x

Considerem la funcié

~ (logz)*  (logz)?
1&) =97 = Gz—i)(z+14)

on el logaritme és 'associat a argument arg z € (0, 27).
Considerem també la corba v = 71 +72+7y3+74 com al dibuix. Tenim, per a R >> € > 0,

x +1ie, z€]0,R],

m(z)
Yo(t) = Re,  te [ale),2m — ale)],
—y3(x) =x —ie, xe€]0,R],
—u(t) = e, te[n/2,3m/2],

9

on «a(e) = arcsin(e/R).
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iR
(II)
g R +ic
-R — R
; R — e
—iR
Com que la funcié f té els dos pols a1 = i, as = —i dins la regié tancada per ~, el

teorema dels residus doéna:

R (log(a+i0)? [0 (og(RD)? (7 loglw—i0)?
/0 d +/5 Re'df /0 d

1+ (z 4+ ie)? 1+ (Re'?)? 1+ (z — ie)?

_ /32 Mieewdﬁ = 27i[Res(f, i) + Res(f, —1)] .

Directament de ’expressié de f tenim

(logi)?  (im/2)*  x?

R ) = = - ——
es(fr0) = 5 2i 8i
~ (log(—i)?  (i3w/2)®> 9x?
R, ) = = -
eslf, =) = i —2i 8’
de manera que
7'('2 3

2mi(Res(f, 1) + Res(f, —i)) = 2m’7 =279 .

Per altra part és clar que les integrals dels trossos 2 i 4 tendeixen a 0 quan ¢ — 0 i
R — 400, ja que passant els moduls a dins de la integral tenim:

=9 (log(Re™))? . . 2™ (log R)? + 62 21 R(log? R + 47?)
—— 2 iRe"df| < ———— Rdf <
/5 1+ (Reyz 1 ‘ /0 -1 RZ -1

/372T (1Og(€ei0))2 ieewd@

3z 2 2 2 2
| </2log e+ 0 degwe(log e+47r).
x 1+ (ee®?)?

€
x 1—¢2 1 — €2
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Per tant, passant al limit quan R — o0 i ¢ — 0 la igualtat donada pel teorema dels

residus obtenim o 9 © 2
1 1 2mi
/ og xdx_/ (logz +2mi)* ., 4
o 1+ xr2 0 1+ 22

dx
1+22

Desenvolupant el quadrat de la segona integral i utilitzant que fooo = /2, queda

0¢]

1

—4mi / 2L dw +27% = 278 |
0 1+z

d’on finalment deduim que

Solucié de l’exercici [7.5.10
/12,

Solucié de l’exercici [7.5.11

(a) Per a cada R > 0 considerem la corba tancada I' = 7 + 72, on

y1(t) =1+ it, t € [-R, R],
Y2(t) = 1 + Re", te[m/2,3m/2].

— 1+iR
Y2(t) =1+ Re™
B
Yi(t) =1+t
R-1 0
— 1—1R

Com que f té una unica singularitat, al punt a = 0, el teorema dels residus ens déna

(2)dz + (z) dz = 2mi Res(f,0).
g! 72

Desenvolupat €* = 1 + z + 22/2 + - -+ a I'entorn de 0 veiem queda Res(f,0) = 1.
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Per altra part, la integral a 75 tendeix a 0 a mesura que R es fa gran: si z = 1 + Re®
aleshores
z| _ RcosteiRsint| <e
= <e,

e lee

ja que cost < 0. Per tant

3m/2 ] ]
/ F(1+ Re)iRe™ dt
/2

3m/2 e meR
< % Rat= T
/,T/Q @2 oy

efectivament tendeix a 0 quan R — +00.
Per tant, passant al limit també la integral

R l+it
(2)dz = / ————idt
71

_r (1 +14t)?
obtenim ’
R
/ ———— i dt = 2mi.
o (L +1t)?
(b) Com que
11—t 1—it
L+t 1442 142
obtenim

oo 1+t 1 _ -t 2
/ et At o
e (1+1t?)2

Utilitzant que A
Re[e' (1 —it)*] = e(cost(1 — t?) + 2tsint)

i igualant parts reals obtenim finalment

/OO e(cost(l —t?) + 2tsint)
_oo (1 + 2)2

Solucié de ’exercici [7.5.12
(a) a5 + 2 (b) —m/24.

z—2%)

Solucié de ’exercici [7.5.14

\/gcos(a%i)
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Solucié de l’exercici [7.6.1]

a) La funcié és entera, llavors meromorfa sense pols. b) No, hi ha una semi-recta de
singularitats si prenem, per exemple, l'arrel quadrada principal. ¢) No, a 0 hi ha una
singularitat essencial d) Si, totes les seves singularitats (a z = nm) sén pols simples.

Solucié de ’exercici [7.6.2]

Considerem un semidisc tancat D, delimitat per la corba v = 1 U 72 on
y1(t) =it,te [R,—R];  7a(t) = Re®, te [-n/2,7/2],

amb R és prou gran per a que tots els zeros de P a H; := {z € C | Re(z) > 0} estiguin
dins de D.

Si mirem la imatge dels extrems de y; veiem que
P(iR) ~ —R% — 2iR;  P(—iR) ~ —RS + 2iR,
d’on obtenim que
arg(P(iR)) = m — ¢ arg(P(—iR)) = 7 + €,

per un cert € = 0.
D’altra banda, si calculem la imatge sencera de v; tenim

P(y1(t)) = P(it) = =t —t* — 6 + 2it.

Veiem que la part real no s’anul.la mai mentre que la part imaginaria ho fa només per
t = 0. Deduim que P(v1) no talla mai l'eix imaginari i només talla ’eix real una vegada,
en el punt P(y(0)) = —6.

Concluim per tant que l'increment de ’argument degut a ~; és

Aln) =m+e—(m—¢€) = 2,

com es mostra a la Figura 1.
La corba 73 és un semicercle i per tant recorre un argument de 7. Donat que |y2(t)| = R
i R és molt gran, domina el terme de grau superior i per tant

P(y2(t)) > 72(1)° = R,
on 6t € [—3m, 37|, ja que t € [7/2,7/2]. Tenim doncs que
A(y1) =6 x ™ — 2e = 67 — 2¢,

on 2¢ ve donat pel fet que P(7y2) ha de connectar P(iR) i P(—iR), com es mostra a la
Figura 1 (PENDENT).
Concloem doncs que
A(7y) = 2e + 6m — 2¢ = 6,
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i que per tant,
_ bm

S om
El Principi de ’Argument ens diu aleshores que P(z) té exactament 3 arrels dins de D
comptades amb multiplicitat. Donat que R és arbitrariament gran, P(z) té 3 arrels al
semipla de la dreta.

Ind(P(v),0) =3.

6

Si el polinomi fos Q(z) = 2% — 2* — 223 + 6, actuaria sobre 7 (t) com

Q11 (1) = Q(it) = —t° —t* + 6 + 2it,

i per tant seguiria tallant 1’eix real només per t = 0; perd aquesta vegada ho faria en
el punt Q(0) = 6. Independentment de quantes vegades pogués tallar 1’eix imaginari, la
corba imatge seria homotopa a la de la figura 2 en C\{0}. La diferéncia en el calcul resideix
en la variacié de argument de la corba Q(71) que, al rodejar el zero, provoca un augment
de I'argument en gairebé 27. En efecte,

A(y1) =21 —2¢;  A(72) = 67 + 2,

i per tant
A(y) = 21 — 2e + 67 + 2¢ = 8.
4

En conseqiiencia Ind(Q(v,0)) = 4 i el polinomi @ té 4 zeros al semipla de la dreta.

Solucié de P’exercici [7.6.3]

Considerem un cercle v(t) = Re® amb t € [0,27] de radi arbitrari R > 0. Aquest cercle
talla ’eix real en dos punts v(0) = R, i y(7) = —R. Per t # 0,7, v(t) ¢ R.

Per hipotesi, només els punts reals tenen imatge real. Aixi doncs, la corba f(v(t)) talla
leix real exactament en t = 0 it = m, en dos punts f(+R) que podrien ser iguals o
diferents.

Aleshores, la corba parametritzada f(y(¢)) només pot donar com a molt una volta al
punt z =0, és a dir

Ind(f(v(¢),0)) < 1. (7.3)

Pel Principi de I’Argument, tenim doncs que f pot tenir com a molt un zero a {|z| < R}.
Pero com R és arbitrari, aixd0 demostra que f té com a molt un zero a C.

Nota: Per a demostrar aquesta fita (7.3) formalment, podem calcular I'index amb la
defincié:

Ind(£(4(1).0) = - (a(27) ~ a(0))

on a(t) és una determinaci6 qualsevol de arg(f(y(t)). Combinat amb el Teorema de
Bolzano, és facil veure que si la diferéncia entre els arguments és més gran de 27, aleshores
I’argument ha de prendre tots els valors al menys dues vegades, inclosos els valors 0 i 7,
que corresponen a punts de la recta real.
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Solucié de l’exercici [7.7.1]

Apliquem el teorema de Rouché al disc unitat i les funcions f(z) = e* — 2z + 1 i
g(z) = —2z. Per a |z| = 1, aplicant la indicacid, tindrem,

1f(z) —g(2)[ =" =1 <e—1<2=g(2)],
i per tant
HZ(f) "D =#Z(g) "D = 1.
La indicaci6 es pot provar directament amb la seérie de exponencial: si |z| = 1

n n
|eZ—1|=\Z'Z—'\<Z@:e'Z‘—lze—L
n .

n=1 " n>1

Solucié de I’exercici [7.7.2]
Apliquem el teorema de Rouché a F(z) = f(z) —z1ig(z) = —z: pera|z| =1

[F(2) —9(2)| = [f(2)| <1 =lg(2)|

Per tant
HZ(F)nD=#Z(g)nD=1.

D’aqui veiem que f té un unic punt fix.

Solucié de P’exercici [7.7.3]

(a) Apliquem el teorema de Rouché a f(z) = 27 — 2206+ 22 —82—21 g(2) = 82 (el terme
de f amb coeficient més gran). Tenim, per a |z| = 1,

1f(2) —gz)| =122 =225 + 22 — 2] <1+24+1+2=6<8=|g(2)|.

Per tant #Z(f) nD =#Z(g) nD = 1.
(b) Apliquem el teorema de Rouché a f(z) = 22° — 23 + 322 — 2 + 8 i g(2) = 8: per a
2| =1,

If(2) —g(z)| =122 — 23 +32%2 — 2| <24+ 1+3+1=8<8=g(2)].

Per tant #Z(f) nD = #Z(g) nD = 0.
(c) Apliquem el teorema de Rouché a f(z) = 27 — 52 + 22 — 21 g(2) = —5z% per a
|2 =1,
1f(2) —g(2)| =" +22 =2/ <1+1+2=4<5=g(z)|.

Per tant #Z(f) nD = #Z(g) n D = 4.
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Solucié de l’exercici [7.7.4]

a) Aplicarem el teorema de Rouché dues vegades: al disc unitat D i al disc D(0,2).
Notem que P és un polinomi de grau 6, per tant té exactament 6 zeros comptats amb
multiplicitat. Comencem pel disc D(0,2). Definim g(z) = 2% € H(C). Hem de buscar
els zeros de la funcié P € H(C) a D(0,2). Aplicarem el teorema de Rouché. Considerem
~v = 0D(0,2) (corba simple). Notem que

|P(2) —g(2)| <63 <64 = [g(z)|, Vzen.

Podem aplicar el teorema de Rouché que ens assegura que el nombre de zeros de g a
D(0,2) coincideix amb el nombre de zeros de P a D(0,2) (comptant multiplicitats). Ara
bé, g té 6 zeros a D(0,2). Per tant, P té 6 zeros a D(0,2).

D’una altra banda, considerem f(z) =9 € H(C) i p = dD (corba simple). Notem que

P(z) - f(z)| <6 <9=/()], Vzep.

Podem aplicar el teorema de Rouché que ens assegura que el nombre de zeros de f a D
coincideix amb el nombre de zeros de P a D (comptant multiplicitats). Ara bé, f no té
zeros a . Per tant, P no té zeros a . Observem que la desigualtat estricte anterior
sobre els punts de p ens assegura que P i f no s’anul-len en p. En resum, hem provat
que P té 6 zeros al D(0,2), P no té zeros al D (i tampoc a |z| = 1) i P té exactament
6 zeros al pla complex. Aixi, P té tots els seus zeros (és a dir, 6 zeros) a l'anell 1 < |z| < 2.

b) Anem a utilitzar el principi de I'argument per calcular el nombre de zeros de P
al primer quadrant. Sigui R > 01 Qg la regié que és interseccié del D(0, R) amb el primer
quadrant, és a dir,

QR:{reit, 0<r<R, 0<t<7r/2}.

Per a R > 0 prou gran (de fet R > 2), tots els zeros de P pertanyen al disc D(0, R), i
per tant tots els zeros de P en el primer quadrant pertanyen a Qr. Sigui v = 0Qgr =
Y1 +92 +79R, on Y1 (t) =i(R—1t),t € [0,R], 72(t) = t, t € [0, R] i vr(t) = Re®, t € [0,7/2].
Notem que P no té zeros sobre R, i iR, ja que P(t) = t5 +3t* + 2+t +9>9> 0
i P(it) = —t% + 3t* — t2 4 9 + it. Per tant, Im (P(it)) # 0 per tot t > 0 i per a t = 0,
P(0) =9 # 0. Aixi, si R és prou gran (la corba vz no passara per cap zero de P), P no té
zeros sobre la corba . Pel principi de 'argument tenim que el nombre de zeros de P en
el primer quadrant (comptats amb multiplicitat) és I'increment de ’argument de P sobre
v dividit per 27 (quan R > 0 és prou gran), és a dir, hem de mirar les voltes que déna la
corba I' := P(v) al voltant de 0 (que no és res més que Ind(T",0)) quan R — 0. Anem a
calcular aquesta quantitat:

1
#(Z(P) n {Primer quadrant}) = lim Ind(I",0) = — lim A,P
R—0 21 R—o
1.
= %}%%(A’ylp—’_ A'Y?P—i_ A'YRP)‘

Anem a calcular cada tros. Sobre la corba g, si R és prou gran, P(z) ~ 2 i per tant,
A, P — 65 = 3m (és a dir, la corba P(yg) déna una volta i mitja al voltant del 0
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amb punt inicial P(R) i punt final P(iR)). Sobre la corba 7,, tenim que P(7y2) € R i
P(v2(t)) = 9 = P(0) per tot t € [0, R]. Aixi, qualsevol determinacié de I’argument de
P(72) és constant i per tant, A,,P = 0. Anem a treballar ara amb la corba ;. Sigui
t € [0, R], aleshores Im (P(it)) > 0 per tot ¢ > 0 i val 0 si ¢t = 0. Per tant, la corba P(~;)
viu en { Im z > 0} i1 només toca la recta real en ¢ = 0 i val P(0) = 9. A més a més, si
R — o, P(iR) ~ —RS + iR. Aix{, veiem que A,, P — —71 quan R — o (veieu el dibuix
PENDENT). Aixi, tenim que

1
Ind(T",0) — %(0—71'4-377') =1, R— .

Per tant, P té un zero al primer quadrant.

Solucié de I’exercici [7.7.5
(a)
Apliquem el T. de Rouché a les funcions g(z) = e* —4z — 11 h(z) = -4z — 1.
Tenim que, per |z| = 1:
9(2) = h(z)] = |e*] = " < €' =

D’altra banda,
| —4z—1]=]4z2+ 1] = 4]z| -1=4—-1=3.

Per tant, sobre la corba —z—=1,
lg —h| <e<3<|h|

En conseqiiencia, g i h tenen el mateix nombre d’arrels dins del disc unitat. Com que
—4z—1 = 0 té una solucié al disc (z = —1/4) doncs e = 4z + 1 té exactament una solucié
al disc unitat.
(b) Apliquem el teorema de Rouché a f(z) = e* — 32" i g(z) = 32". Tenim, per a
2= 1,
f(2) = g(2)] = |e*] = ' < 1 <3 = [g(2)].

Per tant #Z(f) nD = #Z(g) nD = n.
Que les arrels son diferents es veu immediatament, comprovant que f(z) i f/'(z) =
e* — 3nz""! no tenen arrels comuns.

Solucié de ’exercici [7.7.6]

(a) Apliquem el teorema de Rouché al disc D(1,1) i les funcions

J) = (z— 1" —a

9(x) = (= = 1)"e",

Tenim, per a |z — 1| =1,

1f(z) = g(2)| = la] <1 <% < [g(2)].
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Per tant #Z(f)nD(1,1) = #Z(g)nD(1,1) = n. Com que D(1,1) és contingut al semipla
Rez > 0, ja tenim el que demana ’enunciat.

Que les arrels sén diferents es veu immediatament, comprovant que f(z) i f'(z) =
(z —1)"te*(n + z — 1) no tenen arrels comuns.

(b) En cas que |a| < 1/2", apliquem el teorema de Rouché a D(1,1/2) i les mateixes
funcions d’abans:

£2) = 9(2)| = lal < 57 < 5o’ < oeRe < lg(a)]
Per tant #Z(f) n D(1,1/2) = #Z(g9) n D(1,1/2) = n.

Solucié de P’exercici [T.7.7]

Apliquem el teorema de Rouché al disc unitat a
P(2) = f(z) = " i g(2) = ="

[F(2) —g(2)| = [f(2)| <1 =lg(2)|

Per tant
#HZ(F)nD=#Z(g) nD = n.

Solucié de P’exercici [T.7.8|

Observem que P, (z) — e® uniformement en compactes del pla quan n — 0. Per tant,
|P,(z) — €| és arbitrariament petit en el compacte {|z| < R}, si n és prou gran.
Aplicarem el Teorema de Rouché, comparant P, i f(z) = e*. Veiem que si |z| = R

llavors |e?| = eRe(?) > ¢~ £ Doncs sigui n(R) tal que
|P,(2) — €| < e~ per a tot n = n(R).

Aleshores, si |z| = R,

1P, (2) —€e*| < e B < |7,

i pel Teorema de Rouché, e* i P,,(z) tenen el mateix nombre de zeros dins del disc de radi
R, sempre que n > n(R).

Solucié de l’exercici [7.7.9]

Comencem observant que f és holomorfa en {2 pel Teorema de Weierstrass.

1. Suposem que f no és identicament 0, pero f(a) = 0 per un cert a € . Aleshores,
com els zeros de f han de ser aillats (al ser f no indénticament nul.la), tenim que
f(2) # 0 en un cert disc puntejat D(a,r)\{a} < Q. Sigui 0 < m = min,|_, |f(2)|
que existeix perque f és continua i el cercle és un compacte i sigui n prou gran per
a que

[fn(2) = f(2)] <m
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per a tot z en {|z| = r}, fet que es dona per la convergeéncia uniforme. Aleshores,
sobre la corba {|z| = r},

[fn(2) = F(2)] <m < |f(2)],

i pel Teorema de Rouché, f, i f tenen el mateix nombre de zeros dins {|z| = r}.
Pero aixo és una contradiccié ja que f en té un, i f, no en té cap per hipotesi.

. Immediat considerant g, (z) = f,(2)—aig(z) = f(z)—aiaplicant 'apartat anterior.

. Suposem que f(z1) = f(z2) = a tot i que z; # z9. Considerem D; i Dy dos discs

tancats a ) que continguin z; i z5 respectivament. Aleshores, si f no és constant
igual a a, per 'apartat anterior f,(z) = a ha de tenir almenys una solucié en Dy i
una altra en Dj si n és prou gran (si no en tingues cap, f(z) = a tampoc en tindria).
Pero aixo contradiu que f,, sigui injectiva per a tot n.

Solucié de ’exercici [8.1.1]

Per ser flux potencial tenim V = (Vi, Va) = Vo = (¢4, ¢y) llavors si apliquem el teorema
de Green a C' = 0f) tenim

515 Vidx + Vody = 55 pxdr + pydy = /(wyx — $pay)dzdy = 0.
C C Q

Solucié de P’exercici [8.1.2]

Estem suposant I' = @ = 0 és a dir que V = Vo i que (V). + (V2)y = 0. Llavors

Pzz + Py = V1)z + (Va)y =0

i ¢ és harmonica.

Solucié de P’exercici [8.1.3]

P'(2) = (p + i) = pgp + ity = Pz — Py = Pz + iy = Vi +1Va.

Solucié de ’exercici [8.2.1]

+ . + ‘ o |
®(z) = k(log zZ+a + 1arg (H>) = ¢ + . La condicié ¢ = ¢ equival a que
Z—a z—a
Im(+2) /Re(££2) és constant. Perd

z+a  (z+a)(z—a) |zZP—d®+a(z—2) |2]? —a® — 2iay

z—a  |z—al2 |z —al? B |z — al?

i les corbes de flux venen donades per equacions de la forma |z|> — a? = Cy. O bé

22+ (y—C/2)% =a® + C?*/4
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que son circumferencies que passen pels punts —a i a. Pel flux resulta

—— 1 1 —2k Z—a?
V=90 =k(— — i R Y
Z+a ZzZ—a (z—a)(z+a) |z — al?|z + al?
: 2k
V= ——a(x2 —y? — a® + 2xyi).

|z —a|?|z + al?

Tenim

2|k

v kel
|z — al|z + a

Solucié de ’exercici [8.2.2]

Fem el limit quan a tendeix a zero i k = pu/2a. Tenim

a—0 2 a—02z+a (z +a)?

zta ')y
limﬂlog<z+a) =9=]imw_limﬁ’z—a(z—a)_(_l)(z"‘a)
a—0 2a zZ—a

el
~

Com que ®(2) = j1 ;1’52 resulta que p(x,y) = pz/(e® +4?) i ¥(z,y) = —py/(2* +y*).m

Les linies de flux (1) = ¢) sén les corbes de nivell de y/(z? + 32), és a dir les donades per
equacions z2 4+ y% + Cy = 0 que podem escriure com z2? + (y + C/2)? = C?/4. Es tracta
de circumferencies amb centre a I'eix OY que passen per l'origen.

___ 2
- o Z 1 :
V=) = =5 = hpa = pl — v 2iey), V=
== s

N\

x/

NN
0 ~ M//Zé
NS
e

El dibuix del flux és:

N\
\\\

-0.5
\

N~

—

T T T

-1 0.5 0 0.5
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Solucié de l’exercici [8.2.3]

. I'++
Per simplificar 'estructura sigui A = a + i = 5 Z,Q. Llavors
i

®(2) = (alog|z —a| — Barg(z — a)) + i(Blog |z — a| + aarg(z — a))

¢ =alog|z —a|] — farg(z —a), ¥ = Blog|z — a| + aarg(z — a).

Com que ®'(z) =

resulta que
zZ—a

55 &' (2)dz =T +iQ
C

on C' és un circuit al voltant de a recorregut en sentit antihorari. Pel camp tenim

A Al
—a), V=—"21_
(Z a’): ’Z _ CL|2

V=Pl =

Veiem que la direcci6 de V en cada punt z s’obté girant i dilatant la direccié radial z — a
segons el que diu la constant A = re~® = (Q + iI')/27. Veure les figures 77 i ?7?.

e
/ Lo ['>0
by
x &= = F \ e
}f—:‘l )
9 >0, <o plerT @, pLo
—_— —
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o \N\\\\ e

K&\ ))))

= \% //)) & K&Qf/ﬁ

Solucié de ’exercici

\
|

W\\

)

o

fﬁ

/F\

/(((4

J)J)/l &

a) Abans de res observem que si z = e llav ( ) =logr —if = logr + i(—0) =
log(z). Llavors log(1/z + 2) = - -- = log(2 ) log 2 -1-1 g( +1/2) i
®(z) =log(z + 2) + log(z + 1/2) — log(z) + log(2).

Analitzem els quatre sumands
e log(z + 2) és la font sortint original al punt —2.
e log(z 4+ 1/2) és una font sortint al punt —1/2 dins de la circumferéncia invariant.
e —log(z) és una font entrant a l'origen.

olg() s un terme constant que no afecta a les trajectories (les corbes de nivell no
canviem de forma, només de nivell d’energia’).

Podem fer un esquema grafic com es veu a la figura:
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i

=TT ks -
V/zbr 0

b) /(z) =

! ! ! 1 ‘ha dit ab
PO + T2 que correspon al que s’ha dit abans.

c) Quan |z| — oo resulta que ®(z) ~ log(z + 2) i la seva derivada s’acosta a —=. Des
de molt lluny el flux es veu com una font lineal des del punt z = —2.

d) El grafics de 77 amb streamline plot i amb contour_plot mostren clarament el
comportament.
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Solucié de l’exercici [8.4.1]

a) Fem els grafics de les corbes de nivell per ¢ (equipotencials, vermell) i per ¢ (co
blau) per z",n =1,2,3,4.:
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14 7075 T075 075
15
050  |o050 Froso [
1.0
0.5 -
025  |—o025 P
025 ||
A -
0{——— 000 [~ 0.00 000 |00
I —0.25 F-0.25 F—0.25 —05
0.5
F-1.0
r —0.50 r—0.50 F —0.50
L F-1.5
1 T T T ~ 075 -075 LL_ L
1 0.5 0E| 0.5 1 073
_ _ — T 15
1 i — 0.5
Ji ] s s L] 1
\ [N
R 0.0 1.0
’ - 1.0 10 m -
0.5 1/ 1 - - T 05
> r’r/é — —t 0.5
X 0.5 0.5 1 —
o 10 | |
o{—+1— ‘ oo  [foo -5 oo
f ) \ I 20
X -0.5 -0.5 05
0.5 1 / e -25
~ F-1.0 -1.0
\ F-3.0 F-1.0
\\\\
1 p—— TR -15 -15 -3.5 s

b) Mirant els grafics es dedueix que ha de ser m/2n.
c¢) Fem el cas ®(z) = 2" Si z = re? llavors ®(z) = 7"® = r"(cosnd + isinnd).
Aleshores
©o(r,0) = r" cosné, P(r,0) = r"sinnd.
Les linies de corrent i les linies equipotencials que passen 0 sén aquelles que ¢ = 0 = ¥
respectivament. Es a dir, les equipotencials per 0 sén aquelles que cosnf = 0 que equival
anb =m/2 + kr iles linies de corrent les corbes donades per nf = rr.

e Equipotencials, ¢ =0: § = 7/2n+ kn/n, k=0,...,2n — 1.
e Linies de corrent, ¥ =0: § =rn/n, k=0,...,2n — 1.

Es clar que els angles entre linies de corrent i linies equipotencials consecutives és 7/2n.
El cas general es pot fer amb arguments de continuitat (no és simple).
En un punt no estacionari I’angle que formen les linies de flux i les equipotencials és /2
(s6n ortogonals).

Solucié de ’exercici [8.4.2]
a) Tenim pols a a i b on hi ha fonts-remolins. En efecte si C' = (I + iQ)/2xi llavors

' =C < Zi i ﬁ) isi v, 17 sén petits circuits al voltant de a, b respectivament

yg ®'(2)dz =T +1Q, yg ®'(2)dz = T —iQ.
72 72
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Tenim fonts-remolins (a, ', Q) i (b, =T, —Q). Per exemple, si I', Q > 0 de a surt girant en
sentit antihorari i a b arriba girant en sentit horari. Si & = ¢ + iy i C = a + i llavors
a

z— z—a z—a
m'—ﬁarg(m>, @b:aarg(ﬂ) + Blog

= pew les corbes de corrent ¥ = k venen donades per

v = alog

z—a
z—b|"

—a

z
Si denotem

1 _@ k
ogp =Pt

que son espirals logaritmiques entre a i b. També tenim

T +iQ]  [a— b

Vv = .
b)’ 21 |z —allz —b]

<

- I—iQ a—>b
=27 (2—a)(z -

S\

=
-
N

AN
- Eﬁ\
& =
| (1)
;7 7~

b) Aqui a z = 0 hi ha un remoli i quan z — o0 el flux potencial és com az, flux constant.
De fet

<I>’(z)=a+—,1, V=a+%ei(9+”/2), Vo =a.
s

Veiem que a z = I'i/27a tenim un punt estacionari (on la velocitat es fa zero). Amb aixd
podem fer un esbog del flux, veure la figura segiient.
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— 4.8
- T 4.8 —
- — - 2.4
1.5 1 40 - -
— — 4.0 ]
] - — 16
1 132 mi =
- 32 — o8
2.4 - —
— 2.4 =
0.5 - - — 0.0
e 16 — 08
0 | -
0.8 0.8 T -1.6
-0.5 - 0.0 0.0 -2.4
-3.2
-0.8 -0.8
14, L] L — -4.0

-1 -0.5 0 0.5 1

Veure figura segiient:

d) Es la superposicié d’'un dipol i un remoli. Hi ha un pol a z = 0. Observem que
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1 r1
d'(2) = —23—2 +o—— Llavors ®'(z) = 0 per z = ip/T". Veure les figures segiients:

z %
Suma d’un doblet i un remoli. Punt estacionari a ip/I":

WA 7FrrmcY e
NOVE

‘%%

Z NI =
7 @)\ R

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1

I

=

[
E}
|
©
u

Suma d’un doblet i un remoli. Punt estacionari a ip/I". A dalt o a baix segons els signes

|

i
% A °W§j}>}
VCONN 13;/%\ &

kg%

=

[=]
w
=
=
w
N

||||||||||||||||

2]

)

(2
S
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un remolf al zero. Es un flux molt interessant ja que cobreix tots els possibles fluxos que
tenen a |z| = R com a linia de flux i a I'infinit tenen potencial complex que s’acosta a Vpz
(veure Markushevich II, p. 193). Tenim

2 T 2 T
O(z) =Wy <T+ R> cost + —0+1 (Vb <r— R> sin§ — logr> .
r 27 2

T
Llavors
R? r
o(z,y) =W (r + > cosf + —0
r 27
R? r
Y(x,y) =V <r - > sinf — —logr
r 2m
2 r
i les linies de flux venen donades per Vo ( r — — | sinf — or logr = 3.
r T
Quan |z| = R resulta que ¢ = —I'log R/2m que és constant, llavors |z| = R és una linia

de corrent i el flux es pot pensar com un flux que circula al voltant de I’obstacle cilindric
donat per |z| = R. Ja em dit que a U'infinit és el flux amb velocitat constant V.

Els punts estacionaris o d’estancament es donen quan ®'(z) = 0 i aixd passa quan
R? r1
' (2)=Vy(1—— | + =—— = 0. Com que z F 0 aix6 passa quan
22 271 2

1
= + 2V2R2 —T2 440 ).
Vo (_\/16% o R r +ZF>

Tenim tres casos interessants

z

o I' = 47V R. En aquest cas hi ha un tnic punt estacionari a z = i['/(47Vp) = iR que
esta a la circumferéncia |z| = R.

e I' < 47VHR. Ara tenim com a punts estacionaris z1, zo que sén també a |z| = R, la
seva part imaginaria és I'/4mV} 1 les parts reals sén simetriques respecte l'eix OY.

e I' > 47V R. Ara tenim un punt estacionari dins de |z| = R i un altre fora, s6n

1
2 _ 21/2 R2 ;
i (i\/r 1672VZR +r> i.

Podem veure els grafics per cada cas a la figura segiient:

21,22 =
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