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Introduccid i recordatori de terminologia base

Definicions

Recordem que

Els meétodes numerics per problemes de valor inicial sén equacions
en diferencies que permeten calcular una successié d'aproximacions
{xk }ken dels vertaders valors de la solucié {x(tx)}ken a partir
d'un cert nombre d'aproximacions anteriors consecutives

Xk—1y Xk—2, Xk—35 - - - ; Xk—q-

El nombre g > 1 s'anomena nombre de passos del métode.

Metodes d'un pas i méetodes multi-pas

Un metode numeric per a |'aproximacié d'un problema de valor
inicial s'anomena metode d’un pas quan el nombre de passos g del
metode és 1.

Quan g > 1 el métode s'anomena multi-pas.
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Metodes numerics per problemes de valor inicial
Definicions

Metodes explicits i implicits

Es diu que un metode és implicit quan cada aproximacié x, depen
implicitament d'ella mateixa.
El metodes que no sén implicits s'anomenen explicits.

Observacié

Si llegim atentament la definicié del nombre de passos d'un
metode veurem que solament es tenen en compte les
aproximacions anteriors a X.
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Una fabrica de métodes

Recordem que, per a integrar un PVI

x = f(t,x),

x(to) = Xo,
a un interval | = [ty, to + T|, fixem un pas de discretitzacié h i una
successioé de nodes de discretitzacio t, = tg + k- h amb

o T . . . L
k=1,2,...,L,=|+], i calculem aerOX|maC|ons {xk} o dels
vertaders valors de la solucié {x(tx)},",.

Per altra banda recordem que
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Una fabrica de metodes
Llavors, si ja hem calculat {x;}f-‘zo amb k > g — 1, tenim

X(ths1) = X(top1—q) + /%1 f(s,x(s))ds.

tk+1—q

Ara, aproximem la funcié f(s, x(s)) a l'interval [tk+1_q, tk+1] pel
polinomi interpolador de Lagrange amb punts de suport
f(tk—f—l—qa Xk-‘rl—q)) f(tk+2_q,Xk+2_q), ceey f(tk+1, Xk-‘rl)r |
integrem el polinomi interpolador usant les férmules de
Newton-Cotes. Tenim,

k+1
X(tip1) = x(tes1—q) +h D Aif (ti, x(t)) + Eq(h)
i=k+1—q
k+1
R Xk+1—q + h z A,'f(t,',X,'),
i=k+1—q

on els A;'s sén els coeficients interpolatoris de Newton-Cotes i
E4(h) és I'error de truncament de Newton-Cétes amb pas h.
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Metodes de Multipas Lineals

Resumint: hem vist que x(tx41) es pot aproximar per expressions
lineals respecte de les x;'s i les f(tj,xj)'s. Aix0 motiva la segiient
definicié

Metode de Multipas Lineal
Un métode lineal de g > 1 passos és de la forma

q—1 qg—1
Xk+1 1= Zajxkfj + hZ@'f(tkfj;kaj) + hBF (tig1s Xkt1)
j=0 j=0

amb 67/807617 oo 7/8qfla aQ, 01, ..., 0g—1 € R.
Obviament si g = 1 és tracta d'un metode d’un pas.

D’altra banda, el meétode és implicit si i només si § # 0.
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Metodes de Multipas Lineals

Observacié

Recordem la condicié kK > g — 1 que implica que, per iniciar un
metode de g passos, és necessiten k = g — 1 aproximacions inicials
X0, X1, -, Xg—1. En particular, quan g > 1, el metode no es pot
inicialitzar solament a partir de la condicié inicial x(ty) = xo.

Per a iniciar un métode de g > 1 passos, es necessita un metode
d'un pas per a generar recursivament x;;1 a partir de x; per
Jj=0,1...,g—2.

O bé, si volem controlar molt bé els errors, un métode de dos
passos per a calcular xo a partir d'xp i x1, i un metode de tres
passos per a calcular x3 a partir d'xg, x1 i xp, i ...
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Metodes de Multipas Lineals
Exemples de metodes explicits de dos passos

Metode del punt mitja
Diferéncia centrada de primer ordre per a aproximar x(t)

Xk+1 = Xk—1 + 2hf(tk,xk).

Metode de Simpson

X1 = Xk—1 + 3 (F(tk—1, Xk—1) + 4F (ti, xic) + F(tkt1, Xi41))-

L'exemple segiient desenvolupa una variant de I'aproximacié de la
Pagina 4 per a obtenir metodes de multipas lineals. En particular,
justifica la necessitat d'incorporar els termes Ej.’;ol ajxi—j (en
comptes d'afegir simplement x,;1_4) a la definicié de metode de
multipas lineal. Es un dels més senzills entre els métodes de
multipas lineals explicits i serveix d'introduccié a la familia de
metodes Adams-Bashforth, que introduirem a continuacid.
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Metodes de Multipas Lineals
Exemples de metodes explicits de dos passos

Variants de la fabrica de metodes que també donen meétodes lineals

Exemple simulant la deduccié d’'un metode d'un pas pero obtenim un métode de dos
passos aproximant (s, x(s)) a I'interval [, tx+1] mitjangant el polinomi interpolador amb
punts de suport (tx, f(t,xk)) i (te—1, F(tk—1,Xk=1)) (N0 (tus1, f(tus1, Xut1)))

Tenim,
tyt1
Xk4+1 ~2 X(tk+1) = X(tk) —|—/ f(S,X(S))dS ~
ty
tht1
S —tyk_1 tk — S
XK + <f tr, X ) ——————— + F(th—1, Xk—1 > ds =
\ ( ’ )l‘k—tkq ( ’ )fk—tkq
k
tei1 tet1
S —tx_1 tyk — S
Xk + f(tr, Xk —————ds + f(te_1,Xxk_1 ————ds =
(8, )t te — th—1 ( ’ )t te — th—1
k k

h
X + 5 (3f(tk./xk) — f(tkfl,xkfl)).

V.
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Metodes d’Adams-Bashforth

Definicié: Els metodes Adams-Bashfort de g passos

S6n metodes explicits de la forma
qg—1
Xk+1 = Xk + hZij(tk—jyxk—j) amb k>qg-—1,
Jj=0
que s'obtenen a partir de
thy1

Xkt1 — Xk = / f(s,x(s))ds
t

k
aproximant f(s, x(s)) a l'interval [tk, tk+1] mitjancant el polinomi
interpolador amb punts de suport
(ti £ (tie X)), (=1, F(th—1, Xk=1)), - - - > (ttr1—gs F (tkt1—q» Xk1—q))
equiespaiats (és a dir, ty = to + k - h).

Observacié

Els metodes d’'Adams-Bashforth sén una generalitzacié per a g
arbitrari del metode deduit a la pagina anterior.
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La fabrica dels Adams-Bashforth

Exercici facil
Comproveu que el métode d'Adams-Bashforth d'un pas (g = 1) és
el metode d’'Euler.

Per definicié els métodes Adams-Bashforth sén de la forma:

tyt1
a1 1 ¢
— Lk—i
X = X + Flte_i, Xpe—i)- —— | ds.
k+1 k J;O (k jy Xk J) g tkfj_tkfi

ty

Recordem que les integrals de I'expressié anterior s'anomenen
Coeficients de Cotes i no depenen de l'interval [tk, tk+1].
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La fabrica dels Adams-Bashforth

Efectivament, com que ty = tg+ k-his € [tk, tk+1}, podem
escriure s =t + t - h amb t € [0, 1]. Llavors, tenim

tit1
g—1
1 S — by
Bi=1 ds —
J h 11}) te—j — ti—i
" i#]
tk+h
-1
1 q

t

0
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La fabrica dels Adams-Bashforth

Acabem de veure que, efectivament, els Coeficients de Cétes h - f3;
no depenen de l'interval [tk, tk+1]. A la taula segiient es donen els
valors de [3; per g = 1,2,3,4,5.

q | Bo B B2 B3  Pa
1 1 Metode d'Euler
2 % —% {Aquest és el metode de la Pagina 8}
3 23 _16 5
2 12 12
4 | %5 _5%0 33 _9
24 24 24 24
5 | 1901 2774 2616 _ 1274 251
720 720 720 720 720
Exercici
—1 / .
Observeu que Zj’:o Bj = 1. Demostreu que no és casualitat. J
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Metodes d’Adams-Moulton

Definicié: Els metodes Adams-Moulton de g passos

Sén metodes implicits de la forma

q—1
Xi+1 = Xk + hBF (tey1, Xkt1) + hZﬂjf(tkijxkfj)
j=0

amb k > g — 1, que s'obtenen a partir de

tkt1
Xk+1 — Xk =2 / f(s,x(s))ds
t

k

aproximant f(s, x(s)) a l'interval [tx, tit1] mitjancant el polinomi
interpolador amb punts de suport (tiy1, f(tks1, Xk+1)),

(th, F(toxk)) (tkm1s F(tk—1s Xk—1))s -« - (tht1—gqs F(Ekr1—qs Xkt 1—q))
equiespaiats (és a dir, ty = to + k - h).
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La fabrica dels Adams-Moulton

Com abans, els Coeficients de Cétes no depenen de |'interval

[tk, tk+1]. A la taula segiient es donen els valors de 3 i 3; per

g=0,1,2,3,4,5.

qa | B Bo B B2 Pz LPa
0 1 (M&tode d’Euler endarrere )
1 % % (Métode de Crank-Nicolson |
5 8 1
2|3 1 w2
3|2 19 5 1
24 24 24 24
q | 251 | 646 264 106 _ 19
720 720 720 720 720
5 |95 | 1427 133 241 173 3
288 1440 240 720 1440 160
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La fabrica dels Adams-Moulton

| la tira d’exercicis

Exercici raret ‘
Comproveu que el metode d’Adams-Moulton de zero passos (g = 0) és el
metode d'Euler endarrere.

Exercici

Comproveu que el métode d'Adams-Moulton d'un pas (g = 1) és el
métode de Crank-Nicolson.

Exercici |

7 q—1 _ . <
Una vegada més, [ + Zj:o Bj = 1. Demostreu que continua sense ésser
casualitat.

Exercici pesadet ‘

Calculeu la taula anterior pel metode que creieu més convenient (de
manera que el calcul sigui el més eficient possible); encara que sigui fent
un programa. Si feu un programa és millor que sigui de calcul numéric o
de calcul formal?? Tingueu en compte la precisid, ja que els coeficients
sén racionals “facilets”.

LI. Alseda Metodes Numerics d’EDOs Sota llicencia CreativeCommons &




La fabrica BDF: Backward Differentiation Formulae

Definicié: Els metodes BDF de g passos

Sén metodes implicits de la forma

qg—1
Xk+41 = th(tkH,ka) I Zajxk,j amb k>qg-—1,
j=0
que s'obtenen aproximant
f(tes1, xk+1) = F(tess, x(teg1)) = X(t)} ~

t=tk41

d
dt PXk+17Xkan717-'-7Xk+1—q ( t) ’ t=ty 1’

On Py xuxi 1. xcs1_q () denota el polinomi interpolador amb
punts de suport equiespaiats

(tk+1,Xk+1), (tk, Xk), (tk—lyxk—l)v cee (tk+1—q, Xk+1—q)-

.

Exercici

Comproveu que el metode BDF d'un pas és el metode d'Euler
endarrere.
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Coeficients dels metodes BDF

A la taula segiient es donen els valors de 3 i a; dels métodes BDF
de g passos amb g =1,2,3,4,5,6.

gl o @ a3 oz a5 | (3
1 1 (M&tode d’Euler endarrere ) 1
4 1 2
2|3 -3 3
3| 18 _9 2 6
11 11 11 11
q | 48 16 3 12
25 25 25 25 25
5 | 300 _300 200 _ 75 12 60
137 137 137 137 137 137
6 | 360 _450 400 _ 225 72 —10 | 60
147 147 147 147 147 147 147
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El metode BDF de dos passos

Tenim:

Presr xioxi—a ()

(t—)(t=ten) (et (t= ) (£ ten) (¢ 1)

Xk+1 + Xk—1 =
* (tk+1 - tk) (tk+1 — tk—1) (tk - tk+1) (tk - tk—1) (tk—1 - tk+1) (tk—1 - tk)
N 2 — (e +tia)t+ Copn N 2 — (tipr + 1)t + Ci x 2 — (1 + )t + G,
k+1 Y k = k—1 2 ;
i, per tant,
d

dt Xk+15Xk Xk —1 (t)‘t:tkﬂ -

2f—(tk+tk_1) 2t—(tk+1+tk_1) 2t—(tk+1+tk)
<Xk+1 oh2 — Xk 2 + Xk—1 2 =
t=tkt1
21—t — tk—1 2tp41 — tep1 — tk—1 2tp41 — tep1 —

Xk+1 R — Xk [ + Xk—1 SR YT E— =

3h 2h i h 2 n 1
— — Xk + Xk—1=—= — Xk~ + Xp—

k153 k12 k=157 k15, n k=15,
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Resumint: el metode BDF de dos passos

En conseqgiiencia, a partir de la definicié (Pagina 16) s'obté

2

Xty = Xkp + Xe—15, = f (10 Xkt1),

que és equivalent a

2 4, 1
Xkl = Shf (teg1s Xiep1) +3Xk— 3%k—1- |
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Com funcionen els metodes implicits

Un metode lineal de g > 1 passos implicit es pot escriure de la

forma

X1 = V(Xkp1) = V(X 15 Xks Xk—15 - -+, Xk1—q)
on

V(z) = W(zZ; Xk, Xk—15 - - - s Xkt 1—q)

q—1 q—1
Z(ijk,j + hZﬁjf(tkfj:kaj) + hﬂf(thrl,Z).

Jj=0 Jj=0

Hi ha dues maneres de calcular x;1:
@ resoldre I'equacié V(z) — z = 0 amb el Métode de Newton;

@ usar iteracid directa per a trobar el punt fix de V: V(z) = z.

En la segona estrategia (més facil que la primera (si funciona)) la
primera pregunta a fer és: quines garanties tenim de la seva
convergencia?
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Com funcionen els metodes implicits

Suposem que la funcié f esta definida a un domini € i sigui

K= sup [Daf(t,2)].
(t,z)eQ

Llavors,

La funcié W és contractiva per a tot h < ﬁ

Conclusid: és suficient de prendre h prou petit i fer iteracié directa
Per Teorema del valor mitja,

[W(z) —v@@)|| = [VY ()] - llz- 2] <

h181 02 (s, 2] -1 = 21 < w1gI K1z - 31

=£

Per tant, la funcié V és contractiva amb constant de contraccié
h|Bl K < 1.
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Metodes Predictor-Corrector: Com fer facil I'ts de

metodes implicits

Tal com acabem de dir, per a usar un metode implicit, cal prendre
un pas h prou petit i fer iteracié directa de la funcié W prenent una
llavor prou bona de xx.1. Aquest métode és molt precis pero molt
lent. A més té el ja famds problema de la llavor.

L'estrategia Predictor-Corrector és la segiient:

@ Calcular una llavor o, més ben dit, fer una prediccié de xy.11
usant un metode multipas lineal explicit;

O Fer un cert nombre n (fixat a priori) d'iteracions del métode
d'iteracié directa mitjancant W, per a corregir el valor predit
pel metode explicit.

Aixo ddna lloc a esquemes Predictor-Corrector del tipus PC".
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Resumint: L'algorisme Predictor-Corrector al complet

Inicialitzacio

Q Prendre un pas h prou petit per assegurar la convergencia
rapida de I'iteracié directa de la funcié W. En funcié de la
contraccié prevista de la funcié W decidir un niimero magic n
de passos de correccio.

0 9 000@ Per k=1,2,...,g— 1, generar x, a partir
d'xx_1 amb un meétode explicit d'un pas d'ordre alt.
Alternativament, en cas de gran entusiasme, per a millorar la
precisié de les aproximacions generades, es pot usar un
metode de k passos d'ordre alt per a generar xx a partir
d'Xk_1,Xk—2,. .., X1, X0-
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Resumint: L'algorisme Predictor-Corrector al complet

La iteracié de I'esquema PC"

(IR ITLISLTM Usar un métode explicit de g passos per

a generar una aproximacié x,((o_)F1 (o llavor) d'xxy1 =~

x(tkH) a partir d'Xj, Xk—1, - - -, Xkt1—q-

(k)—i (i =1,2,...yn) Passos de Corrector [NEEIl<TIE]s

Xk+1 = \U( kl—ljll)

per a corregir n vegades |'aproximaci6 x, ;.

(k) =k + 1) QDS ITREE
until true(condicié de parada);

(0)
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Metodes Predictor-Corrector: Un exemple

Exemple: comparacié de les aproximacions d'x(t)

de metodes implicits i Predictor-Corrector

Considerem el PVI

que té x(t) = 1= com a solucié.

Fixarem el pas h = 0.1 i compararem els valors d'x(ty) per
k =2,3,4,5, amb els valors aproximats x; calculats:
@ solament amb el predictor,

1, . . . . .,
@ amb PC" (és a dir amb el predictor i una iteracié6 del
corrector), i

@ amb PC™ (on oo vol dir que s'ha fet iteracié directa fins al
final — és a dir fins que es satisfa la condicié de parada).
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Exemple: per simplicitat usarem métodes de dos passos.

Concretament usarem els segiients metodes:
@ Adams-Bashforth com a predictor:
Xk+1 = Xk + g(3f(tk,xk) — f(tk_l,xk_1)>, i
@ Adams-Moulton (Crank-Nicolson) com a corrector:
Xk+1 = Xk + g(f(tk+1,><k+1) + f(tk,Xk))~

Inicialitzador per a generar Fase d’inicialitzacié
1 ,

x1 ~ x(h) = TF = % . conseqiiéncies de I'tis de
a partir de la condicié inicial x = metodes de dos passos

Com a inicialitzador usarem el métode de Heun (Ruge-Kutta-2):
Xkt1 = Xk + %(f(tk,Xk) + f(teg1, %+ h f(tk»Xk)))
Tenim f(to, x0) :xg =1, t1=to+h=nhi
x1 = %0+ 4 (F(to,%0) + F(t1,% + h f(to,x0)) ) = 1+ 5(1+ F(h, 1+ h))
— 1+ 814+ +h?) =1+h+r+E=11105
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Metodes Predictor-Corrector: Un exemple

Taula: De comparacié de P amb pc ipc” pel PVI de la Pagina 25.)

El nombre d’iterats na PC

amb 16 digits (amb arrodoniment).
Aquesta és |'aproximacié d’'x(tx) que usem per a iterar el calcul d'xk41.

co |, s - .,
és el de |'estabilitzacio del valor de xx 1= x,

K 2 3 4 5
te 0.2 0.3 0.4 0.5
x(t) 1.25 1.42857142 - - - 18 2.0
P = x© 1.245481...  1423163...  1.659798---  1.990786- -
- x(tk)‘ 45.1073 5.4.1073 6.8-1073 9.2.1073
pc' — xM 1.240721--.  1420761---  1.670074---  2.011352- -
‘ M _ x(tk)‘ 2.7-107* 1.19-1073 43.1073 1.1-1072
PC™ o xe = x" | 1250326---  1430860---  1.673200---  2.016506-- -
15 17 19 21

n

‘x/((") — x(tk)‘

3.263060 - 10~*

2.288707 - 1073

6.543042 - 1073
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Metodes Predictor-Corrector: Un exemple

Comentaris i preguntes en relacié a la taula de la pagina anterior

@ Els errors augmenten (tal com ha de ser) en anar d'esquerra a
dreta.

) 1, )
@ A cada columna I'error de PC" és menor que |'error de P
(encara que a la darrera columna és aproximadament igual).

e La fila n augmenta (perd no molt) en anar d'esquerra a dreta.
v

Temes de meditacio

© Perque I'error és tan gran?
T o 1
@ Perque I'error de PC ™ és més gran que el de PC ?
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Analisi dels metodes de multipas lineals
Error local de truncament

Recordem: Un métode lineal de g > 1 passos és de la forma

q—1 q—1
X1 1= Z ajxk—j+h Z Bif (tk—j, xk—j) + hBF (ts1, Xkt1)
=0 =0

amb /37/80)/81’" . an—haO)al)' -y g1 e R.

Definicié (Error local de truncament)
Analoga a la dels métodes explicits d'un pas

L'error local de truncament 7(tx41,h) (amb k > g —1) d’un
metode de multipas lineal és per definicié

1
1 q—
T(tkt1, h) == — ( tiy1) ZGJX tk—j)
Jj=0

ﬁhf(tk_,_l, X(tk-&-l))_hi ij(tk—ja X(tk_j))> .

Jj=0
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Analisi dels metodes de multipas lineals

Error global de truncament, Ordre i Consistencia

Definicié (Error global de truncament)

La quantitat
h) .= ty, h
i) ch;fqﬂ,...,th’T( ko )‘

s'anomena error global de truncament (o de discretitzacic) del
métode.

Definicié (Consistencia i Ordre)

Un metode lineal de g > 1 passos s'anomena consistent quan
I'error global de truncament tendeix a zero amb h:

lim 7(h) = 0.
pmy7(h) =0

A més, el metode té ordre p si és consistent i
T(h) = O(hP).
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Analisi dels metodes de multipas lineals

Definicié de Convergencia (exactament igual que pels métodes explicits d'un pas)

Definicié (Convergencia)

Un meétode s'anomena convergent si

lim u(t, hm) — x(t) =0

m—>00

per tot t € [to, to + T|, i convergent d’ordre p si

u(t, hm) — x(t) = O(KP)).

Recordem que, peracadat € [to, to + T] i m € N, denotem

hy = % i definim els nodes de discretitzacié tx := ty + kh,, per
atot k€ {0,1,2,...,Lp, }.

Per altra banda, per a fer explicit el pas usat en el calcul d'xy,
denotem |'aproximacié xx d'x(tx) obtinguda amb pas h = hp, per
u(tk, hm).

En particular, t = t,, i u(t, hy) = u(tm, hm).
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Analisi dels metodes de multipas lineals
Caracteritzacié de la Consisténcia

Teorema

Un métode lineal de g > 1 passos és consistent si | només si

qg—1 q—1
aj=1 i B—FZ(/BJ'—]O(J‘) =1
j=0 Jj=0

Addicionalment, si x(t) € CPTY(I) per algun p > 1, on x(t) és Ia
solucié del PVI x = f(t, x); x(to) = xo, el métode és d’ordre p si i
només si es compleixen les dues igualtats anteriors i, a més,

q—1 qg—1
S (=)o +e8+€> (=) =1
j=1 j=1

perf =23, ...,p.
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Analisi dels metodes de multipas lineals

Caracteritzacié de la Consisténcia

Exercici tedids

Comprovar la consistencia i calcular |'ordre de tots els metodes
multipas deduits fins ara (Adams-Bashforth i Adams-Moulton fins
a 5 passos, i BDF fins a 6 passos).
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Analisi dels metodes de multipas lineals
Caracteritzacié de la Consisténcia

Demostracié.

Desenvolupant x(tx—;) i f(tk—j, x(tk—;)) per Taylor tenim:
X(tk_j) X(tk —_jh) = X(tk) —th(tk) I O(hz), i
f(tk,j,X(tk,j)) = f(tk —jh,X(tk —jh))
= f(tk, x(t)) + O(h) = x(tx) + O(h).

Ara substituim aquestes expressions aproximades a |'error local de

truncament:
g—1 q—1
Zajx(tk—j) T 5hf(tk+1,X(tk+1)) T hZﬂjf(tk_J‘,X(tk_j)) =
j=0 j=0
J s J s
x(t) Y aj + hBx(t) + hx(te) Y (8 — joy) + O(K).
j=0 Jj=0
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Analisi dels metodes de multipas lineals
Caracteritzacié de la Consisténcia

Demostracié. En conseqiiéncia

T(tk+1,h) : ( tk+1 Za,x(tkﬂ Bhf(tk+1,x(tk+1)) —

hi ﬁjf(tk—jvx(tk—j))) =

g—1 9t
x(tk + h) — x(t) X(tk (1 oc,) B () = x(t) D (8 —Jew) + O
j=0

h

J Jj=0

Ara observem que, per tot k,

qg—1
lim <X(tk+h)x(tk) —ﬁX tk — X tk Z —Jozj ) =
Jj=0

h—0 h

(h).
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Analisi dels metodes de multipas lineals
Caracteritzacié de la Consisténcia

Demostracid.

Per tant, per tot k, limp_0 7(txs1,h) = 0 si i només si
g—1 qg—1
aj=1 i B+ Z(ﬁj —jog) =1
j=0 j=0
Les condicions per £ = 2,3, ..., p s'obtenen de manera analoga
usant desenvolupaments de Taylor d’ordre superior. [ |

v

Exercici

Feu al menys el cas £ = 2 de la demostracié del teorema anterior
per a veure el perque de les darreres igualtats de I'enunciat.
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Analisi dels metodes de multipas lineals

Un exemple paradigmatic i gens innocu

Exemple: Determinar els coeficients dels metodes lineals explicits
de 2 passos perqué siguin consistents i d'ordre maxim

El metode és
Xk+1 = QoXk + Q1Xk—1 + h[ﬁof(tk,xk) + 51f(tk71,xk71)]~

Com que tenim 4 coeficients podem provar d'imposar 4 condicions:

ag+ a; =1,

Bo+ (B—a1) =1.

Condicions de consisténcia:

Condicions per tenir ordre 2: {041 —2p =1

Condicions per tenir ordre 3: {—al +36; =1

La solucié del sistema és

Qo = 74, a1 = 5, /J)o =4 | /3)1 =2,
A més, a; — 481 = —3 # 1 i per tant, el metode amb els coeficients
anteriors té ordre exactament 3.
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Analisi dels metodes de multipas lineals

Atencid: Les coses no sén tan idil-liques com sembla

Reconsiderem el problema de Cauchy:
X = —x amb x(0) =1.

La seva solucié és x(t) = e~ *. Recordem que era un exemple senzill de
convergencia “perfecta” amb meétodes explicits d'un pas.

Aquesta vegada usarem el metode d'ordre 3 que hem deduit a I'exemple
anterior. Per aquest PVI concret el metode és (f(t, x) = —x)

Xk+1 = _4Xk + 5Xk71 — h[4Xk =+ 2Xk,1)}
= —4(1+ h)xk + (5 — 2h)xk—1.

Com que és un metode de 2 passos necessitem xp i x; per a
inicialitzar-lo. Clarament cal prendre xo = 1 (condicié inicial). Per
inicialitzar x; farem trampa per a comencar , tedricament, en les millors
condicions possibles (recordem el desastre de I'exemple dels métodes
Predictor-Corrector) i fixarem x; = e~
en escenaris reals no coneixem).

h. és a dir usarem la solucié (que
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Analisi dels metodes de multipas lineals

Atencid: Les coses no sén tan idil-liques com sembla

Tenim un metode consistent i d'ordre alt que de cap manera convergeix a la solucié.
I, de fet, disminuir el pas h empitjora la convergencia.

?

Xk

LI. Alseda

1.5

0.5

La dnica explicacié raonable és que
la recurréncia que genera els punts
Xk, malgrat ésser consistent, gene- N
ri_errors. Pero d'on poden venir En negre la graﬁca

aquests errors? de la vertadera so-

lucié x(t) = e "
En blau la grafica
d'xp, x1 i els iterats
del métode xx amb
k = 2/3,...,10,
amb pas h = 0.1.
En vermell la grafica
d’xo, x1 i alguns ite-
rats xx del meétode
amb k < 16, amb
pas h = 0.01.
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Equacions en diferéncies

Inspirat en (@ Linear recurrence with constant coefficients, Wikipedia.

Definicié

Una recurréncia lineal a coeficients constants és una equacié de la
forma

Xktn = A1Xk4n—1 + 32Xkpn—2 + -+ + anxx + b,

amb aj,ap,...,a,,bE R a, #0.

L'enter positiu n s'anomena ordre de recurréncia i indica el nombre
de valors anteriors usats en el calcul de cada iterat.

L’equacié s'anomena homogenia si b= 0 i no homogénia si b # 0.
V.

Observacié

Tota recurréencia no homogenia d'ordre n es pot reescriure com una
homogenia d'ordre n o n + 1 obviament amb coeficients diferents.
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Equacions en diferéncies

Polinomi caracteristic

Per les recurréncies homogenies estem interessats en trobar una
expressié dels iterats x, que solament depengui dels coeficients de
la recurrencia i dels n valors inicials. Per a aix0 usarem les arrels de:

Definicié (polinomi caracteristic d'una recurréncia)

El polinomi caracteristic d'una recurrencia
Xk+n = A1Xktn—1 T 32Xk+n—2 + -+ + anXk
és, per definicid,

AN —a N2 5 1) a,
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Equacions en diferéncies

La solucié

Solucié d'una recurréncia homogenia

N
.
’
|

Siguin r1, o, ..., 17 les arrels del polinomi caracteristic de la
recurrencia, de multiplicitats my, mo, ..., my, respectivament.
Llavors, per k =10,1,...,

m;—1

X:Z Zq/JM r,-k.

=1

En particular, si totes les arrels r; sén diferents (és a dir £ = n i
my=my=---=m,=1), lasolucié és

Y4

k

xe= s
i=1
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Equacions en diferéncies

Determinacié dels coeficients v; ;

Observacié

Els coeficients 7; ; (7i) es poden calcular resolent el sistema
d’equacions corresponent als n valors inicials:

i=0, j=m;—1 -
Yicij—o Vijk =xo,

i=0, j=m;—1 o
Zi:ld':ol Yi,j K ri = xq,

=t j=mi=1 _ .2 __
Yictj—o  VijkK i =x,

i=C,j=mi=1 _ i n—1 _
\Zizl,jzo Vi k r; = Xp—1-
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Analisi dels metodes de multipas lineals

Sobre el desastre de |'exemple paradigmatic i gens innocu anterior
La recurréncia és Xkr2 + 41+ h)xkr1 + (=5 + 2h)x, =0,
que té polinomi caracteristic A2+ 4(1 + )\ + (=5 + 2h).

Les arrels del polinomi caracteristic son

n=—21+h)+3/1+3h+5hi
rp=—2(1+h)—3,/1+32h+ 2h2

Llavors la solucié és xx = 1 rX + 42 rX, on 71 i 72 han de verificar
T T2h Yy

71 +7=x =1,
Mn+yn=x ="

Aixd déna y1 =1 — 72 i

h h

n—e rn—e

V2 = = :
= 6,/1+2h+ ¢h?
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Analisi dels metodes de multipas lineals

Sobre el desastre de |'exemple paradigmatic i gens innocu anterior

L'arrel /1 + %h + %h2 és un problema a I'hora d’estudiar el
comportament asimptotic de les solucions x, de la recurréncia. Volem
obtenir una expressié (aproximada) més senzilla d’aquesta arrel. Per a
aixo usarem el desenvolupament de Taylor d'ordre 2 de

2 23 5

\/1+z:1+§—%+ﬁ—@z4+0(25).

Per tant tenim:

1 1 2
2 4 _ 2 2 2
1+§h+§h271+5(§h+gh)_§(§h+gh)
1 4
+ 7 (3n+32) _%(gmg/ﬁ) +O(h)
1 1
=1+ §h+gh2)_§(gh2+gh3+gh4)
1 (8,3 16/4 5 16 4 5
Ligmetor) 518
oo (S04 B) - Do+ O(F)

1 1 1 1
=14+ -h+Zh — —h+_—hr+0().
T35 18" Toe” T (h°)
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Analisi dels metodes de multipas lineals

Sobre el desastre de |'exemple paradigmatic i gens innocu anterior

Llavors, les arrels del polinomi caracteristic de la recurréncia sén:

rn=-2(1+h)+3\/1+35h+35h

[ S S
=1—h+— — — + — +0O(K),i
+2 6+D+ (P),i

ry=—5—3h+ O(h?).
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Analisi dels metodes de multipas lineals

Sobre el desastre de |'exemple paradigmatic i gens innocu anterior

En consequéncia, usant les aproximacions

U S
h _ o n 5\
e"=1 h—|—2 6+2 + O(h),i

1+z2)t=1-2z+0(2),
tenim

n—eh —5h*+0(h°)

’\/2: = =
6,/1+ 2h+ 2m2 6(1+ 2 +0(m))

1 -1
- E(h‘1 + O(h5)) (1 +hg O(h2)) -
1 ht
_ R(h“ + (’)(h5)) (1 Sy 0(h2)) = — 516 +O(K).
i
T=1-—7 —1f—h4 + O(h°)
1= Y2 = 216 .
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Analisi dels metodes de multipas lineals

Sobre el desastre de |'exemple paradigmatic i gens innocu anterior

Resumint, donat que (1 + z)* =1+ k- z + O(z?),
== (1= f5+0(0) - (1-h+ O(hz))k—
(=5) (55 + OF") - (1+ 2h+ 0(h2))k
- (1 — 0(h5)) : (1 — kh+ O(h2)) .
(—5) (ﬁ + 0(h5)) : (1 +3kp 4 0(h2))
- (1 — kh+ O(hQ)) . (75)k(% + O(h5)>

~ (1 — kh) — (=5)F——.

Es a dir, la nostra solucié aproximada és essencialment (—5)%, que no té

res a veure amb e~ t.
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Analisi dels metodes de multipas lineals

Sobre el desastre de |'exemple paradigmatic i gens innocu anterior

Ara és totalment clar el motiu del comportament
oscil-latori del metode a I'exemple anterior. El
responsable d'aixo, donat que h és petit, és el terme

(=5)".

Recordem que aquest —5 és el terme dominant de
I'arrel r, del polinomi caracteristic de la recurrencia.

v
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Convergencia dels metodes multipas

La condicié de I'arrel

Definicié (Condicié de I'arrel)

Sigui
g—1 g—1
Xkl = Zajxkfj 4 hZBJ’f(tkﬁ'-,kaj) + hBF (tis1, Xkr1)
=0 =0

un metode multipas lineal consistent. Es diu que el métode satisfa /a
condicio de I'arrel, si totes les arrels del polinomi caracteristic de la
recurrencia anterior amb h = 0:

q—1

Xk+1 — E QjXp—j = 0
Jj=0

estan contingudes al disc unitat tancat del pla complex, centrat a
I'origen. A més les arrels de modul 1 (que sén a la frontera del disc) han
de ser simples (és a a dir, han de tenir multiplicitat 1).
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Convergencia dels metodes multipas

La condicié de I'arrel

Observacié important: Motivacié de la condicié de I'arrel

Observem que la recurréncia

no inclou tots els termes de metode. La motivacié d'aquest fet és la de
considerar el metode en el cas limit h = 0. Altrament dit, la condicié de
I'arrel fixa el comportament del metode (vist com a recurréncia) en el
limit h = 0.

Observacid sobre les arrels del polinomi caracteristic

Recordem que tot metode consistent verifica Zj-’:_ol oj = 1. Aixo implica
que 1 és una de les arrels del polinomi caracteristic de la recurréncia
anterior i, obviament, és de modul 1. La condicié de I'arrel, en particular,
imposa que 1 sigui una arrel simple del polinomi caracteristic de la

<. 1
recurréncia Xxy1 — 27:0 ajxk—j = 0.
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Convergencia dels meétodes multipas

El segiient teorema, que no demostrarem, aclareix perque pels metodes
multipas la convergéncia i la consisténcia no sén equivalents.

Teorema (Convergencia)

Un métode multipas lineal consistent és convergent si i solament si satisfa
la condicié de I'arrel, i I'error a les dades inicials tendeix a zero quan h
tendeix a zero. A més, el métode convergeix amb ordre p si té ordre de
consisténcia p i l'error a les dades inicials tendeix a zero com O(hP).
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Convergencia dels metodes multipas

Entenent la necessitat de la condicié de I'arrel

Per acabar demostrarem la proposicié seglient, que justifica la necessitat
de la condicié de I'arrel.

Proposicié (Necessitat de la condicié de I'arrel)

Tot métode multipas lineal convergent verifica la condicié de I'arrel.

Per simplicitat farem la demostracié en el cas particular d’arrels reals. El
cas d'arrels complexes funciona “mutatis mutandis” amb una petita
complicacié addicional.

Demostracio.

Comencem observant que la nocié de convergencia fa referéncia al
metode (no al PVI considerat), i ha de ser valida per a tot PVI (és a dir
per a tota f i tota condicié inicial). Per tant usarem que

limpm—o0 u(t, hm) = x(t) peratot t € [0, T| (to = 0), on x(t) és la
solucié del PVI x = 0 amb x(0) = 0 i u(t, hy) denota I'aproximacié
d'x(t = t,,) obtinguda amb pas h = h,,.
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Convergencia dels metodes multipas
Entenent la necessitat de la condicié de I'arrel

Demostracio.

Per aquest PVI concret tenim lim o0 u(t, hy) = 0 per a tot t € [0, T,
donat que x(t) = 0 per tot t € R. A més, qualsevol métode multipas
lineal aplicat a 'EDO x = 0 déna

U(tk+1» hm) = Z;];ol O‘j“(tk*j’ hM)

per a tot k > g — 1.

Demostrarem per contradiccié que es compleix la condicié de I'arrel per
arrels reals.

El polinomi caracteristic de la recurréncia xx41 — Zf;ol ajXk—j =0 és
P(\) = \9 — Zf;ol ajA9717J. Clarament,

_ -2 : —A—f
Pi(A) = qA™t = 35 (g — 1= j)ayAT27.

Sigui r una arrel real de P()\). Per a tot k € Z*, definim z, := a- r* on

aeR.
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Convergencia dels metodes multipas

Entenent la necessitat de la condicié de I'arrel

Demostracio.

En primer lloc volem veure que {zx}xez+ és solucié (real) de la
recurréncia. En efecte, fixem xg = 29,1 = z1,...,Xg—1 = Zg—1 com a
condicions inicials. Llavors, per a tot k > g — 1,

g—1 g—1
Zki1 — E aziej=a-r'Tt = aj(a-r* ) =a- <19 p(r) = 0.
Jj=0 Jj=0

Ara apliquem el métode multipas

=il
U(fk+1, hm) = ;]:0 Otju(tk_j, hm)
al PVI x = 0 amb x(0) = 0. Fixant a > 0 prou petit, per a cada node de
discretitzacié ty, t1, .. ., ty—1, podem fixar aproximacions inicials

u(l‘k7 hm) = z, tan properes com es vulgui a la vertadera solucié del PVI
x(tx) = 0. Aleshores, u(t, hm) = u(tm, hm) = z;m perqué {zx}kez+ és
solucié de la recurréencia.
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Convergencia dels metodes multipas
Entenent la necessitat de la condicié de I'arrel

Demostracio.

Si |r| > 1 tenim
lim |u(t, hm)| = lim_|zn| =a- lim |r|” = oo,
m— oo m— o0 m—»00

que és una contradiccid.

Suposem ara que r és una arrel de P amb multiplicitat més gran que 1 i
|r| = 1. En particular, P(r) = P'(r) = 0.

En aquest cas, per a tot k € Z*, definim wy := a(l + k)rk amb a € R.
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Convergencia dels metodes multipas

Entenent la necessitat de la condicié de I'arrel

Demostracid.

Com abans, fixant xp = wg, X1 = W, ...,Xq—1 = Wg—1 com a condicions
inicials, per a tot k > g — 1, tenim?
q—1
Wit1 — Zajwk_J = a(k +2)r"! Zaog k+1—j) 7 =
Jj=0

a-rk“"<((k+2q)+q)rqZa,-((k+2q) +(a=1-)r" ) -

q—1 q—2
a~rk+1q((k+2q)<rqZajrq11>+r<q Z g—1—j)a )) =
=0 =0

a~rk“_q((k+2—q)P( )+ rP'(r )) 0.

Es a dir, {wk}xez+ és solucié (real) de la recurréncia en aquest cas.

El calcul que segueix ajuda a entendre perqué la solucié d'una recurréncia ha
. i—1 ; . s
d’incloure termes de la forma (ZJ’.":’O Vi kJ> rk associats a arrels r; de multiplicitat
m; > 1.
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Convergencia dels metodes multipas

Entenent la necessitat de la condicié de I'arrel

Demostracio.

Fixant una altra vegada a > 0 prou petit, podem fixar aproximacions
inicials u(tk, hm) ‘= wy tan properes com es vulgui a la solucié del PVI

x(tx) = 0. Aleshores, com abans, u(t, hn) = u(tm, hm) = Wm.

A més,

lim |u(t, hm)| = lim |wm| = lim a(l+m)|r|" = lim a(l4+m) = oo,
m— 00 m— 00 m— 00 m—>00

que és, novament, una contradiccid. B

v
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