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Proleg

i&? Q quest llibre vol ser un curs de geometria lineal apropiat per a
ser impartit en un semestre universitari i, en conseqtiéncia, la
g‘ri,\ seva mida esta acotada pel que realment es pot explicar en les
% quaranta o cinquanta hores que pot durar un d'aquests cursos.
S’ha anat gestant lentament al llarg dels diversos i heterogenis cursos de
geometria que l'autor ha impartit en els darrers trenta anys. No és un curs
senzill —ja va dir Euclides que no hi ha cami reial cap a la geometria— i
demana al lector una complicitat constant i una lectura reflexiva i atenta.

Com que el corpus de la multi-millenaria geometria és inabastable, la
tasca de planejar un curs que sigui assequible i coherent, engrescador i
formatiu sembla condemnada a la frustracid. Aquest llibre s’hi enfronta amb
una intencid clara: donar prioritat als conceptes més fonamentals, a les
idees centrals; guiar el lector quan hi ha una dificultat i deixar-lo caminar
segons el seu albir quan el cami es torna planer i poc perdedor.

L'autor milita entre els que creuen que quan la tecnologia avanca tan de
pressa com ho fa ara, només té sentit basar l'ensenyament en la creacié i
el desenvolupament de les estructures mentals on s'aniran emmagatzemant
la informacid i les capacitats que, en cada moment futur, sera necessari
posseir. Dit més planerament: ensenyar Euclides seria forca més (til ara
que voler ensenyar —com reclamen unes veus que semblen molt segures
d’elles mateixes— les «noves tecnologiesy, la principal caracteristica de les
quals és que s’aniran convertint en «velles tecnologies» a gran velocitat.

El registre de llenguatge que s’ha utilitzat no és el dels treballs d'in-
vestigacid —i de massa textos docents— que es caracteritza per l'abséncia
de contingut heuristic i per l'obsessiva numeracid de totes les definicions,
proposicions, lemes, teoremes, seccions, subseccions, ad nauseam. M'esti-
mo més retrobar un llenguatge matematic que recuperi el valor dialectic del
pensament matematic i que, sense renunciar al rigor, utilitzi amb desimbol-
tura els recursos que els llenguatges naturals posen al nostre abast. Es
tracta, en definitiva, que l'acumulacié d’informacié minuciosa no ens obscu-
reixi el coneixement.

"Un altre instrument classic que lestil actual condemna i que jo m’'he esforcat en recu-
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Per a molts estudiants, la geometria és una assignatura o, com a maxim,
una de les diverses branques de les matematiques. Potser els podem ex-
plicar que és una de les branques principals, la més noble, la més antiga...
El cert és que la geometria és molt més que tot aixo i ho podriem justifi-
car —si féssim prou competents— amb els arguments de grans filosofs com
Kant o Russell. En tot cas, el que no podem negar és que el nostre cervell
sembla que estigui dissenyat —hardwired— per organitzar espacialment
les sensacions que rep i, al mateix temps, és meravellosament eficient en
processar informacié quan esta codificada de manera geometrica. Posem
dos exemples que, de fet, apareixen com a exercicis d'aquest llibre:

e Un departament universitari vol organitzar 7 masters diferents. Cada
master ha de tenir 3 moduls i dos masters no poden compartir més
d’'un modul. Només hi ha professorat per impartir 7 moduls. Com pot
fer-ho?

Com que el problema és prou
senzill, es pot trobar una solucié
per assaig i error, pero també és
cert que la simple inspeccio6 d'a-
quest objecte geomeétric ens fa
evident la solucié del problema:

e Els nombres 3, 4 i 5 tenen la propietat que sén primers entre ells i
compleixen 3% + 42 = 52, la mateixa propietat que tenen les ternes
(5,12,13) i (8,15,17). Trobeu una altra terna amb aquesta propietat.
Trobeu-les totes.

Aquest problema sembla més di-
ficil que l'anterior i, si bé per as-
saig i error potser podriem tro-
bar alguna altra terna, sembla
impossible anar gaire més en-

lla a no ser que, com hem fet @

abans, poguéssim traduir la pro-
pietat aritmética a® + b?> = ¢?
en alguna configuracié geome-
trica que ens permeti entendre
qué significa aquesta propietat.

perar és el que constitueixen les notes a peu de pagina. Aquest llibre n'és ple i crec que
ens ajuden a mantenir un llenguatge més distes i agil.
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Els detalls d'aquesta interpretaciéo geometrica del problema que ens
condueix facilment a la seva solucid i que, més important encara, ens
genera una comprensio profunda del que hi ha al darrere de la pre-
gunta que s'ha formulat, utilitzen la circumferéncia de la figura adjunta
i els podeu trobar a l'ultim exercici d'aquest curs.?

En resum, els éssers humans som, de manera natural, geometres i, en con-
sequiéncia, la geometria impregna profundament tota la matematica —i, de
fet, tota la nostra manera d'entendre el mén. Es per aixo que creiem que
és tant important que els estudiants de matematiques, sigui quin sigui el
camt que sequeixin, es familiaritzin amb els conceptes més fonamentals de
la geometria.

Més enlla del que acabem de dir, encara hi ha un altre aspecte que
cal tenir en compte a 'hora de decidir sobre la preséncia de la geometria
en els curriculums de l'ensenyament a tots els nivells: la transcendéencia
cultural de la geometria i el paper que l'estudi de la geometria ha tingut en
el desenvolupament del pensament a la nostra societat, al llarg dels segles.

* * *

El curs consta de quatre parts que, en total, s'estructuren en trenta «lliconsy»:

e A la primera part —«Fonaments de la geometria»— comencem discu-
tint preguntes essencials com «que és geometria?» o bé «hi ha diverses
geometries?» i estudiem el punt de vista axiomatic que va comencar
amb Euclides fa vint-i-tres segles. Donem una rapida visi6 de la ge-
ometria d'Euclides —posant de manifest les seves virtuts i les seves
mancances— i continuem amb la famosa axiomatica de Hilbert. Parlem
del «problema de les paralleles» i de la seva historia, de geometries
no euclidianes, del naixement de la geometria hiperbolica, del progra-
ma d'Erlangen... Tot sequit, fem un canvi radical de punt de vista amb
la introduccié dels «punts de Uinfinit» que ens porten a la idea de l'es-
pai projectiu. Es la part del curs on el caracter cultural i historic de
la geometria es fa més evident i ens agradaria que —mutatis mutan-
dis— aquests primers capitols formessin part indiscutible de qualsevol
formacié humanista.

2En aquests dos exemples no estem glossant la importancia de la representacié gréfica
de la informacié. Estem parlant d’'una cosa molt més profunda: Uexisténcia d'estructures
geométriques —tan «solides» com puguin ser-ho el diamant o Ceres— que podem apre-
hendre amb relativa facilitat en la seva globalitat i que ens donen un coneixement profund
sobre altres objectes matematics que ens resulten abstrusos.
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e Lasegona part del curs es dedica a un estudi —que necessariament no
pot passar de ser molt elemental— de la geometria de l'espai projectiu,
l'ambit més general de la geometria lineal. Entrem, doncs, en una area
de coneixement vastissima i només podem detenir-nos minimament en
mitja dotzena de punts que tenen una especial rellevancia conceptual.

e A la tercera part estudiem la geometria afi des de dos punts de vista
complementaris. D'una banda, entenem la geometria afi com laccié
simplement transitiva d'un espai vectorial —els «vectors»— sobre un
conjunt —els «punts». D’una altra, com la part que queda de l'espai
projectiu quan suprimim un hiperpla —lhiperpla «de l'infinit». Entre
altres coses, ens preocupem per les transformacions afins i també, de
manera molt breu, considerem el cas «métricy quan el cos d'escalars
és el cos real i entre els vectors tenim un producte escalar definit
positiu.

e A la part final del curs estudiem les coniques i les quadriques i posem
molt d’émfasi en l'equivaléncia d’'aquests quatre conceptes: formes bi-
lineals simetriques, formes quadratiques, polinomis de segon grau i
quadriques.

Volem que aquest curs es pugui impartir, de manera raonable, en trenta
hores —complementades amb un nombre apropiat de sessions d'exercicis—
i, per tant, és impossible donar demostracions dels teoremes més grans que
anem trobant. Com que aquestes demostracions sén importants, el llibre
conté una cinquena part que du el titol de «Complements» on lestudiant
podra satisfer la seva curiositat per les coses que hem dit i no hem pogut
justificar.

Hi havia un temps no gaire allunyat quan el cos dels nombres reals
ocupava un lloc privilegiat a la matematica —principalment la matematica
aplicada— i també, conseqiientment, a 'ensenyament. Els cossos finits o els
cossos de nombres formaven part de la «matematica pura» i es considerava,
en aquell temps, que el seu lloc era en cursos d'especialitzacié per a una
minoria d'estudiants. La revolucid digital ha capgirat les coses i ara el cos
real és el menys «real» de tots els cossos i els cossos finits s6n tant o més
«matematica aplicada» que el cos R. En consonancia amb aquesta situacid
—que encara no ha penetrat prou a les aules de matematiques— en aquest
text considerarem que el cos d'escalars —quan hi hagi un «cos d'escalarsy—
és un cos qualsevol. Més encara: sempre que sigui possible i raonable
preferirem el métode «sintéticy» al métode algebraic, preferirem treballar
sense coordenades a treballar amb coordenades i preferirem considerar un
cos base arbitrari abans que el cos dels reals.
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En aquest llibre hi ha una gran quantitat d'exercicis —forca més dels
que, normalment, es poden treballar a l'aula— que formen part, de manera
essencial, del curs. N'hi ha de dificils, n’hi ha de senzills i n’hi ha alguns
que simplement demanen que l'estudiant posi en practica alguns dels co-
neixements que s’han adquirit al llarg del curs. A U'hora de planificar un
curs basat en aquest llibre el professor haura de valorar quins exercicis so6n
els més adequats per als seus estudiants i de quina manera els vol incloure
en el seu model docent.

Sén moltes les persones que m’han ensenyat geometria i que reconei-
xeran, en aquestes notes, idees que, en un moment o altre, m'han donat.
No vull deixar de citar-ne dues de molt rellevants: en Sebastia Xambo i
UAgustt Reventos.






ELS FONAMENTS DE LA
GEOMETRIA



1. El concepte de geometria

’)}Q L 1899 apareix el llibre Grundlagen der Geometrie (Fonaments
: de la geometria) de D. Hilbert, que havia de representar una fita
LU () essencial a la historia del tractament axiomatic de la geometria
elemental. ELl llibre comenca amb una introduccid on, després
d’'una cita de la Critica de la Raé Pura, podem llegir:

«La geometria —i també l'aritmética— necessita, per dur a ter-
me la seva construccié logica, només un petit nombre de principis
senzills. Aquests principis s‘anomenen axiomes de la geometria.
L'enumeracid dels axiomes de la geometria i la investigacid de les
seves relacions és una tasca que, d'enca d’Euclides, ha quedat
reflectida en un gran nombre de magnifics tractats de la biblio-
grafia matematica. Aquesta tasca condueix a ['analisi logica de
la nostra intuicié? de lespai. (..)»°

La darrera frase pot interpretar-se com una possible definicié de geometria.
Entendrem, per tant, la geometria com l'analisi logica de la nostra intuicié
de Uespai. Es clar que es tracta d’'una definicié poc precisa i clarament extra-
matematica pero aquest és el tipus de definicid que ens convé en aquest

TQuina intencié té collocar una frase de Kant a linici d’'un text que havia de dur a la
seva maxima plenitud la concepcid «relativistay de la geometria? Kant defensava el punt
de vista aprioristic de la geometria, que havia de ser entesa, per tant, com un conjunt
de veritats prévies a la intuicid. Aquest punt de vista va ser el culpable, per exemple,
que Gauss no gosés publicar mati les seves recerques sobre la geometria no euclidiana,
on quedava clar que l'axioma de les paralleles, lluny de venir donat a priori, necessitava
d’'una confirmacié experimental. Molt probablement, un millor coneixement de la filosofia
kantiana i una analisi de la frase citada d'en Kant, podrien aclarir aquest punt. La frase
diu: «tot el coneixement humd comenga amb intuicions, passa d’aqui als conceptes i acaba
en ideesy.

2Anschauungen, una paraula que juga un paper important a la filosofia de Kant i que
es pot traduir per visid, contemplacio, percepcio, consciéncia, examen, observacio, intuicio...
Per exemple, quan estudiem que, per a Kant, el temps i l'espai son les formes a priori de
la intuicid, aquesta paraula «intuicio» és, en la versié original, Anschauung.

3EL subratllat és meu. No vull pas dir que Hilbert pretengués donar una definicié de
geometria quan escrivia aquesta frase.
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moment. Cal doncs, segons Hilbert, comencar a fer geometria a través d'una
contemplacié de l'espai.*

L'inici del «moment geométric»® sembla que ha de veure’s dificultat per
la complexitat de la nostra intuicid de l'espai, que és multiple, fragmentaria,
fins i tot contradictoria, i no sembla adaptar-se facilment a una analisi logi-
ca. Velem una gran quantitat d'objectes petits i grans, fixos o en moviment.
La nostra (limitada) capacitat de desplacament ens permet modificar i com-
plementar les diverses percepcions locals. La subjectivitat de la percepcid
i les seves limitacions quan considerem objectes extremadament allunyats
o extremadament petits, semblen obstacles insuperables que ens allunyen
del «modn real». Podriem encara parlar dels problemes filosofics classics so-
bre el moviment, el canvi, la possibilitat d'un continuum espacial, el temps...
Pero no és pas d'aixo del que es tracta. La geometria no és pas una teoria
del coneixement ni una teoria de la percepcié. Es una analisi logica de
les diverses percepcions espacials i de les relacions entre elles. Les limi-
tacions de la nostra intuicié i el nostre desconeixement essencial del «moén
real» (sigui quin sigui el sentit que es dont a aquestes paraules) no sén
impediments per fer geometria, sind que ens mostren que:

I. Hi ha moltes geometries, com hi ha moltes intuicions de l'espai.

. Préviament al desenvolupament de la geometria, cal extreure de la
nostra intuicié de l'espai un petit nombre de trets fonamentals sobre
els quals basarem la nostra analisi logica.

Geometria elemental i axiomatica

Tal com acabem de dir, si volem construir una geometria ens cal, en primer
lloc, prendre de la nostra intuicié de U'espai un petit nombre d'objectes basics
i un petit nombre de relacions basiques entre ells. La geometria elemental
pren com a objectes basics els punts, les rectes i els plans i com a relacions
basiques les relacions anomenades d'incidéncia, que sén del tipus: el punt
x és a la recta r, les rectes r i 1’ es tallen, etc. Més endavant, és clar, serem
molt més precisos sobre aquest punt.

No ens cal dir res sobre la «naturalesa» dels objectes ni sobre el «signi-
ficat» de les relacions. Preguntar-se qué és un punt o bé queé vol dir que un

*Aqui la paraula espai no s’ha d'entendre en el sentit astrondmic o cosmologic, ni com
a sinonim d’univers.

SAqui estem pensant en els diversos moments que Joan Maragall ens descriu a ' Elogi
de la Poesia. El moment geometric seria aquell on els diversos objectes ens interessarien
d’acord amb les relacions posicionals que es podrien establir entre ells.
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punt esta sobre d'una recta, és no haver entés de qué va el joc.® Es tracta
d’'analitzar la nostra intuicié de l'espai, la qual pot ser, en un moment donat,
que a l'espal hi ha punts, rectes i plans, els quals poden estar en unes cer-
tes relacions entre ells. No ens importen la «realitat» o '«existencia real»
de les rectes. El que si que cal, un cop donats els objectes i les relacions,
és establir el que seran les «regles del joc» que, de manera implicita, ens
donaran l'Uinic significat valid que els objectes i les relacions poden tenir
per a nosaltres.” Cal fixar els axiomes de la geometria.

Els axiomes seran un conjunt relativament petit de normes d'obligat com-
pliment per als nostres objectes i les nostres relacions. Aquestes normes, tal
i com ha passat amb els objectes i les relacions, seran abstraccions obtingu-
des a partir d'una certa intuicié de l'espai. Tampoc no ens preguntem pel seu
significat ni pel motiu de la seva necessitat. Fins i tot aquesta necessitat
és ben illusoria perque, de la mateixa manera que les diverses facetes de la
nostra intuicié ens duen a poder escollir diversos conjunts d'objectes sobre
els quals basar la nostra geometria, també l'eleccié dels axiomes és un acte
totalment lliure. Posarem un exemple que tindra importancia més endavant.
Situem-nos sobre d'un pla i considerem les diferents linies rectes que conté
el pla. Donades dues rectes i movent-nos sobre el pla, podrem, en general,
arribar en un punt on aquestes dues rectes es tallen. En algun cas, pero,
tot i que visualment veurem ben clar que les dues rectes convergeixen cap
un punt comu situat a U'horitzd, no ens sera possible de desplacar-nos fins
aquest punt. A la vista d'aquesta situacid, som lliures de prendre diverses
opcions, com ara:

I. Bandejar del nostre discurs el punt al qual no podem arribar i postular
U'existencia de rectes que no es tallen.

1. Donar més importancia a la nostra intuicid visual i afirmar que dues
rectes d'un pla sempre es tallen.

Aquestes dues eleccions, contradictories entre si, son, ambdues, plenament
valides i donen lloc a diverses geometries importants.

®Hilbert deia que el seu llibre sequiria essent totalment correcte (encara que ridicul) si
substituissim arreu les paraules punt, recta i pla per taula, cadira i gerra de cervesa.

’Algti que conequi la geometria analitica podria respondre a la pregunta «Qué és un
punt?» dient que un punt és una terna de nombres reals (xp, x1, x2). Aix0 és identificar
l'espai amb R3. Segons el nostre concepte de geometria, aixd és plenament valid i significa
que la nostra intuicié de 'espai ens l'assimila a R?. En aquest cas, perd, ja no hi ha lloc per
dur a terme cap analisi logica! Certament, no és aquest el punt de vista que adoptarem
aqut.
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Un cop fixats els objectes, les relacions i els axiomes, la tasca del ge-
ometra sera la d'obtenir teoremes, és a dir, consequiéncies logiques dels
axiomes. Aquests teoremes ens informaran sobre el comportament dels ob-
jectes i, per tant, sobre l'estructura logica de la particular intuici6 de l'espai
que hem pres com a punt de partida.

Els Elements d'Euclides

Historicament, el primer exemple de tractament axiomatic de la geometria
que ens ha arribat va ser el d'Euclides d’Alexandria. Els Elements de Ge-
ometria d'Euclides, escrits cap a l'any 300 aC, sén un conjunt de tretze
llibres on, a partir d'una axiomatica que ha esdevingut classica, s'obtenen
una llarga serie de teoremes de geometria elemental —i d'aritmética—, per
un procés que, a partir dels axiomes, es desenvolupa d'una manera rigoro-
sament logica.

No estem sequrs si aquesta obra monumental neix a la ment d’'un tnic
i extraordinari geni anomenat Euclides, si és una obra collectiva de tota
una escola de matematics, si és una enciclopedia que recull el coneixement
disponible en el seu temps o si Euclides va realment existir. En tot cas, els
tretze llibres dels Elements constitueixen una de les obres magnes de la
nostra cultura i la seva influéncia, al llarg dels segles, ha estat immensa,
no només en les matematiques sind també en l'educacié —el llibre de text
més estudiat de tota la historia—, la filosofia, la ciéncia i, en definitiva, en
el pensament —de Galileu o Spinoza a Russell o Gauss.

El que més fascina de l'obra d'Euclides és l'aplicacié gairebé impecable
del meétode axiomdtic que consisteix en que, a partir de un petit nombre
d’axiomes, es van deduint, de manera encadenada, sistematica, logica i ele-
gant, els diversos resultats de la geometria classica sobre rectes, angles,
triangles, arees, volums i poliedres i també sobre nombres primers, ter-
nes pitagoriques, nombres irracionals, etc. etc. La idea de demostracié que
s'utilitza als Elements és exactament la mateixa que tenim nosaltres. EL
reconeixement que la geometria s'ha de fonamentar en uns axiomes que
admetem sense demostracié i que, aleshores, qualsevol proposicié s’ha de
demostrar a partir dels axiomes i de proposicions demostrades anteriorment,
fa que ara, tants segles després, l'obra d'Euclides sigui encara perfectament
«actualy. Recordem alguns dels teoremes dels Elements, agrupats per Lli-
bres:

1. Congruéncia de triangles. Construccio de bisectrius, de perpendicu-
lars, de paralleles. Construccid de triangles. Suma dels angles d'un

triangle. Area del rectangle i del triangle. Teorema de Pitagores. (23
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10.

11.

definicions, 5 axiomes, 5 «nocions comunesy, 48 proposicions.)

Demostracié geomeétrica d'identitats que nosaltres expressariem amb
formules algebraiques com, per exemple, (vegeu lexercici 1.2)

x? = xy + x(x — y)
(x+y)? = x>+ y? + 2xy = 4xy + (x — y)?
(x +y)* + (x = y)* = 2(x* + )

El teorema del cosinus per a triangles, com a generalitzacié del teo-
rema de Pitagores. (2 definicions, 14 proposicions.)

La circumferéncia: construccid del centre, de la tangent, angle inscrit.
(11 definicions, 37 proposicions.)

Figures inscrites o circumscrites en una circumferéncia: segment, tri-
angles, pentagon reqgular, hexagon reqular, pentadecagon (quinze cos-
tats) reqular. (7 definicions, 16 proposicions.)

La teoria de les proporcions (atribuida a Eudox de Cnidos). Per exem-
ple: si la rad x : y és la mateixa que larad x' : y’ilarad t: y és
la mateixa que la rad u : y’, aleshores la rad (x + t) : y és la matei-
xa que la ra6 (x"+ u) : y’. La definicié 4 d'aquest llibre és l'axioma
d’Arquimedes. (18 definicions, 25 proposicions.)

. Aplicacid geomeétrica de la teoria de les proporcions. Per exemple:

teorema de Tales, rad auria, triangles amb costats proporcionals tenen
els mateixos angles. (4 definicions, 33 proposicions.)

Inicis de la teoria de nombres: multiples, divisors, nombre primer, nom-
bre perfecte, algorisme d'Euclides, maxim comt divisor. (22 definicions,
39 proposicions.)

. Teoria de les progressions geomeétriques. (27 proposicions.)

Hi ha infinits nombres primers. Nombres perfectes: si 2" —1 és primer,
aleshores (2 — 1) 2~" és un nombre perfecte. (36 proposicions.)

Magnituds incommensurables. Per exemple, la diagonal d'un quadrat
és incommensurable amb el costat del quadrat. Construccié de les
«ternes pitagoriquesy, és a dir, enters a, b, ¢ tals que a’? + b? = 2

(16 definicions, 115 proposicions.) (Vegeu l'exercici IV.31.)

Introduccié a la geometria de tres dimensions. Volum del parallelepi-
pede. (28 definicions, 39 proposicions.)
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12. Calcul del volum de la piramide, el con i el cilindre, utilitzant el me-
tode d’exhaustio. El volum de lesfera és proporcional al cub del seu
diametre. Area de la circumferéncia, també pel métode d'exhaustio.
(18 proposicions.)

13. Construccié dels cinc solids platonics. (18 proposicions.)

Geometria, moviment i simetria: el programa d’Erlangen

Tant la geometria d'Euclides com la de Hilbert (que estudiarem més en-
davant) eviten la idea de moviment. Quan parlen de segments congruents
consideren aquesta relacié com un concepte primitiu, que ens ha estat do-
nat d'entrada. Com podem arribar a aquest concepte de congruéncia? No
sembla que tota mesura ha d'implicar un desplacament? No sembla na-
tural i gairebé inevitable basar la congruéncia en la «identitat llevat d'un
moviment»? Potser seria interessant fer una geometria que contemplés el
moviment o que, fins i tot, estigués fonamentada en el moviment. L'anome-
nat Programa d’Erlangen, enunciat per F. Klein el 1872, fa exactament aixo:
desplaca el focus d'atencié dels objectes als seus moviments.

Platé ens diu que la geometria estudia allo que sempre és. Aquesta
permanencia pot ser interpretada de dues maneres diferents: o bé com
una situacid estatica, o bé com una persisténcia de l'essencia malgrat el
moviment. Es a dir, a la base de les idees geométriques hi ha el concepte
d’invariancia i podem, fins i tot, definir les propietats geometriques d'un
objecte com les que resten invariants quan aquest objecte es desplaca a
Uespai. Si ho fem aixi, el concepte de moviment pren una posicié central.
A partir del moviment poden obtenir-se, de manera natural, els conceptes
de congruéncia d'angles i segments, que ja no seran, per tant, conceptes
primitius.

Des d’'aquest punt de vista, l'eleccié d'una geometria o d'una altra equi-
val a fer una hipotesi sobre quins sén els moviments permesos. Clarament,
aquests tindran una estructura de grup i, aleshores, escollir una geometria
vol dir escollir un determinat grup de moviments. Segons el Programa d’'Er-
langen, la geometria és l'«estudi de les propietats de les figures que sén
invariants per un cert grup de moviments fixaty.

La generalitat del programa d’Erlangen és molt gran i el seu concep-
te de geometria s'adiu amb moltes disciplines geometriques modernes, des
de la topologia a la geometria algebraica.® Si volem, pero, fer geometria

8Donar preeminéncia a les transformacions d'un objecte per sobre de l'esséncia del propi
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elemental, caldra que ens restringim a grups de moviments «lineals». Les di-
verses geometries (euclidiana, hiperbolica,...) s'obtindran prenent subgrups
apropiats del grup lineal.’?

En aquest context, la teoria de grups i la teoria d'invariants ocuparan
un lloc central a la geometria. Malgrat el seu interes, en aquest curs no
aprofundirem gaire en aquesta direccié.”

objecte és una idea central a la matematica «moderna». Bourbaki hi veu el germen de la
nocié d'estructura. Es clar que va conduir a l'interés per les transformacions naturals i a
la teoria de categories.

IPer exemple, la longitud d'un segment no és una propietat geométrica si considerem
homoteécies, pero ho és si només considerem transformacions ortogonals (és a dir, transfor-
macions que conservin el producte escalar de vectors). Més dificil seria explicar en poques
paraules quin grup cal prendre per obtenir la geometria hiperbolica.

"No hauriem d'oblidar la influéncia del programa d'Erlangen a la fisica del segle XX.
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2. Els fonaments de la geometria
d'Euclides

/)‘66 studiem i discutim en aquest capitol els inicis del primer Lli-
: bre dels Elements d’'Euclides, amb l'objectiu de valorar la seva
E({)L§ transcendéncia i també algunes de les seves mancances.

Definicions i nocions comunes

El Wibre | comenca amb 23 definicions: punt, recta, pla, angle recte, cir-
cumferéncia, triangle equildter, etc., perd no totes les definicions tenen el
mateix caracter.

Per exemple, la primera definicié diu que un punt és allo que no té parts
i la quarta afirma que una recta és una longitud sense amplada que esta
igualment situada respecte dels seus punts. La presencia d'aquestes defi-
nicions de punt i recta sembla contradir el que hem afirmat sobre que la
nocié d'un punt sera una nocié basica, de la naturalesa de la qual no cal
dir-ne res. Cal, pero, fer algunes observacions. En primer lloc, potser no
hem d’entendre aquestes definicions en el sentit modern de la paraula, sind
que cal situar-les en un context platonic i creure en un moén on habiten els
arquetipus de les coses: el punt, el cavall, etc. Aleshores, les definicions
anteriors pretenien, només, fer «recordar» aquests arquetipus. D’altra ban-
da, no totes les definicions sén igualment objectables. Hi ha auténtiques
definicions, com ara quan diu, per exemple, que un triangle isosceles és el
que té només dos costats iguals, o que les paralleles son les rectes que,
contingudes en un mateix pla, no es tallen. Finalment, dir que un punt és
allo que no té parts, no ve a ser com dir que el concepte de punt és un
concepte primitiu, que no es pot reduir a altres conceptes?

Hi ha altres definicions que, implicitament, introdueixen conceptes primi-
tius que, per tant, queden assumits com a conceptes basics de la geometria.
Considerem, per exemple, la definicié d'angle recte com aquell angle que
és igual al seu adjacent. En diversos llocs dels Elements, Euclides parla de
magnituds iquals i és evident que no utilitza la paraula «igual» en el ma-
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teix sentit que ho fa la matematica moderna. La definicié d'angle recte ens
diu, doncs, que hi ha una certa relacié entre angles, que Euclides anomena
«igualtaty» i nosaltres preferirlem anomenar «congruéncia», de manera que
té sentit afirmar que dos angles son iguals —o, en la terminologia actual,
son congruents.

Una situacié similar es dona a la definicié de circumferéncia com una
linia tal que existeix un punt anomenat centre de manera que tots els
segments que uneixen el centre amb cada punt de la linia sén «igualsy.
Aqutl Euclides ens esta dient que tenim una relaci6 —podem anomenar-la
«congruéncian— entre segments, que també és una relacié primitiva —no
es defineix a partir de cap nocié anterior—, i que ens permet parlar de
segments (:ongruents.1

En resum, a les definicions del llibre primer, Euclides presenta els tres
objectes basics de la seva geometria —punts, rectes i plans— i les dues re-
lacions basiques de congruéncia entre angles i congruéncia entre segments.

Al llibre primer també hi ha cinc «nocions comunesy» que Euclides distin-
geix de les definicions, com si aixo indiqués que considera que sén principis
logics amb una validesa que va més enlla de la geometria. Per exemple, la
primera d'aquestes nocions comunes afirma que «coses iguals a una cosa
son iguals». Efectivament, sembla un principi logic elemental, perdo hem
de recordar que la igualtat d'Euclides no és la igualtat matematica, sino
que és, per exemple, la congruéncia d'angles o la congruéncia de segments.
Per tant, aquesta nocié comuna ens esta dient que la congruéncia compleix
la propietat transitiva. També és molt interessant llegir la nocié comuna
cinquena: «el tot és més gran que la part».?

Els quatre primers axiomes

Els tres primers axiomes estan escrits en forma de «construcciéy» és a dir,
assenyalen diverses construccions que es postula que son possibles.

e Axioma | [Es possible] dibuixar, de qualsevol punt a qualsevol punt,

"En llibres posteriors, Euclides parla tambhé de figures iguals quan nosaltres diriem
«figures amb la mateixa area» o, en el cas de figures solides, «figures amb el mateix
volumy.

2Quan tractem amb objectes infinits, sabem que aquesta nocié comuna no es compleix.
Per exemple, st a un conjunt infinit li traiem un element, el que queda és «igual» al conjunt
inicial. Per posar un exemple més geométric, un angle curvilini (en algun moment Euclides
considera aquests angles) de mesura zero pot estar a l'interior d'un altre angle curvilini
de mesura zero, en contradiccié amb la cinquena nocié comuna. Pensar en la validesa de
la nocié comuna cinquena quan lapliquem a l'area i el volum ens duria a tenir en compte
situacions com la paradoxa de Banach-Tarski.
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una linia recta.’

El primer axioma és molt clar i representa la propietat essencial del
nostre concepte de recta. Entre totes les linies que uneixen dos punts,
n’hi ha una i només una que es pot anomenar recta. Es perfectament
admissible negar-se a postular aquest fet, doncs ja hem dit que la
nostra intuicio de l'espai és multiple i complexa, pero, aleshores, la
geometria que obtindrem dificilment sera una geometria elemental.
També podem entendre que amb aquest axioma postulem l'existéncia
del regle i acceptem que el regle es pot utilitzar per tracar la recta
—més exactament, el segment— que uneix dos punts.

e Axioma Il [Es possible] prolongar qualsevol segment per qualsevol dels
seus dos extrems.

En primer lloc, cal tenir present que Euclides no considera mai tota
una recta completa (que, evidentment, no es pot dibuixar), sindé que
considera segments de recta limitats per dos punts. En aquest context,
l'axioma Il admet una altra utilitzacio «legal» del regle: Si tenim un
segment amb extrems A i B, podem usar el regle per dibuixar un
segment AC que contingui el segment inicial AB.*

Aquest axioma sembla molt natural perqué ve a dir que una linia recta
«no s'acaba mai», pero si ens hi fixem una mica més, veiem que aquest
axioma i l'anterior mostren que Euclides admet, implicitament, que
entre els punts d'una recta hi ha una certa relacié dordre que, si
tenim tres punts alineats A, B, C, ens permet afirmar, per exemple,
que B estd entre Ai C.°

e Axioma Ill Amb centre a qualsevol punt [és possible] dibuixar una
circumferéncia que passi per qualsevol altre punt.

3Sembla com si Euclides «oblidés» dir que aquesta recta que uneix dos punts diferents
és Unica. En tot cas, 'Us que fa d'aquest primer axioma deixa clar que el sentit de l'axioma
és que per dos punts diferents hi passa una tnica recta.

*Com que no hi ha cap més axioma que validi cap altra utilitzacié del regle a la geometria
d’Euclides, els axiomes | i Il ens diuen que el regle només el podem utilitzar per (a) unir
dos punts o (b) prolongar un segment. Per exemple, una utilitzacié fraudulenta del regle
seria tenir marcats dos punts sobre el regle i fer la construccié que es coneix amb el nom
de «neusis»: donat un punt P i dues corbes, amb el regle marcat es podria trobar una recta
que passés per P i que tallés les dues corbes en punts separats per la mateixa distancia
que hi ha entre les dues marques del regle. Amb neusis es pot trisecar qualsevol angle
(vegeu lexercici 1.8), una construccié que és impossible si utilitzem el regle només com
indiquen els axiomes | i Il d'Euclides. Possiblement, neusis era coneguda per Euclides,
pero els seus postulats l'exclouen.

°En una carta del 1832 a Farkas Bolyai (el pare de Jdnos Bolyai) Gauss ja troba a faltar
que es postuli amb precisié quines son les propietats que té aquesta relacié «estar entre».
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Aquest axioma ens diu que tenim un compads i que el podem utilitzar
d'aquesta manera: donats dos punts A i B, podem fixar una de les
puntes del compas en el punt A, fer que l'altra punta caigui sobre el
punt B i, aleshores, dibuixar la circumferéncia de centre A i radi AB.°

En resum, els tres primers axiomes ens diuen que Euclides fara la ge-
ometria del regle i el compds —la geometria que es pot fer tracant rectes
i circumferéncies amb un regle i un compas— i ens explicita completament
que podem fer amb aquests dos instruments. Amb el regle podem unir dos
punts i prolongar un segment, amb el compas podem tracar la circumferéncia
amb centre donat que passa per un punt donat.’

Si analitzem la manera com Euclides utilitza aquests tres axiomes, hi
trobem algunes mancances molt importants. Amb aquests tres axiomes
dibuixem segments i circumferéncies pero, amb quin objectiu? A les cons-

Tal com passava amb l'axioma anterior, aquesta utilitzacié del compas és l'inica que
és valida. En particular, una utilitzacié fraudulenta seria la que es coneix com a «compds
bloguejablex»: preparem el compas per tracar la circumferéncia de centre A i radi AB, com
a l'axioma Il i, aleshores, «bloquegem» el compas i, amb la mateixa obertura, dibuixem
la circumferéncia de centre A’ i radi «igual» a AB. De totes maneres, és facil veure que
aquesta mateixa construccié també es pot fer de manera «legal» i, en conseqiiéncia, és
valida a la geometria d'Euclides. Vegeu l'exercici l.1c.

’Es curiés observar una asimetria entre aquests dos instruments: el regle i el compas.
Un compas és un mecanisme fisic que permet dibuixar circumferéncies i, en canvi, un regle
permet dibuixar rectes a partir d'una recta que ja forma part de la construccié del regle. Es
evident que hi ha, en el regle, un cercle vicids: per construir un regle necessitem una recta
it per dibuixar una recta necessitem un regle. El problema de dissenyar un mecanisme
fisic (com és el compas) que, sense cap recta prévia, dibuixi rectes no es va plantejar
fins que James Watt el 1784 va necessitar convertir el moviment lineal dels pistons d'una
maquina de vapor en el moviment circular d'una roda. La solucié de Watt és aproximada
(vegeu l'exercici I.21) i la primera solucié exacta del problema la va obtenir el 1864 Charles-
Nicolas Peaucellier d’aquesta manera: els punts O i O’ estan fixos al pla, les articulacions
A, B, C i D es poden moure lliurement i OA = OB, AC = AD = DB = BC, O'D = 00'.
En aquestes condicions es pot demostrar (vegeu l'exercici 1.20) que el punt C es mou sobre
una recta.

Sobre els diversos ginys que es van inventar per convertir un moviment circular en un de
rectilini podeu consultar la curiosa obra How to draw a straight line, A. B. Kempe, 1877.
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truccions que fa Euclides es dibuixen rectes i circumferéncies amb l'objectiu
de trobar nous punts que apareixem com interseccions d'aquestes rectes
it aquestes circumferencies que hem dibuixat. El problema és que els axi-
omes d'Euclides diuen que podem dibuixar aquestes figures, pero no ens
garanteixen que els punts d'interseccié existeixin.

Un parell d'exemples ens ajudaran a entendre aixo que acabem de dir.

e [Biseccié d'un angle. Proposicié 9 del llibre ] Euclides divideix un
angle en dos angles iguals d’'aquesta manera:

B
A’

O TA

Considerem l'angle de vertex O format pels segments OA i OB i supo-
sem que OA < OB. Tracem la circumferéncia de centre O i radi OA.
Trobem el punt A. Tracem la circumferéncia de centre A’ i radi A’A.
Tracem la circumferéncia de centre A i radi AA’. Trobem el punt C.
Tracem el segment OC. Aleshores, es pot demostrar que els angles
AOC t AOC son iguals. El problema és que l'existéncia dels punts A’
i C no es pot inferir a partir dels axiomes.

e [Construccid del triangle equildter. Proposicié 1 del llibre I] Amb ba-
se un segment donat AB volem construir un triangle equilater. Amb
centre A i radi AB dibuixem una circumferéncia C; i amb centre B i
radi BA en dibuixem una altra C,. St X és un punt on es tallen aques-
tes dues circumferencies, aleshores el triangle ABX és equilater. ELl
problema és que, igual que abans, no es demostra que aquest punt X
existeixi.?

8Ens podem convéncer d'aixd considerant la geometria analitica elemental del pla Q?
format per tots els punts (x, y) on x i y s6n nombres racionals. En aquest pla podem fer les
construccions dels tres axiomes d’'Euclides, perdo no podem construir triangles equilaters:
el tercer vertex del triangle equilater amb base el segment de (—1,0) a (1,0) hauria de ser
el punt (0,v/3), que no existeix a Q2.
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&
A B

B

Aqut tenim dos intents fallits de construir un triangle equilater sobre
AB: en el primer les circumferéncies es creuen sense tallar-se i en el
segon les circumferéncies ni tan sols es creuen.

El quart axioma ja no parla de construccions siné que afirma el seguient:
e Axioma IV Tots els angles rectes son iguals.

Sobre aquest axioma hi ha dos punts de vista oposats: un punt de vista
afirma que és un desencert d’'Euclides perqué és una proposicio senzilla de
demostrar que no caldria incloure com a axioma; l'altre punt de vista diu
que es tracta d'un axioma important, relacionat amb el moviment o, més
exactament, amb la intencié d'Euclides de fer una geometria que no entri
en conflicte amb els classics problemes filosofics sobre el moviment.’

Entre els que van opinar que el quart postulat es pot demostrar hi ha el
filosof neoplatonic Procle (segle V) i també el matematic i astronom persa
Abu-Sahl al-Quhi (segle X). Ambdés van escriure tractats sobre els Ele-
ments i ambdoés «demostren» el quart postulat d'una manera ben senzilla
pel métode de «superposicio»: Si a i 8 son dos angles rectes, superposen
un sobre l'altre i demostren que ni a pot ser més petit que B ni B pot ser
més petit que a. On és el problema d'aquesta demostracié? ELl problema és
que cal moure un angle sobre l'altre. Tot sembla indicar, doncs, que Eucli-
des va incloure aquest quart axioma perqué no volia que la seva geometria

necessités el moviment: volia esquivar completament les apories de Zend.!°

També és cert que en el perfeccionament de 'axiomatica d'Euclides que
va fer D. Hilbert —l'estudiarem a partir del capitol seglient— el quart postu-
lat es pot demostrar. Nogensmenys, l'axiomatica de Hilbert també necessita
un axioma encara més fort per tal d'esquivar el moviment.

9Sobre aquest tema podeu llegir A. Reventés, El moviment a la geometria, Butll. Soc.
Cat. Mat,, 1995.

"Malgrat la inclusié de l'axioma IV, Euclides també utilitza la superposicié en algun
dels seus teoremes, per exemple a la proposicié quarta del llibre primer. En parlarem més
endavant.
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El cinqueé postulat

Després dels quatre primers postulats d'Euclides, llegir 'enunciat del cinqueé
postulat produeix una extraordinaria sorpresa:'

e Axioma V Si una recta, que talla dues rectes, fa amb elles uns angles
interiors del mateix costat més petits que dos rectes, aquestes rectes,
convenientment prolongades, es tallaran pel costat on els angles sén
més petits que dos rectes.'?

Salta a la vista que l'axioma V és molt especiall Mentre els altres
axiomes son d'una «evidéncia» total, aquest és forca complex i requereix un
cert esfor¢c de comprensié. Sorgeixen immediatament dues preguntes:

a) Respon realment l'axioma V a la nostra intuicié de l'espai?
b) No sera, potser, l'axioma V una consequiéncia dels altres axiomes, és

a dir, un teorema?

En primer lloc, diguem que l'axioma V es pot substituir per un altre d'equi-
valent,’® pero de comprensié més facil:

e Axioma V' Per un punt que no pertany a una recta hi passa una tnica
parallela a la recta.™

"S’ha especulat molt sobre els motius que van dur Euclides a incloure aquest axioma i a
fer-ho, precisament, en aquesta forma. De totes aquestes especulacions, potser una de les
més interessants és la que observa que la mateixa definicié de rectes paralleles no pot ser
satisfactoria sense invocar l'existéncia d'una recta infinita —que ja hem dit que no entra
en els esquemes de la matematica d’Euclides. En efecte, suposem que tenim dues rectes
d’'un pla i que volem saber, aplicant la definicio, si son paralleles. Imaginem que ho siguin
realment. Aleshores, les anirem prolongant i no es tallaran, perd mai no podrem saber si,
potser, prolongant una mica més es tallarien. En conclusié, mai no podem saber si sdn
paralleles o no ho sén... a menys que apliquem l'axioma V que, vist d’aquesta manera, és
com una «definicid efectiva» de rectes paralleles.

12Curiosament, aqui Euclides «oblida» dir que les rectes han d'estar en un mateix pla.
Com que en els primers llibres només parla de geometria plana, aquesta condicié 'hem de
considerar implicitament assumida.

BUna certa proposicié A direm que és equivalent a l'axioma V quan A es pot demostrar
utilitzant els axiomes 1, 11, 111, 1v, v, i també l'axioma V es pot demostrar utilitzant els axiomes
I, 1, m, v i la proposicid A, presa com a axioma.

"De fet, n’hi ha prou amb un axioma més feble: per un punt que no pertany a una recta
hi passa com a maxim una parallela a la recta. De vegades, aquest axioma es coneix amb
el nom d’axioma de Playfair, en honor al matematic escoces John Playfair (1748-1819).
Nosaltres en direm axioma de les paralleles.
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Veurem, doncs, que aquest axioma si que respon a una certa concepcio
de lespai. Quan imposem l'axioma V estem fent una eleccié molt important.
Mentre que els altres axiomes es limiten a dir-nos que el mon és essenci-
alment lineal o, millor dit, que volem estudiar geometria elemental, aquest
axioma tria un particular model d'espai, el model euclidic.

El que estem dient sembla indicar que la resposta a la pregunta b) d'a-
bans és «no». En efecte, tot i que van caldre molts segles per arribar a
veure-ho clar, Euclides tenia rad quan va incloure l'axioma V a la seva llista
d'axiomes de la geometria.’> Aquest axioma és independent dels altres qua-
tre (fins i tot convenientment perfeccionats) en el sentit que és impossible
demostrar 'axioma V a partir dels altres quatre axiomes.

Durant segles, el «problema» del cinqué postulat d’Euclides ha preocu-
pat a nombrosos matematics —i filosofs!— i la historia dels desenvolupa-
ments de les idees que van dur a la demostracié de la independéncia del
cinqué postulat respecte dels altres és certament molt interessant, pero no
tenim prou temps per discutir-la aqui. Diguem només que un gran nombre
de matematics cercaven una demostracié del cinqué postulat i, en molts ca-
sos, el que obtenien era una prova del cinqué postulat que utilitzava algun
nou axioma que, inadvertidament, era donat per valid. Aquest tipus de de-
mostracions no estan desproveides d'interés perque, si més no, han permés
obtenir una bona série d'axiomes forca interessants, tots ells equivalents a
'axioma de les paralleles.’®

Sovint la demostracié del cinqué postulat es volia fer per reduccié a
labsurd: se suposava que el cinqué postulat era fals i s'anaven deduint
consequiéncies d'aquest fet, cercant una contradiccié. Aquesta contradiccio
no es trobava mai, pero totes les conseqliencies de la negacié del cinqué
postulat que s'anaven demostrant eren teoremes valids a una geometria que
no compleixi el cinque postulat. Ara sabem que aquesta geometria existeix:
s'anomena geometria hiperbolica."” Per tant, els primers tractats de geo-

5Es logic pensar que Euclides era conscient de la singularitat del seu cinqué postulat:
quan llegim els Elements sembla com si Euclides retardés al maxim la utilitzacié del
postulat polémic: no l'empra fins a la proposicié 29 del primer Llibre.

®Donem exemples d'axiomes equivalents al cinqué postulat d’Euclides: La suma dels
angles de qualsevol triangle val dos rectes; hi ha un triangle on els angles sumen dos
rectes; hi ha un triangle on els angles sumen com a minim dos rectes; hi ha un triangle
d’area arbitrariament gran; hi ha dos triangles semblants diferents; tot triangle es pot
inscriure en una circumferéncia; existeix un rectangle; una recta no pot estar continguda
a l'interior d’'un angle.

7Sembla ser que Gauss, a comencaments del segle XIX, ja havia construit una bona
part de la geometria hiperbolica, pero no va publicar mai els seus resultats per por al que
ell va anomenar —en una famosa i enigmatica frase— «la cridoria dels beocis». Menys
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> Els fonaments de la geometria d'Euclides <

metria hiperbolica els van escriure els qui no creien en la seva existéncia.®

W%k % % %

En conclusio, encara que haguem trobat alguns errors i algunes mancances
als Elements, l'obra geometrica d'Euclides és un monument intellectual de
primera magnitud. Entre els seus grans merits podem fer esment d'aquests:

e El reconeixement de la necessitat del métode axiomatic com a con-
substancial al concepte matematic de demostracié i la immensa per-
feccio de tota l'estructura deductiva de l'obra.

e La inclusid genial del cinqué postulat.

e La superacio de les mancances del nombre. Era ben sabut que els
nombres —el que ara en dirlem nombres racionals— no podien resol-
dre el problema de la mesura de les longituds, les arees o els volums.
Malgrat aixo, Euclides és capac¢ de desenvolupar de manera completa
la seva geometria sense haver de recérrer (gairebé mai'®) a processos

infinits.

e La intelligent manera com esquiva les apories del moviment, de l'infi-
nit, i altres problemes filosofics.

coneguda és lobra del jurista Ferdinand Karl Schweikart (1807) i del seu nebot Franz
Taurinus (1825). Es considera que els creadors de la geometria hiperbolica van ser Nikolai
Ivanovich Lobachevsky i Janos Bolyai que van desenvolupar-la de manera independent entre
el 1823 i el 1832. De tota manera, la demostracié completa que la geometria hiperbolica
és igual de consistent que la geometria d'Euclides no va arribar fins el 1868 amb l'obra del
geometra italia Eugenio Beltrami.

8La llista de matematics que van intentar demostrar el cinqué postulat comenca amb
Claudi Ptomeleu al segle Il i Procle al segle V i acaba amb Lambert i Legendre a finals
del segle XVIIl. Conté noms com el del matematic persa Omar Khayyam que l'any 1077
publica un comentari dels Elements amb una demostracié del cinqué postulat que utilitza
que dues rectes paralleles sempre estan a la mateixa distancia (una afirmacié equivalent
al cinqué postulat que es pretén demostrar). Un altre exemple important és el de Giovanni
Girolamo Saccheri (1667-1733), autor d'un libre titulat Euclides vindicat de tot error on
pretén vindicar Euclides veient que la negacié del cinqué postulat és contradictoria. Es
clar que no ho aconsequeix i és estrany que no s'adoni que l'auténtica vindicacidé d’Euclides
consisteix en demostrar que el cinqué postulat és un postulat i, per tant, la seva negacid
no és contradictorial

"Només quan aborda l'area de la circumferéncia o el problema del volum. Tanmateix,
en aquests casos és inevitable haver de considerar processos de pas al limit.

> 17



3. 'axiomatica de Hilbert:
incidencia it ordre

em vist com els Elements, malgrat la seva transcendéncia mate-
matica, historica i filosofica, malgrat la magnifica colleccié de
teoremes que contenen i malgrat la inclusié genial del cinque
postulat, tenen defectes logics que neixen, principalment, de
no fixar amb claredat totes les relacions que es consideren com a primitives
ni tots els axiomes que aquestes relacions verifiquen. Hem trobat a faltar
els axiomes que han de verificar les relacions d'ordre i de congruéncia i hi
hem trobat a faltar uns axiomes de continuitat que ens permetin afirmar,
per exemple, U'existencia dels punts on es tallen dues circumferéencies.

Hilbert, a 'acabament del segle xix, va voler escriure un tractat on, d'una
vegada per sempre, les proposicions de la geometria elemental aparequessin
demostrades amb un rigor logic total i on aparequessin explicitament totes
les relacions basiques i tots els axiomes que aquestes han de verificar. |
no només aixo, sind que, a més, quedés clar quins son els axiomes que
son necessaris per demostrar cadascun dels teoremes importants. Anant
molt més lluny que Euclides, Hilbert es planteja també els tres problemes
seguents:

Independéncia. Es tracta de veure que els axiomes sén independents entre
ells, de manera que cap d'ells no és conseqliéncia dels altres i, en
particular, cap no és superflu.’

Consisténcia. Es tracta de demostrar que els axiomes no es contradiuen

entre ells.?
L ra d - i A és ind | lel i A A, és trobar
a manera de veure que un axioma A és independent dels axiomes Ay, ..., A, és trobai
un model on tots els axiomes Aq, ..., A, siguin certs, pero no ho sigui l'axioma A. Donar

un model vol dir donar definicions dels conceptes basics i de les relacions basiques. Per
exemple, R3 amb les definicions usuals de punt, recta, ordre i congruéncia, és un model de
la geometria euclidiana on es verifiquen tots els axiomes d’Euclides.

2El problema de la consisténcia va aparéixer tan bon punt es va considerar la geome-
tria com un sistema axiomatic abstracte on l'eleccié dels axiomes es fa d'una manera lliure.
Mentre es creia que la geometria euclidiana era l'tinica «autenticament real», aquesta su-
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Completesa. Una teoria axiomatica es diu que és completa quan, donada
una proposicié qualsevol, o ella o la seva negacié sén conseqiiencia
dels axiomes.?

A la vista dels famosos resultats de Kurt Godel dels anys 30 del segle passat
sembla que els problemes de la completesa i la consisténcia de la geometria
elemental no hagin de tenir solucid.’

D. Hilbert va desenvolupar el seu programa a l'obra Grundlagen der Geo-
metrie que ja hem citat abans. Ara estudiarem una introduccid (simplificada)
a l'axiomatica de la geometria elemental, en la linia dels Grundlagen.

Objectes i relacions

Ja hem dit que la geometria elemental es basa en considerar tres menes
d'objectes, anomenats punts, rectes i plans. Per tal de simplificar U'exposicid
de l'axiomatica de Hilbert, ens limitarem a l'estudi de la geometria plana.
Considerarem, per tant, que existeixen dues menes d'objectes, anomenats
punts i rectes, els quals poden presentar entre ells tres tipus de relacions:’

posada realitat ens reduia la seva consisténcia a la del mdn real, suposadament consistent
(7). Quan eliminem el suport real i considerem la geometria com un sistema on els axiomes
son escollits «arbitrariamenty, sentim la necessitat de demostrar que aquests axiomes no
es contradiuen entre ells o, com a minim, que una contradiccid entre els axiomes implicaria
una contradiccid en alguna altra branca de la matematica com, per exemple, la teoria de
conjunts, etc.

3Per exemple, la teoria de grups no és una teoria completa, perqué cap de les propo-
sicions: «a + a = 0 per tot a», «existeix a tal que a + a # O», no sén conseqiiéncia dels
axiomes de grup: Hi ha grups que verifiquen la primera i altres on es compleix la segona.

*Recordem que dels resultats de Gédel es desprén que l'aritmética dels nombres natu-
rals no és completa: conté proposicions indecidibles i, de fet, la seva consisténcia és una
d’elles. Aixo ens fa pensar que la geometria d’Euclides ha de tenir els mateixos problemes.
Efectivament, l'axiomatica de Hilbert que ara estudiarem no pot ser una teoria completa
i la seva consistéencia és indecidible, perqué és essencialment equivalent a la teoria dels
nombres reals. Malgrat aixo, és interessant fer esment del fet que Alfred Tarski el 1926 va
desenvolupar una nova axiomatica de la geometria elemental que, contenint una gran part
de l'obra d'Euclides, st que és consistent i algorismicament decidible, en el sentit que per a
cada proposicid hi ha un algorisme que ens permet decidir si és certa o falsa. Recentment,
en els ambits de la intelligéncia artificial i de la demostracié de teoremes per ordinador,
Uobra de Tarski ha adquirit una rellevancia especial. Podeu consultar, per exemple, els pro-
ceedings del congrés biannual «Automated Deduction in Geometry». [nota: tots aquests
comentaris tenen un cardcter que en podem dir naif en el sentit que, per poder tractar
aquests temes d'una manera rigorosa, és imprescindible fer-ho a partir d'una solida base
de logica matematica que, evidentment, s'escapa dels objectius d’aquest curs.]

>Observem que en aquesta exposicié ens estem apartant del llenguatge usual de la
matematica actual que es basa (gairebé) sempre en la teoria de conjunts. L'objectiu de
fer-ho aixi és mantenir la geometria independent de la teoria de conjunts, en lesperit de
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a) Una relacié d'incidéncia entre punts i rectes. Direm, per exemple, que
un punt és a una recta, o que una recta passa per un punt.

b) Una relacié d'ordre o, millor dit, d'estar entre, entre ternes de punts.
Direm, per exemple, que el punt A esta entre els punts B i C.

c) Una relacié de congruéncia entre parelles de punts i entre angles (el
concepte d'angle el definirem més endavant). Direm, per exemple, que
AB és congruent a A'B’ o que l'angle a és congruent a l'angle «'.

Aquestes relacions verificaran una série d'axiomes que, per tal de sistema-
titzar l'exposicid, es divideixen en cinc grups:®

Axiomes d’incidéncia
Hi ha tres axtomes d’incidéncia.
1.1 Per dos punts hi passa una Unica recta.

1.2 Tota recta té com a minim dos punts.

1.3 Hi ha tres punts no alineats.

D’aquests axiomes ja es dedueix que dues rectes’ tenen com a maxim un
punt en com(.®

Axiomes d’ordre

Hem dit que una de les relacions basiques és la que ens permet afirmar
que un punt esta entre dos altres punts. Aquesta relacié ha de verificar els
seguents axiomes:

Hilbert. Si volguéssim utilitzar la teoria de conjunts diriem, per exemple, que tenim un
conjunt X, els elements del qual s'anomenen punts i que tenim també un conjunt R, els
elements del qual sén subconjunts de X i s'anomenen rectes. Observem que, si ho fem
d'aquesta manera, la relacié d'incidéncia es converteix en la relacié de pertinenca de la
teoria de conjunts. Al llarg d'aquests apunts utilitzarem els dos punts de vista —recta com
a objecte primitiu o recta com a conjunt de punts— de manera indistinta.

®Hem alterat lleument l'ordenacié que fa Hilbert dels seus axiomes.

"Prenem el conveni que l'expressié «dues rectesy vol dir dues rectes diferents. El mateix
diem respecte dels punts, etc.

8’axioma 1.3 ens diu que la geometria no es redueix a una Unica recta, és a dir, la
dimensié de l'espai és més gran que 1. Com que hem dit que volem estudiar geometria
plana ara hauriem d'incloure un axioma que ens digués que la dimensid és menor que 3.
Un axioma apropiat seria aquest «axioma de coplanaritat»: Si A, B, C, D sén quatre punts
diferents aleshores alguna d’aquestes parelles de rectes es tallen: AB i CD, AD i CB, AC
i BD. De tota manera, no incloem aquest axioma a la llista d'axiomes perqué sera una
conseqiiéncia d'altres axiomes que hem d'introduir més endavant. Vegeu l'exercici 1.30.
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1.1 Si B esta entre A i C, aleshores A, B i C estan sobre una mateixa
recta, son diferents, i B esta entre C i A.

1.2 Donats dos punts A i B, hi ha com a minim un punt C tal que B esta
entre At C.

Observem que aquest axioma II.2 ve a ser l'axioma Il d'Euclides, el que
afirma que tot segment es pot prolongar.

1.3 Donats tres punts d'una recta, com a maxim n’hi ha un que esta entre
els altres dos.

Observem que no postulem que, donats tres punts alineats, sempre n'hi ha
d’haver un que estigui entre els altres dos. Aixo sera, més endavant, un
teorema (vegeu l'exercici 1.26).

La relacié d’'«estar entre» permet definir el concepte de punts d’'un seg-
ment. Un segment sera una parella (no ordenada) de punts (diferents). Si
els punts sén A i B, designarem el segment per AB o, equivalentment, BA.
Anomenarem punts del segment AB els punts que estan entre At B. Els
punts A i B s'anomenen extrems del segment i (opcionalment) també podem
dir que formen part del segment AB.

Els axiomes que hem introduit fins ara sén elementals i previsibles. En
canvi, 'axioma que introduirem a continuacié pot ser una auténtica sorpresa.
S'anomena axioma de Pasch:’

.4 (Axioma de Pasch) Siguin A, B i C tres punts no alineats i sigui r
una recta que no passi per cap d'aquests punts i talli el segment AB.
Aleshores r talla el segment AC o talla el segment BC."

Es a dir, si una recta talla un costat d’un triangle i no passa per cap vértex,
aleshores talla també un segon costat del triangle. No cal dir que Eucli-
des —i tots els geometres posteriors fins a Pasch— van utilitzar aquesta
propietat sense ni demostrar-la ni incloure-la entre els axiomes.

Moritz Pasch va ser un matematic alemany que va publicar el 1882 un llibre sobre
fonaments de la geometria on, per primera vegada, presenta una axiomatitzacié de la nocié
d’«estar entre» per tal de fonamentar amb ple rigor U'obra d'Euclides. Hilbert es va inspirar
en aquesta obra anterior que, en particular, inclou l'axioma 11.4.

190bservem també que aquest axioma és clarament fals quan hi ha tres o més dimensions.
De fet, es pot demostrar que els axiomes d’incidéncia i ordre (incloent l'axioma de Pasch)
impliquen que la geometria és plana, el el sentit que es compleix l'axioma de coplanaritat
que hem vist a la nota 8 (vegeu l'exercici 1.30). EL que pot ser sorprenent és que, encara
que la geometria sigui plana, l'axioma de Pasch no sigui conseqliencia dels altres axiomes.
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Tenim ja la llista completa d'axiomes d'ordre. Com a primers resultats,
podriem demostrar aquestes propietats (que no soén trivials):

1. Entre dos punts sempre n’hi ha algun altre.

2. Si tenim tres punts alineats, sempre n’hi ha un que esta
entre els altres dos. (Exercici 1.26.)

3. Donats quatre punts d’'una recta, sempre es poden designar
amb lletres A, B, C i D, de manera que: a) B esta entre A
i C;, b)Bestaentre AiD; c) C estadentre Ai D id)C esta
entre B i D. (Exercici 1.27)

4. Entre dos punts hi ha infinits punts.

Com a exemple, demostrarem la primera d'aquestes propietats. Suposem
que tenim dos punts A i B. Escollim un punt E que no pertanyi a la recta
que passa per A i B. Aquest punt existeix per l'axioma I.3. Escollim ara un
punt F tal que E estigui entre Ai F. Aquest punt existeix per l'axioma I1.2.
Observem que F # B. Tonem a aplicar el mateix axioma 1.2 i trobem un
punt G tal que B estigui entre F i G. Sigui r la recta que passa per E i G.
Finalment, apliquem l'axioma de Pasch al triangle ABF i a la recta r que
talla el segment AF. Deduim que r talla el segment FB o el segment AB.
El primer cas és impossible perqué aleshores tindriem que G esta entre F i
B, en contradicciéo amb l'axioma Il.3. Per tant, r talla el segment AB en un
punt C que estara, per tant, entre A i B.

F

Semirectes, semiplans i angles

Ara podem definir els conceptes de semirecta i semipld. Donada una recta
r it un punt A sobre ella podem definir una relaciéd d'equivaléncia entre els
punts de r diferents de A: direm que dos punts B i C de r son «al mateix
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costat» si A no esta entre B i C. Els axiomes que hem introduit permeten
demostrar que tenim realment una relacié d'equivaléncia i els punts de r
diferents de A es distribueixen en dues classes d'equivaléncia, anomenats
costats de la recta respecte de A (exercici 1.28). Una semirecta sera, per
definicid, un punt A, anomenat vértex i tots els punts d’'una recta que passa
per A que estan a un mateix costat respecte de A. Analogament, si tenim
una recta, els punts que no pertanyen a la recta queden classificats en dues
classes d'equivalencia si diem que dos punts A i B sén equivalents quan el
segment AB no talla la recta donada. Novament, l'axioma de Pasch i les
propietats anteriors ens permeten demostrar que es tracta d'una relacid
d'equivalencia. Un semipld sera una recta i tots els punts d'una d'aquestes
dues classes d'equivaléncia.

Un angle sera, per definicid, una parella no ordenada de semirectes del
mateix vértex, que pertanyin a rectes diferents. Observem que no conside-
rem com a angles ni U'angle nul (cas de dues semirectes iguals) ni l'angle
pla (cas de dues semirectes diferents, pero pertanyents a una mateixa rec-
ta).!" Les semirectes que defineixen l'angle s'anomenen costats de l'angle i
el vértex comt d'ambdues és el vértex de l'angle.

Els axiomes que hem anat introduint permeten demostrar que un angle
divideix els punts del pla (que no estiguin als costats de l'angle) en dues
classes: els punts interiors i els punts exteriors. Amb un cert esforc podriem
demostrar aquestes propietats:

a) Si els extrems d’'un segment sén punts interiors d'un angle,
tot el segment esta contingut a linterior de l'angle.

b) Si una semirecta té el mateix vértex que un angle i no és costat
d’aquest angle, aleshores esta totalment continguda a linterior
o a l'exterior de l'angle (llevat, és clar, del vertex).

c) Si h i k son els costats d’'un angle de vértex O, H + O un
punt sobre h, K # O un punt sobre k i | una semirecta de vértex
O que passa per un punt interior de Uangle, aleshores [ talla el
segment HK.

"Hi ha diverses maneres de definir el concepte d'angle i aqui ens hem hagut de decidir
per una de concreta. Observem que no considerem que hi hagi angles «negatius» i que
dues semirectes del mateix vertex defineixen un dnic angle (i no pas dos, com succeeix en
alguns contextos). Dit d'una altra manera: tots els nostres angles seran inferiors a .
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4. Congrueéncia, continuitat i
'axioma de les paralleles

Axiomes de congruéncia

em dit que tenim punts i rectes i relacions d'incidencia, d'or-
dre i de congruéncia. La congruéncia esta definida entre
parelles (no ordenades) de punts —o, equivalentment, entre
segments— i l'escriurem AB = A'B’. La congruéncia també
esta definida entre angles i l'escriurem hk = h’k’. D'entrada, postulem que
aquestes relacions son d'equivaléncia. La congruencia d'angles ens permet
definir 'angle recte que és aquell angle —d’entrada no sabem si existeix o
no— que és congruent al seu adjacent. En aquest apartat enunciarem els
axiomes que han de complir aquestes relacions de congruéncia.

Els axiomes que exigim a les relacions de congruéncia son.

1.1 La congruéncia d'angles i la congruéncia de segments sén relacions
d’'equivalencia.

1.2 Siguin a i b dues rectes no necessariament diferents, A i B punts sobre
la recta a, A" un punt sobre la recta b. Fixem un costat de la recta b

respecte de A’. Existeix un punt B’ sobre aquest costat de b tal que
AB = AB]

Aquest axioma és el que ens permet «traslladar» un segment donat sobre
qualsevol altra recta, en un sentit prefixat. En certa manera, juga un paper
similar a U'axioma Ill d’Euclides sobre l'existéncia de circumferéncies.

El seglient axioma és el que ens permetra «sumary» segments, en el sentit

de posar-ne un a continuacié de l'altre:

[11.3 Siguin a i a’ dues rectes no necessariament diferents. Siguin ABi BC
segments sobre a que tinguin només un punt en comd. Siguin A'B’ i

"Observem que no hem postulat la unicitat de B’, que sera una conseqiiéncia dels
axiomes de congruéncia.
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B'C’ sobre a’ amb la mateixa propietat. St AB = AB" i BC = B'C,
aleshores AC = A'C’.

L'axioma que ve a continuaci6 ens diu que la congruéncia d'angles verifica
una propietat analoga a la de l'axioma Il.2 per a segments.

1.4 Donat un angle hk i donada una semirecta k' i un semipla H dels
dos que defineix k’, existeix un Unic angle h'k’ tal que hk = h’k" i b’
pertany al semipla H.

El cinque axioma de congruéncia, com va passar amb l'axioma de Pasch, pot
resultar una mica sorprenent. Es tracta del teorema quart del llibre primer
dels Elements d'Euclides, que és un criteri de congruéncia de triangles que
és coneix com el «criteri costat-angle-costat» (CAC). L'axioma diu aixo (un
triangle son tres punts no ordenats no alineats):

C}

C
/N

B7

1 L

1.5 (Criteri CAC) Considerem dos triangles ABC it A’B'C’ (no necessaria-
ment diferents). St AC = AC', AB=AB' i a = o, aleshores B = f".

Més endavant veurem que aquesta propietat dels triangles no es pot de-
mostrar a partir dels altres axiomes i, per tant, la seva inclusié com a axioma
és imprescindible si volem reconstruir la geometria d’'Euclides. La neces-
sitat d’aquest axioma s'entén millor quan pensem que és l'Uinic axioma que
relaciona la congruéncia de segments amb la congruéncia d'angles.?

2Hem dit que Euclides «demostra» aquest axioma i, en conseqiiéncia, la seva demos-
tracio deu ser incorrecta. On és lerror? Resulta que aquest teorema dels Elements és
un dels pocs on Euclides utilitza el métode de «superposicion —del que ja haviem parlat
quan discutiem l'axioma IV—: superposa els dos triangles i veu que, efectivament, son el
mateix. Aquesta operacid de superposar no esta admesa en els axiomes d'Euclides i el fet
que Euclides no l'usi gairebé mai sembla indicar que la seva validesa era discutible. En
conclusid, aquest axioma IIl.5 esta relacionat amb el moviment: si fonamentem la geome-
tria en el moviment, l'axioma és un teorema; si fem una geometria sense moviment —com
Euclides, com Hilbert—, ha de ser un axioma. (Vegeu l'exercici 1.38.)

> 25 <«
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Amb aquests axiomes és senzill definir una relacié d'ordre entre els seg-
ments i també entre els angles, de manera que tingui sentit dir AB < A'B’
oa<d.

Amb els tres grups d'axiomes |, I, lll que hem introduit fins ara —
incidéncia, ordre i congruencia— ja és possible demostrar una part molt
important dels teoremes que trobem als Elements. Una geometria que com-
pleixi aquests axiomes es diu que és un pla de Hilbert® i l'estudi de la
geometria dels plans de Hilbert es coneix com a geometria absoluta.

Axiomes de continuitat

Des de la primera proposicid del primer llibre dels Elements, Euclides uti-
litza, sense justificacid, unes propietats que en podriem dir «de continuitat».
En efecte, quan troba el tercer vértex d'un triangle equilater de base AB
ho fa tallant dues circumferéncies de centres A i B, respectivament, i radi
AB (vegeu la pagina 13). Pero lexistencia d’'aquest punt de tall no sembla
que estigui garantida per cap dels seus axiomes.* Cal, doncs, incloure a la
llista d’axiomes de la geometria alguns axiomes de continuitat que permetin
assegurar l'existencia d'aquests punts de tall de rectes i circumferéncies.

Dins d’'aquest grup d'axiomes també hi podem incloure alguna versié de
l'axioma d'Arquimedes, que ens assegura que repetint successivament un
mateix segment podrem arribar a superar qualsevol altre segment donat.

L'opcid que pren Hilbert és incloure aquests dos axiomes de continuitat:

Axioma d'Arquimedes. Donats dos punts N i Z d'una semirecta de
vertex M, existeix un nombre natural n tal que, si colloquem un a
continuacié de l'altre n segments congruents a MN, comencgant per
M, Z estara entre M i U'extrem lliure del darrer d'aquests segments.

Axioma de no-extensio. No és possible afegir nous punts i noves
rectes de manera que es conservin les relacions d'ordre i congruencia
i es seqgueixin verificant la resta d'axiomes.

3Un (dificil) teorema de Wolfgang Pejas de l'any 1961 déna una classificacié de tots els
plans de Hilbert, és a dir, de totes les geometries que compleixen els axiomes |, 1I, Il

“Curiosament, la proposicié primera del llibre primer dels Elements si que es pot de-
mostrar sense cap axioma de continuitat, és a dir, n'hi ha prou amb els axiomes I, I, Il
dels plans de Hilbert i l'axioma de les paralleles V. Vegeu l'exercici 1.42.

5Aquest axioma apareix, en certa forma, als Elements quan Euclides diu, a la definicié
quarta del llibre cinque, que «dues magnituds formen raé quan cada una admet un multiple
que és més gran que l'altra». Euclides utilitza per primer cop el que nosaltres anomenem
axioma d'Arquimedes a la proposicié primera del llibre x.
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Aquests axiomes® vénen a dir que els punts d’'una recta es poden identificar

al continuum dels nombres reals perque els nombres reals ens permeten
«mesurary segments. Es a dir, si fixem un «segment unitaty, podem associar
a cada segment un nombre real (la seva «longitud») de manera que: a) hi ha
segments de qualsevol longitud; b) dos segments sén congruents si i només
st tenen la mateixa longitud. Podem fer el mateix amb els angles: assignem
un nombre real arbitrari a l'angle recte —per exemple, ;t/2— i aleshores
podem assignar a cada angle un nombre real (la seva «mesura») de manera
que: a) hi ha angles de qualsevol mesura 6 € (0, x); b) dos angles sén
congruents si i només si tenen la mateixa mesura.

La inclusié d'aquests dos axiomes ha estat objecte de debat. En primer
lloc, salta a la vista el seu caracter poc o gens «geométricy que fa que
contrastin fortament amb la resta d'axiomes. En segon lloc, condueixen
obligatoriament als nombre reals i al pla R?, traint completament l'esperit
de la matematica d'Euclides. Finalment, si el problema el trobem només en
U'existéncia de les interseccions recta-circumferencia i circumferéncia-recta,
per que no postulem simplement l'existencia d'aquests punts de tall, sense
que calgui donar entrada a la (problematica) teoria dels nombres reals? A
la vista d'aix0, aquests axiomes semblarien més adients:

RC Si una recta passa per algun punt interior a una circumferéncia, talla
la circumferéncia en dos punts.

CC Si una circumferéencia passa per punts interiors i per punts exteriors
a una altra, les dues circumferencies es tallen en dos punts.

De fet, Julius Strommer va demostrar l'any 1973 que, en un pla de Hilbert,
aquests dos axiomes son equivalents i, per tant, podem prendre com a Unic
axioma de continuitat qualsevol d'ells. Tanmateix, els axiomes de continuitat
de Hilbert impliquen aquests dos axiomes de continuitat «geométricsy.

®Els dos axiomes de continuitat de Hilbert es poden resumir en un tinic axioma anomenat
axioma de Dedekind: Si expressem els punts d’una recta com a unid disjunta de dos
conjunts de manera que cap punt de cada conjunt estigui entre dos punts de laltre conjunt,
aleshores hi ha un tnic punt O a la recta tal que un dels conjunts és la semirecta de vértex
0. Aquest axioma és, doncs, equivalent a la parella d’axiomes que Hilbert pren com a
axiomes de continuitat. D’altra banda, si es vol un axioma que sigui equivalent a Uestrany
axioma de no-extensio de Hilbert (i que, en particular, no impliqui l'axioma d’Arquimedes)
es pot utilitzar el que es coneix com a axioma de Cantor: Si tenim una successio de
segments A, B, on cada un conté el segiient i es compleix que, donat qualsevol segment
XY, existeix un n tal que A, B, < XY, aleshores existeix un punt comt a tots els segments
A, B,. (Vegeu lexercici 1.48.)
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L'axioma de les paralleles

Per tal de completar l'axiomatica de Hilbert ens cal un ultim i crucial axioma:
l'axioma de les paralleles. Recordem que, com que fem geometria plana,
definim rectes paralleles com les que no tenen cap punt en comt. De totes
les formulacions equivalents de l'axioma cinqué d'Euclides, la més simple i
apropiada és aquesta:

V Per un punt exterior a una recta hi passa, com a maxim, una parallela
a la recta.

Amb els axiomes I, I, lll es pot demostrar que per un punt exterior a una
recta hi passa com a minim una parallela a la recta (vegeu la pagina 33).
L'axioma V ens diu, per tant, que n’hi passa exactament una. En preséncia
de tots els altres axiomes I, Il, lll, IV, aquest axioma V és equivalent a
l'axioma cinqué d'Euclides.

Podem fer tota la geometria plana d'Euclides amb aquests axiomes?
Recapitulem:

e Un pla de Hilbert és una geometria on es compleixen els axiomes
I, I, . Una part important de la geometria d'Euclides és valida a
qualsevol pla de Hilbert: és la que es coneix com a geometria absoluta
i l'estudiarem al capitol seglient. En canvi, en un pla de Hilbert no es
pot demostrar, en general, ni la unicitat de la parallela (axioma V) ni
el teorema que afirma que la suma dels tres angles d'un triangle és
igual a dos rectes.

e Un pla pitagoric és un pla de Hilbert on, a més, es compleix l'axioma V.
En aquests plans es pot demostrar, per exemple, el teorema de Pita-
gores, que la suma dels tres angles d'un triangle és igual a dos rectes
i els teoremes d’'Euclides sobre triangles semblants. Pero encara hi
ha teoremes d’'Euclides que, en general, no es poden demostrar: per
exemple, U'existencia d'un triangle isosceles de costats donats (vegeu
Uexercici 1.46b).

e Un pla euclidia és un pla pitagoric on, a més, es compleix l'axioma CC.
En un pla euclidia es poden demostrar tots els teoremes de geometria
plana (lineal) d'Euclides pero hi ha plans euclidians diferents de R? i
podem trobar propietats de la geometria de R? que siguin falses a un
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pla euclidia general com, per exemple, la propietat de l'axioma d’Ar-
quimedes o la propietat del suprem per als punts d'una recta, tipiques
del pla real.

e Finalment, si considerem tots els axiomes de Hilbert —incloent els
seus dos axiomes de continuitat (Arquimedes i no-extensid)— només
hi ha una geometria possible: la geometria cartesiana ordinaria del
pla real R2.

’També hi ha alguna propietat geométrica relativa a la teoria de l'area que no és certa
sense l'axioma d’Arquimedes. Vegeu l'exercici 1.24. D’altra banda, quan Euclides estudia
larea de la circumferéncia o el volum de la piramide, si que necessita utilitzar l'axioma
d’Arquimedes i, de fet, no podem reproduir els seus resultats en un pla euclidia general.
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5. Geometria absoluta

<SHW&S, @ hem dit que la geometria absoluta és aquella part de la ge-
ometria d'Euclides que només utilitza els axiomes I, I, Il de
Hilbert. Es la geometria que és valida a tots els plans de Hil-
bert i desenvolupar-la equivaldria a decidir exactament quines
proposicions dels Elements es poden demostrar sense dibuixar circumferén-
cies (perque no podem aplicar els axiomes CC ni RC), sense l'axioma de les
paralleles i sense l'axioma d’Arquimedes . No tenim el temps necessari per
dur a terme tot aquest programa, pero st que farem una petita llista dels
principals teoremes de la geometria absoluta i donarem algunes indicaci-
ons sobre la seva demostracid.! En molts casos, la mateixa demostracio
d’Euclides és valida, pero quan Euclides utilitza els punts d'interseccid d'u-
na circumferéncia i una recta o de dues circumferéencies, cal buscar una
demostracié alternativa.

e E£n un triangle isosceles, els angles oposats als costats congruents
sén congruents.? Es una conseqiiéncia immediata de l'axioma Il1.5.

e El criteri CAC de congruéncia de triangles. Es a dir, en les condicions
de laxioma IlL.5, tots els costats i tots els angles corresponents sén
congruents.

e Els angles adjacents d'angles congruents son congruents. La demos-
tracié és senzilla, aplicant tres vegades Ill.5.

e Els angles oposats son congruents. Conseqliéncia immediata del re-
sultat anterior.

e Si AiB estan cadascun a un costat d'un angle de véertex O, qualsevol
semirecta de véertex O que passi per un punt interior de l'‘angle ha de
tallar el segment AB. Aquest resultat es demostra prenent un punt C

"Per un estudi exhaustiu d’aquest tema podeu consultar Uexcellent tractat Geometry:
Euclid and beyond, de Robin Hartshorne.

2Aquest és el célebre pons asinorum, nom amb que es coneix classicament la proposi-
cié 5 del llibre primer dels Elements. Vegeu H. S. M. Coxeter, Introduction to Geometry,
apartat 1.3. Vegeu també I. Stewart, Concepts of Modern Mathematics, capitol 2.
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tal que O estigui entre B i C i aplicant l'axioma de Pasch al triangle
ABC.

A

~—

)

e Existeixen angles rectes. Es més, des d'un punt exterior a una recta es
pot tracar una perpendicular a la recta. Per comprovar-ho fem aquesta
construccio: si volem tracar una perpendicular des de P a una recta
[ que no passi per P, escollim un punt Q a [, traslladem l'angle a a
laltre costat de [, prenem P’ tal que QP = QFP’ i aleshores la recta
PP’ sera perpendicular a L.

p

P)

e La suma d'angles és compatible amb la congruéncia d’angles. St o =
o i B=p, aleshores a+ B = o + B'. Recordem que la suma de dos
angles s'obté posant-ne un a continuacié de l'altre, segons l'axioma
l11.4. Per demostrar-ho, prenem punts A i B tals que OA = OB, trobem
el punt C (per un resultat anterior) i prenem A’, B, C’ tals que OA =
OA, OB = 0OB"i0C = 0'(C' Aleshores, és facil veure que A", B" '
estan alineats i d’'aqui resulta que a + B =o' + B
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e El criteri CCC de congruéncia de triangles. Si dos triangles tenen
els costats congruents, també tenen els angles congruents. Suposem,
doncs, que AB = A'B', AC = AC' it BC = B'C’. Prenem un punt
B” a laltre semipla que B’ respecte de A'C’ de manera que a =
it AB = A'B"”. Aleshores —distingint els casos segons que B'B” talli
o no el segment A'C’ i aplicant dues vegades el teorema del triangle
isosceles— arribem a que B=B.

B}

B

e Jots els angles rectes sén congruents. Aquest és l'axioma quart d'Eu-
clides, que ara admet una demostracid senzilla.

e £l teorema dels angles exteriors. Es la proposicio 16 del llibre | d'Eu-
clides. Els angles exteriors d'un triangle es defineixen com els que
son adjacents als angles del triangle.

Un angle exterior d'un triangle és més gran que qualsevol
dels angles del triangle no adjacents a ell.

N’hi ha prou amb demostrar ' > y, perque ja sabem que o’ = a” i,
per tant, també tindrem o’ > . Prenem un punt D sobre la recta AB
tal que AD = CB.
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Veiem que o’ # y perque, si fossin iguals, el criteri CAC implicaria
que els triangles ADC i CBA s6n congruents, d'on a = y'. Aleshores
tindriem que Yy’ seria adjacent a y, cosa que no pot ser. Per tant,
o' # y. Perd tampoc no és possible o’ < y. En efecte, aixo voldria
dir que, si transportem o’ al vertex C, tindriem un triangle AB’C, on
un angle exterior seria congruent a un angle interior, cosa que ja hem
vist que no pot succeir. Resta només la possibilitat o’ > y.

Existéncia de paralleles. St ly és una recta i P és un punt que no
pertany a ly, hi ha una recta [ que passa per P i no talla . Ni ha
prou amb fer aquesta construccid i observar que si [ i [; es tallessin
tindriem un triangle on un angle exterior seria igual a un angle interior.

P l

Q

Els criteris ACA i CAA de congruéncia de triangles. St dos trian-
gles tenen un costat i els dos angles d'aquest costat congruents, els
triangles son congruents. Si dos triangles tenen un costat, un an-
gle d'aquest costat i l'angle oposat al costat congruents, els triangles
son congruents. Les demostracions son senzilles (la segona utilitza el
teorema dels angles exteriors).

En un triangle, costats grans s'oposen a angles grans. Es a dir, si en el
triangle ABC tenim AB > AC, aleshores C > B. Es una conseqiiéncia
senzilla del teorema dels angles exteriors.

Si un triangle té dos angles congruents, és isosceles.

Tot segment té punt mig. Tot angle té bisectriu. Per trobar el punt
mig entre M i N escollim un punt P i colloquem l'angle o de manera
que obtenim un punt Q amb MP = NQ. Si el punt E esta entre M
i N és molt facil demostrar que ME = NE. La possibilitat que E no
estigui entre M it N queda exclosa pel teorema dels angles exteriors.
La bisectriu d'un angle O es troba prenent un punt A sobre un costat,
un punt B sobre l'altre costat tal que OA = OB i prenent el punt mig
del segment AB. Aleshores, la recta OM és la bisectriu de l'angle 0.
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P

Q

e Cada segment té mediatriu. Com que hem vist que hi ha punt mig i hi
ha angles rectes, ja hem acabat.

En resum, la practica totalitat del llibre primer d'Euclides és valida a qual-
sevol pla de Hilbert.?

La suma dels angles d'un triangle

Un dels teoremes basics de la geometria d'Euclides és el que afirma
que la suma dels tres angles de qualsevol triangle és igual a dos rectes.
Es a dir, si posem els tres angles d'un triangle un a continuacié de laltre,
obtenim un angle pla. La demostracid d'aquest fet és senzilla pero utilitza,
inevitablement, l'axioma de les paralleles i, per tant, no és un teorema de
geometria absoluta. Ens plantegem la pregunta «qué podem afirmar de la
suma dels tres angles d'un triangle si no podem utilitzar l'axioma de les
paralleles?» La resposta la déna un teorema de Legendre:*

[Primer teorema de Legendre] La suma dels angles de qualsevol
triangle és menor o igual que dos rectes.’

3Només fallen lexisténcia del triangle equilater de costat donat (proposicié primera
del Uibre primer) i la construccié d'un triangle amb tres costats donats (proposicié 22 del
llibre primer). A Uexercici 1.46b es demostra que aquest segon resultat no forma part de la
geometria absoluta. La impossibilitat de construir un triangle equilater sobre un segment
donat aplicant només els axiomes |, I, lll és forca més dificil de demostrar (vegeu l'exercici
39.31 del llibre citat de Robin Hartshorne).

*Adrien-Marie Legendre va publicar el 1794 uns importants Eléments de Géométrie.
Aquest teorema de Legendre que expliquem aqui forma part dels intents d’aquest matematic
de demostrar el cinqué postulat (vegeu també la pagina 240). De fet, aquest teorema ja
apareix a l'obra de Saccheri (citada a la nota de la pagina 17) i, per aquest motiu, sovint
s'anomena teorema de Saccheri-Legendre.

°El fet que aquest teorema s'anomeni primer teorema de Legendre sembla indicar que
hi ha un segon teorema de Legendre. En efecte, el segon teorema de Legendre diu que «si
hi ha un triangle on la suma dels angles val dos rectes, aleshores, la suma dels angles de
tot triangle val dos rectes».
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La demostracié d'aquest resultat és molt bonica. En primer lloc cal una
mena d'axioma d’Arquimedes per a angles:

Si o i € son angles, existeix un nombre natural r tal que, si
dividim l'angle a per la meitat r vegades, obtenim un angle més
petit que e.

Aquest resultat es pot demostrar a partir de l'axioma d’Arquimedes, utilit-
zant el teorema dels angles exteriors (vegeu l'exercici 1.34). Aleshores, per
demostrar el teorema de Legendre, considerem un triangle ABC amb angles
a, B, vy it suposem, per exemple, que B < y. Aleshores, pel teorema de ge-
ometria absoluta que ens diu que en un triangle els angles grans s'oposen
a costats grans, tenim que AC < AB.

Sigui D el punt mig del costat BC i sigui E tal que AD = DE. Tenim un
segon triangle ABE amb angles o, B, y' i es compleix

a+B+y=ad+B+YV.

En efecte, els triangles ACD i DBE sén congruents, per tant, y = a — o/,
y = B — B. D'altra banda, AC < AB i, per tant, & <y = a— o, és a dir,
o < al?.

Amb aquesta construccié hem vist que, donat un triangle en el qual
hem escollit un angle, podem trobar un altre triangle amb la mateixa suma
d’'angles, pero amb un angle menor o igual a la meitat de l'angle inicial.
Suposem que la suma dels angles del triangle inicial superés dos rectes
en un angle e. St a és un angle del triangle i escollim un enter r tal que
a/2" < € (aquest r existeix pel resultat anterior), la construccié que acabem
de fer ens permet construir un triangle amb la mateixa suma d’angles que el
triangle inicial i amb un angle menor que e. Aixo implicaria que els altres
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dos angles sumen més de dos rectes, la qual cosa esta en contradiccié amb
el teorema dels angles exteriors.®

A partir dels axiomes I, I, Il 1 IV no es pot deduir que la suma dels
angles d'un triangle sigui igual a dos rectes. De fet, aquesta afirmacid és
equivalent —en preséncia de l'axioma d’Arquimedes’— a l'axioma de les
paralleles.

®La demostracié del primer teorema de Legendre que acabem de donar utilitza l'axioma
d’Arquimedes. Sorgeix, per tant, la pregunta de si aquest axioma és realment necessari
per poder afirmar que la suma dels angles d'un triangle és, com a maxim, dos rectes. La
resposta és si: existeix una geometria que verifica els axiomes I, Il i lll, pero on, en canvi,
la suma dels angles d'un triangle és més gran que dos rectes. En podriem dir «geometria
no legendriana». Aquesta geometria ha de ser, necessariament, no arquimediana (vegeu
la pagina 47).

’En canvi, hi ha una geometria que compleix els axiomes I, Il i lll, no compleix ni 'axioma
de les paralleles ni l'axioma d’Arquimedes i on la suma dels angles de qualsevol triangle
és igual a dos rectes (vegeu la pagina 47). Si afegim als axiomes I, II, lll un axioma £ = =

que digui que la suma dels angles de qualsevol triangle és igual a dos rectes, obtenim
una geometria que s'anomena semi-euclidiana i que es situa a mig cami entre els plans de
Hilbert i els plans pitagorics. Tenim una serie d'inclusions estrictes

{plans de Hilbert (I, Il, I} 2 {plans semi-euclidians (I, Il, lll, £ = 7)} 2
{plans pitagorics (I, II, 1, V)} 2 {plans euclidians (I, II, lll, V, CC)} 2
{plans euclidians arquimedians (1, Il, lll, V, CC, Arq.)} 2 {RZ} (L 1L, 11,1V, V).
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6. Geometria cartesiana

i&? Q l'ensenyament secundari hem apres a treballar amb coordena-
des cartesianes: cada punt del pla ve donat per dues coor-
g‘ri,\ 'Q denades (x, y), cada recta té una equacid ax + by +c =01
% es compleixen, si més no, els axiomes d'incidéncia. Hem vist
també que d'aquesta manera podem fer una «geometria cartesiana» que
sembla la d'Euclides, i la podem fer en qualsevol dimensié si, en lloc de
prendre parelles de nombres, considerem n-ples (x1,..., x,). Normalment,
consideravem que les coordenades d'un punt eren nombres reals, pero és
clar que podem considerar que son elements d'un cos arbitrari k. Direm
que és la geometria afi ordindaria sobre el cos k i lestudiarem amb detall a
la tercera part d'aquesta obra.

Ja sabem que si kK = R podem fer tota la geometria plana d'Euclides-
Hilbert al pla k? de la geometria cartesiana, perd la pregunta que ens fem
en aquest capitol és si podem fer tambhé aquesta geometria —o una part
important d'ella— sobre alguns altres cossos k # R.

Axiomes d’incidéncia i l'axioma de les paralleles a k?

Com hem dit, un punt del pla k? és una parella ordenada (x, y) d'elements
de k i una recta estara formada per tots els punts que compleixen una certa
equacio lineal de primer grau ax + by + ¢ = 0. Amb aquestes definicions
la verificacio dels axiomes d'incidéncia és trivial. També és trivial com-
provar que es compleix l'axioma de les paralleles. No cal fer cap hipotesi
suplementaria sobre el cos k.

Axiomes d'ordre a k?

Es raonable pensar que si volem que a la geometria de k? puguem dir que
un punt A esta entre B i C cal tenir una certa relacié dordre entre els
elements de k. Aquesta idea ens du al concepte de cos ordenat: un cos
amb una relacié d'ordre total que compleix aquestes dues propietats:

TAquesta pregunta pot tenir també implicacions computacionals. Recordem que és im-
possible fer calculs exactes sobre el cos real i, per tant, pot ser interessant trobar un cos
«computabley sobre el que puguem fer geometria lineal de manera exacta.

> 37



> Geometria cartesiana <

1. x <y implica x +z < y + z per tot z € k.

2. x,y > 0 implica xy > 0.

Per exemple, R (i qualsevol subcos seu) és un cos ordenat, pero hi ha altres
cossos ordenats més enlla d'aquests. En tot cas, si kK és un cos ordenat,
podem definir qué vol dir que A estigui entre B i C d'aquesta manera:

(a,b), (x,y), (x',y’) estan alineats
L

(x<<a<x)o(x">a>x)

o(y<b<y)o(y>b>y)

(a, b) esta entre (x,y) i (X', y') &

Amb aquesta definicié es pot demostrar (vegeu els exercicis I11.23 i 111.24)
que es compleixen els axiomes d'ordre —inclos l'axioma de Pasch— i també,
reciprocament, que l'existéncia d'una relacié d'«estar entrex als punts de k?
implica que hi ha una estructura de cos ordenat a k.

Axiomes de congruéncia a k?

Si A, B, A", B' son punts, hem de definir en quins casos AB = A'B’. A la
geometria cartesiana que vam estudiar al batxillerat, aixo es feia a partir
del concepte de distancia, pero la definicié classica de distancia entre dos
punts del pla real utilitza una arrel quadrada que, si k és un cos general,
potser no existeix. Aquesta dificultat és facil de superar:

AB=AB & A= B||* = ||A - B||>.

on la resta de punts de k? s'entén component a component (utilitzant l'es-
tructura canonica de k-espai vectorial de k?) i la norma al quadrat es de-
fineix de la manera habitual [|(x, y)||* := x* + y? (que és un element ben
definit de k).

La situacié amb la congruencia d'angles és una mica més complicada.
D’entrada, recordem que la definicié d’angle només té sentit quan ja tenim
axiomes d'ordre (cal poder parlar de semirectes). A la geometria cartesiana
real utilitzavem aquesta féormula per a l'angle entre dos vectors u i v:

u-v
o = arccos ———
[ul] - 1vl]

pero ni la norma d'un vector ni la funcié arccos tenen sentit en un cos
ordenat general k. La solucid d’'aquest problema passa per elevar al quadrat
i prescindir de la funcié arccos. Més concretament:
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1. En primer lloc, direm que dues rectes concurrents, de vectors directors
u, v, sén perpendiculars si u-v = 0, on el producte escalar es defineix
de la manera habitual com (x, y) - (X', y’) := xx" + yy’.

2. Com que tenim ja definit qué és un angle recte i com que tenim axiomes
d'ordre, ja sabem qué és un angle agut i que és un angle obtus.

3. St u,v € k" sén dos vectors diferents de zero, definim

(u-v)?

m(u,v) = —||U||2 ‘ ||v||2

4. Considerem dos angles a, 8. Siguin uy, vy vectors directors de les
rectes que formen els costats de a i siguin uy, v» vectors directors de
les rectes que formen els costats de B. Direm que o = B si es compleix
alguna d'aquestes condicions:

(@) a i B son rectes.
(b) a i B son aguts i m(uq, vi) = m(uz, va).

(c) a i B sén obtusos i m(uq, vi) = m(uz, v2).

Amb aquestes definicions, es compleixen els axiomes de congruéncia?
La resposta és que, en general, 'axioma Il.2 no es compleix si no afegim
alguna hipotesi addicional sobre el cos k.

Fixem-nos en aquest exemple: considerem, al pla k?, el segment que té
per extrems A = (0,0) i B = (1,0). Considerem també la recta y = ax, per un
a € k arbitrari. Segons l'axioma 1l1.2, hi hauria d'haver un punt B’ = (x, y)
sobre aquesta recta tal que AB = AB'. Si calculem les coordenades d'aquest
punt B, veiem que aquestes coordenades han de ser tals que

2
, 1
1+a°=1|—-] .
X
Es a dir, si volem que es compleixi l'axioma 1.2, el cos k ha de complir
aquesta propietat

a€k = 14 a’ésunquadrata k.

Per exemple, el cos Q no compleix aquesta propietat i, per tant, no podem
fer geometria d'Euclides-Hilbert sobre el cos racional.

Direm que un cos k és pitagoric si per tot a € k es compleix que 1+a? és
un quadrat a k. Per exemple, R és pitagoric i, en canvi, Q no ho és. Sivolem
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que k% compleixi els axiomes de congruéncia de Hilbert és necessari que k
sigui un cos pitagoric. També es compleix el reciproc, pero la demostracié
és forca més laboriosa (especialment l'axioma IIl.5). En conclusié:

k? és un pla pitagoric (és a dir, compleix els axiomes I, I, Ill, V)
si i només si k és un cos ordenat pitagoric.

Axiomes de continuitat a k?

Es evident que axioma d’Arquimedes és valid a k? si i només si és valid
al cos k, és a dir, k és un cos ordenat arquimedia. D’'altra banda, els dos
axiomes de continuitat de Hilbert equivalen a l'axioma de Dedekind per a
k i l'dnic cos ordenat que compleix l'axioma de Dedekind és el cos R dels
nombres reals.

La situacid és més interessant quan considerem els axiomes de con-
tinuitat geométrics RC i CC que fan referéncia a l'existéncia dels punts
d’interseccid de rectes i circumferéncies. No és dificil veure que aquests
punts existeixen a k? si i només si tots els elements positius de k tenen
arrel quadrada. Aixo suggereix adoptar aquesta definicié: Un cos ordenat
k es diu que és euclidia si per tot a € k, a > 0, existeix b € k tal que
b? = a. Aleshores:

k% és un pla euclidia (és a dir, compleix els axiomes I, II, IlI, V,
CC) si i només si k és un cos ordenat euclidid.

El cos Q dels nombres reals algebraics és un exemple de cos ordenat
euclidia i arquimedia que no compleix l'axioma de Dedekind.

Cossos pitagorics i cossos euclidians

Hem vist que (practicament) tota la geometria d’'Euclides es pot fer so-
bre k? quan k és un cos euclidia arbitrari i que una bona part d'aquesta
geometria també es pot fer a k? quan k és un cos pitagoric. Es clar que
tot cos euclidia és pitagoric. D'altra banda, observem que un cos ordenat
sempre té caracteristica zero (exercici) i, per tant, sempre conté Q. Pero Q
no és ni euclidia ni pitagoric, i ens podem preguntar quin és el cos euclidia
més petit i quin és el cos euclidia més petit. Aquesta pregunta té interés
perqué ens donara uns models minimals on podem fer geometria euclidiana.

El cos pitagoric més petit que hi ha s'anomena cos de Hilbert —sovint
es denota ()— i es pot definir com la interseccié de tots els subcossos pita-
gorics de R. Alternativament, es pot definir com el cos format pels nombres
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reals que es poden obtenir a partir dels nombres racionals aplicant succes-
sivament les operacions de suma, resta, multiplicacio, divisio i l'operacio

a— V14 d?

Per exemple, per veure que /7 + 25 € Q observem que

VE=V1+22eQ
i, aleshores, 1+V5 € Qi

\/7+2\/_:\/1+(1+¢§)zeo.

El que és més dificil és demostrar que un cert nombre real no pertany
a Q. Evidentment, un nombre transcendent com st no pot pertanyer-hi,
pero si tenim un nombre algebraic, sembla dificil poder demostrar que és
impossible escriure’l com una llarga successié d'operacions de suma, resta,
multiplicacid, divisi6 i loperacié a — V1 + a?. Per fer-ho, necessitem uns
coneixements de teoria de cossos que no formen part d'aquest curs, pero
la teoria que cal fer no és molt dificil i ens permet decidir si un nombre
real pertany o no a ). Com a exemple senzill de nombre algebraic que
s'expressa amb sumes, restes, multiplicacions, divisions i arrels quadrades
pero que, en canvi, no pertany a Q) tenim?

V1+V2¢Q.

D’'una manera analoga, el cos euclidia més petit que hi ha s'anomena cos
construible —el denotarem K— i es pot definir com la interseccié de tots els
subcossos euclidians de R. Alternativament, es pot definir com el cos format
pels nombres reals que es poden obtenir a partir dels nombres racionals
aplicant successivament les operacions de suma, resta, multiplicacio, divisio

i arrel quadrada (de nombres positius). Per exemple, V1 4+ v2 € K i aixd
demostra que K és estrictament més gran que Q.

El nom de cos construible prové del fet que els punts de K? sén preci-
sament els punts del pla R? que es poden dibuixar fent construccions amh

regle i compas —els instruments d'Euclides— a partir dels punts (0,0) i
(1,0).

2De fet, el criteri per saber si un nombre real que hem escrit a partir de sumes, restes,
multiplicacions, divisions i arrels quadrades de nombres enters és un element de Q és ben
senzill (encara que la seva justificacio requereixi uns coneixements de teoria de cossos que
no formen part del curs): per tal que un nombre real d'aquests pertanyi a Q cal que encara
que canviem el signe d’algunes arrels quadrades sempre surtin nombres reals.
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radicionalment, s'anomena geometria no euclidiana la geome-

tria que compleix tots els axiomes de Hilbert menys l'axioma

de les paralleles, que és fals. Al capitol 2 vam donar alguna

petita indicacié de la importancia historica d'aquesta geome-
tria —que es coneix com a geometria hiperbolica— i dels autors del seu
desenvolupament. Ara, pero, ampliarem aquesta nocié de geometria no eu-
clidiana a qualsevol geometria que compleixi tots els axiomes de Hilbert
menys un —qualsevol d'ells— que sera fals.

L'estudi de les geometries no euclidianes té interés per quatre motius,
com a minim:

e Independencia dels axiomes. Si demostrem l'existéncia d'una geome-
tria que compleix tots els axiomes de Hilbert menys l'axioma x, que és
fals, aixo ens permet afirmar que aquest axioma x no és conseqiiéen-
cia dels altres axiomes i que, per tant, la seva preséncia a la llista
d’axiomes és imprescindible.

e Les geometries no euclidianes ens permeten visualitzar millor quins
axiomes son realment necessaris per a demostrar cada teorema im-
portant. Per exemple, si veiem que un cert teorema de la geometria
d’Euclides és fals a la geometria no euclidiana on, per exemple, l'axio-
ma de les paralleles és fals, deduim que l'axioma de les paralleles és
imprescindible per demostrar aquell teorema. En canvi, si un teorema
que hem demostrat amb l'axioma de les paralleles també és cert a
una geometria on l'axioma de les paralleles és fals, aixo ens diu que
hi ha d'haver una demostracié del teorema que no utilitzi l'axioma de
les paralleles.

e Les geometries no euclidianes ens allunyen de qualsevol temptacid de
«pensament Unic» i ens ajuden a entendre millor que «hi ha moltes
geometries». També obren el cami a geometries més complexes —les
geometries riemannianes— que tan importants sén en molts ambits
com, per exemple, la teoria de la relativitat.
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e Finalment, algunes geometries no euclidianes son realment molt im-
portants. En particular, la geometria hiperbolica que van descobrir
Lobatxevski i Bolyai té un immens interés intrinsec.

Com que la llista d’axiomes de Hilbert és prou llarga, hi ha moltes ge-
ometries no euclidianes possibles, pero ens limitarem a destacar les més
significatives, sense donar demostracions completes.

GEOMETRIA HIPERBOLICA

La geometria hiperbolica és la geometria no euclidiana en la que falla Uaxi-
oma de les paralleles. Ja hem dit que és la més important de les geometries
no euclidianes.

Per donar un model de la geometria euclidiana hem de trobar defini-
cions de «punty», «recta», «estar entrey, «segments congruents» i «angles
congruents» de manera que tots els axiomes de Hilbert siguin certs i, en
canvi, per un punt exterior a una recta hi passi més d'una parallela a la
recta. Ho farem per al cas del pla.

e Els punts sén els punts de l'interior del disc unitat al pla real R?:

{(x,y) € R?: x* + y*> < 1}.

e Les rectes son de dos tipus:

1. Les rectes ordinaries de R? que passen per l'origen.

2. Les circumferéncies (ordinaries) de R? que tallen ortogonalment

la circumferéncia x? + y? = 1.
/(‘
/

"Dues corbes diem que es tallen ortogonalment si les rectes tangents en cada punt de
tall son perpendiculars.
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e El concepte d'«estar entre» és el mateix que hi ha a la geometria
ordinaria de R?.

e La congruéncia d'angles és la mateixa que hi ha a la geometria ordi-
naria de R?.

e La congruéncia de segments és el punt més dificil. Suposem que tenim
dos punts Ai B i sigui r la recta (hiperbolical!) que passa per A i B.
Aquesta recta tallara la circumferéncia (euclidiana!) x>*+y? = 1 en dos
punts P i Q. Suposem que aquests punts estan ordenats P, A, B, Q.

Definim
d(A, P)d(B, Q)

d(A, Q)d(B, P)
Aqut d(A, B) denota la distancia euclidiana ordinaria entre els punts
del pla A i B.2 Aleshores,

(A, B) =

AB=AB < A B)=¢A,B).

Immediatament, observem que en aquesta geometria succeeixen coses
que a la geometria euclidiana son impossibles —i que, fins que no coneixem
la geometria hiperbodlica, ens poden sembla absurdes. Per exemple:

e Per un punt exterior a una recta hi passen infinites paralleles a la
recta.

e A l'interior de cada angle hi podem trobar rectes que no tallen els
costats de l'angle.

2Aquesta funcié #(A, B) recorda la «raé doble» que estudiarem a geometria projectiva,
més endavant.
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e La suma dels angles de qualsevol triangle és inferior a 5. De fet,
la suma no és igual per a tots els triangles: com més «grany és el
triangle, més petita és la suma dels seus angles.

Es una geometria que sembla forca estranya. Compleix realment tots els
axiomes menys el de les paralleles? Efectivament: la demostracid no és
senzilla, pero la conclusid és que tots els axiomes |, II, lll, IV es compleixen
i, en consequiencia, tots els teoremes de la geometria absoluta sequeixen
sent certs a la geometria hiperbolica.

Una mostra de la fascinacié que pot despertar en nosaltres la geome-
tria hiperbolica, quan estudiem les seves propietats, la trobem en l'obra de
Maurits Cornelis Escher, un artista que va representar, en molts dels seus
gravats, el pla hiperbolic tal com l'acabem de descriure. Per exemple, és
interessant contemplar obres com «Circle Limit Ill» i «Circle Limit IV»3

(GEOMETRIA NO PASCHIANA

La relacié d'ordre a la geometria afi de k? 'lhem obtinguda a partir d'una
estructura de cos ordenat a k, és a dir, a partir d'una relacié d'ordre total que
és compatible —en el sentit que vam explicar— amb la suma i el producte.
La compatibilitat amb el producte és precisament la condicidé que necessitem
perqué es compleixi l'axioma de Pasch. Si volem una geometria que no
compleixi aquest axioma, ho podem aconseguir a partir d'una relacié d'ordre
a k que sigui compatible amb la suma pero no ho sigui amb el producte.

RN

N
(0,1)

0 A
(0,0) (a,0)\.  (ab,0>

Expliquem-ho amb més detall. Siguin a,b € k i considerem el triangle de
k? de vértex O = (0,0), A = (ab,0), C = (0, b). Els tres costats d'aquest

3Per motius de copyright, no podem reproduir aqui les obres hiperboliques d'Escher,
pero és molt senzill poder-les veure a Internet.
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triangle estan sobre per les rectes x =0, y =0, x + ay = ab. Considerem
la recta r d'equacié x+ ay = a que és parallela a la hipotenusa del triangle
i talla les altres dues rectes en els punts (a,0) i (0,1). Suposem que b > 1
it a > 0, per tant, r talla el costat OC. Si es compleix l'axioma de Pasch, r
ha de tallar el costat OA i aixo vol dir que 0 < a < ab. Reciprocament, si
ab < 0, l'axioma de Pasch no es compliria.

Suposem, doncs, que hem trobat una relacié d'ordre total < a R tal que:

1. x <y implica x + z < y + z per tot z.

2. Existeixen a > 0, b > 1 tals que ab < 0.

Aleshores, la geometria afi ordinaria de R?, amb aquesta nova relacié d'or-
dre, compliria tots els axiomes de Hilbert menys l'axioma de Pasch, que
seria fals.!

GeoMETRIA No CAC

L'axioma CAC és el que ens relaciona la congruéncia de segments amb la
congruéncia d'angles. Si volem una geometria que compleixi tots els axio-
mes menys aquest, n'hi ha prou amb distorsionar una de les dues relacions
de congruéncia. Per exemple, considerem aquesta geometria plana:

1. Punts: els del pla x + z = 0 de R>. Es a dir, els punts de la forma
(x,y,—x) € R>.

2. Rectes: les rectes ordinaries de R? contingudes en el pla anterior,
amb la relacié d'incidencia ordinaria.

3. Ordre: el mateix de R3.

4. Congruéncia: la congruéncia d'angles és la mateixa de la geometria
ordinaria de R?. La congruéncia de segments es basa en una nova
distancia:

d((x, g, —x), (x', ¢, =x)* = (x = x)* + (y — ¢)".

*Com podem trobar aquesta estranya relacié d'ordre? Observem que R és un Q-espai
vectorial i que 1,v2,V/3, V6 sén linealment independents sobre Q. Completem el conjunt
d'aquests 4 elements fins que tinguem una base de R sobre Q. Sigui f : R — R un
isomorfisme Q-lineal qualsevol que sigui la identitat sobre tots els elements d'aquesta
base, excepte que f(v6) = —V6. Aleshores, definim a < b si f(a) < f(b). (Aquesta
construccid utilitza l'existéncia de bases per a qualsevol espai vectorial i aixd només es pot
demostrar amb l'axioma de l'eleccid.)
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Dit d'una altra manera: dos segments sén congruents si ho son (en el
sentit ordinari) les seves projeccions sobre el pla z = 0.

Considerem ara aquests dos triangles de la nova geometria:
A=1(0,00), B=(1,0,—-1), C=(0,1,0)

A =(0,0,0), B = (1/V/2)(1,1,=1), C'= (1/V/5)(1,=2, —1).
Es facil comprovar que AB= A'B, AC = A'C/, A=A, B * B

GEOMETRIA NO ARQUIMEDIANA

St un cos ordenat k no compleix l'axioma d’Arquimedes, aleshores la geo-
metria cartesiana de k? tampoc no complira l'axioma d’Arquimedes IV.1.

L'exemple més senzill de cos ordenat no arquimedia és el cos Q(t) de
les funcions racionals en la variable t sobre el cos Q. Els seus elements
f € Q(t) es poden escriure com a quocient de dos polinomis f = p(t)/q(t)
amb ¢(t) # 0. La relacié d'ordre és

f<g <= existeix n tal que f(t) < g(t) per tot t > n.

Observem, en particular, que t > n i 1/t < 1/n per tot enter n. El problema
és que aquest cos Q(t) ni és pitagoric nit compleix 'axioma de Cantor (vegeu
la nota de la pagina 27) i, si volem una geometria no arquimediana que
compleixi tots els altres axiomes de Hilbert, haurem de prendre un cos més
complicat de definir?

Si, a més de l'axioma d'Arquimedes, suprimim també laxioma de les
paralleles, obtenim una familia interessant de geometries no arquimedianes.
Per exemple, hi ha una geometria d'aquestes en la qual la suma dels angles
d’'un triangle sempre és igual a dos rectes, i n'hi ha una altra en la qual la
suma dels angles d'un triangle sempre és més gran que dos rectes.’

>Un cos que ens serveix és el cos de les séries formals a coeficients reals

o
z:Zc:iti, a,#+0,n€EZ

i=n

prenent com a positives les séries amb primer coeficient a, > 0. Trobant inductivament els
coeficients de x a partir de lequacié x? = 1 4 z?, veiem que el cos és pitagoric. També es
pot demostrar que compleix l'axioma de Cantor. Vegeu els exercicis 1.48 i 1.49.

®La primera d'aquestes geometries ens diu que no podem demostrar l'axioma de les
paralleles a partir de que la suma dels angles d’'un triangle sigui igual a dos rectes, sense
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GEOMETRIA NO COMPLETA, GEOMETRIA NO HOMOGENIA

Si volem una geometria que compleixi tots els axiomes de Hilbert excepte
l'axioma de Cantor n’hi ha prou amb considerar la geometria cartesiana de
k? on k C R és un cos pitagoric. Per exemple, k = Q, K, Q.

A la geometria lineal sobre el cos dels racionals falla l'axioma Ill.1, és
a dir, no sempre podem traslladar un segment en una certa direccio. Ara
bé, aquesta geometria no compleix els axiomes de continuitat. Si volem una
geometria que compleixi tots els axiomes llevat del Ill.1, podem prendre el
segiient model. Considerem el pla R?> amb les nocions ordinaries, perd mo-
difiquem el concepte de segments congruents: diem que dos segments son
congruents si ho sén a la geometria ordinaria de R? i, a més, tenen la ma-
teixa direccid. No és dificil comprovar que aquesta geometria compleix tots
els axiomes excepte l'axioma Ill.1. Es tracta d'una geometria no homogeénia,
en el sentit que en ella no podem comparar segments que tinguin direccions
diferents.

utilitzar l'axioma d’Arquimedes. Ja haviem parlat d'aquestes geometries semi-euclidianes
a la pagina 36. La segona geometria ens demostra que el teorema de Legendre sobre
la suma dels angles d'un triangle a la geometria absoluta no es pot demostrar sense
laxioma d'Arquimedes. Aquestes dues geometries van ser descobertes per Hilbert i la
seva construccio és complicada. Podeu consultar U'obra citada de Robin Hartshorne. En
un context més global, podeu trobar una visié historica de la matematica no arquimediana
a l'article Philip Ehrlich: The Rise of non-Archimedean Mathematics and the Roots of a
Misconception, Arch. Hist. Exact Sci. 2006.
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@’ﬂ) n aquesta llicd farem un canvi de perspectiva —mai més ben

: dit!— respecte del punt de vista que hem sequit fins ara. La

LU () idea és treure'ns del damunt les farragoses «rectes parellelesy,

aquestes rectes que sdn tant importants per a Euclides pero

que ningd no ha vist mai, perqué el simple fet de mirar introdueix els «punts

de fugay i «l'horitzo» on veiem nitidament que les paralleles es tallen. Tam-

bé volem entendre aquella frase tan famosa que afirma que «les paralleles

es tallen a l'infinit», una frase que, ara per ara, no té cap sentit perqué no
sabem ni on és ni qué és aixo de linfinit.

Comencem amb una mica de motivacid i repassem algunes idees que
van contribuir a que, de mica en mica, es veiés la conveniéncia —fins i
tot, la necessitat— d'incloure a la geometria classica uns nous punts on es
tallessin les rectes paralleles.

e La teoria de la perspectiva. Es el metode de representar un mdn
tridimensional en una superficie plana —un quadre, una pintura— de
manera que un observador que observi el quadre vegi «el mateix» que

> 49 <



> El punt de vista projectiu <

si observés directament la realitat. Quan intentem fer aix0, ens ado-
nem immediatament que les rectes que a la realitat tridimensional son
paralleles, cal dibuixar-les com a rectes convergents cap a un punt de
Uhoritzd, un punt que, per cert, és un punt ben concret del quadre —no
és cap punt «imaginari», ni esta «a l'infinity! Van ser els grans pin-
tors i arquitectes del renaixement italia —Filippo Brunelleschi, Piero
della Francesca i altres— els que van establir les bases matemati-
ques d'aquest metode i les seves obres contrasten fortament amb les
obres més antigues, que s'obstinaven en representar les paralleles de
la realitat com a paralleles al quadre, amb resultats fallits.

Evidentment, la teoria de la perspectiva no va en contra de la geo-
metria d’Euclides, amb les seves famoses paralleles, pero st que obre
la porta a una certa relativitzacié del parallelisme: les paralleles, ara
no es tallen i ara, amb un canvi de punt de vista, st que es tallen.

La classificacio de les corbes i les ombres. Fa moltissims segles que
es coneixen els tres tipus de corbes de segon grau —les coniques—:
Uellipse, la parabola i la hipérbola. S6n ben diferents, pero totes tres
es poden obtenir com l'ombra d'una d'elles. Per exemple, si prenem
una ellipse i, fora del pla que la conté, un punt de llum, l'ombra d'a-
questa ellipse pot ser una ellipse, una parabola o una (branca d'una)
hipérbola.

El que succeeix és que les tres corbes es poden obtenir com a seccions
d’'un dGnic con —per aixo s'anomenen coniques. St comencem amb una
seccid elliptica i anem movent el pla de tall, l'ellipse s'anira allargas-
sant fins un moment en que es convertira en una parabola com si un
dels vértex se n’hagués anat a l'infinit. Si sequim movent el pla de
tall, un instant després, la parabola es convertira en una hipérbola,
amb les seves dues branques com si el vértex hagués tornat de Uinfinit
per laltre costat.

Si poguéssim imaginar l'infinit com una recta, totes aquestes estranyes
metamorfosis de l'ellipse serien molt menys misterioses. Imaginem una
ellipse que no toca la recta de l'infinit: veiem una ellipse. Lellipse
es va acostant a l'infinit fins que toca linfinit en un dnic punt: veiem
una parabola. Finalment, lellipse és tallada per l'infinit: veiem una
hipérbola, amb una branca a cada costat de Uinfinit. S6n imaginacions
aparentment absurdes, pero si tinguessin una base matematica solida
ens permetrien entendre les tres coniques com una mateixa corba,
situada en tres posicions diverses respecte de linfinit. Llastima que
aixo de «l'infinity no sapiguem —de moment— qué vol dir!
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EL 1704, Newton va publicar un curids treball titulat Enumeratio line-
arum tertii ordinis on troba una classificacio de les corbes de tercer
grau. De la mateixa manera que hi ha tres coniques diferents, troba
que de ctibiques diferents n’hi ha 72 —i encara se n‘oblida 6. Es a dir,
n'hi ha moltes, pero en un capitol del seu treball observa que totes
es poden obtenir per ombres a partir de només cinc ctibiques. Es a
dir, la classificacié és molt més clara i senzilla si pensem que dues
corbes son «essencialment la mateixa» si una s'obté de l'altra per una
projeccid central.

y?=a(z?+1)

Les cinc cubiques de Newton

-2+
! ! . . . L . .
-1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15 2

e Els enfadosos «casos de figura». Moltes demostracions de la geo-
metria classica eren incompletes per aquest motiu: cada vegada que,
a la demostracid, calia utilitzar el punt d'interseccié de dues rectes,
s'hauria de discutir per separat el cas que aquestes dues rectes fossin
paralleles. Aquest mateix problema apareix en els enunciats de molts
teoremes. En tots els casos s'observava que si es demostrava el teore-
ma quan les rectes rellevants es tallaven, el teorema també resultava
ser cert quan hi havia rectes paralleles i, en certa manera, els punts
de tall «se n"havien anat a l'infinit». Es parlava de «casos de figura»
L eren una nosa.

Aquesta situacié recorda una mica el que passa quan estudiem les
solucions de les equacions polinomiques sense tenir en compte els
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nombres complexos: passem d'un enunciat clar i senzill que diu que
tot polinomi de grau n té exactament n arrels, a una situacié ambigua
en la que el nombre d'arrels pot oscillar entre 0 i n.

Les demostracions per projeccié central. Blaise Pascal va descobrir,
quan tenia 16 anys, aquest teorema: Els punts on es tallen els costats
oposats d'un hexdagon inscrit en una conica estan alineats. Es coneix
com el teorema de 'hexagon de Pascal, o també com 'Hexagrammum
Misticum.

Yy

Una manera de demostrar-lo consisteix en demostrar-lo primer quan
la conica és una circumferéncia i aleshores observar que, com que
tota conica es pot obtenir a partir d'una circumferéncia per projeccidé

central, el teorema és cert per a qualsevol conica (vegeu lexercici
1V.30).

Aquest métode de demostracié basat en la projeccid central és (til en
molts altres casos. Un exemple divertit és aquest: hi ha construccions
amb regle i compds que no es poden fer només amb el regle. La
demostracié d'aquest teorema es fa trobant dues circumferéncies G i
(, tals que hi ha una projeccid central st que transforma una en l'altra
i, en canvi, st no transforma el centre de C; en el centre de (. En
consequéncia, el centre d'una circumferéncia no es pot trobar tracant
només rectes (vegeu l'exercici 1.51).

El «principi de dualitat». El 1810, Charles Julien Brianchon va de-
mostrar aquest teorema: les diagonals d’un hexdagon circumscrit a una
conica sén concurrents. S'intueix una certa relacié entre aquest teo-
rema i el teorema de Pascal, en el sentit que sembla que un d'ells s'ob-
tingui de l'altre intercanviant punts per rectes, inscrit per circumscrit,
punts alineats per rectes concurrents, etc. Aquest fenomen consistent
en que a partir d'un teorema de geometria lineal se'n pugui obtenir
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un altre fent aquests canvis es va conéixer com a principi de dualitat,
i va ser enunciat i explotat pels fundadors de la geometria projectiva,
com Gergonne, Poncelet o Brianchon. Es un principi que no pot ser
valid a la geometria euclidiana perqué, en particular, a la geometria
d’Euclides per dos punts sempre hi passa una recta, perd en canvi
dues rectes no sempre es tallen en un punt.

Per tot aixdo que hem dit —i per moltes altres coses— els gedometres
del inicis del segle XIX van creure que la millor manera de fer geometria
era «completar» l'espai de la geometria euclidiana ordinaria afegint-hi uns
punts «a linfinit» on es tallin les rectes paralleles, uns punts que no han
de ser pas punts «especialsy», sind que han de ser punts ordinaris, punts de
ple dret de lespai.

Com podem fer que les rectes paralleles es tallin, sense necessitat d'in-
vocar cap objecte mistic (com l'infinit)? La idea és senzilla i es fonamenta
en la perspectiva central.
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Considerem un pla a l'espai ordinari de tres dimensions. En aquest pla hi
tenim la geometria classica d'Euclides. Denotem aquest pla per €. Imaginem
ara que, a una certa alcada sobre aquest pla —que suposarem horitzontal—
hi ha un observador que mira el pla £ on hi regna la geometria euclidiana.
En cada direccié no horitzontal que miri, l'observador veu exactament un
punt del pla £ Podem dir que hi ha una correspondéncia bijectiva entre

rectes no horitzontals
que passen per l'observador

— {punts del pla 8}.
Encara més: cada pla no horitzontal que passa per l'observador deter-

mina, per interseccié amb el pla de la geometria euclidiana, una recta sobre
aquest pla. De fet, hi ha una correspondéncia bijectiva entre

plans no horitzontals
) —> rectes del pla &£ ¢.
que passen per l'observador
En conclusio, a 'hora de fer geometria, no hi ha diferéncia entre con-
siderar els punts i les rectes de £ o considerar les rectes i els plans no
horitzontals que passen per l'observador.

Queé passa amb les rectes horitzontals que passen per l'observador? No
es corresponen a cap punt de &, siné que es correspondrien amb un hipotetic
«punt de Uhoritzé». Aixo ens suggereix «ampliar» la geometria £ incloent
totes les rectes que passen per l'observador i tots els plans que passen per
l'observador:

ECP

on

rectes
punts del pla P ¢ = ) .
que passen per l'observador

plans
rectes del pla P} = | , .
que passen per l'observador

Aquest nou espai P que hem obtingut a partir de £ adjuntant uns quants
punts més i una recta més és el pla projectiu, el pla de la geometria pro-
jectiva.

Acabem donant una formulacié matematica de tot aixo.

Sigui k un cos i sigui E # {0} un espai vectorial sobre k. Anomenarem
espai projectiu associat a l'espai vectorial E al conjunt

P(E) := {subespais vectorials de dimensidé 1 de E}.
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Els elements d'aquest conjunt P(E) els anomenarem punts. Tenim una apli-
cacié exhaustiva
s E—{0} - P(E)

definida per

7i(e) = (e).
Anomenarem rectes de l'espai projectiu P(E) les imatges per st dels subes-
pais de dimensid 2 de E.

L'espai projectiu P(E) és, en paraules de Nicolas Bourbaki, «el marc
general de tots els fenomens geométricsy.'

TAixo potser és una exageracid, com tantes altres afirmacions del general Bourbaki. St
que és cert que les diverses geometries lineals —afi, euclidiana, hiperbolica,..— es poden
veure com a «subgeometries» de la geometria projectiva que, d'altra banda, és l'ambit
del programa d’Erlangen de Klein. Es interessant recordar que Klein recomanava —al
segle dinoul— que els especialistes en fisica matematica estiguessin familiaritzats amb la
geometria projectiva.
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%%17 olem donar ara una axiomatica de la geometria que tingui en
\ “Ia compte el «punt de vista projectiu» que hem discutit al capitol
J anterior. Pero ara els axiomes que posarem seran molt més
& L) senzills que els axiomes de Hilbert. En efecte, aquells axiomes

pretenien recollir tota la riquesa de la geometria d'Euclides fins a U'extrem
que conduien inevitablement a la geometria cartesiana sobre el cos dels
reals —o, com a minim, sobre el cos construible. Es molt més interessant,
en canvi, comencar amb una axiomatica «de minims» —molt general, que
pugui ser util en molts ambits— i, si cal, anar ampliant posteriorment aquest
sistema per incloure-hi caracteristiques més especifiques.

Anomenarem espai projectiu un sistema de punts' i rectes amb una
relacié d'incidencia que compleixi aquests tres Unics axiomes:

EP1 Tota recta té com a minim tres punts.?
EP2 Per dos punts diferents hi passa una Unica recta.

EP3 («axioma projectiu») St M, N, P i Q sén quatre punts diferents i les
rectes MN it PO es tallen, aleshores les rectes MP i NO també es
tallen.’

Recordem que al capitol anterior haviem definit l'«espai projectiu d'un
espali vectorial» E, que anomenavem P(E). Més endavant (pagina 86) veu-
rem que, efectivament, P(E) compleix els tres axiomes anteriors i és, per
tant, un exemple d'espai projectiu.’

Si X és un espati projectiu, una subvarietat projectiva de X és un conjunt
Z + @ de punts de X que té la propietat que si x,y € Z sén dos punts
diferents, aleshores tots els punts de la recta que passa per x i y pertanyen
a Z. Es clar que, d'aquesta manera, Z és tambhé un espai projectiu.’

"Normalment, s'exigeix també que el conjunt de punts sigui no buit.

2Aquest axioma també es coneix com a axioma de Fano.

3Aquest axioma també es coneix com a axioma de Veblen-Young.

*No és l'tinic exemple, perd si que és el més important.

°A partir d'ara utilitzarem amb normalitat el llenguatge de la teoria de conjunts, com
es fa a la gran majoria de les matematiques.
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Exemples

e L'espai projectiu més petit possible és el que només té un punt i cap
recta. El segon més petit és el que té tres punts i una Unica recta
que els conté. Si X és un conjunt qualsevol que tingui més de dos
elements i considerem una Unica recta que conté tots els punts de X,
tenim un espat projectiu. Aquests sén exemples trivials.

e Donar exemples d'espais projectius que tinguin més d'una recta ja no
és trivial. L'espat projectiu amb més d'una recta més petit possible és
el que es coneix com a pla de Fano.® Consta de 7 punts i 7 rectes, i
cada recta té tres punts. La relacié d'incidencia ve donada per aquest
esquema (on els set punts estan indicats amb un petit cercle vermell
i cadascuna de les set rectes s'ha dibuixat d'un color diferent):

e Es evident que la interseccié (no buida) de qualsevol familia de subva-
rietats d'un espai projectiu X és també una subvarietat de X. Aquest
fet ens permet definir una altra operacié important que es pot fer amb
subvarietats, anomenada suma. Si A i B sén subvarietats d'un espal
projectiu X, definim la seva suma A+ B com la interseccié de totes les
subvarietats que contenen AU B.

Convé disposar d'un concepte d'equivaléncia o isomorfisme entre espais
projectius. En direm collineacions. Una collineacié entre dos espais pro-
jectius X, Y és una aplicacid bijectiva f : X — Y que compleix la pro-
pietat que tres punts A, B, C € X estan alineats si i només si els punts
f(A), f(B), f(C) € Y estan alineats.

Ara podem definir el concepte de dimensié d'un espat projectiu. St X és
un espat projectiu, la dimensié de X és el maxim n tal que hi ha una cadena
d'inclusions

XoCTXiCXo Q- CX,

=

°En honor de Gino Fano (1871-1952), matematic italia.
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on cada X; és una subvarietat (no buida) de X. Si aquest n no existeix,
direm que X té dimensio infinita. En particular, un pla projectiu sera un
espal projectiu de dimensio 2. En algunes circumstancies és util considerar
el conjunt buit com un espat projectiu de dimensié —1.

Estudiem ara amb més detall el cas del pla projectiu. Considerem aques-
tes quatre propietats:

PP1 Per dos punts diferents hi passa una Unica recta (=EP2)
PP2 Dues rectes diferents es tallen en un tnic punt.
PP3 Hi ha quatre punts, dels quals no n'hi ha tres d'alineats.

PP4 Tota recta té com a minim tres punts. (=EP1)
Es compleix aixo:

(a) X és un espai projectiu de dimensio 2 si i només si X compleix
PP1, PP2, PP3, PP4.

(b) PP1, PP2, PP3 impliquen PP4.

En particular, podem definir un pla projectiu com un sistema de punts i
rectes on es compleixen els axiomes PP1, PP2 i PP3.

Demostracié. (a) Sigui X un espai projectiu de dimensié 2. Comencem de-
mostrant que es compleix PP2, és a dir, que dues rectes sempre es tallen.
Siguin r # s dues rectes de X, sigui P un punt de s que no pertanyi a r i
sigut Q € r. Sigui ara Y := P+ r (en el sentit de suma de subvarietats que
acabem d'estudiar). Y és una subvarietat que conté el punt P i la recta r i
tenim una cadena de subvarietats de X

{Oycrcycx

Com que X té dimensio 2, aquesta cadena no pot tenir quatre subvarietats
diferents i, per tant, P+r = X. Considerem ara V := {P}UrUW on W esta
format per tots els punts de X — ({P} Ur) que estan alineats amb P i algun
punt de r. St demostrem que V és una subvarietat, tindrem V2O P+r =X
i haurem arribat a que les rectes r i s es tallen. Suposem que x,y,z € X
son tres punts alineats de manera que x,y € W. Sigui a € r tal que a, x, P
estan alineats i b € r tal que b, y, P estan alineats. Suposem que els punts
a, b, x, y son diferents (els altres casos sdn trivials). Com que les rectes aP
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i yz es tallen en el punt x, l'axioma projectiu ens diu que les rectes Pz i
ay es tallaran en un punt z'. També podem suposar que els punts a, b, P, Z’
son diferents. Com que les rectes az’ i bP es tallen en el punt y, l'axioma
projectiu ens diu que les rectes Pz’ i ab també es tallaran en un punt ¢ € r.
Aleshores, els punts ¢, P,z estan alineats i z € W.

a

P

Demostrem ara que es compleix PP3. Com que la dimensié de X és > 0,
hi ha dos punts diferents A i B. Com que la dimensié de X és > 1, hi ha
un punt C que no pertany a la recta AB. Com que les rectes de X tenen
com a minim tres punts, existeix un punt D a la recta AC, diferent de Ai C,
i existeix un punt E a la recta BD, diferent de B i D. Tenim ja els quatre
punts A, B, C, E de PP3.

Reciprocament, si X compleix PP1, PP2, PP3, PP4, és clar que X com-
pleix els tres axiomes d'espai projectiu. Només cal comprovar que la dimen-
si6 de X és 2. Suposem que hi hagués una cadena de subvarietats

A Xi X X

Escollim punts B € X; — {A}, C € X; — Xj, D € X — X,. Sigui P el punt on
es tallen les rectes AB i CD. Aleshores, la recta PC esta continguda a X
i, per tant, D € X5, que és una contradiccio.

(b) Siguin A, B, C, D els quatre punts de l'axioma PP3 i sigui r una recta
qualsevol. Tallem aquesta recta r amb les sis rectes AB, AC, AD, BC, BD,
CD. Obtenim sis punts de r (n'hi pot haver de repetits). Amb paciéncia, es
comprova que com a minim tres d'aquests sis punts sén diferents. [J

Ara podem enunciar amb exactitud el

Principi de dualitat. Si una proposicio P (que només involucri
punts i rectes) és certa a tots els plans projectius, aleshores, la
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proposicié que s'obté de P intercanviant punts i rectes també és
certa a tots els plans projectius.

Aix0 és evident perqueé si en els axiomes PP1, PP2, PP3 intercanviem punts
i rectes, els nous axiomes que obtenim PP1*, PP2*, PP3* sén equivalents
als axiomes inicials.”

EL principi de dualitat, convenientment reformulat, és valid en els espai projectius de
qualsevol dimensid finita. Per exemple, en dimensid n, la dualitat faria correspondre punts
(dimensié zero) amb hiperplans (dimensid n — 1) i, en general, subvarietats de dimensid r
amb subvarietats de dimensié n — r — 1. Aixi{, en dimensié 3, el dual d'un teorema sobre
punts, rectes i plans s'obtindria intercanviant punts i plans i deixant les rectes com a rectes.
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enim, doncs, dos punts de vista diferents. En un d'ells —el punt

de vista projectiu— no hi havia rectes paralleles, en l'altre —

que a partir d'ara anomenarem el punt de vista afi— si que

n'ht havia. El que farem sera veure que aquests dos mons apa-

rentment incompatibles poden conviure perfectament en un mateix context.

Per tal de simplificar l'exposicid, ens limitarem al cas de dimensiod 2, és
a dir, al cas del pla. Tenim els conceptes de pla projectiu i pla aft:

e Un pla projectiu és un conjunt de punts i un conjunt de rectes que
compleix els tres axiomes PP1, PP2, PP3 del capitol anterior.

e Un pla afi sera un conjunt de punts i un conjunt de rectes que com-
pleixen aquests tres axiomes:
PA1 Per dos punts diferents hi passa una Unica recta (=PP1).

PA2 Si r és una recta i P & r és un punt, existeix una Unica recta
s tal que P € siris no es tallen. (Es l'antic axioma de les
paralleles.)

PA3 Cada recta té com a minim dos punts. (Es l'axioma 1.2 de Hilbert.)

PA4 Hi ha com a minim dues rectes.

En un pla afi, direm que dues rectes sén paralleles si sén iguals o no es
tallen. Es un exercici senzill comprovar que el parallelisme és una relacié
d’equivaléncia en el conjunt de les rectes d'un pla afi.

Malgrat que un pla aft i un pla projectiu semblen dos objectes ben dife-
rents, podem passar d’'un a laltre amb gran facilitat.

De projectiu a afi

Suposem que X és un pla projectiu i escollim una recta r de X. Sigui

A=X—r.
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Aleshores, A és un pla aft. Diguem-ho amb més precisié. Els punts de A
son tots els punts de X que no pertanyen a r; les rectes de A sén totes les
rectes de X excepte la recta r; la relacié d’incidencia a A és la mateixa que
a X. Observem, doncs, que en el pas de X a A hem perdut exactament la
recta r (amb tots els seus punts) i també hem perdut exactament un punt
de cada recta # r.

En aquesta situacid, és molt senzill comprovar que realment A compleix
els axiomes de pla afi. Com han sorgit les paralleles de A? Dues rectes
(diferents) de A sén paralleles si, com a rectes de X, es tallen en un punt
que pertany a r.

Dit més breument: si en un pla projectiu hi traiem una recta —qualsevol
recta— el que ens queda és un pla afi.’

D’aft a projectiu

Suposem ara que tenim un pla aft A. Sigui R el conjunt de totes les rectes
de A. Definim
L=R/{r ~s & rissoén paralleles}.

Es a dir, L és el conjunt quocient de les rectes de A per la relacié d'equi-
valéncia de parallelisme. Podem pensar L com el conjunt de les direccions
en el pla A.

A partir de A podem construir un pla projectiu X d'aquesta manera:

e Els punts de X sdn els punts de A i també els elements del conjunt L.
e Les rectes de X son les de A i una nova recta que anomenarem ¥.

e La relacié d'incidéncia a X ve donada aixt: sigui P un punt de X i
sigui r una recta de X; aleshores:

— Si x € Air és una recta de A, aleshores x € r té el mateix
significat a X i a A.
- SixeAir=2/¢, aleshores x & r.

—Sixe X—-—A=1L, aleshores x € ¥.

TObservem que per obtenir un pla afi a partir d’'un pla projectiu cal escollir una recta.
Aixo planteja la pregunta si el pla afi que obtenim depén o no de la recta escollida. La
resposta és que en general st que depén.
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- St x € X —A = L, aleshores x és una classe d'equivaléencia de
rectes de A i, per tant, si r és una recta de A té sentit preguntar-
se si r € x. Aleshores, si r és una recta de A, direm que x € r si
r e x.

No és dificil comprovar que X esdevé un pla projectiu, que conté el pla afi
inicial A2

Aquestes construccions que, per simplicitat, hem fet en dimensid dos,
també sén valides en dimensié (finita) qualsevol. Es possible establir un pe-
tit nombre d’axiomes senzills que ens definirien el concepte d'espai afl. Ales-
hores, un espai aft de dimensié finita sempre es pot «completar», afegint-hi
un hiperpla, fins obtenir un espai projectiu de la mateixa dimensié i, recipro-
cament, si en un espai projectiu de dimensié finita hi eliminem un hiperpla
(una subvarietat projectiva propia de dimensié maxima), obtenim un espat
aft de la mateixa dimensid.

Aquestes dues construccions ens permeten «inclourey» la geometria afi
dins de la geometria projectiva que esdevé com una «complecid» de la geo-
metria afl. L'espal projectiu és, doncs, l'ambit més natural per fer geometria,
també geometria afi. La geometria projectiva és més senzilla i més general
que la geometria afi.

Ara podem donar un sentit rigords a l'expressié popular que diu que les
«rectes paralleles son les que es tallen a linfinity. Suposem que tenim un
espal projectiu X (de dimensid finita). Escollim a X un hiperpla H i n’ht diem
«l'hiperpla de linfinity. A = X — H és un espai afl i dues rectes d'aquest
espai afi son paralleles si, com a rectes de X, es tallen a H, és a dir, es
tallen a linfinit. Reciprocament, si A és un espat af(, podem afegir-li un nou
hiperpla H —anomenat «hiperpla de linfinit»— on es tallen les rectes que
abans eren paralleles. Tanmateix, cal remarcar que a lespai projectiu no
hi ha cap «hiperpla de l'infinity: qualsevol hiperpla pot ser considerat com
Uhiperpla de Uinfinit.

El que és important és que tot aix0 no és ni un joc de paraules ni
un simple divertimento: la geometria afi no veu una part de la geometria
—els punts de linfinit— i, d'aquesta manera, la imatge que ens doéna la
geometria aft és parcial i, generalment, més complicada que la que ens
déna la geometria projectiva, que és la que si que veu «l'espai complet».

2Observem que, a diferéncia de la construccié anterior que passava d'un pla projectiu a
un pla afi, ara no ens ha calgut fer cap eleccid: el pla projectiu associat a un pla afi esta
ben definit.
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Geometria euclidiana classica’

I.1 Feu les seglients construccions (planes) utilitzant exclusivament el regle i el
compas tal com fa Euclides:
(@) Construiu la mediatriu d'un segment.
(b) Construiu, donada una recta r,

i. la perpendicular des d’'un punt exterior.
i.. la perpendicular per un punt de r.
iii. la parallela per un punt exterior.

(c) Transporteu un segment donat AB sobre una semirecta fixada de forma
que el punt A es correspongui amb l'extrem de la semirecta.’

(d) Transporteu un angle sobre una semirecta donada i a un costat donat.
(e) Trobeu el centre d'una circumferéncia donada.

(f) Construiu una recta tangent a una circumferéncia donada que sigui paral-
lela a una recta donada.

(g) Construiu un triangle coneixent un costat i (segments congruents a) l'al-
tura i mitjana relatives a aquest costat.

(h) Construiu un triangle rectangle coneixent el radi de la circumferéncia ins-
crita L que un catet és 3 vegades més llarg que l'altre.

(i) Construiu un octagon regular amb un costat donat.

(j) Construiu un triangle coneixent (segments congruents a) les mitjanes (di-
ficil).

TAquests exercicis sén un breu repas d'algunes nocions de geometria elemental. Re-
cordem que Euclides va dir al rei Ptolemeu | que no hi havia cap «camti reial» per arribar
a la geometria: calia sequir pas a pas la llarga série de proposicions encadenades dels
Elements. Com a conseqliéncia d’aixd, no és possible resoldre els exercicis d’'aquesta llista
utilitzant cap drecera, sin6 que caldria anar reproduint tots els Elements. No es pretén que
Ualumne ho faci d'aquesta manera. Es pot (s'ha de) «fer trampa» i resoldre els exercicis
aplicant els coneixements basics de la geometria d’Euclides —com poden ser els casos
de congruéncia de triangles o el calcul de larea d'un triangle— sense preocupar-se pels
possibles cercles viciosos que, de ben segur, es generaran.

’Es a dir, demostreu que, amb els axiomes d'Euclides, podem suposar que disposem
d’'un «compas bloquejabley.
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En cada cas, justifiqueu que la construccié és correcta.

1.2 Al llibre segon dels Elements Euclides demostra una série de propietats de la
suma i el producte de segments que sén propietats ben conegudes de la suma
i la multiplicaciéd dels nombres enters. La suma de segments es defineix com
el segment que s'obté posant un segment a continuacid de l'altre, i el producte
de dos segments es defineix com el rectangle que determinen. Per exemple, la
proposicié 2 afirma, en el llenguatge actual x? = xy + x(x — y) i aixd Euclides
ho demostra agafant un quadrat ABDC i descomponent-lo en dos rectangles.

C D
E F
) AB2 = AB- AE + AB - (AC — AE)

Reconstruiu aquestes proposicions del llibre segon, sequint el mateix métode
que utilitza Euclides:

(a) (Proposicié 3) xy = y(x — y) + y?

(b) (Proposicié 4) (x + y)? = x*> 4+ y? + 2xy

(c) (Proposicié 6) (x + y)(x — y) + y? = x?

(d) (Proposicié 7) x* + y? = 2xy + (x — y)?

(e) (Proposicié 8) 4xy + (x — y)?> = (x + y)?

(f) (Proposicié 9) (x + y)? + (x — y)? = 2(x? + y?)

1.3 A la proposicio 11 del llibre segon Euclides resol l'equacié de segon grau a(a —
x) = x? de la segiient manera. Agafa un quadrat ABDC de costat a i vol trobar
un punt H entre A i B tal que el quadrat AFGH sigui «igual» al rectangle
HBDK. La solucié que ddna és aquesta: Pren E que sigui el punt mig de AC
i a continuacié pren F tal que EF = EB. Demostreu que aquesta construccid
és correcta. Apliqueu l'exercici 1.2 i el teorema de Pitagores.

F G

A et B

E/

c D
K
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Demostreu el teorema de Viviani: en un triangle equildter, la suma de les dis-
tancies de qualsevol punt interior a cada costat és iqual a Ualtura del triangle.

Demostreu la proposicié 3 del llibre VI dels Elements: Sigui ABC un triangle
i sigui D el punt on la bisectriu de l'angle A talla el costat BC. Aleshores, la
rad entre els segments BD i DC és la mateixa que la rad entre els segments
AB i AC.

Siguin A, B i C tres punts d'una circumferéncia de centre O. Proveu que
2ACB = AOB.

Des d'un lloc, la situacié del qual desconeixem, visualitzem 3 cims que po-
dem reconéixer sobre un mapa. Localitzeu el punt d'observacid (suposeu que
l'observador i els tres cims estan en un mateix pla).

Justifiqueu el métode d’Arquimedes per trisecar un angle (vegeu la nota 4 de la
pagina 11). Considereu un angle ¢ amb vertex O i preneu un regle amb dues
marques. Dibuixeu la circumferéncia de centre O i radi igual a la distancia
entre les dues marques del regle. Ultilitzeu el regle marcat per dibuixar la
recta que passa per B i tal que les dues marques del regle coincideixen amb
P i Q. Demostreu que 3a = ¢.

B

A 0] C

Una altra manera de trisecar l'angle utilitzant un regle amb marques és aques-
ta. Suposem que volem trisecar un angle agut qualsevol com l'angle AOB,
construim un triangle rectangle ABO i fem dues marques al regle separades
per una distancia doble de la distancia AO. Aleshores, posem el regle de ma-
nera que una de les marques caigui sobre la parallela a OB per A, l'altra marca
caigui sobre la recta AB i el regle passi pel punt O. Es a dir, haurem dibuixat
la recta OE de manera que DE = 2A0. Demostreu que, fent aixo, l'angle BOA
és tres vegades l'angle BOD.

A
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1.10
1.11
.12

1113
.14

.15

Proveu que en tot triangle, a major costat li correspon menor altura.
Proveu que les mediatrius d'un triangle sén concurrents al circumcentre.

Proveu que les mitjanes d'un triangle es tallen a dos tercos de la seva longitud.
(Utilitzeu larea del triangle.)

Proveu que també les altures i les bisectrius s6n concurrents.

Donats dos punts A i B i una recta r parallela al segment AB, trobeu una
manera de construir el punt mig del segment AB utilitzant només el regle.
(Utilitzeu el teorema de Tales? i l'area del triangle.)

Al segle XVIII, el matematic italia Lorenzo Mascheroni va demostrar que to-
tes les construccions (planes) d’'Euclides es podien fer utilitzant Gnicament el
compas. Evidentment, sense regle és impossible dibuixar una linia recta, pero
si prescindim de dibuixar les rectes, el teorema de Mascheroni* demostra que
el regle no és realment necessari. Es facil adonar-se que el teorema esta de-
mostrat si som capacos de trobar, només amb el compas (que suposarem que
és bloquejable), aquests punts: (a) el punt d'interseccié de dues rectes; (b) els
punts d'interseccié d'una circumferéncia i una recta. Per resoldre aquests dos
problemes sequirem aquests passos:’

A

S

3Hi ha dos teoremes que s'atribueixen a Tales de Milet (segle VI aC). EL primer afirma

que qualsevol triangle inscrit a una circumferéncia de manera que un dels costats passi
pel centre és rectangle (proposicié 31 del llibre tercer dels Elements). El segon, que és
el que cal utilitzar en aquest exercici, diu que si dues rectes tallen dues rectes paralleles,

els
de

segments que determinen sén proporcionals. Aquest segon teorema requereix la teoria
les proporcions i no apareix fins la proposicid tercera del llibre sisé dels Elements.
“De fet —sequint la llei de Boyer que afirma que cap resultat matematic du el nom de la

primera persona que el va descobrir—, el teorema de Mascheroni ja havia estat demostrat
per Jargen Mohr més de cent anys abans.

°La demostracié completa del teorema de Mascheroni és una mica més complicada que

el que fem en aquest exercici, perqué cal considerar alguns casos especials que no tenim

en

compte aqui.
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(@) Demostreu que si els segments AC i BD sén congruents es compleix

A0 _ AB
CO CD

(b) Siels punts D i D’ sén simétrics respecte de la recta r i els punts C i C’
també ho sén, aleshores rn CD =rn C'D".

oy , L ) ~_DE DC
(c) St C'D’EC és un parallelogram, aleshores D~ DX
E

(d) Donats A, B, C no alineats, trobeu (només amb el compas) un punt D tal
que ABCD sigui un parallelogram.

(e) Donats A, B, C no alineats, trobeu (només amb el compas) el punt C’
simeétric de C respecte de la recta AB.

(f) Donada una circumferéncia i el seu centre, A un punt interior i B un punt
exterior, de manera que la recta AB no passi pel centre de la circumfe-
réncia, trobeu (només amb el compas) els punts on la recta AB talla la
circumferéncia.

(g) Donat un quadrilater ABCD, trobeu (només amb el compas) el punt d'in-
terseccié de la recta AB amb la recta CD.

.16 Proveu el teorema de Pitagores. Feu-ho utilitzant semblanca de triangles i
després consulteu la demostracié que déna Euclides al seu llibre primer.®

1.17 Considereu un pentagon regular inscrit a una circumferéncia. Demostreu que
els triangles APQ i PRQ sdén semblants. Deduiu que el quocient ¢ = AP/PQ
compleix ¢? = 1+ ¢. Es a dir, la rad entre el costat i la diagonal d’'un pentagon
regular és igual a la rad auria. A partir d'aqui, suposeu que el radi de la
circumferéncia és 1 i calculeu la longitud del costat del pentagon regular.

®Euclides demostra el teorema de Pitagores al llibre primer i la teoria dels triangles
semblants no apareix fins el llibre sisé perqué aquesta teoria requereix disposar de la
teoria de les proporcions del llibre cinque. Per tant, Euclides no pot demostrar el teorema
de Pitagores utilitzant triangles semblants i necessita donar una demostracié forca més
complicada basada en la determinacié de la superficie del triangle i en una descomposicid
geométrica del quadrat dibuixat sobre la hipotenusa.
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)

Q

.18 Claudi Ptolemeu (~ 85 — ~ 165) va donar una construccié amb regle i compas
del pentagon regular que és molt senzilla i elegant.

<)
7

B

[Q \2

Considerem la circumferéncia centrada a O i tracem dos diametres perpendicu-
lars que passen pels punts de la circumferéncia A i B, respectivament. Sigui M
el punt mig entre O i B. Amb centre a M tracem la circumferéncia que passa per
A. Sigut N el punt d'interseccié d'aquesta circumferéncia amb el diametre que
passa per B. Demostreu, utilitzant el teorema de Pitagores i l'exercici anterior,
que el segment AN té longitud igual al costat del pentagon reqular inscrit en
la circumferéncia inicial.

.19 Considerem una circumferéncia, un diametre d i una recta p perpendicular al

diametre.
c
B
d
n
p
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1.20

1.21

1.22

1.23

Fixem el punt A i sigui B # A un punt qualsevol de la circumferéncia. Definim
el punt C com la interseccid de la recta AB amb la recta p. Demostreu que el
producte de la longitud AB per la longitud AC és constant, és a dir, no depén
de leleccid del punt B. Feu-ho sense utilitzar ni equacions ni coordenades.

Demostreu que l'instrument de Peaucellier (vegeu la nota 7 de la pagina 12)
realment dibuixa una recta. Utilitzeu l'exercici anterior.

L'instrument que va utilitzar James Watt (vegeu la nota 7 de la pagina 12) per
transformar un moviment circular en un moviment rectilini esta format per dues
barres iguals F1A = F,B que poden pivotar sobre els eixos fixos F1 i F3, unides
per una tercera barra AB. En aquesta situacid, el punt mig X de la barra AB
descriu, aproximadament, una recta.

A

Suposeu que la longitud de les barres F1A i F2B és 1, la longitud de la barra AB
és V2 i la distancia FiF> és també V2. Demostreu que el punt X descriu una
lemniscata. (La lemniscata és la corba formada pels punts tals que el producte
de les distancies a dos punts fixos és constant.)

Considerem un angle agut i un segment AB. Demostreu que existeix un punt
X sobre un costat de l'angle tal que si Y és el peu de la perpendicular des de
X a l'altre costat, es compleix XY > AB.’

A B

X

Y

Euclides considera que dues figures A i B tenen la mateixa area si existeix una
figura 'H de manera que A +H it B+ H es puguin descompondre en triangles

’Una afirmacié que s'assembla a aquest teorema apareix a la cinquena part del llibre

primer del tractat «Sobre el cely —la gran obra cosmologica d’Aristotil. Per aquest motiu,
la propietat de lUenunciat de l'exercici es coneix com a axioma d’Aristotil i es considera
com una versié geometrica (més feble) de l'axioma d’Arquimedes.
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congruents, és a dir
A+H=T1+ - +T,, B+H=T{+---+T,

amb T; = T/. Amb aquesta definicid, Euclides demostra que un quadrat i un
parallelogram que tinguin la mateixa base i la mateixa alcada tenen la mateixa
area. Demostreu aquest teorema.

.24 Sembla que a la definicid de figures amb la mateixa area de l'exercici anterior
Euclides hauria pogut suprimir la figura auxiliar H i dir que dues figures A i
B tenen la mateixa area si es poden descompondre en triangles congruents.?
Demostreu que, amb aquesta nova definicid, és impossible demostrar el teorema
de lexercici anterior sense utilitzar l'axioma d’Arquimedes. (Indicacid: agafeu
un parallelogram que tingui un costat «infinitament més gran» que l'altre.)

Geometria de Hilbert

1.25 Demostreu, a partir dels axiomes | i Il, que ni una semirecta ni un semipla, ni
Uinterior ni U'exterior d'un angle no poden ser buits.

.26 L'axioma I1.3 diu que, donats tres punts (diferents) alineats, com a maxim n’hi
ha un que esta entre els altres dos. Demostreu que com a minim n’hi ha un. Es
a dir, siguin A, B, C tres punts alineats i demostreu, aplicant només els axiomes
d’incidéncia i ordre, que si A no esta entre B i C i C tampoc no esta entre A i
B, aleshores B esta entre Ai C.

1.27 L'objectiu és demostrar el teorema dels quatre punts alineats de la pagina 22.
Suposem, doncs, que X, Y,Z, T sén quatre punts diferents d’'una recta en un
pla que compleix els axiomes | i Il i admetem que ja hem demostrar que donats
tres punts alineats n’hi ha exactament un que esta entre els altres dos (exercici
anterior).

(a) Demostreu (aplicant dues vegades l'axioma de Pasch) que és impossible
que X estigui entre Y i Z, entre Y i T i entre Z i T al mateix temps.

(b) Demostreu (aplicant tres vegades l'axioma de Pasch) que si X esta entre
YiZiY estaentre XiT,aleshores X, Y estan entre Zi T.

(c) Demostreu (amb els dos resultats anteriors, sense necessitat de tornar a
aplicar l'axioma de Pasch) el teorema dels quatre punts alineats. Es a dir,
demostreu que els punts X, Y, Z, T es poden designar com a A, B, C, D de
manera que B esta entre Ai C, B esta entre Ai D, C esta entre Bi D i
C esta entre Ai D.

8D'aquesta nova definicié d'igual area se'n diu equidescomponibilitat. Segons un te-
orema demostrat entre 1807 i 1835 per William Wallace, Janos Bolyai i Paul Gerwien,
st acceptem l'axioma d’Arquimedes (i l'axioma de les paralleles) el concepte d'Euclides
d’«igual area» i el concepte d'equidescomponibilitat son equivalents.
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1.28

1.29

1.30

1.31

1.32

1.33

1.34

Demostreu, a partir dels axiomes d’'incidéncia i ordre, que el concepte de se-
mirecta estd ben definit. Es a dir, sigui r una recta i O € r un punt. En el
conjunt r — {0} definim la relacié A ~ B si O no esta entre Ai B; aleshores, es
tracta d'una relacié d'equivaléncia i hi ha només dues classes d'equivaléncia.
(Utilitzeu el teorema dels quatre punts alineats de la pagina 22 i l'exercici 27.)

Demostreu, a partir dels axiomes | i ll, que una recta que talli els tres costats
d’'un triangle ha de passar per algun vertex.

Demostreu, a partir dels axiomes | i Il, l'axioma de coplanaritat de la nota
8 de la pagina 20: St A, B, C, D sén quatre punts diferents aleshores alguna
d’'aquestes parelles de rectes es tallen: ABi1 CD, AD i CB, AC i BD.

Completeu les demostracions dels teoremes de geometria absoluta que hi ha
al capitol 5.

Demostreu, a la geometria absoluta, el criteri hipotenusa-catet de congruéncia
de triangles rectangles (recordeu que no podem utilitzar el teorema de Pita-
gores). Hi ha un criteri CCA de congruéncia de triangles?

EL 1893, James Joseph Sylvester va plantejar com a problema demostrar aquest
resultat de geometria plana: si un conjunt finit P de punts del pla no estan
tots alineats, aleshores n’hi ha com a minim dos tals que la recta que els conté
no conté cap més punt de P. Es tracta de demostrar® aquest resultat utilitzant
només els axiomes | i 1'% Fixem un punt X € P i designem per R el conjunt
de totes les rectes que passen per dos o més punts de P.

(@) Demostreu que existeix un punt A ¢ P tal que

. Hi ha una recta r € R que passa per A.

ii. Cap recta de R talla el segment XA (excepte en els seus extrems).

(b) Suposeu que r tingui com a minim tres punts U, V, W & P i demostreu
que alguna recta que uneix X amb algun d'aquests tres punts només conté
dos punts de P.

Considereu la construccié del dibuix, on l'angle a P és recte i @ = 8. Demostreu,
només amb els axiomes I, Il i lll, que XY < YZ. Com a corollari, demostreu
que si a i € sén angles i admetem l'axioma d'Arquimedes, existeix un nombre
natural r tal que re > a.

La primera demostracié d’aquest fet la va donar el 1944 el matematic hongarés Tibor

Gallai. El resultat s'anomena ara teorema de Sylvester-Gallai. La demostracid que s'indica

en

aquest exercici és deguda a H. S. M. Coxeter (1969).

9Els axiomes d'ordre sén imprescindibles: vegeu l'exercici I1.20.
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1.35

1.36

1.37

1.38

i
VA Y X p

Suposeu els axiomes I, Il i lll i un nou axioma que afirma que per tres punts no
alineats sempre hi passa una circumferéncia. Demostreu l'axioma V.

Un quadrildter de Khayyam-Saccheri esta format per quatre punts P, Q, R
S, no alineats tres a tres, tal que els angles (jD\S i PSR son rectes i PO =
RS. Demostreu que, a la geometria absoluta, els angles P/Q\R i (jli’\S d’'un
quadrilater de Khayyam-Saccheri sén congruents.

Q R

P S

Decidiu quins d'aquests dos teoremes son certs a la geometria absoluta: a) les
bisectrius d'un triangle es tallen en un punt; b) les mediatrius d'un triangle es
tallen en un punt.”

Hem dit que l'axioma CAC de Hilbert ens el podriem estalviar si «acceptéssim
el moviment». Es tracta ara de donar un significat precis a aquesta afirmacid.
Sigut X un pla de Hilbert (en el qual potser falli 'axioma CAC). Anomenarem
moviment rigid qualsevol aplicacié bijectiva ¢ : X — X que: (a) transforma
rectes en rectes; (b) si A esta entre B i C, aleshores ¢(A) esta entre ¢(B) i
¢(C); (c) tot segment AB és congruent al segment ¢(A)¢p(B); (d) tot angle o

Quée passa amb les altures i amb les mitjanes? La situacié en aquests casos és més
complicada. A geometria absoluta no es pot demostrar que les altures es tallin en un
punt: a la geometria hiperbolica hi ha triangles on les altures es tallen en un punt i altres
triangles on no es tallen ni dos a dos (vegeu l'exercici 1.50). A la geometria hiperbolica les
mitjanes també es tallen en un punt i, de fet, F. Bachmann va demostrar el 1959 que les
mitjanes es tallen en un punt a qualsevol pla de Hilbert, perd Bachmann treballa en un
sistema d'axiomes diferent i és complicat adaptar la seva demostracid.
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és congruent a l'angle ¢(a). Direm que X té prou moviments rigids si: (a)
donats A, B, existeix un moviment rigid ¢ tal que ¢(A) = B; (b) donats O, A, A’,
existeix un moviment rigid ¢ que envia la semirecta OA a la semirecta OA’; (c)
donada una recta r, existeix un moviment rigid que deixa fixos els punts de r i
intercanvia els dos semiplans determinats per r. Demostreu que si X té prou
moviments rigids, aleshores l'axioma CAC es compleix.

1.39 Suposem els axiomes I, I, lll i suposem també que la suma dels angles de
qualsevol triangle és igual a dos rectes. Sigui [ una recta i P & [ Tracem
la perpendicular per P a [ i sigui Q el peu d'aquesta perpendicular. Agafem
Ay € [ tal que QA1 = PQ. Agafem A, € [ tal que A1A; = PAs L continuem
inductivament definint punts A; € [ tals que Ai—1A; = PA,—1. Calculeu els
angles ;.

Q 4, 4, 4,

1.40 Suposem els axiomes I, Il, lll i laxioma d’Arquimedes, i suposem també que
la suma dels angles de qualsevol triangle és igual a dos rectes. Demostreu
laxioma V. (Apliqueu l'exercici anterior.)

.41 Considerem un pla de Hilbert, és a dir, una geometria que compleix els axiomes
d’incidéncia, ordre i congruéncia. Demostreu:

(a) Tot triangle té com a minim dos angles aguts.

(b) Considerem un triangle ABC tal que els angles a A i C sén aguts. Sigui
X el peu de la perpendicular de B al costat AC. Demostreu que X esta
entre Ai C.

(c) Suposem ara que també es compleix l'axioma d’Arquimedes. Demostreu
que si ABC és un triangle tal que la suma dels seus angles val 7, existeix
un triangle rectangle tal que la suma dels seus angles també val 7.

1.42 Demostreu l'existéncia d'un triangle equilater de costat donat (proposicié pri-

mera del llibre primer dels Elements) utilitzant només els axiomes I, Il, 1lI, V.

Per fer-ho, utilitzeu aquesta figura i el teorema de Pitagores:'?

12Recordem que Euclides demostra aixod utilitzant 'axioma CC. Aquest exercici ens de-
mostra que no cal utilitzar cap axioma de continuitat: n’hi ha prou amb els axiomes de la
geometria absoluta i 'axioma de les paralleles. Vegeu la nota 3 de la pagina 34.
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1.43

1.44

1.45

1.46

G

A B

Suposem els axiomes |, I, lll i 'axioma d’Arquimedes, i suposem també que donat
un triangle i un segment sempre hi ha un altre triangle que té els mateixos
angles que el triangle donat i que té un dels costats igual al segment donat.
Demostreu que la suma dels angles de qualsevol triangle és igual a dos rectes.
Per fer-ho, apliqueu el teorema de Legendre i inspireu-vos en aquest dibuix:

C

B
Sovint, es defineix un cos ordenat com un cos k en el qual s’ha fixat un sub-
conjunt P, els elements del qual s'anomenen positius, que compleix:
(a) k és unié disjunta de P, {0} i —P.
(b) La suma i el producte d’'elements positiu déna elements positius.

Demostreu que aquesta definicié és equivalent a la definicié donada en el text.
Demostreu que C no pot ser un cos ordenat.

Suposem que k és un cos pitagoric. Demostreu: (a) \/n € k per tot nombre
natural n; (b) vV n =25 € k per tot n > 5.

Considereu la geometria plana ordinaria sobre el cos de Hilbert ). (Podeu

utilitzar sense demostracié que V142 ¢ Q) Demostreu que, en aquesta
geometria:

(a) No es compleix 'axioma RC de la pagina 27.
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(b)

(c)

No hi ha triangles isosceles de costats arbitraris: trobeu segments AB <
BC tals que no existeix un triangle ABX amb AX = BC = BX."3

Hi ha pentagons regulars.

1.47 Demostreu que el cos de les funcions racionals reals és un cos ordenat no
arquimedia i no pitagoric.

1.48 Una série de Laurent formal és una série de poténcies

f(t) = i a;t!

i=n

amb coeficients a; reals i amb n variant als nombres enters (també els negatius).

Amb

les operacions de suma i producte obvies aquestes séries formen un cos

que es denota R((t)).

(a)

(b)

()

Diem que una série de Laurent és positiva si el coeficient no nul de grau
minim és positiu. Demostreu que R((t)) és un cos ordenat no arquimedia.

Trobeu séries de Laurent fo < f1 < ..., go > g1 > --- tals que f; < g; per
tot i i, en canvi, () [fi, gi] = @.

En contrast amb l'apartat anterior, demostreu que el cos R((t)) compleix
l'axioma de Cantor (vegeu la nota 6 de la pagina 27). Es a dir, si tenim
series f;, g; com a l'apartat anterior, amb la condicid que per tot h € R((t))
existeix ng tal que g, — f, < h per tot n > no, aleshores (", [fi, gi] # @.

1.49 Considerem el cos ordenat de les series de Laurent formals k := R((t)).

(a)
(b)

()
(d)

150 (a)

Demostreu que k no és un cos euclidia.

Demostreu que si ag # 0 és un quadrat, aleshores la série f(t) = agp +
ait +art? +--- ésun quadrat.

Demostreu que k és un cos pitagoric.

Demostreu que a la geometria de k% no hi ha cap triangle isosceles amb
un costat de longitud 2 i dos costats de longitud 1 + t.

Considerem el pla R? de la geometria euclidiana ordinaria. Demostreu,
aplicant el teorema de Pitagores, que aquestes dues circumferéncies

Cri (x+2%+y?’=3 C: (x=2*+(y-2°=7

tallen ortogonalment la circumferéncia x? + y2 = 1.

BEs a

dir, a Q% no és certa la proposicié 22 del llibre primer dels Elements i aixo, en

particular, ens demostra que aquella proposicié no és un teorema de la geometria absoluta,
encara que adjuntem l'axioma de les paralleles.
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1.51

1.52

1.53

1.54

1.55

(b) Un dels teoremes classics de la geometria d’'Euclides afirma que les tres
altures d'un triangle es tallen en un punt, anomenat l'ortocentre del trian-
gle. Demostreu que aquest teorema no és valid a la geometria absoluta
trobant un triangle al pla hiperbdlic que tingui dues altures que no es
tallin.

Geometria projectiva axiomatica

Sigui S la circumferéncia interseccié de l'esfera unitat de R3 amb el pla z = x—1
i sigut f l'aplicacié del pla z = x — 1 en el pla z = 0 donada per la projeccid
central des del punt (0,0, 1). Demostreu que f(S) és una circumferéncia de cen-
tre (1/2,0,0). Deduiu que és impossible trobar el centre d'una circumferéncia
utilitzant només el regle (és a dir, sense utilitzar el compas).’

Demostreu que una geometria projectiva no pot ser unié de dues subvarietats
propies.

Si A és una subvarietat d’'un espat projectiu X i P és un punt de X, definim

oA = [ {PYUIQEX—{P}:PONAZ 2} siPeA
A stPeA
Demostreu:

(@) C(P,A) és una subvarietat de X.
(b) A+ B =Upea C(P. B).

Demostreu aquesta versio feble de la propietat distributiva de la interseccio
respecte de la suma de subvarietats en un espai projectiu: Siguin R, Si T tres
subvarietats d'un espai projectiu i suposem que R C S. Demostreu

R+(SNT)=SN(R+T).
Observeu que la propietat distributiva no és valida en general.
Sigui f : X — Y una collineacié entre espais projectius. Demostreu:

(a) Si A C X és una subvarietat, aleshores f(A) C Y també és una subvarietat.

(b) Si A, B C X sén subvarietats, aleshores f(A + B) = f(A) + f(B).

"Pot semblar curiés que haguem trobat una circumferéncia que, per projeccié central
sobre un pla no parallel, es transformi en una altra circumferéncia (i no pas, per exemple,
en una ellipse). Aquest fet s'entén millor si ens adonem que estem utilitzant la projeccié
estereogrdfica de Uesfera (sense el pol nord) sobre el pla de U'equador, que té la propietat
de conservar les circumferéncies: les circumferéncies sobre l'esfera (que no passin pel pol
nord) es transformen en circumferéncies del pla.
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1.56

1.57

1.58
1.59

1.60

1.61

1.62

Un departament de matematiques vol organitzar 7 masters diferents. Cada
master ha de tenir 3 moduls i dos masters no poden compartir més d'un modul.
Només hi ha professorat per impartir 7 moduls. Com pot fer-ho?

Sigui X un pla projectiu on hi ha una recta que té n + 1 punts.

a) Demostreu que totes les rectes de X tenen n + 1 punts.

C

(a)

(b) Demostreu que X té n? 4+ n + 1 punts.

(c) Demostreu que X té n? 4+ n + 1 rectes.
)

(d) Demostreu que a X per cada punt hi passen exactament n + 1 rectes.

(Direm que X és un pla projectiu finit d'ordre n.)

Trobeu tots els plans projectius que tinguin una recta amb només tres punts.

ments. Suposem que tenim una familia de subconjunts de X, anomenats rectes,
i que tenim, per tant, una relacid d'incidéncia entre punts i rectes donada per
€. Suposem que es compleixen aquestes propietats:

Sigui X un conjunt finit amb k > 4 elements i anomenem punts els seus ele-

(a) Totes les rectes tenen exactament m punts i es compleix que Vk < m < k.

(b) Per dos punts diferents hi passa una Unica recta.
Demostreu que X és un pla projectiu.

Una configuracié és un conjunt de punts i un conjunt de rectes que compleixen
aquests axiomes (més febles que els de geometria projectiva): (C1) Hi ha quatre
punts, dels quan no n’hi ha tres d'alineats. (C2) Per dos punts diferents hi passa
com a maxim una recta. Sigui C una configuracié. Construiu un pla projectiu
X amb una inclusi6 C C X que conservi les relacions d'incidéncia. (Vegeu la
pagina 92.)

Sigui C una configuracié que contingui tres punts x, y, z que no estiguin units
per una recta. Demostreu que hi ha un pla projectiu X que conté C i tal que
X, Y,z no estan alineats a X1

Un quadrat llat! d'ordre n és una matriu quadrada n x n formada per elements
del conjunt {1,2,...,n}, de manera que a cada fila i a cada columna no hi ha
elements repetits.

e Si G ésun grup d'ordre n, construiu, a partir de G, un quadrat llati d'ordre
n.

SEs a dir, no hi pot haver cap teorema que digui «a tot pla projectiu es compleix que
st tenim una configuracié tal, aleshores els punts A, B i C estan alineats» (a menys que
sigui una tautologia).
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e Si X és un pla projectiu finit d'ordre n (exercici 57), construiu, a partir de
X, un quadrat llati d'ordre n. (Indicacid: escolliu una recta i tres punts
d'aquesta recta. Numereu de 1 a n les rectes que passen per cadascun
d’aquests tres punts.)

1.63 Dos quadrats llatins A = (a;;) i B = (b;j) direm que s6n ortogonals si a
la matriu A x B := ((a;, bij)) no hi ha elements repetits. Sigui X un pla
projectiu finit d'ordre n. Construiu, a partir de X, n —1 quadrats llatins d'ordre
n, ortogonals dos a dos."®

1.64 Feu un dibuix del pla afi sobre el cos 3 = {0,1, -1}, indicant totes les seves
rectes. Apliqueu el procés descrit al text i completeu aquest pla afi a un pla
projectiu d'ordre 3.V

.65 Un codi'® de longitud n és un subconjunt C C F2. Cada element de C direm
que és una paraula del codi («codewordy) i és, evidentment, una cadena de
zeros i uns de longitud n. La mida M d'un codi és el nombre de paraules
que conté. La distancia entre dues paraules és el nombre de posicions on la
lletra d'una paraula és diferent de la lletra de l'altra paraula. Per exemple,
d(01101111,10100110) = 4. Es tracta, efectivament, d'una funcié distancia a
3. La distancia d d'un codi és el minim de les distancies entre les seves

1°Els quadrats llatins —i, més exactament, les parelles de quadrats llatins ortogonals—
van ser considerats per Euler en un treball del 1782 en el qual va conjecturar que és
impossible disposar 36 oficials en una formacié de 6 x 6 si els oficials pertanyen a sis
regiments i tenen sis rangs, i si imposem la condicidé que a cada fila i a cada columna no hi
hagi dos oficials del mateix regiment ni del mateix rang. Es a dir, va conjecturar que no hi
ha dos quadrats llatins ortogonals d'ordre 6. El problema classic de disposar les cartes A, |,
Q, K d'una bharalla francesa en una graella 4 x 4 de manera que a cada fila i a cada columna
no hi hagi ni dues cartes del mateix coll ni dues cartes del mateix valor, és el problema
de trobar dos quadrats llatins ortogonals d'ordre 4 —que si que té solucié. Modernament,
els quadrats llatins ortogonals son (tils a moltes arees com el disseny d'experiments, la
codificacié o les telecomunicacions.

7Aquest pla projectiu que construim aqui és l'tinic pla projectiu d'ordre 3. Si en lloc del
cos de 3 elements agafem el cos de n elements, obtenim un pla projectiu d'ordre n. Com que
hi ha un cos amb n elements si i només si n és una poténcia d'un primer, aquest metode de
construir plans projectius finits no ens déna plans projectius de tots els ordres. De fet, no
es coneix per a quins ordres hi ha plans projectius. EL 1901 Gaston Tarry va demostrar que
no hi ha cap pla projectiu d'ordre 6. Aquest resultat, en particular, va demostrar que era
correcta la conjectura d'Euler que afirmava que el problema dels 36 oficials no té solucié.
El cas segiient és el del pla projectiu d'ordre 10, que no es va resoldre (negativament) fins
el 1989 (amb una gran quantitat de computacid per ordinador). En aquests moments (2020),
el pla projectiu més petit que no sabem si existeix o no és el d'ordre 12 i, practicament,
Udnic teorema general que hi ha és el de Bruck—Ryser de 1949 que afirma que si existeix
un pla projectiu d'ordre n = 1,2 (4), aleshores n és suma de dos quadrats.

1BAquest exercici i els segiients presenten les beceroles de la teoria dels «error correcting
codesy, que és una area de recerca amb aplicacions técniques importants en la qual la
geometria hi juga un paper significatiu.
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paraules. Si un codi C té longitud n, mida M i distancia d, direm que és un
codi (n, M, d). Aquests codis s'utilitzen per transmetre missatges per un canal
amb soroll, procedint d'aquesta manera:

(@) Suposem que tenim M missatges diferents que volem transmetre. Escollim
un codi C = {x; : 1 < i < M} de mida M.

(b) Per transmetre el missatge i enviem els n bits de la paraula x; € C. El
receptor rebra n bits y € F} que, degut al soroll, poden ser diferents de
Xi.

(c) EL receptor busca quina és la paraula del codi C més propera a y. Si
aquesta paraula és x;, el receptor considera que s'ha rebut el missatge j.

Un codi direm que detecta s errors si el receptor pot deduir que la paraula
y que ha rebut no és la que ha enviat l'emissor, encara que en la transmissid
s'hagin alterat fins a s bits. Un codi direm que corregeix t errors quan el
receptor pot deduir el missatge correcte encara que en la transmissié s'hagin
alterat fins a t bits. Suposem que treballem amb un codi (n, M, d).

(a) Demostreu que la distancia que hem definit a ) compleix les propietats
d'una distancia en un espai métric.

(b) Demostreu que si d > s + 1, aleshores C detecta s errors.

(c) Demostreu que si d > 2t + 1, aleshores C corregeix t errors.

(d) Suposeu d = 3. Demostreu M(1 + n) < 2".

.66 Sigui X un pla projectiu finit d'ordre a. Numerem de 1 a k := o> + a + 1 els
seus punts i les seves rectes. Definim un codi C d'aquesta manera:

(a) Les primeres k paraules estan formades de manera que la paraula i té un
1 a la posicid j si i només si el punt j és a la recta i.

(b) Un segon bloc de k paraules s'obté prenent les mateixes paraules del
primer bloc i intercanviant els digits 0, 1.

(c) Finalment, afegim les paraules 1---110---0.

D’aquesta manera hem construit un codi de longitud k i mida 2k 4+ 2. Calculeu
la distancia d'aquest codi.

.67 Es clar que en un codi (n, M, d) ens interessa que M sigui gran (per poder
transmetre molts missatges diferents), que n sigui petit (per no haver de trans-
metre massa bits redundants) i que d sigui gran (per poder corregir o detectar
molts errors). Hem vist en un exercici anterior que aquestes tres variables estan
lligades. Per exemple, si volem transmetre 4 bits (és a dir, M = 16 missatges)
de manera que es corregeixi un error (d = 3) necessitem com a minim n =7
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1.68

bits. Es a dir, un codi (7,16, 3) seria un codi «optim».'® Demostreu que el pla de
Fano ens déna efectivament un codi (7,16, 3). Descodifiqueu aquest missatge
(el missatge original esta format per lletres A,...,P)

0110110 1001000 1011001 1101000 0111110 1000001 1100011 0001100

que s'ha codificat amb un pla de Fano en el qual els punts i les rectes s’han
numerat aix:

Els plans projectius finits sén un cas particular d'uns objectes combinatoris
importants anomenats 2-dissenys en blocs simétrics. Aquests objectes consis-
teixen en un conjunt de punts X i un conjunt B de subconjunts de X, anomenats
blocs, de manera que (1) cada bloc té k > 2 punts; (2) cada punt pertany a k
blocs; (3) cada dos punts diferents pertanyen exactament a A blocs.

Suposeu a partir d'ara que A =1 i anomenem «rectes» als blocs.

(a) Compteu de dues maneres el nombre d’elements del conjunt
{(P,b) e X x B: P e b}

i demostreu que el nombre de punts és igual al nombre de rectes.

(b) Considereu les rectes que passen per un punt fixat i demostreu que el
nombre total de punts de X és n 1= k? — k + 1.

(c) St hiha dues rectes que no es tallen, demostreu que hi ha més de n rectes.

(d) Demostreu que X és un pla projectiu finit (axiomatic).

"Es considera que la teoria de codis va néixer el 1950 quan Richard W. Hamming (que
treballava als laboratoris Bell Telephone) va descobrir el que es coneix com a codi de
Hamming, que és un codi (7,16, 3).
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11. L'espai projectiu d'un espai
vectorial

J, uan vam voler donar una base matematica a una geometria que
incorporés el que en varem dir «el punt de vista projectiux
varem fer-ho a través de considerar com a punts de la geome-
> tria les rectes d'un espai vectorial que passen per l'origen. En
aquest capitol desenvoluparem amb més detall aquest concepte i entrarem
una mica en el corpus del que es coneix com a geometria projectiva.

'espai projectiu

Comencem amb un espai vectorial V' sobre un cos k i suposem que aquest
espai vectorial és de dimensid finita n +1 > 0. Definirem l'espai projectiu
de V de qualsevol d'aquestes dues maneres equivalents:

o P(V):= {Subespals vectorials de V de dimensié 1}.

H
e P(V) := conjunt quocient de V — {0} per la relacié d’equivaléncia

YV~ AV, A£0.

Un conjunt P(V) construit d'aquesta manera direm que és un espai projectiu
de dimensié n.'

e Recordem que ja haviem donat una definicié d'espai projectiu com un
sistema de punts i rectes amb una relacié d'incidencia que complia
tres axiomes EP1, EP2, EP3. Per tal d'evitar la confusié entre els dos
conceptes, quan hi hagi perill de confusié del «sistema de punts amb
tres axiomes» en direm un espai projectiu axiomatic.

"Podriem generalitzar sense cap dificultat aquesta definicié d’espai projectiu al cas que
k no fos un cos siné que fos un anell de divisié. Recordem que un anell de divisié és
un anell que compleix els axiomes de cos excepte, potser, la propietat commutativa de
la multiplicacié. Un exemple classic d'anell de divisid que no és cos el proporcionen els
quaternions H. Sobre un anell de divisié, també podem parlar d’espais vectorials V —que
ja no n"hauriem de dir espais vectorials— i també podem definir uns espais projectius P(V).
Convé tenir present l'existéncia d'aquests espais projectius més generals, pero els espais
que considerarem, si no diem el contrari, seran sempre sobre un cos.
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e Observem també que hi ha un decalatge d'una unitat entre la dimen-
si6 de l'espai vectorial V' i el que anomenem «dimensido» de lespai
projectiu associat P(V).

e De les definicions de P(V) que hem donat es dedueix que l'espai pro-
jectiu és un quocient de l'espai vectorial (després d'eliminar el vector
=,

0): tenim una aplicacidé de pas al quocient
ﬁ
a:V—-{0}— PV).

De manera rutinaria, pensarem els punts de P(V) com a classes d'e-
quivaléncia de vectors (no nuls!) de V.

Com sempre que introduim uns nous objectes, és important introduir el
concepte d'isomorfisme entre aquests objectes. Ho fem aix(: suposem que
tenim dos espais projectius P(V), P(W); aleshores, si ¢ : V — W és un
isomorfisme lineal d'espais vectorials, podem considerar l'aplicacio

P(p) : P(V) — P(W)

definida per
— —
P(¢) ([V]) = [(V)]
que és evident que esta be definida i és bijectiva. Direm que P(¢) és una

homografia entre els espais projectius P(V) it P(W). Observem que una
homografia té una inversa que també és una homografia.

Tanmateix, les homografies sén un cas particular del concepte una mica
més general d'isomorfisme projectiu. Considerem un espai vectorial V sobre
un cos k i un espai vectorial W sobre un cos k’. Un isomorfisme semilineal
¢ :V — W. sera una aplicacié bijectiva associada amb un isomorfisme de
cossos r : k — k' tal que

d(E+V)=¢(E)+ (V) €. VeV
PAV)=r(AN)p(V), VeV, ek
Clarament, un isomorfisme semilineal ¢ : V. — W ddna lloc a una bijeccio

P(p) : P(V) — 77( W) que direm que és un isomorfisme d'espais projectius i
escriurem P(V) = P(W).2

’Si k = k' tindrem isomorfismes semilineals que no siguin lineals quan el cos base
admeti algun automorfisme diferent de la identitat. Els cossos @, R i els cossos finits
F, amb p primer no tenen automorfismes no trivials. Per tant, per als espais vectorials
sobre aquests cossos, semilineal és el mateix que lineal. Com a exemples de cossos amb
automorfismes no trivials tenim C i els cossos finits d'ordre no primer.
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Com a exemple trivial d’isomorfisme d'espais projectius tenim aquest: si
V' és un espai vectorial de dimensié n + 1 sobre el cos k sabem que hi ha
un isomorfisme lineal V = k™*'; per tant, hi haurad un isomorfisme d'espais
projectius —de fet, una homografia— P(V) = P(k"*). Utilitzarem aquesta
notaciod
P, (k) :=P(k"")

i podem dir que P,(k) és l'exemple canonic d'espai projectiu de dimensié n
sobre el cos k perquée si X és un espai projectiu de dimensid n sobre k,
aleshores X = P, (k).

Si V és un espai vectorial de dimensié n +1 i E C V és un subespai
vectorial de dimensié m + 1 > 0, podem considerar una inclusié natural

P(E) S P(V).

Direm que E és una subvarietat projectiva® de dimensié m de l'espai pro-
jectiu P(V). En particular, anomenarem recta de P(V) qualsevol subvarietat
projectiva de dimensid 1, i anomenarem hiperpla de P(V) qualsevol subva-
rietat projectiva de dimensié n — 1.

Tenim, doncs, una correspondencia bijectiva entre

e Subespais vectorials de dimensié m+1>0de Vi

e subvarietats projectives de dimensié6 m de P(V).

Relaciéo amb els espais projectius axiomatics

Comencarem demostrant que, amb el concepte de recta que tenim a P(V),
es compleixen els tres axiomes dels espais projectius axiomatics. Sigui
X =P(V).

EP1 Tota recta té com a minim tres punts.

: . L= >,
Una recta de X és r = P(E) amb dim(E) = 2. Si €, vV és una base de
=1 =7 = =71 .
E, aleshores [ €], [V], [ € + V] son tres punts diferents de la recta r.

EP2 Per dos punts diferents hi passa una tnica recta.

Siguin A =[¢€]i B =[V]dos punts diferents de X. Com que A # B,
. — . —> y . . ..
es compleix que € i vV son linealment independents. Definim E :=

- —> ’ s 1’y e
("€, V). Aleshores, és clar que P(E) és l'linica recta que passa pels
punts A i B.

3Si el context és clar, en direm simplement «subvarietat». De fet, hauriem de dir-n’hi
«subvarietat lineal» pero en aquest curs de geometria lineal no cal incloure l'adjectiu
«linealy.
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EP3 L'axioma projectiu.

Siguin M, N, P, Q € X quatre punts diferents i suposem que la recta
que passa per M i N talla la recta que passa per P i Q. Posem

%
b

M=[3@], N=[b], P=[C] 0=[d]

Que la recta que passa per M i N talli la recta que passa per P i Q

vol dir que els plans (@, b) i{c, d) es tallen en una recta. Es a dir,
. —>
hi ha un vector v € V tal que

— —
U=Ad+ub=1Cc+pd.

Per tant, . .
Vi=Ad-—1C=—pub+pd

. ﬁ . . 7
t el punt[V] € X pertany a la recta que passa per M i P i també a la
recta que passa per N i Q.

Recordem que en els espais projectius axiomatics també teniem un con-
cepte de subvarietat (vegeu la pagina 56). Es immediat comprovar que les
subvarietats projectives de P(V) que acabem de definir sén també subvari-
etats en el sentit axiomatic.

Finalment, recordem (pagina 57) que una collineacié f : X — Y entre
dos espais projectius axiomatics és una aplicacid bijectiva que té la propietat
que A, B, C € X estan alineats st i només si f(A), f(B), f(C) € Y ho estan.
Es molt facil veure que qualsevol isomorfisme P(¢) : P(V) — P(W) és una
collineacio.

Recapitulem: hem vist que P(V) és un exemple d'espai projectiu axioma-
tic; hem vist que una subvarietat P(E) de P(V) és un exemple de subvarietat
projectiva axiomatica; i hem vist que un isomorfisme P(¢) : P(V) — P(W) és
un exemple de collineacid entre espais projectius axiomatics. La pregunta
que, de moment, queda pendent de resposta és si aquests sén els Unics
exemples.
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formula de Grassmann

Coordenades homogénies

<

onsiderem un espai projectiu X = P(V) de dimensié n. Ens agra-
5D . .
,fg.} daria poder assignar alguna mena de coordenades als punts
\ 7 ’ . .
S J de X de manera que també poguéssim parlar de les equacions
W . . . 7
< de les subvarietats projectives de X. La manera de fer-ho és
aquesta:

: ’ . . — —
1. Escollim una base de lespai vectorial V: v,..., V.

. y . —_7 .
2. St x és un punt de X, escollim un representant x = [V| i expressem
H . .7 .
el vector v € V com a combinacid lineal dels vectors de la base:
— — —
v :)\OV0+"'+)\17 V.

3. Diem que les coordenades homogénies de x son Ay, ..., A, i escrivim
X = {/\0,...,An}.

Observem que X té dimensié n i els punts de X vénen donats per n+1
coordenades homogeénies.

4. Els escalars Ay, ..., A, no estan univocament determinats perque, si
T # 0, aleshores

{)\0,...,)\,7} = {T)\Q,...,T)\n}.

Quan treballem amb coordenades homogénies hem de recordar que
només estan determinades llevat del producte per un escalar no nul.
Es a dir:

existeix T # 0 tal que
Aoy ARy =1, ..., un —
{o b= {ko i} A=TH;, i=0,...,n.
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5. Es clar que aquestes coordenades dependran de l'eleccié de la base
70, LV que les coordenades d’'un mateix punt x seran diferents
si canviem la base. En tot cas, les férmules de canvi de base de l'al-
gebra lineal ens diuen exactament com canvien aquestes coordenades
homogeénies.

Dit aixo, ens agradaria poder assignar coordenades als punts de X sense
recorrer a l'espai vectorial V del qual procedeix l'espai projectiu X. Es a
dir, voldriem poder assignar coordenades de manera purament geomeétrica.
Expliquem ara com ho podem fer.

Una referéncia projectiva a X és una familia (ordenada) de n + 2 punts
de X
Uo, ..., U, U

que tenen la propietat que, donats n + 1 punts qualsevol d'aquesta familia,
no hi ha cap hiperpla de X que els contingui. Per exemple, si X és una
recta, una referencia projectiva estara formada per tres punts diferents; si
X és un pla, una referéncia projectiva estara formada per quatre punts de
manera que no n'hi hagi tres d'alineats (és a dir, un quadrilater). L'ultim
punt de la referéncia de vegades s'anomena punt unitat de la referéncia.

El resultat seglient es pot demostrar facilment com a exercici:

Si Uy, ..., U, U és una referéncia projectiva de X = P(V), exis-
. — —
teix una base Vy,..., vV, de V tal que

U[:[vi], l:o,,nlU:[70++7n]

Aquesta base és uUnica llevat del producte per un escalar diferent
< . . —> e d 7
de zero. Es a dir, si U,,..., U, és una altra base de V que
compleix la mateixa propietat anterior, existeix un escalar T # 0
— — .
talqgue v;=1Vv;,0<i<n.

Per tant, si tenim una referéncia projectiva Uy, ..., U,, U de X i escollim una
base de V com la que el resultat anterior ens diu que existeix, les coordena-
des homogénies d'un punt respecte d'aquesta base estan ben determinades
i només depenen de la referéncia projectiva que hem escollit. En particular,
les coordenades dels punts de la referéncia son

U ={0,...,1,...,0},i=0,...,n (el 1 es troba a la posicid i)
U=1{1,....1}.
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Equacions d'una subvarietat projectiva

Sigui X = P(V) un espai projectiu de dimensid n i sigut H C X un hiperpla.
Per definicid, tindrem H = P(E) on E és un subespai vectorial de dimensid
n de V. Suposem que hem escollit una base de V, ja sigui directament o a
partir d'una referéncia de X. Aleshores, els vectors de V tindran coordena-
des, els punts de X tindran coordenades homogenies i un subespai vectorial
de codimensié 1 com E tindra una equacié de la forma'

aoxg + -+ a,x, = 0.

Direm que aquesta equacio6 és també l'equacié de l'hiperpla H perque, efec-
tivament

x={X,....n}EH & apA+ --+a,A, =0.

Observem que, encara que sempre parlem de l'equacié d'un hiperpla,
aquesta equacid no és Unica perqué si T # 0, aleshores les equacions
Tdoxg + -+ + Tayx, = 0 1 agxg + --- + a,x, = 0 representen el mateix
hiperpla. Es la mateixa situacié de les coordenades homogeénies.

En el cas general d'una subvarietat projectiva qualsevol de P(V), la si-
tuacio és la mateixa que en el cas dels subespais vectorials de V: s'obtenen
com a interseccid d'hiperplans i, en conseqiiéncia, les podem descriure per
una familia (no Unica) d'equacions d’hiperplans.

Interseccio it suma de subvarietats

Sigui X = P(V) un espai projectiu i siguin Yy = P(Ey) i Yo = P(E>) dues
subvarietats projectives de X. A partir d'aquestes dues subvarietats en
podem construir dues més:

e La interseccio Y; N'Y; que esta formada pels punts comuns a Y; i Y.
Es clar que es tracta d'una subvarietat (sempre que no sigui el conjunt
buit!) perque, evidentment,

YN Y, =P(E N E).

'Si volem incloure el cas que k no sigui un cos siné només un anell de divisié (vegeu la
nota 1 de la pagina 84), l'equacié d’'un hiperpla no tindra la forma anterior siné que tindra
aquesta forma

Xolog + -+ + xpa, = 0.

Per aquest motiu, seria més correcte escriure sempre les equacions dels hiperplans amb les
incognites a l'esquerra: xpap+---+x,a, = 0 i, de fet, si volem considerar espais projectius
definits sobre un anell de divisié que no sigui un cos, aleshores és imprescindible escriure
les equacions de les subvarietats amb les incognites a l'esquerra.
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e Las suma Y; + Y, que es pot definir de dues maneres:

1. Y1 + Yz = P(E1 + Ez)

2. Y1+ Y5 és la suma de les subvarietats Y; i Y5 en el sentit dels
espais projectius axiomatics (pagina 57). Es a dir: si P(F) 2
P(Eq1) UP(E,), aleshores P(F) 2 P(E1) + P(E>).

No és dificil veure que les dues definicions sén equivalents (exercici
11.2). La primera ens diu que la suma de subvarietats és també una
subvarietat.

Un exemple elemental de suma de subvarietats ens el déna la suma
de dos punts diferents (entesos com a subvarietats): A+ B és la recta
que passa per A i B.

Féormula de Grassmann

Si X = P(V) és un espai projectiu i Y7 = P(Eq) i1 Y2 = P(E;) sén dues subva-
rietats projectives de X, la formula de Grassmann relaciona les dimensions
de les subvarietats Y7, Y5, Y4+ Y5, YiN Y, La formula és molt senzilla i diu
aixo:

dim(Yy + Y2) +dim(Yq N Y3) = dim Y7 + dim Y5.

Fem aquests dos comentaris:

e Si YiNY, =g, cal interpretar el significat de la férmula perqué @ no
és un espai projectiu. En aquest cas, la férmula segueix essent valida
si, per conveni, posem dim(2) = —1.

e La formula es dedueix immediatament de la formula de Grassmann per
a subespais vectorials de V

dim(Ey + E3) + dim(Ey N E3) = dim E7 + dim E;

que s'estudia en els cursos d'algebra lineal.
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Pappos

Configuracions

na configuracié és un conjunt finit de punts i un conjunt finit de

rectes que compleixen aquests dos axiomes (més febles que els

de geometria projectiva): (C1) Hi ha quatre punts, dels quan

no n’hi ha tres d'alineats. (C2) Per dos punts diferents hi passa
com a maxim una recta (vegeu l'exercici 1.60)." En particular, una geometria
projectiva (axiomatica) finita és una configuracio, pero hi ha configuracions
que no compleixen els axiomes de geometria projectiva. Per exemple, una
configuracio molt senzilla és el quadrilater: quatre punts i quatre rectes
amb les incidéncies que es dedueixen d'aquest esquema grafic:

Un isomorfisme f : C — D entre dues configuracions C i D és una
aplicacié bijectiva f, entre els punts de C i D i una aplicacié bijectiva f,
entre les rectes de C i D de manera que A € s a C si i només si f,(A) € f.(s)
a D. Un automorfisme d'una configuracié C és un isomorfisme f : C — C.
Una configuracié C direm que és regular si, donats dos punts P,Q € C,
existeix un automorfisme f : C — C tal que f(P) = Q. Es a dir, en una
configuracio regular, tots els punts sén «iguals» entre ells. Per exemple, el
quadrilater de U'exemple anterior és una configuracié regular.

Si C és una configuracié i intercanviem els punts i les rectes obtenim
C* que té per punts les rectes de C, té per rectes els punts de C i té la

A la bibliografia hi podem trobar definicions diverses del concepte de configuracié.
Aqut prenem aquesta definicié concreta que és forca general i s'adiu al punt de vista que
ara ens interessa.
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mateixa relacié d'incidéncia de C. Observem que C* pot ser que no sigui
una configuracid. Una configuracié C direm que és autodual si tenim un
isomorfisme C = C*. Per exemple, el quadrilater de l'exemple anterior és
autodual.

Si X és una geometria projectiva i C és una configuracid, pot ser que
tinguem una inclusié C C X que respecti les incidencies o pot ser que sigui
impossible incloure C a X. Veurem exemples de sequida, pero siguem ara
més precisos en la definicié d'inclusié C C X. Entendrem aquesta inclusid
com una aplicacié injectiva i, dels punts de C en els punts de X i una
aplicacid injectiva i, de les rectes de C en les rectes de X tals que si A € s,
aleshores i,(A) € i.(s).

Direm que C és realitzable a X si existeix una inclusié C C X. Direm
que C és un teorema a X si es compleix aixo: st r és una recta qualsevol de
C, tota inclusié C—r C X es pot estendre a una inclusié C C X. Es adir, a X
l'existéencia de la recta r es una conseqiiencia de la resta de la configuracio.
Per exemple, la configuracié del quadrilater és (trivialment) un teorema a
tota geometria projectiva: St a X tenim 4 punts A, B, C, D units per les tres
rectes AB, BC i CD, sequr que també tenim a X una recta AD.

La configuracio de Fano

La configuracié de Fano és una configuracié de set punts i set rectes que
es pot definir de diverses maneres.

e Es la configuracid descrita per aquest esquema grafic:

e Es l'Unic pla projectiu d'ordre? 2.

e Es el pla projectiu P(F,).

2'ordre d'un pla projectiu finit és el nombre de punts de qualsevol recta menys u. Vegeu
Uexercici 1.57.
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e Es un quadrilater amb les seves diagonals que té els punts diagonals
alineats. Anomenem punts diagonals d’'un quadrilater ABCD els punts
ABN CD, ACNnBD it ADnN BC.

Es molt facil veure que la configuracié de Fano és autodual i regular. Per
veure que és regular, observem que la configuracio és igual a Py([F,) =
P ((Fz)3) i els automorfismes de l'espai vectorial (FF,)® ens permeten trans-
formar qualsevol punt en qualsevol altre punt.

Ens podem preguntar a quins espais projectius la configuracié de Fano és
un teorema o a quins és realitzable. Cal treure una recta de la configuracié
i, com que és autodual i regular, no importa quina és la recta que traiem.
Suposem, doncs, que tenim aquesta configuracioé inclosa a un espai projectiu
P.(k), n > 2:

C A R

Per la formula de Grassmann, aquesta configuracié estara en un pla. Per
tant, no és restrictiu suposar que l'espai projectiu ambient és P;(k). Aga-
fem una referéncia projectiva formada pels punts A, B, C, U i calculem les
equacions de les diverses rectes de la configuracio:

AC:y=0; BC:x=0, AU:y=2z CU:x=y, BU:x=z

Ara podem calcular les coordenades dels punts P i R. Obtenim P = {0,1,1},
R = {1,0,1}. Per tant, la recta PR és x + y = z i finalment podem deter-
minar les coordenades del punt Q: Q = {1,1, 2}.

La configuracié de Fano es podra incloure a P,(k) si i només si els punts
A, B, Q estan alineats a P,(k). Una recta ax+by+cz = 0 passa per aquests
tres punts st i només si a = b = 2¢c = 0. Aixo és possible si i només si la
caracteristica del cos k és igual a dos. Hem demostrat aquest resultat:

La configuracié de Fano és un teorema (és realitzable) a P,(k)
(n > 2) si i només si el cos k té caracteristica 2.
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La configuracio de Pappos

Pappos d’Alexandria va ser un gran matematic del segle IV i entre la seva
important obra cientifica hi trobem un teorema de geometria lineal «ele-
mental» que té a veure amb una configuracié de nou punts i nou rectes que
ara es coneix com a configuracié de Pappos. Aquesta configuracié es pot
definir de diverses maneres.

e Es la configuracid descrita per aquest esquema grafic:

e Es la configuracié que té per punts els elements del grup abelia
7/92 = {0,1,2,3,4,5,6,7,8} i que té per rectes les ternes {i,j, k}
tals que’

i+j+ k=0, i/}, kdiferents mod 3.

Per veure que aquesta configuracié és la mateixa d'abans, fem aques-
tes identificacions entre els punts de l'esquema anterior i els elements
de Z/9Z:

A=8, B=0,C=1,A=5B=6C=7P=4,0=3 R=2.

e Es la configuracié que s'obté a partir del pla afi sobre F; després
d’eliminar tres rectes paralleles (vegeu l'exercici 1.64).

e Es una versio de 'Hexagrammum Misticum de Pascal (vegeu la pagina
52) quan la conica és substituida per dues rectes.

La descripcio de la configuracié a partir del pla aft sobre el cos 5 ens
permet demostrar que la configuracié és reqgular. En efecte, en un pla aft
podem passar de qualsevol punt a qualsevol altre punt a través d'una trans-
lacié.* Com que les translacions envien rectes paralleles a rectes paralleles,

3Aquesta descripcié de la configuracié de Pappos apareix a H. S. M. Coxeter, The Pappus
Configuration and the Self-inscribed Octagon, Indag. Math. 1977, que latribueix a una
resposta d’'un estudiant de grau en un examen.

*Estudiarem tot aixd amb més detall a la part lll dedicada a la geometria afi.
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les translacions també sén automorfismes de la configuracié de Pappos.

La configuracié de Pappos també és autodual. Per exemple, un isomor-
fisme entre la configuracio i la configuracié dual pot ser aquest:

A {CB'R}, B— {ABC}, C— {CQAY},
P+— {APB'}, Q— {PQR}, R— {BPA},
A — {AQC'}, B'— {AB'C'}, C'— {BC'R}.

Ens podem preguntar quines geometries projectives la configuracié de
Pappos és un teorema. Cal treure una recta de la configuracié i, com que és
autodual i regular, no importa quina és la recta que traiem. Suposem, doncs,
que traiem la recta que uneix els punts P, Q, R i que tenim la configuracid
que resta inclosa a un espai projectiu P,(k). Observem que la configuracio
esta necessariament inclosa en un pla i, per tant, podem suposar n = 2.
Prenem una referéncia projectiva formada pels punts A’, C’, A, P i anem cal-
culant les coordenades dels diversos punts i les equacions de les diverses
rectes. L'objectiu és veure si els punts P, Q, R estan sempre alineats. De fet,
el teorema que va demostrar Pappos al segle IV diu que si. Per motius que
quedaran clars més endavant, no volem utilitzar la propietat commutativa
de la multiplicacid i, per tant, cal ser molt curosos amb distingir entre ab i
ba i també cal escriure «correctamenty les equacions de les rectes amb les
incognites a l'esquerra (vegeu la nota 1 de la pagina 90). Tindrem

A=/o01) B=lall] g=ya C=(a1b/

1/
a=fiog)  B=mo) OO

ona=#1ib+#0,1s6n elements arbitraris del cos base k. Finalment, la
recta PQ sera la recta x(b —1) —yb+z = 0 i la recta CB’ sera la recta
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x —y+zb™'(1 — a) = 0. Aleshores,
R={a,a+b"'(1—a)1}

i quan volem comprovar si aquest punt R pertany a la recta PQ veiem que
aixo és cert si i només si ba = ab. Com que k és un cos, la multiplicacio
és commutativa i deduim que P, Q, R estan alineats. Recordem, pero, que
haviem dit que els espais projectius P, (k) es poden definir també si k és
un anell de divisié (vegeu la nota 1 de la pagina 84), encara que no sigui
un cos. En aquest cas, els punts P, Q, R poden no estar alineats. Hem
demostrat aixo:

Sigui k un anell de divisio. La configuracié de Pappos és un
teorema a P,(k) si i només si k és un cos, és a dir, si i només si
la multiplicacié de k és commutativa.

En particular, si k = H —el «cos no commutatiu» dels quaternions—, el
teorema de Pappos és fals.”

En aquesta configuracié es veu clara la distincié entre «ser realitzable a P,(k)» i «ser
un teorema a P,(k)»: si k no és commutatiu, podrem trobar punts A, B, C, A", B’, C’ de ma-
nera que els punts P, Q, R no estiguin alineats pero st que podem incloure la configuracio
de Pappos a P,(k) escollint els punts B i C de manera que ab = ba.
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14. La configuracié de Desarqgues i
el teorema de coordinacio

4

Q 'any 1648 Abraham Bosse, deixeble del matematic frances Girard
L\ Desargues (1591-1661), va publicar un tractat de perspectiva
g %jw titulat Maniere Universelle de Mr Desargues pour pratiquer

la perspective par petit-pied, comme le Geometral," al final del

'Es interessant analitzar una mica el gravat que hi ha a Uinici del llibre. Hi apareixen
dues figures femenines. La de lesquerra —que es veu clarament que té una posicié de
preeminéncia— representa la geometria i es recolza en una solida columna. A la ma dreta
hi duu el compas i al seu costat hi ha el regle i 'escaire i també una quadricula cartesiana.
Mira amb atencié —i una certa condescendéncia— el dibuix que li mostra la figura de la
dreta. Aquesta segona figura podriem dir que representa la teoria de la perspectiva i es
recolza clarament en la geometria mentre li mostra, com una deixebla a la seva mestra, els
seus resultats sobre la perspectiva.
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qual va incloure un curids teorema de geometria lineal. Va ser Hilbert qui va
adonar-se que aquest teorema de Desargues —juntament amb el teorema
de Pappos, intimament relacionats—- era la pedra anqular de la coordinacié
—eés a dir, la introduccid de coordenades— de la geometria.

Per tal d'explicar el contingut del teorema de Desargues, comencem
introduint dos conceptes de triangles en perspectiva. Suposem que tenim
dos triangles i que hem donat noms A, B, C Lt A’, B, C’ als seus vertex i noms
a,b,ciad,b’,c als seus costats, de manera que el costat a sigui oposat al
vertex A, etc. No cal que els triangles estiguin en un mateix pla.

e Direm que els dos triangles estan en perspectiva respecte d'un punt
si les rectes AA’, BB i CC’ sén concurrents.

A A

e Direm que els dos triangles estan en perspectiva respecte d'una recta
stels punts ana’, bNnb' i cN ¢ estan alineats.

Observem que, si estem en un pla projectiu, aquests dos conceptes sén duals
un de laltre. En el primer cas, parlarem del centre de perspectiva i en el
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segon cas parlarem de l'eix de perspectiva. Per exemple, al dibuix original
del llibre de Bosse els triangles bEf i aDg estan en perspectiva respecte
del punt c it també estan en perspectiva respecte de la recta HIK. Aixo no
és cap coincidéncia perque el teorema de Desargues afirma:

Si dos triangles estan en perspectiva respecte d’un punt, també
estan en perspectiva respecte d’una recta.’

També podem entendre aquest teorema en el context de les configuracions
que hem introduit en el capitol anterior. La configuracié de Desargues
és una configuracié de 10 punts i 10 rectes que es pot definir de diverses
maneres:

e Es la configuracié descrita per aquest esquema grafic (l'ombrejat dels
triangles i els colors dels punts només tenen un caracter mnemotecnic):

e Es la configuracié que té com a punts tots els subconjunts de dos
elements del conjunt S = {1,2,3,4,5}, té com a rectes tots els sub-
conjunts de tres elements de S i té com a relacié d'incidéencia la per-
tinenca. La comprovaciéd que aquesta configuraciéd és la mateixa de
l'apartat anterior és trivial.

e Es la configuracid formada per dos triangles que estan simultaniament
en perspectiva respecte d'un punt i en perspectiva respecte d'una recta.

2Es molt facil veure que el teorema de Desargues implica el seu reciproc. En conclusié,
podem afirmar que dos triangles estan en perspectiva respecte d'un punt si i només si ho
estan respecte d’una recta.
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La segona definicid té l'avantatge que ens permet veure que la configuracio
de Desargues és autodual i reqular. En efecte, qualsevol permutacidé del
conjunt S = {1,2,3,4,5} déna un automorfisme de la configuracié i, per
tant, la configuracidé és reqular. D'altra banda, hi ha una correspondéencia
bijectiva entre els subconjunts de dos elements i els subconjunts de tres
elements de S que inverteix les inclusions i aixd ens diu que la configuracié
és autodual.

Volem demostrar ara el teorema de Desargues o, més en general, volem
determinar a quins espais projectius P, (k) la configuracid de Desargues és
un teorema. El resultat és aquest:

La configuracié de Desargues és un teorema a tots els espais
projectius P, (k) (fins i tot si k és un anell de divisid).

Per motius que quedaran clars més endavant, donarem tres demostracions
d’'aquest teorema. Com que la configuracié és regular i autodual, n’hi ha
prou amb demostrar que els tres punts vermells estan alineats.

[Primera demostracié: aplicant Pappos] Hi ha una manera enginyosa de
demostrar el teorema de Desargues aplicant tres vegades el teorema de
Pappos. En cada pas apliquem el teorema de Pappos a les dues rectes de
color groc fosc del dibuix seglient i deduim l'existéncia de la recta de color
vermell.
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Aquesta demostracidé té només dos petits problemes. En primer lloc, només
és valida en el pla. Observem que, al contrari del que passa amb la confi-
guracidé de Pappos, la configuracié de Desargues pot ser no plana: n'hi ha
prou que els dos triangles inicials no estiguin en un mateix pla. En aquest
cas, el teorema de Desargues segueix essent cert, pero no es pot demostrar
amb Pappos perqué la configuracié de Pappos si que esta sempre contin-
guda en un pla. En segon lloc, pel teorema que hem vist al capitol anterior,
només podem aplicar Pappos st som a P,(k) quan k és un cos i, per tant,
no cobrim el cas general d’'un espai projectiu sobre un anell de divisio.

[Segona demostracid: utilitzant la tercera dimensié] Si suposem que els
dos triangles no estan en un mateix pla, la demostracié del teorema de
Desargues és trivial! Vegem-ho.

Comencem observant que aquesta configuracié sempre esta continguda
en una subvarietat de dimensio 3 (i que els punts de color vermell existeixen
necessariament com a consequiencia de l'axioma projectiu). Aleshores, si els
dos triangles estan en plans diferents, el punts de color vermell estan a la
interseccié d'aquests dos plans. Per la férmula de Grassmann, la interseccid
de dos plans diferents de P;(k) és una recta i... equiliqua! Els tres punts
estan alineats. Absolutament trivial, sense utilitzar nt coordenades ni res
més que no siguin les propietats geometriques que es dedueixen dels tres
axiomes de la geometria projectiva!®

3Si que estem utilitzant la férmula de Grassmann que només hem demostrat a P, (k)
i no pas a un espai projectiu axiomatic general. Aquest problema no és greu perqué és
possible (i no gaire dificil) desenvolupar una teoria de la dimensio per a espais projectius
axiomatics i demostrar que la formula de Grassmann també és valida en general.
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Per tant, la part no trivial del teorema de Desargues és demostrar-lo
en el pla. Suposem, doncs, que els dos triangles estan en un mateix pla
i, en consequencia, tota la configuraciéd (sense leix de perspectiva) esta
continguda en un pla.

Agafem ara un punt O que estigui fora d'aquest pla i 'unim amb cada
vertex del primer triangle 7. Escollim un nou punt O alineat amb O i amb
el centre de perspectiva dels triangles. Unim O" amb cada vértex del segon
triangle T'. Fent interseccido d'aquestes rectes que hem dibuixat (els punts
d’interseccid existeixen per l'axioma projectiu), trobarem un tercer triangle
T” que tindra aquestes propietats:

07

Tﬂ

1. T” esta en perspectiva amb T respecte de O.

T” esta en perspectiva amb T’ respecte de O'.

woN

T” esta en un pla diferent del pla onsén T i T’

4. Tota la configuracié que tenim ara esta continguda en una subvarietat
de dimensio tres.

Per tant, podem aplicar el trivial cas tridimensional del teorema de Desar-
gues als triangles T i T” i també als triangles T’ i T”. La conclusid és que
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T i T' estan en perspectiva respecte d’'una recta i hem demostrat el teorema
de Desargues.

Aquesta demostracié té dues caracteristiques molt interessants:

e Només utilitza els conceptes fonamentals d'incidéncia i, per tant, és
valida a qualsevol geometria projectiva axiomatica, no només a P, (k).!

e Utilitza la tercera dimensid. Observem que, encara que només vulguem
demostrar el teorema en un pla projectiu, necessitem utilitzar punts
fora del pla. El teorema queda demostrat a P,(k), per n > 3 i també
a qualsevol geometria projectiva axiomatica de dimensiéo > 3. En el
cas d'un pla projectiu, com que P,(k) C P;(k), el teorema també esta
demostrat per a P,(k). Finalment, st X és un pla projectiu axiomatic
que pugui incloure’s com a subvarietat en un espai projectiu axiomatic
de dimensié 3, el teorema també sera cert a X.

En resum:

El teorema de Desargues és valid a qualsevol espai projectiu
axiomatic de dimensié > 3 i, més en general, a qualsevol es-
pai projectiu axiomdtic que sigui subvarietat d’'un espai projectiu
axiomatic de dimensié > 3. En particular, és valid a P,(k) per
tot anell de divisié k i tot n > 2.

Com a consequiéncia, els Unics espais projectius axiomatics on podria fa-
llar el teorema de Desargues sén els plans projectius axiomatics. L'exercici
1.60 ens diu que, efectivament, hi ha plans projectius on no es compleix el
teorema de Desargues: s'anomenen plans no desarguesians. Necessaria-
ment, un pla no desarguesia no pot ser isomorf a cap P(k) ni tampoc es
pot incloure a cap espai projectiu de dimensié 3.

[Tercera demostracio: a P,(k)] St volem demostrar el teorema de Desar-
gues a un pla projectiu P,(k) sense recorrer a la tercera dimensid, ja hem
vist que no podrem evitar haver d'utilitzar coordenades. La demostraci6 és
relativament senzilla i s'assembla a la demostracid del teorema de Pappos
amb coordenades que vam fer al capitol anterior: es tracta de prendre un
sistema de referéncia, calcular les coordenades dels punts P, Q, R on es
tallen els costats respectius dels dos triangles i veure que estan alineats.
Per tal que la demostracioé sigui també valida sobre un anell de divisiéd que

*Vegeu també la nota 3.
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no sigui cos, evitem aplicar la propietat commutativa de la multiplicacid.
Observem que la recta xb + ya + z(c — b —a — 1) = 0 passa per P, Q, R.

0:/001/

Q=(1,(a-c+1)a1/

R=/-ab}1,0/

P=/(1-c+b)b}1,1/

El teorema de coordinacio

Hem vist que el teorema de Desargues es compleix sempre als espais pro-
jectius P, (k) pero pot fallar en alguns plans projectius axiomatics. En par-
ticular, la validesa del teorema de Desargues és una condicidé necessaria
perqué un espai projectiu axiomatic X pugui ser isomorf a un espai projec-
tiu P, (k) per algun anell de divisié k. Es a dir, és una condicié necessaria
perqué puguem introduir coordenades a X. Recordem que un espai pro-
jectiu axiomatic és un concepte geometric basat tnicament en tres axiomes
senzills, mentre que P,(k) és un concepte que neix al mén de l'algebra i que
involucra la teoria de cossos i la teoria d'espais vectorials.

El teorema de coordinacié —que no podem demostrar aqui— afirma que
la validesa del teorema de Desargues és suficient per poder afirmar que un
espai projectiu axiomatic X és isomorf a algun P,(k).

Sigui X un espai projectiu axiomdtic de dimensio finita n > 1
on es verifiqui el teorema de Pappos. Existeix un cos k i un
isomorfisme X = P,(k). Si no es verifica el teorema de Pappos
perd si que es verifica el teorema de Desargues, també tenim
X = P, (k) per algun anell de divisid k.

Ja es veu que aquest teorema té una importancia conceptual enorme: po-
driem dir, d'alguna manera, que justifica el pas de la geometria a l'algebra.
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Si iniciem el nostre estudi de la geometria només amb els conceptes de
punt i recta, st acceptem tres axiomes elementals —les rectes tenen com a
minim tres punts, per dos punts hi passa una Unica recta, si dos costats d'un
quadrilater es tallen, també es tallen els altres dos costats— i si, finalment,
es verifica la configuracié de Desargues, aleshores aquesta geometria que
estem estudiant és la geometria P(V) que neix a un espai vectorial V sobre
un anell de divisio k, els seus punts vénen determinats per coordenades ho-
mogenies a valors a k i les seves rectes vénen donades per equacions amb
coeficients a k. Si la dimensid és > 3, ni tan sols cal exigir la configuracié
de Desargues. Si es compleix Pappos, k és un cos.
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doble

em vist que els espais projectius P,(k) sén exemples d'espais

projectius axiomatics de dimensio finita. El teorema de coor-
dinacidé afirma que, exceptuant els plans projectius no desar-
guesians, son els tnics exemples. D'altra banda,si¢p: V — W
és un isomorfisme semilineal entre dos espais vectorials de dimensid finita,
aleshores 'homografia P(¢) : P(V) — P(W) és un exemple de collineacid.
El teorema que estudiarem ara afirma que, en dimensié > 1, aquestes col-
lineacions P(¢) son els tinics exemples possibles. Aquest teorema es coneix
tradicionalment com a teorema fonamental de la geometria projectiva pero
alguns autors prefereixen dir-ne, d'una manera més descriptiva, teorema
de representacio perque, efectivament, ens diu que tota collineacié pot
representar-se per una aplicacié semi-lineal.

[T. de representacid] Sigui f : P(V) — P(W) una collineacié entre
espais projectius de dimensio finita > 1. Aleshores, existeix un
isomorfisme semilineal ¢ : V — W tal que f = P(¢).

Si el teorema de coordinacié ens porta dels punts i les rectes als espais
vectorials i a les coordenades, aquest «teorema de representacié» ens porta
de les collineacions —aplicacions bijectives que conserven les rectes— a
les aplicacions lineals i a les matrius.

La demostracié d'aquest teorema és massa llarga per poder-la incloure
aqui. Fem aquestes observacions:

e La restriccid a dimensié > 1 és clarament necessaria perque qgualsevol
bijeccio f : Py(k) — Pi(k) és una collineacid, perd no tota bijeccid
procedeix d'una aplicacié semilineal. Discutirem amb més profunditat
aquest problema més endavant.

e Considerem el cas d'una collineacié f : P,(k) — P,(k) on k és un cos
que —com passa amb @, R o F,— no té cap automorfisme diferent
de la identitat. El teorema fonamental ens diu que f ha de ser una
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homografia i, per tant, es pot descriure per una matriu invertible de
mida (n +1) x (n +1).

e En la situacié anterior, la matriu que representa f no és Unica perqueé
és clar que si A # 0 és un escalar, aleshores les collineacions P(¢)
i P(A¢) sén la mateixa. Aquest és l'Unic problema possible: dues
matrius donen lloc a la mateixa collineaciod si i només si difereixen en
un escalar no nul (exercici I1.5).

e Les collineacions f : P,(k) — P,(k) on k és un cos sense automor-
fismes no trivials formen un grup amb loperacié de composicio. En
direm el grup projectiu PGL,.1(k). El teorema fonamental ens diu
que aquest grup és igual al quocient del grup lineal GL,1(k) pel sub-
grup normal de les matrius escalars.’

PGLy1(k) Z GLyia(K) /K.

La rad doble

Siguin A, B, C, D € P(V) quatre punts alineats en un espai projectiu i su-
posem que A, B, C son diferents. Podem associar a aquests quatre punts
un escalar (A, B, C, D) que té propietats interessants i que pot definir-se
d’'aquestes dues maneres equivalents:

1. Sigui A

= [V1], B =[V,] C =[V3, D=[V4], amb la qual cosa
L={(V 7V,

) sera la recta que conté els quatre punts. Escrivim

— — —
\/32)\1 \/1+)\2V2

- > —
Vo= Vvi+mnv

Aleshores, definim

A2

At

Observem que aixo esta ben definit, és a dir, no depén dels represen-
tants escollits per als punts A, B, C,D. Si D = A (i només en aquest
cas), el denominador de la fraccié anterior seria 0. Aleshores, posem

(A, B, C,D) = co.

(A, B,C,D) =

2. La recta que conté els quatre punts A, B, C, D és un espat projectiu
de dimensio 1 i A, B, C formen una referéncia projectiva. Respecte

"Les matrius escalars sén les matrius diagonals amb tots els elements de la diagonal
iguals. Aquest subgrup és isomorf al grup multiplicatiu del cos base.
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d’'aquesta referéncia projectiva, el punt D té unes coordenades homo-
génies D = {a, b}. Definim

a
(A, B,C,D):= 5 € k U {oco}.
b
Entre les propietats de la radé doble volem fer esment d'aquestes:

e (A, B,C,A) =00, (A B, CB) =0, (AB,C,C)=1.

e (A, B, C,—) ddéna una bijeccié entre els punts de la recta AB i el conjunt
k U {oo}. En el cas particular que (A, B,C,D) = —1 es diu que els
punts A, B, C, D formen una quaterna harmonica.

e Si 0 és una permutacié qualsevol dels punts A, B, C, D, la rad doble
p = (A B, C,D) determina la rad doble (a(A), a(B), o(C), a(D)). Per
exemple, tenim aquestes férmules:

(A,B,D,C)=p"; (A C,B,D)=1—p; (A D,B,C)=1—p"; etc.

e L'origen del nom «rad doble» s'entén millor si considerem que, en un
cert sistema de referéncia, els punts tenen coordenades A = {1, a},
B ={1,b}, C ={1,¢c}, D= {1,d}. En aquesta situacid, un calcul
senzill ens diu que la rad doble (A, B, C, D) val

(b—d)/(b—c)
(a—d)/(a —c)

(A, B,C,D) =

Es a dir, si pensem els punts A, B, C, D com elements del cos base
k, podem entendre la rad doble com una rad entre les raons de les
«distanciesy» entre aquests punts:

BD| |AD

(A B, C, D) = 1BDL JAD]
|BC|  |AC]

e Siun dels punts esta «infinitament lluny» dels altres tres, la raé doble

es converteix en una «rad simpley. Més concretament, si en un cert

sistema de referéncia tenim A = {1,a}, B = {1,b}, C ={1,c}, D =

{0, 1}, aleshores

|AC|
A B, C, D) = +——.
|( ’ ’ ’ )| |BC|
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e Pel principi de dualitat, aquest concepte de rad doble de quatre punts
alineats ha de tenir un concepte dual que sera el de rad doble de
quatre rectes concurrents en un pla projectiu. Aquest concepte es pot
definir aixt: siguin a, b, ¢, d quatre rectes d’'un pla concurrents en un
punt P; suposem que a, b, ¢ son diferents; escollim una recta r que
no passi per Pisiguin A:==anr,B:=bnr,C:=cnr,D:=dnr;
definim

(a,b,c,d):= (A B,C,D) € kU{co}.

Cal veure que esta ben definit, és a dir, que no depén de la recta
r que haguem escollit. Suposem que escollim una altra recta s que
ens dona els quatre punts A', B’, C’, D’. Cal veure que (A, B,C,D) =
A, B, C, D).

Sense peérdua de generalitat, podem suposar que A, Q,P,B’ és un
sistema de referéncia, on Q és el punt on es tallen les rectes r i s. En
aquest sistema de referéncia tenim

A={1,00}, B={1,1,0}, C={a,1,0}, D= {b,c,0},
A ={1,01}, B={1,1,1}, C ={a,1,a}, D'={b,c, b}

per uns certs a,b,c amb a # 1. Aplicant la definicié de la rad doble
obtenim
b—c

A, [ D)= ——
(A B, C.D) cla—1)

= (A, B, C, D).

e Es uninvariant projectiu. Expliquem qué volem dir amb aixd. Suposem
que tenim dues rectes concurrents Ly, L, dins d'un espai projectiu de
dimensié > 2. Suposem que des d'un punt P, exterior a Ly i L, —el
«centre de perspectivan—, projectem la recta Ly sobre l'altra recta
L,. Tenim una aplicacié f : L1 — L, tal que f(A) és el punt L, N PA.
Direm que f és una perspectivitat. La composicié de perspectivitats
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Ly - L, » --- — Ly (els centres de perspectiva poden anar variant)
direm que és una projectivitat.

Sif: Ly — L, és una projectivitat, aleshores, f conserva la
rad doble: (f(A), f(B), f(C), f(D)) = (A, B, C, D).

Evidentment, per demostrar aquest teorema n'hi ha prou amb veure
que una perspectivitat conserva la rad doble i la demostracio d'aixo
és exactament el calcul que hem fet a l'item anterior.

Si, com hem fet abans, pensem la rad doble com una raé entre les raons
de les respectives distancies, podrem entendre millor aixo que acabem
de dir. Una projeccidé pot alterar les distancies entre dos punts, pot
alterar rao entre les distancies d'un punt a dos altres punts pero, en
canvi, no altera la rad entre les raons de les distancies entre quatre
punts: la «rad dobley.

Aquesta propietat de la rad doble d'invariancia per projeccio és la
base de la fotogrametria, la técnica de mesurar distancies a partir
d’'una fotografia de l'objecte a mesurar. Ho estudiarem amb més detall
en un capitol posterior.

Caracteritza les projectivitats. Volem dir que si tenim dues rectes L,
i L, en un espat projectiu de dimensié > 2, i una aplicacio bijectiva
f: Ly — L, que conserva la rao doble, aleshores f és una projectivitat,
és a dir, es pot expressar com a composicié de perspectivitats. (Vegeu
Uexercici 11.39.)

Permet generalitzar el teorema fonamental a dimensié 1. Ja hem dit
que el teorema fonamental no pot ser valid en dimensid 1, perqué tota
bijeccié entre dues rectes és una collineacid. Aixo deixa oberta la
pregunta de quines aplicacions f : P(k) — P;(k) sén projectivitzacio
d’'una aplicacié semilineal. La resposta és aquesta:

Sigui V' un espai vectorial de dimensio 2 i sigui f : P(V) —
P(V) una bijeccid. Existeix una aplicacié lineal ¢ : V — V
tal que f ="P(¢) si i només si f conserva la raé doble.

La demostracié d'aquest resultat és senzilla.? (Exercici 11.30.)

2Aquest teorema no respon exactament la pregunta que hem formulat, que demana-
va caracteritzar les projectivitzacions de les aplicacions semilineals i no pas les de les
aplicacions lineals. Les projectivitzacions de les aplicacions semilineals son les bijeccions
que conserven les quaternes harmoniques. S'anomenen aplicacions de von Staudt. Vegeu
Uexercici 11.43.
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16. Coordenades de Pliicker i
geometria epipolar

Q a geometria projectiva és una eina molt Gtil en diverses arees
\p de la visié per ordinador, la robotica i la fotogrametria. Repro-
g g)% duccié d'objectes 3D, mesures a partir de fotografies, realitat

virtual, creacié d'imatges fotorealistes, codificacié dels movi-
ments d'un robot, sén alguns dels camps on les eines centenaries de la
geometria poden ser perfectament adients. En aquest capitol estudiarem
alguns conceptes que, més enlla del seu interés teoric, formen part de la
«caixa d'eines» de la tecnologia que s’ha anat desenvolupant en aquestes
arees que viuen un creixement tan accelerat.

Coordenades de Pliicker

No cal insistir en la utilitat de les coordenades: si diem que considerem el
punt P = {1,—1,3, —4} estem utilitzant una manera univoca de determinar
un punt de l'espai 3D, i és una determinacid que es pot emmagatzemar en
un ordinador de manera elemental. La pregunta és: podriem fer el mateix
amb les rectes de l'espai tridimensional? Podem determinar una recta do-
nant, per exemple, dos punts pels quals passi —és a dir, 8 parametres—
o dos plans que la continguin, pero parelles diferents de punts o de plans
poden determinar la mateixa recta. Féra molt interessant tenir coordenades
per a les rectes i poder parlar, per exemple, de la recta {1,0,1,2, -3, -2}
i emmagatzemar-la en un ordinador d'aquesta manera tan compacta. Es
possible? Quants parametres calen? Les coordenades de Pliicker' donen
resposta a aquestes preguntes.2

Comencem, doncs, amb un espai tridimensional P5(k) i una recta r d'a-
quest espai. Siguin A, B dos punts diferents d'aquesta recta, amb coorde-
nades homogénies A = {ag, a1, az, as}, B = {bo, by, b2, bs}. Es clar que A i

Julius Pliicker va ser un matematic i fisic alemany del segle XIX. Va definir les coor-
denades que estudiem aqui en un treball del 1865.

’La resposta a aquestes preguntes no té només un interés practic. També pot entendre’s
com la primera aproximacié a l'estudi de les varietats de Grassmann i fins i tot, en un sentit
més general, a Uestudi dels espais de moduli.
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B determinen r, perd moltes parelles de punts A, B donen la mateixa recta.

Considerem aquesta matriu

a
by

ar

(o))
bo b>

i considerem els seus menors 2 x 2. N'hi ha essencialment 6, que designem

Po1, Po2, Po3, P23, P31, P12:

o day o dj o ds3
Do1 = ) PDo2 = ) D03 = ,
Po1 by by Po2 by b, Po3 bo bs
ap ds as diq aq dp
D23 = ) P31 = ) D12 =
P23 b2 b3 P31 b3 b1 P12 b1 bZ

Aleshores:

Les coordenades homogénies {po1, po2, Po3, P23, P31, P12} no de-
penen dels punts A i B que hem escollit sobre la recta r. Dues
rectes sén iguals si i només si tenen les mateixes coordenades.?

Aquestes coordenades {po1, Poz, Po3. P23, P31, P12} S'anomenen coordenades
01, P02, P03, P23, P3

de Pliicker de r. Estudiem les propietats d'aquestes coordenades.

e Estan ben definides. En efecte, suposem que A’

{ay, dy, d5, di}

i B = {bg, b}, by, b5} sén dos punts diferents de la mateixa recta
r. Aixo vol dir que entre els vectors (ag, af, a5, ab), (by, by, b5, bs) i
els vectors (ao, a1, az, as), (bo, b1, bz, b3) hi ha un canvi de base donat
per una matriu invertible 2 x 2 M. Per tant, els menors que donen
les coordenades de Pliicker diferiran en lescalar det(M) # 0. En
consequéncia, les coordenades de Pliicker son les mateixes —perquée
hem dit que sén coordenades homogenies. També observem que les
coordenades de Pliicker no poden ser totes zero perque aleshores els
dos vectors que defineixen A i B serien linealment dependents i A = B.

St dues rectes r i r’ tenen les mateixes coordenades de Pliicker, ales-
hores r = r’. Observem que els punts de la recta que passa per Ai B

3Si podem escriure les coordenades dels dos punts de manera que ag = bg

1, la

formula de les cordenades de Pliicker adquireix una forma (la «forma afi») més facil de
recordar i que també ens déna una idea heuristica de l'origen d'aquestes coordenades. Si
— ’ . —> )] .

X = (a1,02,a3) ésun puntde larectai v = (by—aq, bp—ay, bs—a3) és un vector director,

- , — = =
aleshores les coordenades de Pliicker de la recta sén {V', X x V'}.
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sén els punts X = {xg, x1, x2, x3} tals que la matriu

Xo X1 X2 X3
ag daq dp ds
by b1 by bz

té rang 2. Igualant a zero els menors 3 x 3 i desenvolupant per la fila
de les x’s obtenim un sistema lineal homogeni amb matriu (de rang 2)

p12 —po2 por O
—p31 —po3 0 po
P23 0  —po3 po
0 P23 P31 P12

La solucié d'aquest sistema sdn els punts de la recta i aquest sistema
només depén de les coordenades de Pliicker. Per tant, si dues rectes
tenen les mateixes coordenades de Pliicker han de ser la mateixa
recta.

e Les coordenades de Pliicker associen a cada recta de Ps(k) 6 coorde-
nades homogeénies, és a dir, un punt de l'espai projectiu Ps(k). Tenim,
doncs, una inclusié

{rectes de Ps(k)} — Ps(k). *

Aquesta inclusié —coneguda com a aplicacio de Pliicker— no és ex-
haustiva perqué hi ha punts de Ps(k) que no son les coordenades de
Pliicker de cap recta. Es interessant descriure la imatge de l'aplicacié
anterior. Considerem la igualtat trivial

a b1 b1 ap  ay b1
0= Co |2 /J2 b2 — b() a; djp bz
as /J3 /J3 as ds b3

Si ara desenvolupem el primer determinant per l'lGltima columna i el
segon determinant per la primera columna obtenim l'equacié®

po1P23 + poap3r + pospiz =0

que han de complir necessariament les coordenades de Pliicker d'una
recta. Es una equacié de segon grau que determina una quadrica® de
Ps(k). Es pot demostrar que aquesta quadrica —que es coneix com a
«quadrica de Kleiny— és realment la imatge de l'aplicacid de Pliicker.

*El conjunt de les rectes de P5(k) és el mateix que el conjunt dels subespais de dimensié
2 de k*. Aquest conjunt es designa G4 i s'anomena la varietat de Grassmann 2,4.

>Aquesta equacié és facil de recordar perqué ens diu que el producte escalar de les
tres primeres coordenades per les tres ultimes coordenades és zero.

®Estudiarem les quadriques a la part final d'aquests apunts.
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Mesures sobre una fotografia

Essencialment, una fotografia del mon real és la projeccié d'aquest moén real
3D sobre un pla —el pla on hi ha el sensor fotografic— des d'un punt exterior
al pla —el centre optic de l'objectiu fotografic. Aquesta projeccié altera les
longituds, el parallelisme, els angles, perdo sabem que no ha d'alterar la
rad doble de quatre punts alineats qualsevol i aquest fet ens permet, en
alguns casos, mesurar distancies en el mon real a partir de les distancies
que podem mesurar a la fotografia. En aquest apartat volem donar unes
primeres idees basiques de com funciona tot aixo.

e En primer lloc, encara que imaginem el «mon real» que estem fotogra-
fiant com un espai afi R, a la fotografia hi apareixeran punts que no
es corresponen amb cap punt de R? (els «punts de fuga»). Per tant,
és natural i imprescindible pensar el mén real com l'espai projectiu
P5(R).

e Situem, doncs, un objectiu fotografic en un punt O € P;(R) i un sensor
fotografic en un pla I = P,(R) que no passa per O. Cada punt A €
P5;(R) — {O}, per projeccié central des de O, donara un punt imatge
i(A) € Tl. Sabem que aquesta aplicacid

i: P3(R)— {0} — Py(R)
transforma rectes en rectes i conserva la raé doble.’

e Per poder mesurar distancies sobre una fotografia necessitem que els
objectes fotografiats tinguin una certa estructura geomeétrica: hi hem
de poder reconeéixer rectes i plans i també hem de saber que alguns
d’'aquests objectes sén parallels al mén real (és a dir, es tallen al «pla
de l'infinity de P5(R).

Tot aixo ho entendem més facilment si ho desenvolupem a partir d'un
exemple concret. Suposem que a la fotografia seglient coneixem l'amplada
i l'alcada de la taula i volem calcular, per exemple, l'amplada de l'obi que
hi ha al damunt de la taula i l'alcada del gerro cilindric de vidre. Procedim
d'aquesta manera.

’Evidentment, els objectius fotografics presenten distorsions optiques que fan que l'a-
plicacié i no transformi exactament rectes en rectes. De tota manera, si volem utilitzar
la fotografia per a mesurar distancies, podem corregir digitalment aquestes aberracions
per aconsequir una imatge que, amb prou aproximacid, es pugui considerar que és una
perspectivitat.
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e Prenem el pla de la taula com a «pla de referéncia». Acceptem que
els costats de la taula sén linies rectes paralleles i que també ho
son la generatriu del gerro i les arestes de les potes. Aleshores, els
punts d'interseccid (a la foto) dels costats parallels de la taula ens
determinaran la interseccid del pla de referéencia amb el pla de l'infinit
de P5(R). Sobre la fotografia, tindrem una recta (de color vermell) que
sera aquesta interseccio.

e Comencem calculant 'amplada de 'obi. Sobre la recta que determina
el cantell anterior de la taula hi tenim cinc punts ben determinats: els
dos extrems de la taula, els dos extrems de l'obi i el «punt de fuga»
d’'aquesta recta, és a dir, el punt on la recta talla la recta de l'infinit
del pla de referéncia. Sabem que la rad doble de quatre d'aquests
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punts sera mateixa a la fotografia (on la podem mesurar) que al mén
real (on la desconeixem). A la fotografia tindrem®

_ IBDI-|AC] _

(4B, C.D)| = 355 = 031958
_ IBE]-JAC] _

(4B, C.E)l = 5 = 0-65888.

D’altra banda, a la realitat, com que el punt A esta infinitament lluny,
si prenem l'amplada de la taula com a unitat de mesura, tindrem que
|(A, B, C, D)| sera la distancia (real) entre els punts Bi D i|(A, B, C, E)|
sera la distancia (real) entre els punts B i E. En conclusié, 'amplada
de l'obi és 0.3393 vegades l'amplada de la taula. Si la taula fa 90 cm
d’amplada, l'obi fa 30.5 cm.

U

e Mesurem ara l'alcada del gerro de vidre. Dibuixem la recta XY que
forma una generatriu del cilindre. Observem que, en contraposicid

8Aqui hem utilitzat un programa d'edicié grafica per mesurar distancies (en pixels) a la
fotografia.
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al que passava abans, ara no tenim cap mesura de referéncia sobre
aquesta recta, perqué la mesura de referéncia vertical que tenim és
KC i esta sobre una recta diferent: la que determina el cantell d'una
pota de la taula.

Unim la base del gerro X amb la cantonada de la taula C per una
recta XC que estara sobre el pla de referéncia que hem de recordar
que és el pla de la taula. Com que tenim determinada la recta de fuga
del pla de referencia, podem dibuixar una recta que passi per U'extrem
superior del gerro Y i que sigui parallela (al mén real) a la recta XC.
Aquesta recta ens determinara un punt L sobre la recta KC. L'alcada
del gerro sera igual a la distancia (en el moén real) entre els punts C i
L. Hem reduit el problema a una situacié com la de l'apartat anterior.

Utilitzant la recta XY —parallela, en el moén real, a la recta KC—
podem determinar el punt de fuga U de la recta KC. Calculem ara
la rad doble (U, C, K, L) a la fotografia i al mon real. A la fotografia

tenim
. |CL| - |UK]|

UL - K C]
Al mén real, com que el punt U és infinitament llunya, aquesta rad
doble sera igual a la relacié entre l'alcada del gerro i l'alcada de la
taula. En conclusio, si l'alcada de la taula és de 77 cm, el gerro té
una alcada de 30.4 cm.

(U, C, K, L) = 0.3942.

Geometria epipolar

S’'anomena geometria epipolar l'estudi de les relacions geométriques entre
les imatges d’'un mateix objecte obtingudes des de llocs diferents. Es un
camp d'estudi fonamental a la visid per ordinador, tant per a problemes «di-
rectesy —qgeneracié d'imatges estereoscopiques a partir d'un objecte virtual
3D— com en problemes «inversos» —reconstruccié d'objectes 3D a partir
de diverses imatges. En aquest apartat introduirem els conceptes basics
d’'aquesta teoria (d'una manera forca superficial).

Suposem, doncs, que en un punt de l'espat tridimensional tenim una ca-
mera fotografica que projecta els objectes de la realitat sobre un sensor. Ja
hem dit abans que és important considerar «la realitat» com l'espai projec-
tiu P5(R). El sensor fotografic estara en un pla 1 de P;3(R), isomorf a P»(R)
i el centre optic de la camera estara en un punt O € P53(R), un punt que no
pertany al pla . La relacid geométrica entre la realitat i la imatge vindra
donada per una projeccio

P: PyR)— 0 — = Py(R).
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Podem illustrar la situacié amb un dibuix com aquest:’

z=P(X) /

, =
-—

|
L'aplicacio P és una homografia singular (vegeu lexercici I1.3): si prenem
coordenades a P3(R) i a I, vindra donada per una matriu 3 x4 de rang 3 que
també denotarem per P. Si coneixem aquesta matriu coneixem la relacio
entre els punts de la realitat X i les seves imatges x = PX. La situacid de
la camera ve donada per PO = 0. Reciprocament, si x € [l és un punt de la
fotografia, tots els punts que es projecten sobre x formaran una recta que
passa per O i per qualsevol solucié del sistema lineal PX = x.

Una manera d'expressar P~'(x) és aquesta. Com que la matriu P té rang
tres, podem trobar una «inversa per la dreta» de P, és a dir, una matriu P
tal que PP =1, on | denota la matriu identitat 3 x 3. Aleshores, un punt
de l'antiimatge de x seria Px i antiimatge seria la recta que passa per O
i Px.

P~'(x) = {recta per O i Px}.

La matriu P conté tota la informacid sobre la situacié que estem des-
crivint, incloent la posicié de la camera, donada pel punt O. Com podem
calcular aquesta matriu? Es una matriu 3 x 4 i conté, per tant, 12 parame-
tres. De fet, P esta determinada llevat d’'un factor no nul (vegeu l'exercici
[1.4). Per tant, tenim només 11 parametres a determinar. Cada parella (x, X)
ens dona un sistema de quatre equacions Px = X, pero com que les coorde-
nades que utilitzem s6n homogenies, només rebaixem els graus de llibertat
en tres unitats. En conclusid, podem determinar P, en general, si coneixem
quatre parelles (x, X).

Suposem ara que tenim dues cameres amb centres diferents O i O" que

projecten la realitat sobre dos plans I'1i 1. Introduim aquests conceptes:

e Un punt X # O de la realitat es projectara sobre un punt x = PX del
pla 11 en un punt x’ = P’'X del pla I

%En una camera, el sensor esta darrere el centre dptic perd, geométricament, no hi ha
cap diferéncia entre collocar-lo darrere o davant.

0existencia d'infinites inverses per la dreta P és evident si pensem P com la matriu
d’'una aplicacié lineal exhaustiva R* — R3. Un métode que s'utilitza per trobar una inversa
concreta és el de Moore-Penrose P := PT(PPT)=" (vegeu l'exercici 11.48).
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e La recta OO tallara el pla Il en un punt e i el pla [T en un punt e’
Aquests punts s'anomenen els epipols i, evidentment, estan alineats
amb els centres optics de les dues cameres.

e Els punts O,0', e, e, X, x, x' estan en un mateix pla. Diem que és un

pla epipolar. Si variem X, tots els plans epipolars contindran la recta
00'.

Volem ara estudiar quina és la relacié que podem establir entre x i x’. En
primer lloc, és clar que no podem parlar d’'una aplicacio x — x’. En efecte,
la recta Ox es projecta sobre la recta e’x’ i tots els punts de la recta Ox es
projecten sobre el mateix punt x € . Dit d'una altra manera, tots els punts
X de la realitat que la camera O veu com a punt x de la foto, la camera O’
els veu com a punts de la recta e'x’".

En canvi, st que tenim una aplicacié ben definida x — e'x’. Es a dir,
tenim una aplicacio

®: M — {e} — {rectes de " que passen per e'}.

Vegem ara que ® és una homografia sinqgular. En primer lloc, pel principi
de dualitat, el conjunt de la dreta és un subconjunt de

{rectes de 1" = P;(R)} = P,(R).

Encara més, les rectes d'un pla que passen per un punt formen una recta
projectiva P;(R). En definitiva, l'aplicacié ® la podem entendre com

®: Py(R) — {e} —> Pi(R) C Py(R)
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i té sentit dir que és una homografia singular. Per veure-ho, calculem la
matriu de ® a partir de les matrius P, P’. Aixo és senzill de fer:

e Comencem amb un punt x € Il — {e}. Sigui P com abans i sigui
X = Px.

e La recta r := Ox hem vist abans que passa pels punts O i Px.

e Projectem ara r sobre el pla 1" i obtenim la recta r’ que es la recta
que passa per e’ i per x’ = P’X = P'Px. Per tant, si utilitzem la
notaci6 de lexercici 1.7, podem escriure r’' = [e'], P' Px.

e En conclusio, laplicacié x +— 1’ ve donada per r’ =[e’]|«P’' Px i és una
homografia —possiblement singular— donada per la matriu

F :=[e'].P P.

Aquesta matriu F s'anomena la matriu fonamental de la geometria epipolar
de les dues cameres que estem considerant i ens descriu la relacié entre
les imatges que obtenim a 1 i a 1. Observem:

e [ és una matriu 3 X 3 i esta determinada llevat d'un factor no nul.

F té rang 2 i, per tant, ® és efectivament una homografia singular. En
efecte, sabem que la imatge de ® és una recta projectiva P;(R).

e Donat x € [, l'linica cosa que podem afirmar de x’ és que x’ pertany
a la recta ®(x) = Fx. Es a dir, la relacié entre x i x’ ve donada per

(X)) Fx =0.

e Els epipols e i e’ estan determinats per F perqué Fe =01i (e') F = 0.

e Com que F és una matriu 3 x 3 de rang 2, definida llevat d'un factor no
nul, té 7 graus de llibertat i la podrem determinar resolent un sistema
lineal si coneixem 7 parelles (x, x’)."

A la practica cal prendre un minim de 8 parelles de punts i aplicar técniques de calcul
numeéric que s'escapen del contingut d’aquest curs. El métode de calcul de F que més
s'aproxima al punt de vista teoric que hem explicat es coneix com a «l'algorisme dels 8
puntsy» (Longuet-Higgins 1981, Hartley 1997) i funciona d'aquesta manera. Partim d'un
minim de 8 parelles de punts (X, Y) dels quals tenim les seves coordenades homogénies.
En primer lloc, normalitzem aquestes coordenades (restant la mitjana i dividint per la
desviacié) i plantegem el sistema lineal homogeni X"FY = 0 on les incognites sén els
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Un cas diferent i més senzill es dona quan O = O, és a dir, les dues
cameres estan situades en un mateix punt i, per tant, l'analisi anterior no
és valida. Aquesta situacio és la que tenim, per exemple, quan fem una
fotografia panoramica:'? fem dues fotos d’'un mateix objecte des d’'un mateix
punt, apuntant en direccions diferents, i després volem «enganxar» aquestes
dues fotos de manera que obtinguem una Unica imatge que cobreixi un camp
visual superior al de cada imatge per separat.

En aquest cas, tenim un Unic centre de projeccié O i dos plans diferents
1, . Cada punt X de la realitat ens doéna per projeccié una imatge x
al pla T i una imatge x" al pla I''. Ara, pero, la correspondéncia x —
x" st que és una aplicacid: és una perspectivitat [1 — [1" des del punt
O € Ps(R). Aquesta aplicacié és una homografia i vindra donada per una
matriu 3 x 3 de rang 3. Si determinem aquesta matriu, haurem trobat
una aplicacio projectiva que, aplicada a una de les fotografies, ens la fara
correspondre amb l'altra.”> Com que sabem que una homografia del pla
queda determinada per la imatge d’'una referéncia projectiva, per determinar
aquesta matriu en tindrem prou amb trobar les equivaléncies de 4 punts (que
no n’hi hagi tres d'alineats).™

nou coeficients de la matriu 3 x 3 F. Per resoldre aquest sistema utilitzarem un metode
de minims quadrats (per exemple, la descomposicié SVD) per tal de trobar una matriu
F de norma 1 tal que X7 FY tingui norma minima. Aquesta sera la millor aproximacié
de la matriu fonamental F pero, en principi, no tindra determinant zero. L'aproximarem
per una matriu de determinant zero (la matriu fonamental ha de tenir determinant zero)
utilitzant novament la descomposicié SVD i substituint per zero el valor propi més petit.
Finalment, caldra desfer la normalitzacié de coordenades que hem fet al principi per tenir
(una aproximacié6 de) la matriu fonamental en les coordenades originals del punts. Aquest
meétode és molt senzill de programar perd en molts casos és massa sensible als (inevitables)
errors de mesura i, en conseqliéncia, s'han dissenyat altres algorismes més robustos.

2La majoria de cameres actuals permeten fer fotografies panoramiques de manera au-
tomatica. Aixo vol dir que duen implementat el procediment matematic que descrivim aqui.

3Podeu trobar els detalls a larticle d'en Gregori Guasp «Enganxant fotografies», Mat?
2007, treball no. 9.

"Fem un comentari final: hem estudiat els principis geométrics on es fonamenta la
geometria epipolar, com a primer pas de tota la ingent quantitat de tecnologia que cal
utilitzar a l'area de la visid per ordinador. Hem de ser conscients de la gran distancia
que hi ha entre els conceptes elementals de geometria projectiva que hem exposat i les
dificultats de tota mena que cal resoldre per implementar aquests principis en un sistema
prou «intelligenty.
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E xercicis

Demostreu que si E és un subespai no nul d'un espai vectorial V, aleshores
‘P(E) és una subvarietat de P(V) el el sentit axiomatic (pagina 56).

Demostreu lequivaléncia entre les dues definicions de suma de subvarietats
que apareixen a la pagina 91.

Sigui ¢ : V — W una aplicacié lineal entre k-espais vectorials. Generalitzeu
el concepte d’homografia a P(¢) : X — P(W) on X és el complement d'una
subvarietat a P(V). Comproveu que la projeccié des d'un punt sobre un hiperpla
és un exemple d'aixd. Si ¢ té un nucli no trivial, direm que P(¢) és una
homografia singular.

Sigut O un punt d'un pla projectiu P(V) i sigui f : P(V) — O — P(V) una
homografia singular f = P(¢). Demostreu que l'aplicacié lineal ¢ : V — V
esta univocament determinada per f llevat d’'un factor A # 0.

Demostreu que si ¢, ¢y : V — V sén dos isomorfismes tals que P(¢p) = P(y),
existeix A # 0 tal que ¢ = Ay.

Demostreu que dues rectes de P,(k), n > 3, sempre estan contingudes en una
subvarietat de dimensid 3.

Siguin A = {ag.a1, a2}, B = {bo, b1, b2} € P>(k). Definim la matriu 3 x 3

0 ar —aq
Ax:=|—-a2 0 ag
ap, —ag O

Demostreu que, st identifiquem {a, B, y} amb la recta aX + BY + yZ = 0,
aleshores la recta que passa per A i B és la recta [A]xB. Aquesta recta tamhé
es pot calcular com A x B (producte vectorial).

Escriviu les coordenades de tots els punts de P(F3) i les equacions de totes
les rectes de P»(F3). Indiqueu, en una taula de doble entrada, quins punts hi
ha a cada recta.

El cos de quatre elements [F4 és un cos de caracteristica 2 format pels elements
{0,1, a, B}, amb la taula de sumar que es dedueix de 1+ o = B i la taula de
multiplicar que es dedueix de l'equacié a® + a + 1 = 0. Escriviu les taules de
sumar i de multiplicar de F4. Quants punts i quantes rectes té el pla projectiu
P> (F4)?
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.10

.11

.12

.13

Tenim les quatre figures (A, J, Q, K) dels quatre colls (¢, #®, ©, &) d'una baralla.
Setze cartes en total. Volem collocar-les en un quadrat 4 x 4 de manera que
a cada fila i a cada columna no hi hagi ni dues cartes del mateix valor ni dues
cartes del mateix coll. Utilitzeu el pla projectiu P>(F4) per resoldre aquest
problema, aplicant els exercicis 1.62 i 1.63.

A més, tenim 16 gots amb quatre tipus de beguda (a, B, v, 9), quatre gots per
cada beguda, i volem collocar un got sobre cada carta de manera que a cada
fila i columna no hi hagi dos gots amb la mateixa beguda i, a més, que sobre
la taula no hi hagi dues combinacions valor-beguda ni coll-beguda repetides.
Es possible?

Els quadrats llatins ortogonals s'utilitzen per construir codis (vegeu els exer-
cicis 1.65, 1.66, 1.67) especialment eficients. Ara considerarem codis g-aris de
longitud n, és a dir, conjunts de paraules de longitud n formades amb elements
del conjunt {0,1,...,g —1}. Si n = 4 i volem que el codi corregeixi un error,
es pot demostrar que com a maxim el codi pot tenir g paraules.

Utilitzeu els dos quadrats llatins ortogonals de Uexercici anterior per construir
un codi amb n = 4, g = 4, que codifiqui 4 bits i que corregeixi un error. La
idea és que cada paraula estigui formada pel nimero de fila, el nimero de
columna, el valor del primer quadrat llati i el valor del segon quadrat Llati.

Observeu que si tenim dos quadrats llatins ortogonals d'ordre g aquest metode
permet construir un codi g-ari de longitud 4 que corregeixi un error i que tingui
g’ paraules, que és el maxim possible.

Trobeu una bijeccid f entre dos espais projectius que no sigui una collineacié
pero que compleixi que si A, B, C son punts alineats, aleshores f(A), f(B), f(C)
també sdn punts alineats.

En canvi, demostreu que si X i Y son plans projectius axiomatics i f: X — Y
és una bijeccid que envia punts alineats a punts alineats, aleshores f és una
collineacid.

Sigui f : X — Y una bijeccié entre dos espais projectius de la mateixa dimensid
(finita) que transformi punts alineats en punts alineats. Es tracta de demostrar
que f és una collineacié (compareu amb lexercici anterior). Seguiu aquests
passos:

(@) Sigui Uy, ..., U,, U una referéncia projectiva de X, de manera que X =
Uo + - -+ + Uy. Demostreu, per induccié sobre i, que

flUbo+---+U) CfUp)+---+1f(U), 0<i<n.
(b) Definim H := Uy + --- + U,—1, que és un hiperpla de X i K := f(Up) +

-+ f(U,-1) que és una subvarietat de Y de dimensié < n—1. Observeu
que X = H+ U, i que, per l'apartat anterior, f(H) C K.
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(c) Demostreu que Y = K + U, i, per tant, K és un hiperpla de Y.
(d) Demostreu que f(H) = K.

(e) Observeu que la restriccié de f a H déna una aplicacié com la de l'enun-
ciat en una dimensio inferior i apliqueu l'exercici anterior per demostrar
el teorema.

.14 Escollim una referéncia projectiva a P(k) i prenem coordenades homogénies
respecte d'aquest sistema. Sigui P # {1,0,1} un punt qualsevol de P,(k).
Construim un punt S(P) de la segiient manera:

(@) Unim P amb {1,0,1} per una recta r.
(b) Tallem r amb la recta x = 0 i obtenim el punt Q.
(c) Unim Q amb {1,1,1} per una recta s.

)
(d) Tallem s amb la recta z = 0 i obtenim el punt S(P).
Calculeu S({1, @, 0}). Feu un dibuix illustratiu.

.15 Suposeu que tenim una inclusié P(F,) C P2(k) que respecti les relacions
d'incideéncia, en el sentit que si tenim tres punts A, B, C € P,(F,), aquests tres
punts estan alineats a P;(FFp) si i només si ho estan a P;(k). Apliqueu l'exercici
anterior per demostrar que k ha de tenir caracteristica p.

116 Suposem que tenim un conjunt finit de punts del pla projectiu real que no
estan tots sobre dues rectes. Dibuixem les rectes que els uneixen. Afegim als
punts inicials les interseccions d'aquestes rectes. Repetim el procés indefini-
dament. Demostreu que mai no acabarem.! (Indicacié: utilitzeu el teorema de
coordinacid.)

.17 Siguin A i B dos punts d’'un pla projectiu P(k) i sigui r una recta que no conté
ni A ni B. Digueu com es pot trobar graficament el punt d'interseccié de la
recta r amb la recta que passa per A i B, sense dibuixar la recta AB.

.18 La configuracio de Perles és una configuracié no regular de nou punts i nou
rectes que ve descrita per aquest esquema:

[_—7

TAquest bonic exercici va aparéixer en converses amb en Xavier Xarles.
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Aquesta configuracid té la curiosa propietat que es pot incloure a P>(R) pero
no es pot incloure a P>(Q). Demostreu-ho.?

11119 La configuracid de Mébius-Kantor és la configuracid de dos quadrilaters ABCD
i abcd que estan mituament inscrits un en laltre. Es a dir, els vertex del pri-
mer quadrilater estan sobre els costats del segon quadrilater i els véertex del
segon quadrilater estan sobre els costats del primer quadrilater. Aquesta con-
figuracié es pot descriure amb aquest esquema:

(@) Demostreu que si aquesta configuracié es pot incloure a un espai projec-
tiu, esta continguda en un pla.

(b) Considereu la configuracié que s'obté a partir del pla afi sobre el cos I3
després d'eliminar el punt (0,0) i les quatre rectes que hi passen (vegeu
l'exercici 1.64). Demostreu que és la configuracié de Mobius-Kantor.

(c) Decidiu quins plans projectius P,(k) contenen una configuracié de Mo-
bius-Kantor.

11.20 Considereu aquests punts de P,(C):

{-1,1,0}, {-1,0,1}, {0,-1,1}
{-w,1,0}, {-w0,1}, {0, —w, 1}
{—w?1,0}, {-w?0,1}, {0,—w? 1}

on w és una arrel cubica primitiva de la unitat, és a dir, una arrel del polinomi
x> 4+ x + 1. Demostreu que aquests punts estan sobre 12 rectes de manera
que cada recta conté exactament 3 punts. Es a dir, es forma una configuracié
isomorfa al pla afi F% que, per tant, es pot incloure a P5(C).3

2Aquesta configuracié és la resposta a l'enigma plantejat a un breu apoéleg titulat «La
colleccié Bauzd del British Museumy, facilment localitzable a Internet. Demostrar el que
demana lexercici és ben senzill, perd inventar una configuracié que sigui realitzable al pla
real pero no al pla racional és forca més dificil. Aquesta configuracié va ser descoberta
pel matematic israelia Micha Asher Perles i va ser el primer pas de la teoria dels politops
intrinsecament irracionals. La idea inicial de la configuracié de Perles es troba en el
pentagon regular estrellat.

3Aquesta configuracié es coneix com a configuracié de Hesse i contradiu el teorema
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11.21

.22

.23

.24

11.25

11.26

.27

Siguin Ao, ..., An, U LA, ..., A, U referéncies d'un espai projectiu P(V) (de
dimensié > 0). Demostreu que existeix una collineacio f : P(V) — P(V) tal
que f(A) =A, i=0,...,ni f(U)= U Es tnica?

Una homologia és una homografia (que no és la identitat) d'un pla projectiu
en ell mateix que deixa fixos tots els punt d’'una recta, anomenada l'eix de
’homologia. Suposem que f: X — X és una homologia. Demostreu:

(@) f té com a maxim un punt fix fora de l'eix.

(b) St A és un punt que no és fix, aleshores la recta que passa per A i f(A)
és una recta invariant (és a dir, si P € Af(A), aleshores f(P) € Af(A)).

(c) Existeix un Unic punt P tal que totes les rectes que passen per P son

invariants. Aquest punt s'anomena el centre de 'homologia.

Si el centre no pertany a leix, es diu que f és una homologia general. Si el
centre pertany a l'eix, es diu que f és una homologia especial o una elacid.

Sigut ¢ l'endomorfisme d'un Q-espai vectorial E donat, en una certa base, per
la matriu

-5 2 -1
—4 1 -1
8 —4 1

Demostreu que P(¢) és una homologia de P(E). Trobeu el seu eix i el seu
centre.

A un pla projectiu P(k) considerem un punt C i dues rectes (diferents) r i s
que no passin per C. Demostreu que hi ha una homologia de centre C que
transforma r en s.

Sigut f : Py(k) — P>(k) una homografia (diferent de la identitat) que deixa
invariants totes les rectes que passen per un punt A. Demostreu que f és una
homologia de centre A.

Considereu quatre punts A = {ag, a1}, B = {bo, b1}, C = {co, c1}, D = {do, d1}
d’'una recta projectiva Pq(k). Calculeu la rad doble (A, B, C, D) en funcié de
ap, ..., C/1.

Demostreu aquesta propietat multiplicativa de la raé doble

(A, B,C,D)(A B,D,E)= (A B,C,E).

de Sylvester-Gallai (exercici 1.33). Aixo ens demostra que el teorema de Sylvester-Gallai
no es pot demostrar només amb els axiomes d'incidéncia. D'altra banda, l'exercici 11.15
ens demostra que aquesta (ni cap) inclusié F3 C P5(C) no es pot estendre a una inclusié
P>(F3) C P2(C) (que conservi la incidéncia).
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.28 Dues homografies f, g : Py(k) = P,(k) direm que sén similars si existeix una

homografia h : P,(k) — P,(k) tal que hf = gh. Classifiqueu, llevat de similitud,
les homografies de P;(C).

.29 Sigui f : P1(R) — Pi(R) una homografia que compleix f({1,—1}) = {0,1},

f({2,1}) = {1,1}. Demostreu que f té (exactament) dos punts fixos.

.30 Sigui V' un espai vectorial de dimensié 2 i sigui f : P(V) — P(V) una bijeccio.

.31

Demostreu que existeix una aplicacid lineal ¢ : V — V tal que f = P(¢) si i
només si f conserva la rad doble.

Sigui X = P(V) un pla projectiu i sigui X* el pla projectiu dual, és a dir, el pla
projectiu axiomatic que s'obté prenent com a punts de X* les rectes de X i com
a rectes de X* els punts de X. Demostreu que hi ha una collineacié natural
X* ZP(V*) on V* denota l'espai vectorial dual de l'espai vectorial V.*

11.32 En un pla projectiu, demostreu que una projectivitat entre dues rectes diferents

és una perspectivitat si i només si el punt on es tallen les dues rectes és un
punt fix. Anomenem feix de rectes al conjunt de totes les rectes que passen
per un punt, anomenat centre del feix. Definiu els conceptes de perspectivitat
i projectivitat entre dos feixos de rectes d'un pla projectiu. Demostreu que
una projectivitat entre dos feixos de rectes diferents és una perspectivitat si i
només si la recta que uneix els dos centres és una recta fixa.

11.33 Siguin A, B, C, D € P4(k) (en aquest ordre) quatre punts diferents que estiguin

en quaterna harmonica. Demostreu que la caracteristica de k és # 2. Demos-
treu que l'ordre dels quatre punts no importa si i només si la caracteristica
de k és 3. Trobeu una manera geométrica de construir D a partir de A, B, C
(recordeu lexercici 1.14).

.34 Siguin A, C, D tres punts alineats d'un pla projectiu. Trobeu geométricament

un punt B tal que A, B, C, D estiguin en quaterna harmonica.

11.35 Considerem la recta projectiva real Pq(R).

(a) Demostreu que els punts {a,1},{b, 1}, {c,1},{0, 1} (en aquest ordre) for-
men una quaterna harmonica si i només si ¢ és la mitjana harmonica de
a it b. Es a dir, c és l'invers de la mitjana dels inversos de a i b:

(b) Considereu aquests punts d’'una recta projectiva:
P ={1,1}, P,={1/2,1}, Psx=1{01}.

Trobeu una successid de punts P; (i > 0) tals que (Pi—1, Pit1, Pi, Pso) =
—1 (és a dir, formin quaterna harmonica).’

*Aixo explica el nom d'espai dual.
Aquest exercici explica el nom de quaterna harmonica a partir de la mitjana harmonica.
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11.36

.37

11.38

11.39

11.40

En un espai P3(k) considerem tres plans Iy, Iy, T3 que es tallen en una recta
r i dues rectes L, L’ que es tallen en un punt P €& r. Suposem que cadascuna
de les dues rectes talla cada pla en un punt: A; =T1;NL, AZ =Mnl,i=1,23.
Demostreu que (P, A1, A2, A3) = (P, A}, A, AY).

Considereu aquests punts de lUespat projectiu P3(Q):
A={0,1,0,-1}, B={1,1,-1,0}, C={-1,1,1,=-2}, D={1,2,-1,-1};
A'={0,0,1,0}, B'=1{0,0,0,1}, ¢'"={0,0,1,1}, D'={0,0,1,A}.
(@) Observeu que els punts A, B, C, D estan alineats. Calculeu la raé doble

(A, B, C, D).

(b) Si existeix una projectivitat que transforma els punts A, B, C,D en els
punts A", B, C’, D', respectivament, trobeu el valor de A.

(c) Expliqueu com ho farieu per trobar dues perspectivitats , 7" a P3(Q)
tals que f = a7t transformi els punts A, B, C, D en els punts A, B, C’, I,
respectivament.

Siguin r, r’ rectes d'un espai projectiu P,(k), n > 2. Siguin A, B,C € r tres
punts diferents, A’, B’, C' € r’ tres punts diferents. Demostreu que existeix una
projectivitat f . r — r’ que és composicio d'un maxim de tres perspectivitats i

tal que f(A) = A, f(B) = B/, f(C) = C'. Per fer-ho, considereu diversos casos:
(@) r, r’" coplanars, r #r', {A,B,C} n{A",B',C'} =
(b) r, r’ coplanars, r £r’, A=A’
(c) r, 1 coplana|s r+r,A=8.
(d) r
(e) rir’ no coplanars.

Siguin r,r’" dues rectes d'un espai projectiu i sigui f : r — r’ una aplicacid
bijectiva que conservi la raé doble. Demostreu que f és una projectivitat.

Demostreu que tota homografia (diferent de la identitat) f : P2(R) — P2(R) és
composicié de com a maxim dues homologies. Sequiu aquests passos:

(@) Demostreu que f té com a minim un punt fix O. Sigui r una recta que
passi per O i no sigui invariant (exercici 25).

(b) Utilitzeu els exercicis anteriors per veure que l'aplicacié f : f — f(r) ha
de ser una perspectivitat. Sigui A el seu centre de perspectiva.

Sobre la relacidé entre la mitjana harmonica, Pitagores i la misica podeu consultar l'article
What's Harmonic about the Harmonic Series de David E. Kullman (The College Math. J.

32(3), 2001).
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(c) Apliqueu l'exercici 24 i sigui h una homologia de centre A que transformi
ren f(r).

(d) Acabeu la demostracié del teorema veient que h~'f és una homologia.
.41 Considerem una recta projectiva P,(k) amb k de caracteristica diferent de 2.

(a) Donats a,b € k, trobeu d tal que {a,1}, {b,1}, {1,0}, {d, 1} fornim
quaterna harmonica.

(b) Sigui @ € k, a # 0, trobeu b tal que els punts {—1,1}, {1,1}, {a,1},
{b,1} formin quaterna harmonica.

1.42 Una aplicacid bijectiva f : Py(k) — P(k) (k de caracteristica diferent de 2) es
diu que és una aplicacié de von Staudt si conserva les quaternes harmoniques
(vegeu la nota 2 de la pagina 112). Sigui f una aplicacié de von Staud que
deixa fixos tres punts diferents. Es tracta d'estudiar si f és necessariament
igual a la identitat. Prenem aquests punts fixos A, B, C com a referéncia
projectiva de Pi(k).

(@) Si A € k, definim
T(A) := (A, B, C, f({A 1})).
Demostreu que 7(A) € k, 7(0) = 0, 7(1) = 1. Demostreu que f({A,1}) =
{t(A),1}.

(b) Apliqueu l'exercici anterior per demostrar que 7(A/2) = T(A)/2, T(A+ ) =
T(A) + (1) i T(—A) = —T(A), per tot A, y € k.

(c) Apliqueu lexercici anterior per demostrar que T(A~") = 7(A)~', per tot
A e k.

(d) Demostreu que t és un automorfisme de k. Per demostrar aixo apliqueu
aquestes identitats:

5 (1 1 )‘1
X“=x—\|-++ , Xy =

ﬁX+yV—X2—yﬂ~

N —

x 1—x
(e) Discutiu si f pot ser diferent de la identitat.

11143 Sigui f : Pi(k) — Pi(k) una aplicacié (k de caracteristica diferent de 2). De-
mostreu que existeix un isomorfisme semilineal ¢ tal que f = P(¢) si i només
st f és una aplicacié de von Staudt.

1.44 Resoleu aquestes qiiestions sobre les coordenades de Pliicker de les rectes

de P3(Q).

(@) Escriviu les coordenades de Pliicker de la recta que passa pels punts
{0,—-1,-1,-1}1{1,0,2,-1}.
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(b) Trobeu dos punts de la recta r donada per les seves coordenades de
Plicker: r = {-1,-2,1,-7,2,-3}.

(c) Trobeu la interseccié de r amb la recta s = {1,1,-1,2,3,5}.

(d) Trobeu la interseccid de la recta s amb el pla xg + x1 — x2 + 2x3 = 0.

[1.45 Demostreu que st un punt {qo1, go2, go3, g23, g31, g12} € Ps(k) compleix le-
quacid go1g23 + go2g31 + go3g12 = 0 (quadrica de Klein), aleshores existeix
una recta de P3(k) que té per coordenades de Pliicker {qo1,...,q12}. Feu-ho
seguint aquests passos:

(@) Demostreu que la matriu

g2  —qo2 qoi 0
A |79 —qos 0 qoi
q23 0  —qo3 qun
0 q23 g3 g2

té rang 2.
(b) El nucli de A és una recta r de P3(k). Suposeu, sense pérdua de gene-
ralitat, go1 # 0. Trobeu dos punts de la recta r.

(c) A partir dels dos punts de r, calculeu les coordenades de Pliicker de r i
comproveu que son iguals a {qo1,..., g12}.

.46 Aquesta fotografia esta feta des del cim de Pujoalbo (P), a la Vall d’Aran. Els
cims denotats per A, C i D son, respectivament: Besibérri Nord, Tuc dera
Humeneja i Punta Alta de Comalesbienes. Aixo ens permet dibuixar en un
mapa les visuals des del Pujoalbo cap aquests tres cims.

Expliqueu i justifiqueu matematicament com podriem aplicar les eines de la
geometria projectiva per dibuixar sobre el mapa la recta que passa per P i
pel cim B i, aixi, identificar el cim B. (Considereu menyspreable la distorsié de
l'objectiu fotografic i la distorsid del mapa deguda a la curvatura de la Terra.)
Com canvia el problema si els quatre punts no estan alineats a la fotografia?
| si sabem que la camera estava ben anivellada? | si sabem la inclinacié de
la camera? | si coneixem, gracies al mapa topografic, les alcades dels cims
P,A C,D?
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.47 A la carretera de la fotografia, continueu la linia discontinua de manera que
cada segment tingui la mateixa longitud i aquesta longitud sigui igual a la
separacié entre segments.
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11.48 Sigui A una matriu n x m (n files i m columnes) sobre el cos real. Suposem
que A té rang n < m.

(a) Siguin Vq,...,V, els vectors fila de A. Sigui X := AAT. Demostreu que
X= (Vi V)

(b) Demostreu que X és una matriu invertible.

(c) Demostreu que A:= AT(AAT)~1 és una inversa per la dreta de A.
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17. Espati afi sobre un espai
vectorial

Q es paraules «espai afi» i «geometria afi» ja han aparegut di-
L\ verses vegades en aquestes llicons, de manera més o menys
g i)w informal. Normalment, ens referiem a la geometria cartesiana

«ordinaria» de k", on k és un cos. Es la geometria que s'es-
tudia a l'ensenyament secundari i que ens permet parlar, per exemple, del
punt de lUespai 3D de coordenades (—1,2,1) o de la recta del pla d’equacid
x — 3y = 1. També hem utilitzat l'adjectiu «afi» en contraposicié a «pro-
jectiun, hem donat una definicié axiomatica de pla afi —punts i rectes amb
una relacié de parallelisme— i hem comentat (sense entrar gaire en detalls)
que l'espal aft és el complement d'un hiperpla d'un espai projectiu.

En aquesta part del curs volem reformular amb més precisid tots aquests
conceptes. A primera vista, pot semblar superflu fer-ho perqué, tanmateix,
ja coneixem la geometria «ordinaria» de k", pero hi ha motius per estudiar
bé el concepte d'espai afi sobre un espai vectorial. Per exemple:

e Quan fem geometria a k" o, més en general, a un espai vectorial V,
tenim certes estructures que no responen gaire a la intuicié geome-
trica:

— AV Hi ha un origen, un «punt zero», un element distingit dels
altres, que no té cap significat geometric natural.

— A V es produeiy, inevitablement, una confusié entre dos concep-
tes: el concepte de punt i el concepte de vector: de vegades,
un element de V diem que és un punt de la geometria, i altres
vegades diem que és un vector. Son conceptes ben diferents un
de l'altre: els vectors es poden sumar i multiplicar per escalars,
t hi ha un vector zero; els punts no es poden sumar ni es poden
multiplicar per escalars i tampoc no hi ha cap «punt zero». Soén
conceptes diferents, pero és facil que es confonguin un amb l'altre
perque els punts sén els elements de V i els vectors... també.
En la definicié d'espai afi que donarem aqui farem una distincié
clara entre punts i vectors.
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e Hi ha conceptes matematics —o fisics— importants que tenen, de
manera natural, una estructura afi. Posem uns exemples:

— Algunes magnituds fisiques com el temps o l'energia tenen una
estructura natural d'espai afi —i no pas d'espai vectorial. Pensem,
per exemple, en el temps. Podem sumar les dues del migdia d'avui
amb les tres de la tarda d'abans d'ahir? Té algun sentit canonic
parlar de l'instant de temps zero?' Podem multiplicar per 3 les
6:01 de la tarda del 4 d'abril de 1968, hora de Memphis, TN?
Si el temps formés un espai vectorial, ho podriem fer, perd no
podem. En canvi, si que podem sumar —o restar— cinc minuts a
tres quarts de cinc de la matinada d'avui, i també podem saber
quant de temps ha passat entre el migdia del 25 de juliol del
1714 i les dues del migdia del 11 de setembre d'aquell mateix
any. Aquest comportament del temps és normal, com veurem, en
una estructura d'espai aft.

— Sigui f una funcié real continua a tota la recta i sigui P el conjunt
de totes les seves primitives. Aquest conjunt P no té estructu-
ra natural d'espai vectorial: ni tenim 0 € P ni la suma de dues
primitives és una primitiva. En canvi, st que tindra una estruc-
tura natural d'espai afl que prové del fet que dos elements de P
difereixen en un element arbitrari de R.

— Sigui S el conjunt de totes les solucions de l'equacié diferencial
y” = y + e'. Tampoc no hi ha una estructura natural d'espai
vectorial a S pero st que hi ha una estructura d'espai aft que
prové del fet que dos elements de S difereixen en un element de
l'espai vectorial e'R & e 'R.

. . . . ’ . . —
— Sigui H el conjunt de les solucions d'un sistema lineal AX =
— . e 7y . .
d # 0. La situacio és la mateixa dels exemples anteriors: no
formen un espai vectorial, pero dos elements de H difereixen en
un element de l'espai vectorial ker A.

Donem ja la definicié d'espai afi. Un espai afi és una parella? (X, V)
formada per

1. Un conjunt® X. Els seus elements s'anomenen punts de l'espai afi.

TEstem parlant del temps de la mecanica classica. Res a veure amb el big bang.

2Segquint un ahus de llenguatge tradicional, sovint parlarem de | «espai afi X » i obviarem
mencionar l'espai vectorial V. Si volem ser més precisos, parlarem de '«espai afi X sobre
l'espai vectorial V» o de U'«espai afi X amb espai vectorial associat V ».

3Normalment, demanarem que X no sigui buit.

> 137 <



> Espai afi sobre un espai vectorial <

2. Un espai vectorial V.* Els seus elements s'anomenen vectors.

Aquests dos components de l'espai afi estan relacionats per una operacié’

® —anomenada suma i denotada com a tal— que ens permet sumar a
qualsevol punt qualsevol vector:

d:XxV—X
(P, V) P+7V

Finalment, aquesta operacié de suma ha de complir tres axiomes:

ﬁ
1. P4+ 0 = P per tot punt P € X.
2. P+ (V +Ww)=(P+7V)+ W per tot punt P € X i qualssevol vectors
vV, wev.

3. Per tot P, Q € X existeix un tnic vV € V tal que Q = P 4+ V. Deno-

V4 )
tarem aquest vector vV per PQO.

De manera més compacta, diem que un espai aft és un conjunt sobre el que
actua un espai vectorial, de manera simplement transitiva.®

Si l'espai vectorial V' té dimensié n, direm que l'espai afi té dimensid
n. De la definicid anterior es desprenen immediatament aquestes quatre
propietats:

— —
e PP = 0 pertot PeX.

— —
e PO =—QP pertot P,Q € X.

|

—

+ QR = PR per tot P, Q, R € X.

)
T
QS

— — — -
e Si PQ = RS, aleshores PR = QS per tot P,Q,R,S € X/

*Generalment suposarem que és de dimensi finita.

5Es a dir, un espai afi no és una parella (X, V) siné que és una terna (X, V, ®) formada
per un conjunt, un espati vectorial i una accié simplement transitiva de lespai vectorial
sobre el conjunt.

®Aquestes paraules volen dir, exactament, el mateix que hem dit a la definicié d'espai
afi. Dir que V actua sobre X vol dir que hi ha una aplicacié X x V — X que compleix els
axiomes 1 i 2. Dir que l'accié és simplement transitiva és una altra manera de dir que es
compleix l'axioma 3.

’Observem que aquesta propietat elemental dels espais afins ve a ser una mena
d’axioma de les paralleles.
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Finalment, és convenient fer aquest advertiment important:

En un espai afi, l'iinica operacio que podem fer és

H

P+ Vv
és a dir, sumar a un punt un vector. Qualsevol altra operacio
és inadmissible: sumar —o restar— punts, multiplicar punts
per escalars, etc., no tenen cap significat licit.®

Donem ara uns quants exemples d'espais afins:

e En els exemples anteriors —el temps, les primitives d’'una funcio, les
solucions d’'una equacio diferencial lineal o les solucions d'un sistema
lineal— és facil veure que tenim uns estructura d'espai afl natural.
Per exemple, en el conjunt P de les primitives d'una funcié f lUespai
vectorial seria V = R i l'operacio de V sobre P seria la suma ordinaria
de funcions F + k per F € P i k € R (entés com una funcié constant).

Un espai vectorial V' ens el podem mirar de manera natural com a
un espai aft sobre l'espai vectorial V, posant X := V i considerant la
suma de V com a operacié de V sobre X. Entendrem que aquesta és
Uestructura aft canonica d’'un espai vectorial.

El complement d'un hiperpla en un espai projectiu té una estructura
natural d'espai afl. Més concretament, sigui V un espai vectorial de
dimensié n + 1 i considerem el seu espai projectiu P(V). Sigui H un
subespai de V de dimensié n i considerem la subvarietat projectiva
P(H) C P(V), que és un hiperpla de P(V). Afirmem que

X = P(V) — P(H)

té una estructura natural d'espai afi de dimensié n. Per comprovar-ho,
hem de trobar un espai vectorial £ de dimensié n apropiat i una accio6
de E sobre X que compleixi els tres axiomes dels espais afins.

L'espai vectorial apropiat £ és aquest:

E:= L(V/H, H)

8Més endavant definirem una certa operacié entre punts —les combinacions afins de
punts— que seran, doncs, l'excepcid a aquesta regla. D’altra banda, pot ser temptador

—
definir una resta de punts a través de P — Q := QP. Aquesta definicio és licita, pero pot
dur facilment a errors i és preferible no utilitzar-la mai (vegeu lUexercici 111.5).
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és a dir, l'espal de les aplicacions lineals de l'espai vectorial quocient
V//H en l'espai vectorial H. Veiem que V/H té dimensid 1 i, per tant,
E té dimensié n. Ara hem de definir la suma d'un punt P =[V] € X i
un vector ¢ € E. Ho fem aix:

P+ ¢:=[V+ ¢n(V)]

on st : V — V/H és l'aplicacié de pas al quocient. Deixem com a
exercici comprovar que aquesta suma esta ben definida i que compleix
els tres axiomes d'espai afi. (Exercici I11.6.)°

En conclusié: el complement d'un hiperpla en un espai projectiu és
un espai afi. De fet, es pot demostrar que per aquest procediment
s'obtenen tots els espais afins. Estudiarem amb més detall tot aixo en
el capitol C5.

Combinacions afins

Definirem ara una operacidé important que podem fer en els espais afins: les
combinacions afins. Suposem que tenim un espai aft X, n punts Py,..., P, €
X i n escalars Aq,..., A, € k que compleixen la condicid Ay + -+ A, = 1.
En aquestes circumstancies, podem definir la combinacio afi

)\1/31 + - +)\n/3n e X

d’aquesta manera: escollim un punt qualsevol O € X i definim
— —
AP+ + APy = 0+ (MO/% +---+A,70Pn) :

Hem de comprovar que el resultat és independent del punt O que haguem

YAquesta construccié que acabem de fer és complicada i poc intuitiva pero és, inevita-
blement, la construccid que cal fer per dotar X d'una estructura natural d'espai afi. De
tota manera, si renunciem a la naturalitat, hi ha una manera molt més senzilla de convertir
el complement d'un hiperpla en un espai afi. Es aquesta: en primer lloc, convertim l'espai
projectiu en un P,(k), de manera que 'hiperpla P(H) sigui Uhiperpla x, = 0. Aleshores, el
conjunt X sera

X = {{xo, ce Xn} EPpix, # 0}.

Com a espai vectorial que actua sobre l'espai afi prenem el mateix hiperpla x, =0 de Vi
laccié que considerem és

o -
(X0 X0} + (Ror o1 A1, 0) = {XO ¥, ..., ot +An_1,1}.

n Xn
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escollit. En efecte, si O’ és un altre punt, tenim
— —
MPi+ -+ APy = 0+ (MO/% +o AnOPn)
— _— — —_— —
=000+ (00 +0P;) +--+, (00 + 0P,
— —
=0+ (WOP 4+ 2,0P,).

Observem que la condiciéo Ay + --- + A, =1 és essencial.

En particular, si tenim dos punts P, Q € X i un escalar A € k podem fer
la combinacié afi AP + (1 — A)Q que déna un punt de l'espai afi."”

Un exemple important d'utilitzacié de les combinacions afins apareix en
la definicié del baricentre d’'un conjunt (finit) de punts. Si tenim punts
Pi,..., P, en un espai afi, el seu baricentre és el punt

1 1
B=-Pi+...+-P,.
r r

Evidentment, perqué aixo tingui sentit cal que el nombre de punts r sigui
una unitat al cos base k.

Un altre exemple d'aplicaciéo de les combinacions afins —un exemple
amb un gran impacte tecnologic— és el de les corbes de Bézier."' Si Py i

9Aquest concepte de combinacié afi és molt util perdo també és «perillés» perqué no
hem d'oblidar que no podem ni sumar ni restar punts ni multiplicar-los per escalars ni,
en general, fer combinacions lineals de punts que no compleixin la condicid imprescindible
que la suma dels coeficients sigui igual a 1. Per exemple, A = 3P —2Q té sentit, pero ni 3P
ni —2Q signifiquen res, ni tampoc podem «deduiry, de la igualtat anterior, que A+2Q = 3P
(una expressidé que no té cap sentit). Cal anar amb compte de no caure en aquests errors.
Una manera d’entendre facilment com és que es poden fer combinacions afins i no es poden
fer combinacions lineals generals consisteix en pensar en l'espai afl de les primitives d'una
funcié continua: si F, G sén primitives de f # 0, la combinacié lineal 3F 4+ 2G no és una
primitiva de f, perd la combinacié afi 3F — 2G si que és una primitiva de f.

Aquestes corbes van ser utilitzades per primera vegada als anys seixanta del segle
XX per Uenginyer Pierre Bézier, que les va aplicar al disseny dels automobils Renault.
Actualment, les corbes de Bézier son omnipresents al disseny perqué son les que es fan
servir a tots els programes de CAD i als estandards tipografics (TrueType, PostScript, etc.).
Sén la base de tot el que es coneix com a grdfics vectorials, per oposicid als formats raster.
Aqui teniu un exemple: . o

Bézier Bézier
La primera paraula es veu igual independentment del nivell de zoom que fem, perqué les
corbes que la determinen sén corbes de Bézier que es calculen cada vegada que ampliem
la imatge. En canvi, la segona paraula no esta definida per funcions matematiques sino
que és un conjunt de pixels més o menys foscos que, amb un nivell de zoom concret, es
veuen practicament igual que la primera paraula.
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Py sén punts d'un pla afi sobre el cos real, la combinacid afi
Qo(t) =1 =t)Py+tP, 0<t<1

parametritza el segment que va de Py a P;. Suposem que tenim un tercer
punt P, i que parametritzem el segment de Py a P, per la combinacio6 afi

Qi(t) =(1=t)P,+tP,, 0<t<1.
Ara podem considerar el segment de Qp a Q:
f(t):=(1—=1)Qo + tQ; = (1 — t)?Py + 2t(1 — t)Py + t°P,, 0<t <1,

que és una corba de segon grau que uneix Py amb P, i és, per definicio, una
corba de Bézier quadratica. Si, en lloc de tres punts Py, Py, P, en prenem
quatre, obtindrem una corba de Bézier ctbica.
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18. Subvarietats i formules de
Grassmann

/)‘66 n els espais projectius tenim el concepte de subvarietat i aquest

: concepte també existeix en els espais afins. Ja hem vist que

%}L§ els espais afins i els espais projectius estan molt directament

relacionats i, de fet, també hi haura una bona relacié entre les
subvarietats projectives i les subvarietats afins.

Sigui X un espai aft sobre un espai vectorial V. St P és un punt de X i
F és un subespai vectorial de V, podem considerar tots els punts de X que
s'obtenen sumant a P vectors de F:

—
P+Fi={P+Vex:VeF}={oex:POeF}.
Direm que aquest subconjunt de X és una subvarietat afi' de X. Observem:

e Pésunpuntde P+ F. Si Qe P+ F, aleshores P+ F =0+ F.

e El subespai F C V esta completament determinat per la subvarietat
P + F (exercici lIl.11). Direm que F és el subespai director de la
subvarietat P + F.

e Si F té dimensiéo m, direm que P+ F és una subvarietat de dimensio m
de X. Stm =1, direm que la subvarietat és una recta; st m = dim X—1,
direm que la subvarietat és un hiperpld. Una subvarietat de dimensio
zero és un punt.

e Una subvarietat P + F hereta de X una estructura d'espai afi, amb
espai vectorial associat igual a F.

e En el mén aft hi ha el concepte de parallelisme. Dues subvarietats
P+ F i Q+ G direm que sén paralleles quan F C G o G C F. En
el cas de dues rectes, aixo és el mateix que dir que dues rectes sdn
paralleles si tenen el mateix subespai director. Observem que, en
aquest context, estem considerant que tota subvarietat és parallela a
ella mateixa.

'Si el context és clar, en direm simplement «subvarietat».
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Les rectes d'un espai afi compleixen les propietats que esperem en una
geometria «afi»:

e Per dos punts diferents hi passa una Unica recta.

e Donat un punt P i una recta r, hi ha una Unica recta que passa per P
i és parallela a r.

e Si tenim quatre punts diferents no alineats A, B, C, D de manera que
la recta AB és parallela a la recta CD i la recta AC és parallela a la

—> —
recta BD, aleshores AB = CD.

Les demostracions son senzilles i les deixem com a exercici.

Suma i interseccidé de subvarietats

I[gual que succeeix en els espais projectius, podem parlar d'interseccio i
suma de subvarietats:?

e Si Y,Z son subvarietats de X i Y NZ + &, aleshores Y N Z és també
una subvarietat de X. En efecte, st P € YN Z, aleshores Y =P+ F i
Z =P+ G 1iésfacil veure que YNZ =P+ (FnG).

e SiY=P+FiZ=0+ G sbn dues subvarietats de X, podem definir
la seva suma com la subvarietat

Y+Z:=P+ (F+G+(W§)).

Es pot comprovar que, amb aquesta definicio, Y +Z=72+YiY+Z
és la subvarietat més petita® que conté Y U Z (exercici 111.9).

Coneixem la relacid que hi ha entre els espais projectius i els espais
afins: si eliminem un hiperpla d'un espai projectiu, obtenim un espai aft
de la mateixa dimensid. Aquesta relacio es tradueix també en una relacié
entre les subvarietats projectives i les subvarietats afins. Més concretament,
suposem que tenim un espat projectiu P(V) i un hiperpla P(H) C P(V). Hem

2Aqui tenim una altra excepcié a la regla que «no podem sumar puntsy». En efecte, un
punt és, de fet, una subvarietat de dimensié zero i dues (o més) subvarietats es poden
sumar. Per tant, si tenim punts A, ..., A, € X, podriem interpretar A; + --- + A, com la
subvarietat de X que és suma de les subvarietats A, ..., A,.

3Aixo vol dir que si W és una subvarietat i W D Y U Z, aleshores W D Y + Z.
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vist que X = P(V)—"P(H) té una estructura natural d'espat aft sobre un cert
espal vectorial E. Existeix una correspondéncia bijectiva natural

{ subvarietats afins } — { subvarietats projectives de P(V) }
de X

— no contingudes a P(H)

Anem a veure com funciona aquesta correspondéncia bijectiva i quines pro-
pietats té. Donarem només les idees principals i deixarem els detalls per a
un capitol de la part de la part de Complements.

Suposem que tenim una subvarietat projectiva P(W) C P(V) que no
estigui continguda a P(H). Considerem L = P(W) N X. Cal veure que es
tracta, efectivament, d'una subvarietat afi de X. En primer lloc, observem
que, per hipotesi, existird un vector V. € W tal que V ¢ H. Siqui P :=
[V] € X. Recordem que X és un espai afi sobre l'espai vectorial E =
L(V/H, H). Aleshores, es pot demostrar que

L=PW)NX=P+L(VIH WnH)

que és una subvarietat afi de X de la mateixa dimensié que P(W).

Reciprocament, si comencem amb una subvarietat afi L = P+ F de l'espai
aft X, tindrem que P =[V]amb V € V—H i F és un subespai vectorial de
E = L(V/H, H). Hem d'associar a L una certa subvarietat projectiva L de
P(V). Comencem definint aquest subespai vectorial de H:

K:={¢n(V):¢p € F} CH
Aleshores, st definim B
L:=P((V)®K)
obtenim una subvarietat projectiva de P(V) de la mateixa dimensidé que L.

Podem comprovar aquestes propietats de les correspondéncies que aca-
bem de definir:

e Les dues correspondeéncies sdn inversa una de l'altra:

[NX=1L, INnX=0L.

e Aquestes correspondéncies es comporten bé respecte de la suma de
subvarietats:

L +L2=L_1+L_2.
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e També es comporten bé respecte de la intersecci6 de subvarietats, pero
ara cal seu una mica més curosos. Si L1 i L, s6n dues subvarietats
afins tals que Ly N L, # &, aleshores

LNl =1L nL.

En canvi, si L4 N L, = @, aleshores

e~

L_10L_2:7)(F10F2)

P

on F1 N F, indica un espat vectorial isomorf a 1 N F,.

Formules de Grassmann afins

La correspondéncia entre subvarietats afins i subvarietats projectives ens
permet deduir, a partir la férmula de Grassmann de la geometria projectiva
—que recordem que era una conseqliéncia immediata de les férmules de
l'algebra lineal— unes férmules de Grassmann afins que, com feien les for-
mules projectives, ens relacionen les dimensions de la suma i la interseccid
de subvarietats amb les dimensions de cada subvarietat.

Siguin Ly = P1+ Fy i L, = P, + F, subvarietats d’un espai afi (de
dimensié finita). Aleshores:

1. Si Ly N L, + &, aleshores
dim(Ly + Ly) = dim(Ly) + dim(Ly) — dim(Ly N Ly).
2. SilinN L, =3, aleshores

dim(Ly + Ly) = dim(Lq) + dim(Ly) — dim(Fy N Fp) + 1.

La demostracid és immediata a partir del fet que tot espai afi proce-
deix d'un espat projectiu, de les féormules de Grassmann projectives i dels
comentaris anteriors sobre el comportament de la correspondéncia entre
subvarietats afins i projectives respecte de la suma i la interseccié de sub-
varietats. D’altra banda, les formules també es poden demostrar directa-

ment amb molta facilitat, sense haver de recdrrer a l'espai projectiu (exercici
1.10).
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&?}{ﬁ ns agradaria poder introduir sistemes de referéncia en els espais
: afins de manera que els punts i els vectors tinguessin coorde-
LU\ nades i les subvarietats tinguessin equacions. La manera de
fer-ho és aquesta. Suposem que X és un espai afl sobre l'espai
vectorial V. Una referéncia afi per a X és una parella

R = {P;B}

’ . \ . . g —>
on P ésun punt de X (anomenat l'origen de la referéncia) iB ={€1,...,€,}
és una base (ordenada) de l'espai vectorial V.

Fixada una referéncia R de X, cada punt A € X té unes coordenades
perfectament determinades que es defineixen aix:

A=(M ..o h)) &= PA=ATi+ - +ACn

Es a dir, quan escollim una referéncia, els punts de X queden en cor-
respondéncia bijectiva amb k", de manera que el punt P de la referéncia

es converteix en (0,...,0). A més, l'operacié de suma de l'espai afi es con-
verteix en la suma «coordenada amb coordenada»: si sumem el punt de
coordenades (Aq,...,A,) amb el vector de coordenades (i, ..., u,) obtenim

el punt de coordenades

—_—
(A, e An) (oo tn) = (M A+ ).

Es possible introduir coordenades de manera geométrica, sense invocar
una base de l'espai vectorial associat? La resposta és si. Suposem que
X és un espai aft de dimensiéo n. Considerem n + 1 punts Ay, ..., A, que
compleixin aquestes condicions equivalents:

1. Cap d'ells no es pot expressar com a combinacié afi de la resta.’

2. No ht ha cap subvarietat propia que els contingui tots.

"En la notacié de lexercici 11118 aixd vol dir que els punts sén afinament independents.
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3. Ao+ -+ A, = X (suma entesa com a suma de subvarietats).

4. Els vectors AjAs, ..., AA, € V son linealment independents.

Si tenim aquests punts, podem considerar aquesta referéncia aft:

R = {AO;AOA1,...,A0AH}

i considerar coordenades respecte d'aquesta referencia. Observem que, d'a-
questa manera, les coordenades dels punts Ay, ..., A, son

Ay = (0,...,0)

A=(0,...,1,...,0), i=1,...,n, un tnic 1 en el lloc i-éssim.

Relacié amb les coordenades projectives

Si ja sabem que un espai afl és el complement d’'un hiperpla en un espai
projectiu, té sentit preguntar-se quina relacié hi ha entre les coordenades
homogenies a l'espai projectiu i les coordenades afins a l'espai afi. Suposem,
doncs, que tenim un espai projectiu P(V) i un hiperpla P(H) C P(V). Si
volem tenir coordenades homogenies a P(V) hem d'escollir una referéncia
projectiva Uy, ..., U,, U. Lescollim de manera que el punts Uy,..., U,_4
estiguin a Uhiperpla P(H). Es a dir, fem que aquest hiperpla sigui Uhiperpla
x, = 0. Aleshores, considerem aquests punts de l'espai aft X = P(V)—P(H):

A =U,={0,...,0,1}
A={0,...,1,...,0,1}, i=1,...,n (un 1 en el lloc i-éssim)

que clarament sén afinament independents i ens donen una referéncia aft,
com hem explicat abans. En aquests moments, doncs, tenim coordenades
homogeénies a P(V) i coordenades afins a X. Volem veure quina relacid hi
ha entre aquestes dues coordenades.

Les coordenades projectives que hem escollit ens identifiquen l'espai
projectiu P(V) a P,(k), on k és el cos base, de manera que H és 'hiperpla
x, = 0. En aquestes circumstancies, la discussid a la nota de la pagina 140
ens identifica l'espai vectorial de l'espai afl X a H i ens descriu com és la
suma d'un punt amb un vector. D'aquesta manera, és facil veure que

o {AvA1, ..., AvA,} és la base candnica de H.

o SiP=1{hy,...,\} & H, aleshores AP = (Ao/An, ..., An_1/An, 0) € H.
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En conclusid, la relacié que hi ha entre les coordenades projectives i les
coordenades afins —quan hem escollit la referéncia afi de la manera que
hem indicat— ve donada per aquestes senzilles correspondéncies:

)\0 )\/7—1 )

Aoy Ap — ...,
o }H(An A

(L, oo ptn) o {1}

Aquests canvis de coordenades aft <» projectiu s'anomenen, respectivament,
homogeneitzacié i deshomogeneitzacid, per motius obvis.

Equacions d’'una subvarietat

Suposem que tenim fixada una referéncia R = {Py; B} de lespai afi X i que
L = P+ F és una subvarietat de X. El punt P tindra unes coordenades

P=(p1,....pn)

i podem escollir una base de F

En aquestes condicions, anomenarem equacié parameétrica de L U'expressio

(Xt oo Xa) = (p1- o pa) + ) ATV
1

Si els parametres A; recorren k, obtenim les coordenades (Xj,..., X,) de
tots els punts de L.

Les equacions cartesianes d'una subvarietat les obtindrem eliminant els
parametres A; de l'equacié parametrica. Fem-ho amb detall. En primer lloc,
si escrivim cada vector v; com a combinacid lineal de la base B, tindrem

Vi=ogVi+-—+a, vV, i=1...r

i l'equacid parametrica adopta la forma

(Xt Xa) = (p1, - pa) + ) Al )
1

que, si l'escrivim en forma matricial, és

X1 — pi al oof A

X, — pn al o o A
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Els punts de la subvarietat son els que tenen coordenades (X, ..., X;) que
fan que l'equacié matricial anterior tingui solucié. Sabem que l'equaci6 té
solucié si L només si el rang de la matriu (/) (que ja sabem que és igual a
r) és el mateix que el rang de la matriu ampliada (a/ | X; — p;). En conclusié:
les equacions cartesianes de la subvarietat sén les que resulten d'igualar

a zero els menors (r+ 1) x (r + 1) de la matriu ampliada (O(f ‘ Xi — p,-).

D’altra banda, si tenim les equacions cartesianes d'una subvarietat, tin-

dran la forma matricial
Xi b1

B : = :
X b,
Aleshores, l'equacié parameétrica s'obtindra «resolent» el sistema lineal an-
terior i expressant la solucié en la forma

(X1,.... X)) = (p1,...,pn) + ker B.

Fem un exemple. Considerem la subvarietat P + F d'un espai afi de
dimensié 4 sobre el cos racional que, en una certa referéncia, s'expressa

com P =(1,3,0,—1), F = <(0,1,—1,—3),(1,—1, 1,0)>. La matriu ampliada

corresponent seria

0O 1 x-—1
1T -1 y-3
-1 1 z
-3 0 t+1

Aquesta matriu ha de tenir rang 2. Per tant, els seus quatre menors 3 x 3
han de ser zero. De fet, en aquest exemple n’hi ha prou amb igualar a zero
dos d'aquests menors. Les equacions cartesianes que obtenim sén

y+z=3
3x+3y+t=11
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20. Afinitats

om sempre fem quan introduim una certa estructura, és hora de
definir quines seran les transformacions dels espais afins. En
direm afinitats (també: aplicacions afins, transformacions afins)
i, com que un espai afl conté tres ingredients —els punts, els
vectors i la suma (punt + vector)— les afinitats han de tenir en compte
aquests tres ingredients.

Suposem que X i X’ son espais afins amb espais vectorials associats V' i
V', respectivament. Suposem que el cos base és el mateix en els dos casos.
Una afinitat del primer d'aquests espais afins en el segon consisteix en

1. Una aplicacié (de conjunts) f: X — X'
2. Una aplicacid lineal ¢ : V — V.

3. Una relacié de compatibilitat entre f i ¢: per tot P € X itot V € V

es compleix
f(P+7V)=f(P)+ ¢(V).

Quan tinguem una afinitat, per abus de llenguatge parlarem de l'afinitat
f: X — X/, sense fer mencié de l'aplicacid lineal ¢p. Una manera natural de
referir-se a l'aplicacid ¢ és anomenar-la la diferencial de f i denotar-la df.
Aquesta notacio és coherent amb el concepte de diferencial d'una funcié
de diverses variables? i amb el fet que, com veurem més endavant, ¢ ve
determinada per f.

St admetem que ¢ sigui una aplicacié semi-lineal, obtenim un concepte
més general que anomenarem «semi-afinitaty. En aquest cas, ja no cal
exigir que els dos espais afins tinguin el mateix cos base.

Estudiem ara una série de propietats elementals de les afinitats que sdén
totes senzilles de demostrar.

TObservem que no cal que f sigui bijectiva. Aixo contrasta amb el cas projectiu quan
exigiem que les homografies fossin bijectives.

2En efecte, si considerem una afinitat f : R” — R", aleshores df : R” — R™ coincideix
efectivament amb la diferencial —o aplicacio lineal tangent— del calcul diferencial.
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e La composicio de dues afinitats torna a ser una afinitat.

e Per la condici6 3, és evident que es compleix

df(PO) = 1(P)(Q).

Aquesta férmula ens diu que laplicaciéd df ve determinada per lapli-
cacié f. Dit d'una altra manera, si sabem que f : X — X’ és una
aplicacié que forma part d'una afinitat, ja no cal especificar quina és
l'aplicacid lineal df, perqué es dedueix de f.

e En canvi, l'aplicacid lineal df no determina f: hi pot haver afinitats di-
ferents amb la mateixa aplicacid lineal associada. Ja veurem exemples
més endavant. De tota manera, si coneixem df i coneixem la imatge
d'un sol punt, st que ja tenim determinada f. En efecte, si sabem que
f(Po) = Qp aleshores, st P € X és un punt qualsevol, tenim

F(P) = f(Po + PoP) = f(Po) + df(PoP) = Qp + df(PoP).

e Les afinitats conserven les combinacions afins. Si Ay +---+ A, = 1,
aleshores

fMPr+ -+ AP = ME(Pr) + -+ AL(P).
Aixo es comprova facilment a partir de la definicié de combinacié afi.

e Les afinitats transformen subvarietats en subvarietats. Suposem que
f: X — X és una afinitat it L = P + F és una subvarietat de X.
Aleshores, és immediat comprovar que

(P + F) = f(P) + df(F).

e Una afinitat és bijectiva a nivell de punts si i només si ho és a nivell
de vectors. Per tant, podem parlar d'afinitats bijectives sense haver
d'especificar si ho sén a nivell de punts o de vectors.

Expressié en coordenades

Suposem que tenim una afinitat f : X — X’ i que tenim referéncies afins
als dos espais afins X i X’. Com podem expressar l'acciéo de f a nivell de
3 5 _(p. > — . . ,
coordenades? Suposem que R = {Py; V1,..., V,} és una referéncia afi de

. e d —> 3 by . 7 .
XiR ={Py V), ...,V } ésunareferéncia afi de X". St A = (A,...,A,)
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és un punt de X t f(A) = (th, ..., Um) és la seva imatge a X’, quina relacid
hi ha entre les coordenades (A;) i les coordenades (u;)?

Observem que, per definicié de coordenades d'un punt en una referéncia,
tenim

A= P+ iw[, f(A) = Py + Z Vi
Per tant, 1 1
f(A) = f (Pg +y A[V’i) — f(Po) + im df(V)
1
Py Py

—_—
=f(Po) +M | : | =Py+ Pyf(Po)+M | :
)\n )\”
on M és la matriu de laplicacié lineal df : V — V' en les bases {V} i

—>7 ] . .7 .y
{Vi}. D’aquesta manera, arribem a la conclusié que la relacié entre les
coordenades de A i les coordenades de f(A) ve donada per l'equacid

(7)) = (pj) + M (A)

) D/ D —> y .
on (p1,...,pm) s6n les coordenades de Pyf(P;) en la base {V'}, és a dir,
les coordenades de f(Py) en la referéncia R’. Una manera més compacta
d'expressar aquesta formula és utilitzant una «ampliacido» de la matriu M:

P

Pm

\0 ...... 0 1

Amb aquesta notacid, la relacié entre les coordenades de A i les de f(A)
s'escriu aixt:

Lh A
S vl I
Him An
1 1

Amb aquesta senzilla estratagema de la «matriu ampliada» podem treballar
amb les afinitats com ho fariem amb les aplicacions lineals: composicio
d'afinitats, canvi de referéncies, etc.

3S'intueix —i és una intuicié correcta— que hi ha una relacié entre aquesta matriu
ampliada i els processos d’homogeneitzacié i deshomogeneitzacié que ens relacionen les
coordenades afins i les coordenades projectives.
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21. Algunes afinitats interessants

@é n aquest capitol considerarem afinitats d'un espai aft en ell ma-

: teix. Direm que dues afinitats sén similars o equivalents si hi

LU (\ ha una afinitat bijectiva —és a dir, un canvi de referéncia afi—

que transforma una en l'altra. Més exactament, dues afinitats

f,g : X = X son equivalents si existeix una afinitat bijectiva h : X — X tal

que h='fh = g. Hem aprés que, fixada una referéncia, una afinitat ve dona-

da per una matriu ampliada. Dues afinitats f i g seran similars si existeixen

referéncies R i R’ tals que la matriu de f en la referéncia R sigui igual a
la matriu de g en la referéncia R'.

A U'hora d'estudiar una afinitat hi ha dos conceptes importants:

e Punts fixos. Evidentment, un punt fix d'una afinitat f és un punt P tal
que f(P) = P. Es poden trobar resolent l'equacié lineal f(X) = X. EL
conjunt de tots els punts fixos de f, si no és buit, forma una subvarietat
que designarem per Fix(f) (exercici 111.30). Es clar que la dimensié
d’'aquesta subvarietat és un invariant de f: st dues afinitats f, g sén
similars, aleshores Fix(f) i Fix(g) tenen la mateixa dimensio.

e Rectes invariants. Una recta r és invariant per una afinitat f si es
compleix que si P € r, aleshores f(P) € r.' Si la recta és L =
3 H _ . . by e . . . _ 1
P + (V'), aleshores les condicions necessaries i suficients perqué L
sigut invariant per f son (exercici 111.33):

— .
1. vV ha de ser vector propi de df.

P L. —>
2. Pf(P) ha de ser un multiple de V.

Aquests dos conceptes son casos particulars del concepte general de subva-
rietat invariant, un concepte que ens porta a definir el nivell d'invariancia
d’'una afinitat com la minima dimensié d’'una subvarietat invariant. Si hi ha
algun punt fix, el nivell d’invariancia és 0; si no hi ha cap punt fix pero hi

TObserveu la diferéncia entre «una recta invariant» i «una recta de punts invariants»:
si tots els punts d’'una recta son invariants, és clar que la recta és invariant, pero en una
recta invariant pot ser que no hi hagi cap punt invariant.
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ha alguna recta invariant, el nivell d'invariancia és 1, etc. La notacié que
utilitzarem per al nivell d'invariancia és p(f) i és evident que es tracta d'un
invariant de les afinitats, en el sentit que tenir el mateix nivell d'invariancia
és una condicié necessaria perqueé dues afinitats siguin similars.

Quan el nivell d’'invariancia és > 0 (és a dir, quan no hi ha cap punt fix)
es diu que hi ha lliscament.

Estudiem ara algunes afinitats f : X — X que tenen un interés especial.

. . — .7 —>
e Translacions. Escollim un vector v # 0. La translacio de vector Vv
és l'afinitat T+ que es defineix per

T»(P)=P+7V.

Observem immediatament que una translacié no té punts fixos i que
les seves rectes invariants sén les que tenen subespai director igual
a (V). Daltra banda, l'aplicacié lineal associada és la identitat. Si
escollim una referéncia aft en la qual el primer vector de la base sigui
igual a V, la matriu de T+ s'escriu

1 1
0
0
1 S
0 S0 |1

En conclusiod, totes les translacions son similars i tenen nivell d’inva-
riancia igual a 1.

e Reflexions. Suposem ara que el cos base té caracteristica diferent de
dos. Sigui H un hiperpla de X amb subespai director E i sigui V ¢ E.
La reflexié respecte de H amb arrel V' és 'linica afinitat f : X — X
que deixa fixos tots els punts de H i tal que df(V) = —V.2 Si prenem
una referencia

'R,: {P; 71,...,7,7}

— — — — .
onPeH, vy,...,v,1€E VvV, ="V, lamatriu de f en aquesta

2Aquest concepte classic de reflexié es pot generalitzar de diverses maneres. Per exem-
ple, en lloc d'exigir df(V) = —V podem demanar que df(V) = AV per algun A # 0,1.
Encara més general, podem oblidar-nos de larrel V' i demanar només que Fix(f) sigui un
hiperpla. En aquest darrer cas es parla de pseudo-reflexions.
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referéncia és

1 0
1 :

—1 0

\0 e e 0 1

Deduim que totes les reflexions sén similars. També veiem que Fix(f) =
H i pel que fa a les rectes invariants, a banda de les que estan contin-
gudes a H (evidentment) només ho son les que tenen subespat director
. —> . . 7 . .7
igual a (V). Sovint es diu que H és el mirall de la reflexio.

Projeccions. Considerem un hiperpla H amb subespai director E i
. . = . .y . .y —>
sigut vV ¢ E. La projeccio sobre H en la direccié del vector v és
Uafinitat f : X — X que deixa fixos tots els punts de H i tal que

el - Iy . . .
df(v) = 0. Es clar que, en una referéncia apropiada, la matriu de f
és

1 0
1 :

0 1o

0 --- --- 0 1

Totes les projeccions sdén similars.

Homotécies. Una homotécia és una afinitat f : X — X tal que df = r/
on r # 0,1 s'anomena la raé de 'homotécia i / és la identitat. Si
prenem una referéncia qualsevol i calculem la matriu de f obtindrem

r b4
r bn
0 --- 0 1

Veiem immediatament que f té un Unic punt fix. Si prenem aquest
punt fix com a punt base de la referencia afi, la matriu de f esdevé

r 0
rolo
0 -0 |1

En conclusid, dues homotécies son similars si i només si tenen la
mateixa raod.
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e Reflexions amb lliscament. Estudiem ara la composicié d’'una reflexio
. .y ; \ .7 —
i una translacié f = Ty R.3 Aqui R sera una reflexi6 amb arrel Vv,
respecte d'un hiperpla H amb subespai director E. Prenem una refe-

i . — — .
réncia apropiada R = {Py; V1,..., V,} que hem escollit de manera
— — .= - .
que H=Py+{(V4,..., V1)1 VvV, = V. En aquesta referéncia, la
matriu de R sera
1 0
1
—1 0
\0 B 0 1
. —> s .
Si les coordenades de w soén (by,..., b,), la matriu de f en aquesta
referéncia sera
1 by
1 :
—1 :
bn
\0 e oo 0 1

Ara hem de distingir dos casos:

- SiW és multiple de V,seraby=---=bh, 1=01veiem que tots
els punts de U'hiperpla 2x, = b, sén fixos per f. La conclusid és
que f torna a ser una reflexid. L'arrel és la mateixa de R, pero
Uhiperpla de punts fixos ha canviat.

— En canvi, si algun b; # 0, 1 < i < n —1, veiem que f no té
cap punt fix i, en consequiéncia, no és una reflexié. Direm que es
tracta d’'una reflexio amb lliscament. En aquest cas existeix una
referencia en la qual la matriu de f té aquesta forma:

1 1
0

1 :

—1 0

\0 0 1

0y . . o . —_—
Per trobar aquesta referencia fem el segiient. Escrivim w =
— — — —
b,v,+ e amb e € E, € # 0. Prenem com a punt base de la
nova referéncia

30bservem que les afinitats RT3 i T R sén equivalents i, per tant, n’hi ha prou amb
estudiar-ne una.
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. — — — —
i com a base de E prenem €4,..., €, de manera que €1 = €,
€1,..., €,-1 sigut una base de E i €, = V. Es comprova
facilment que la matriu de f en aquesta referéncia és com la
matriu anterior.

No hi ha punts fixos, pero st que hi ha rectes invariants, per

—> . ’. . . s
exemple la recta Qp + (‘e ). Per tant, el nivell d’'invariancia és
igual a 1.

Les reflexions amb lliscament ens proporcionen un exemple no trivial
de dues afinitats no similars f ~ g amb la mateixa diferencial df = dg,
que es distingeixen perqué tenen nivells d'invariancia diferents.
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22. Dos teoremes importants de
geometria afi

El teorema fonamental de la geometria afi

Q ‘anomenat «teorema fonamental de la geometria projectivay (ca-
\p pitol 15) afirma que —amb algunes excepcions molt clares—
g %)tb totes les collineacions s'obtenen a partir d'aplicacions semi-

lineals. Analogament, s'anomena «teorema fonamental de la
geometria afi» el teorema que afirma que totes les collineacions de l'espai
aft —amb algunes excepcions molt clares— s6n semi-afinitats.

Recordem que, en qualsevol ambit on tingui sentit parlar de linies rectes,
una collineacié és una aplicacié bijectiva f : X — X que compleix que
tres punts diferents A, B,C € X estan alineats si i només si els punts
f(A), f(B), f(C) € X també estan alineats.

Per exemple, si X és un espati afi, una afinitat bijectiva és automaticament
—
una collineacid. En efecte, A, B, C € X estan alineats si i només si AB =
ﬁ H % . 1 7 .
AAC amb A # 0. Com que df(AB) = f(A)f(B), aixd és equivalent a que
f(A), f(B), f(C) estiguin alineats. Si f no és una afinitat pero st que és una
semi-afinitat, la mateixa demostracié ens diu que f és una collineacid.

Ens preguntem, doncs, si collineacions i semi-afinitats son el mateix.
En general, la resposta és no, perque hi ha una serie de contraexemples
evidents:

e Enun espaiafi sobre el cos de dos elements les rectes només tenen dos
punts i, com que mai no podem tenir tres punts diferents alineats, tota
aplicacié bijectiva és una collineaci6. Pero no tota aplicacié bijectiva
és una afinitat (exercici 111.42).

e En un espai afi de dimensid 1 tots els punts estan alineats i, per tant,
tota bijeccio és una collineacid. Pero hi ha aplicacions bijectives que
no son semi-afinitats. Per veure-ho hem d'utilitzar un recurs similar

1Si el cos base és el cos de dos elements, afinitats i semi-afinitats sén el mateix.
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al que vam utilitzar en el cas projectiu. En aquell cas, vam introduir la
rao doble i vam veure que les collineacions que sén homografies sén
precisament les que conserven la rad doble. En el cas afi, l'invariant
és la rao simple.

Siguin A, B, C tres punts diferents d'una recta d'un espai afi. Definim
la seva rad simple com l'escalar (ben definit) (A, B, C) € k que compleix

— —
AB = (A, B, C) AC.

Es molt senzill comprovar que si f : X — X és una afinitat bijectiva,
aleshores (A, B, C) = (f(A), f(B), f(C)). Reciprocament, si X té dimensio
1if conserva la rad simple, aleshores f és una afinitat (exercici 111.49).

Si excloem aquestes dues «patologiesy, les collineacions i les semi-afinitats
son el mateix.

[teorema fonamental de la geometria afi] Si f : X — X és una
collineacié d’un espai afi de dimensié finita > 1 sobre un cos de
més de dos elements, aleshores f és una semi-afinitat.

La demostracid d'aquest teorema no la podem incloure aquit.

Classificacid de les afinitats

El segon teorema important que discutirem en aquest capitol fa referéncia
a la classificacio de les afinitats. Si tenim dues afinitats f,g : X — X, com
podem decidir si sén similars o no ho sén??

Comencem buscant algunes condicions necessaries perqué f i g siguin
similars. Es clar que si f té punts fixos i g no en té, no poden ser similars.
Més en general, és clar que si sén similars han de tenir el mateix nivell
d’invaridancia.

L'altra condicid necessaria molt clara és que si f és similar a g, aleshores
df i dg son aplicacions lineals similars. Recordem que dues aplicacions
lineals sdén similars si existeix un canvi de base que transforma una en
Ualtra.

El teorema de classificacid diu que aquestes dues condicions sén també
suficients:

2Recordem que «similars» vol dir que hi ha un canvi de referéncia que transforma una
en laltra i, per tant, les dues tenen exactament les mateixes propietats geométriques.
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Dues dfinitats f, g : X — X soén similars si i només si

1. Les aplicacions lineals associades df i dg sén similars.

2. Els nivells d’invaridncia p(f) i p(g) son iguals.

Aquest teorema —que no podem demostrar aqui— redueix el problema de
decidir si dues afinitats sén similars a dos problemes: decidir si dues apli-
cacions lineals sén similars i calcular el nivell d'invariancia. Diguem alguna
cosa sobre aquests dos problemes.

El problema de la classificacid de les aplicacions lineals es resol en els
cursos d'algebra lineal utilitzant el que es coneix com a forma racional d’'un
endomorfisme o, en el cas que el cos base sigui algebraicament tancat, for-
ma de Jordan. El teorema que es demostra diu que dos endomorfismes sén
similars si i només si tenen la mateixa forma racional (o la mateixa forma
de Jordan). En aquests mateixos cursos s'explica com es pot trobar, de ma-
nera efectiva, la forma racional d'un endomorfisme —polinomi caracteristic,
polinomi anullador, descomposicié en blocs, etc. Podem considerar, doncs,
que aquest problema esta essencialment resolt.?

El nivell d'invariancia 'hem definit com la minima dimensié d'una sub-
varietat invariant. Amb aquesta definicid, sembla dificil poder-lo calcular
efectivament. Afortunadament, hi ha una definicié alternativa que és menys
intuitiva perd és més senzilla d'aplicar.’

3Repassem breument com es pot decidir si dues matrius quadrades a coeficients en un
cos k son similars o no ho sén. Excepte en casos molt senzills, treballar amb la forma de
Jordan no és recomanable, perqué requereix determinar els valors propis i, per tant, cal ser
capacos de trobar les arrels del polinomi caracteristic. Es molt més interessant resoldre
el problema de la similitud de les dues matrius a partir de les seves formes racionals. La
teoria ens diu que la forma canonica racional depén d'una successié de polinomis monics
p1(x), ..., pr(x) que compleixen p;(x)|pi+1(x) per tot i. Aquests polinomis s'anomenen els
factors invariants de la matriu i estan univocament determinats per la matriu. Aleshores,
dues matrius sén similars si i només si tenen els mateixos factors invariants. Curiosament,
els factors invariants es poden calcular sense necessitat de trobar arrels de polinomis ni
de factoritzar polinomis. Aixd és degut a l'existéncia de l'anomenada forma de Smith d’'una
matriu. St partim d'una matriu A podem aplicar el métode del pivot —també conegut
com a PAQ-reduccié— a la matriu x/ — A (que és una matriu amb coeficients a k[x]) de
manera que al final trobarem una matriu diagonal en la que els termes de la diagonal seran
precisament els factors invariants pq(x), ..., p,(x). Per arribar a aquesta matriu diagonal
només hem d'utilitzar les operacions aritmétiques de l'anell k[x] i l'algorisme d'Euclides de
calcul del maxim comu divisor. Els detalls de tot aixd es poden trobar al llibre Geometria
plana i dlgebra lineal de Ferran Cedd i Agusti Reventds.

*Tampoc no demostrarem aquest teorema perqué necessita eines de les que apareixen
a la demostracié del teorema de classificacid.
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Sigui f : X — X una dfinitat i sigui P € X un punt qualsevol.
—_—
Sigui V := Pf(P). Aleshores

p(f) = min {r (df = 1) (V) € Im(df — /)”“} .

(/ indica l'endomorfisme identitat.) El corollari que obtenim d'aquest teore-
25
ma és

Sif és una dafinitat i 1 no és valor propi de df, aleshores p(f) = 0.

Afinitats del pla

Com a exemple de tot el que hem dit fins ara, estudiem la classificacié de
les afinitats bijectives f : X — X on X és un pla afi. D'una banda, hem
de classificar les matrius invertibles 2 x 2 i de l'altra hem de considerar el
nivell d'invariancia, que pot ser 0, 1 o 2.

Una matriu 2 x 2 pot ser que no tingui cap valor propi a k, que en tingui
un o que en tingui dos de diferents. A més, en el cas d'un Unic valor propt
pot ser que la matriu sigui diagonalitzable o que no ho sigui. D'altra banda,
sabem que només hi pot haver nivell d'invariancia no trivial si 1 és valor
propi i també sabem que els vectors directors de les rectes invariants han
de ser vectors propis de df.

La classificaci6 apareix a la taula seglient. Fem algunes observacions:

e Si df no té valors propis, el nivell d'invariancia ha de ser zero i ha de
tenir algun punt fix. Es facil veure que si tingués més d'un punt fix,
aleshores 1 seria un valor propi.

e En una homologia especial® tenim tota una recta de punts fixos. Sigui

P un punt fix qualsevol. Prenem €1 un vector que no sigui vector
. . —> —> —> \ .

propi de df i prenem €, = df(eq) — €4. En aquesta referéncia la

matriu adopta la forma canonica. Aleshores, la recta de punts fixos és
—> . . . s

P + ('€,) i les rectes invariants son totes les rectes paralleles a la

recta de punts fixos.

Aquest corollari es pot demostrar molt facilment sense utilitzar el teorema.

®Els termes «homologia general» i «homologia especial» ja van aparéixer a la geometria
projectiva (exercici 11.22). Aquells conceptes projectius i els conceptes afins d'ara estan
relacionats.
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matriu de df
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Una homologia especial amb lliscament tindra, en una referéncia apro-
piada, una matriu

1 0 a
11 b
0 0 1

Si no ha de tenir cap punt fix, necessariament a # 0 i veiem que
el nivell d'invariancia no pot ser 1. Per trobar una referéncia en la
que la matriu s'expressi en la seva forma canonica fem el seglent.
Escollim un vector v'1 # 0 que no sigui vector propi i definim v, =
q q . X
df(vV1)— V1. Aleshores, en aquesta base la matriu df esta en la seva
forma canonica. Sigui O el punt origen de la referencia en la que
treballem i sigui v el vector de O a f(O). Aquest vector vV no pot ser
. \ . . ’ —> — .
vector propi de df perqué, si ho fos, tindriem que v = AV, i aleshores
es pot comprovar immediatament que O — AV seria un punt fix de f,
que no té punts fixos. Per tant, si prenem la referéncia

— — —
R ={0; v.,df(v)— "V},
en aquesta referencia l'afinitat s'escriura en la seva forma canonica.

Una homologia general amb lliscament tindra, en una certa referéncia
- - .
R ={0; V1, V3} una matriu

1 0 b
0 a ¢
0 0 1

amb a # 0,1. Com que hi ha lliscament, no pot tenir cap punt fix
i ha de ser b # 0. Aleshores, considerem els vectors €1 = bv i
- 1

— . \ .
ey = 1—a vV L comprovem que en la referéncia

R, = {O+?1 + C?z; ?1,?2}

la matriu de l'afinitat esta en la forma canonica. Hi ha una Unica recta
. . y —> —> . . .y .
invariant que és la recta (O + c’€5,) + (‘€1). El nivell d'invariancia ha
de ser, en conseqiencia, igual a 1.
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23. Espai afi euclidia

@é n els espais afins que hem estudiat fins ara no hi tenen ca-

: buda els conceptes geométrics relacionats amb la mesura de

LV () distancies i angles —ni tampoc el que anomenavem «relacions

d'ordrex». Si volem parlar, per exemple, de perpendicularitat, de

segments, de longitud d'un vector o de distancia entre dos punts prendrem

com a cos base el cos dels nombres reals i demanarem que l'espai vecto-

rial associat a l'espai afl tingui una estructura «euclidiana» donada per un

producte escalar definit positiu. Aquest concepte d’espai vectorial euclidia

ja s’ha estudiat en els cursos d'algebra lineal, pero ara repassarem la seva
definicid i les seves propietats fonamentals.

Espais vectorials euclidians

Un espai vectorial euclidia és un espai vectorial (de dimensié finita) V sobre
el cos dels nombres reals,! conjuntament amb una aplicacié

VxV—R
(T V) (T, )
que compleix aquestes propietats.
1. Per cada V €V, laplicacié T + (U, V) és lineal.
2. Per cada T,V € V es compleix (7, V) =(V, ).
3. Per cada T € V es compleix (7, W) > 0.

4. St (U) 7) =0, aleshores 7 = 0.

. —_— —> —> >\ . e g .
Direm que (u, V) +— (u, V) és un producte escalar definit positiu a l'espai
vectorial V.

En un espai vectorial euclidia podem mesurar la longitud d'un vector i
l'angle entre dos vectors. Vegem com ho fem:

"Podriem generalitzar tot aixd al cos dels nombres complexos, perd ens allunyariem
massa del contingut d'aquest curs.
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. ’ —> . .
e La longitud d'un vector v € V es defineix com
— — —
[|'d||:=~/(d, ).

e Per definir la mesura de l'angle que formen dos vectors necessitem
una propietat important dels productes escalars definits positius que
es coneix com a desigualtat de Cauchy-Schwarz:?

(@ < @IV

i la igualtat es dona si i només si els dos vectors sén linealment
dependents. Aquesta desigualtat implica que st «', v # 0 tenim

(7. V)
ST
1TV

i, per tant, té sentit definir la mesura de l'angle format per dos vectors
- —
no nuls «, v com el nombre real

- —
(d, V)
- =
£L(u,V):=arccos ————
— —
sl
de manera que la mesura d'un angle varia entre 0 i 7t i es compleix
que dos vectors no nuls sén perpendiculars si i només si el seu pro-
ducte escalar és zero. Observem també que l'ordre dels dos vectors
és irrellevant.?

En un espai vectorial euclidia V és important el concepte de subes-
pais ortogonals: Direm que dos subespais E; i £; de V son ortogonals si
(?1, ?2) = 0 per tot €, € E;ie, € E,. D'altra banda, si E és un subespat
de V, definim lortogonal de E com

Et={VeV:(V,€=0pertot € € E}.

2Per demostrar aquesta desigualtat, desenvolupeu (77 — AV, T — AV) > 0 per A =
(@ VIV, 7).

3Es pertinent preguntar-se per qué hem definit la mesura de longituds i la mesura
d’angles de la manera com ho hem fet. D’entrada, ens podriem preguntar per qué utilitzem
el producte escalar i, en segon lloc, sobta l'aparicié de larrel quadrada i, encara més, la
utilitzacio, per primera vegada en tots aquests apunts, d'una funcié transcendent com és la
funcié arccos. Sobre el perqué del producte escalar podeu consultar la nota 3 de la pagina
175. La resposta a per qué utilitzem les funcions arrel quadrada i arccos és massa llarga
per a una nota a peu de pagina i la trobareu en un apéndix al final d'aquest capitol.
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Es senzill comprovar que E+ és també un subespai de Vique V = E@®E™".

Finalment, recordem el concepte de base ortonormal d'un espai vectorial
TR ’ g —> .
euclidia: és una base €4,..., €, amb la propietat

<?i:?j>:5[j, i:1,...,l7.

Es a dir, els vectors de la base sén ortogonals dos a dos i tenen longitud
igual a 1. Es senzill demostrar (per induccid) que tot espai vectorial euclidia
té alguna base ortonormal. L'avantatge de les bases ortonormals és que,
si treballem en una d'aquestes bases, és molt senzill calcular el producte
escalar de dos vectors:

(Myee s An) (b, n)) = M+ -+ Agn.

Espais afins euclidians

Un espai afi euclidia sera un espai afi en el qual lU'espai vectorial associat
sigut un espat vectorial euclidia. En un espai aft euclidia podem definir la
distancia entre dos punts per la formula

N
d(A, B) := || AB||
i podem definir el segment delimitat per A i B com
{P:P=XA4+(1-A)B, A€][0,1]}.

A partir d’aqui no és dificil comprovar (exercict I11.52) aquestes dues propi-
etats geometriques classiques de la distancia:

e [Desigualtat triangular] Donats punts A, B, C qualssevol, es compleix

d(A, C) < d(A, B) + d(B, C).

e [Teorema de Pitagores] St el triangle A, B, C és rectangle i l'angle
recte és al vertex A, aleshores

d(B, C)* = d(A, B)> + d(A, C)°.
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En un espai afl euclidia direm que dues subvarietats sén ortogonals si
ho son els seus subespais directors.

En un espati aft euclidia podem parlar de la distancia entre dues subva-
rietats afins com la distancia minima entre un punt de la primera subvarietat
i un punt de la segona subvarietat:

C/(L1, Lz) = inf{d(A1,A2) CAEe L, A e Lz} .

Sorgeix el problema interessant de calcular aquesta distancia. Suposem
que tenim dues subvarietats

Li=Pi+F; L=P+F

i volem calcular d(L,L;). La idea és que la distancia entre Q7 € L; i
Q, € L, sera minima quan la recta Q;0Q, sigui perpendicular a Ly i a L,
(exercict 111.54). Per desenvolupar aquesta idea seguim aquests passos:

1. Calculem el subespai vectorial (F; + F>)*. Sabem que V s’expressa
com a suma directa

V=(F+FKaeF+FR)
—
2. Escrivim Pi1P, =T +V amb T e Fi+FR i1V e (F1 + F>)t. Observem
que aquesta expressid és Unica.

.. —> —> —> —> . —> .
3. Escrivim v = v1+ v, amb vy € F1 U U, € F,. Aquesta expressio
pot no ser Unica.

4. Aleshores,
d(ly, L) = || V|| = d(Py + W1, P, — ).

Demostrem aquesta darrera afirmacié. Escollim punts qualssevol Q; = P; +
e . . . I\ . .
e, el;, i=1,21calculem la distancia entre ells. Obtenim

d(Q1, Q) = ||(T +7€,—"¢1)+ V]|

; i -, = - .=
Apliquem ara el teorema de Pitagores (els vectors ¢ + €, — €411 V son
perpendiculars):

d(Or, Q) = \/||7 +7€, =2+ V]~

y —_— —> . —_— . =

Aqut els vectors v, v estan fixats mentre que e recorre F; i €, recorre
3 7 . ’ .7 Y —_

F>. Aleshores, és clar que el minim d'aquesta funcié es produira quan v =
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—> — . 7. e —> . s

€1 — €, L aquest minim sera igual a ||V]||, i també és clar que els punts
D - . p - . c ) ’ .

1 1 — 2 d s d d d
P+ dq il U, realitzen aquesta distancia (poden no ser els Unics que
la realitzen).

Apéndix: el perqué de la funcié arccos

A una nota de la pagina 166 ens preguntavem per gqué hem definit la mesura de
longituds i la mesura d'angles de la manera com ho hem fet. Déiem que sobta-
va l'aparicié de l'arrel quadrada i, encara més, la utilitzacid, per primera vegada
en tots aquests apunts, d’'una funcié transcendent com és la funcié arccos. En
aquest apéndix explicarem una mica la motivacié que hi ha al darrere d'aquestes
definicions. Es clar que, com que sén definicions, només els hauriem d'exigir que,
amb elles, es compleixin els axiomes de la geometria d'Euclides-Hilbert i, si amb
aquestes «estranyesy» definicions es compleixen els axiomes, aixo ja les fa bones.

Ara bé, cal recordar que ni Euclides ni Hilbert no parlen ni de longitud d’'un
segment ni de mesura d'un angle: parlen només de segments congruents i d'angles
congruents. Per obtenir la geometria d'Euclides-Hilbert n'hi ha prou amb definir,

- = .= = — =\ - -
per exemple, que dos vectors u, vV sén congruents si (v, d) = (V, V) i definir

, . I e 2N ’
que l'angle que formen els vectors unitaris v, V' és congruent a l'angle que formen
3 . . —>) =27 - - —> —>r >/ D . . 3

els vectors unitaris ¢/, V' st (d, V) = (u’,V'). Per tant, si volem assignar a
cada vector una longitud (un nombre real) i a cada parella de vectors unitaris una
mesura d'angle (un nombre real), de manera que dos vectors siguin congruents si
i només si tenen la mateixa longitud, i dos angles siguin congruents si i només si
tenen la mateixa mesura, aleshores podem definir la longitud de v com f({'v, u'))
T . e e 4 - —> . 7 .
i langle entre els vectors unitaris v, v com g({'v, V')) on f i g sén funcions reals
injectives absolutament arbitrdries. Dit aixo, la pregunta és: per qué prenem com
a funcid f la funcidé arrel quadrada i com a funcié g la (complicadissima) funcid
arccos?

La resposta a aquesta pregunta és que a la funcidé longitud d'un segment i a
la funcié mesura d'un angle els demanem una propietat addicional: compatibilitat
amb la suma geométrica de segments i angles (en el sentit de Hilbert).*

Pensem primer en la longitud. Voldriem escollir la funcié f que sigui positiva i
injectiva, i també voldriem que si A, B, C sén tres punts alineats i B esta entre A
it C, aleshores, la longitud de Aa C S'Lg_ul) la SL@)CI de la longitud de A a B més la
longitud de B a C. Si ara expressem BC = AAB amb A > 0, facilment arribem a
que f ha de complir aquesta equacié funcional

f(x) + f(A%x) = F((1 + X)*x), A,x>0.

L aix0 ens obliga a que (llevat d'un factor d'escala) la funcié f sigui la funcié arrel
quadrada (exercici I11.55).

*Hem d'entendre que aquesta compatibilitat és simplement una propietat «desitjabley,
no una propietat obligatoria.
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El motiu pel qual, en la mesura d'angles, la millor opcié és utilitzar la funcié
arccos és el mateix que en el cas de la longitud d'un vector, pero la justificacid és
més complicada. En primer lloc, diguem que arccos : [—1,1] = R/2aZ és la inversa
de la funcié cos : R — [—1,1] i convé recordar qué és, exactament, aquesta funcié
cosinus. Quan parlem del cosinus d’'un angle, podem voler dir una d’aquestes dues
coses:

1. El cosinus d'un angle (agut) és el quocient de la longitud del catet contigu
per la longitud de la hipotenusa en un triangle rectangle format a partir d'a-
quest angle. Es un concepte purament geométric que requereix el concepte
de longitud i també el concepte d'angle recte. Denotem aquest cosinus ge-

Nt - . .= > ,
omeétric com a gcos. Es senzill veure que, st v, v # 0 son dos vectors, el
cosinus geometric de l'angle que formen compleix

- -
—)7)) (U,V>

==
IV

gcos(&( u,

2. La funcio real de variable real cosinus és la funcid analitica definida per la
série
o
; 0(2”
cos o := E (=1 .
(2n)!

n=0

De manera equivalent, cos o és la part real de la funcid exp(ia).

Sén dos conceptes essencialment diferents, sense cap relacié aparent entre ells.
La definicié que hem donat de mesura d’'un angle té com a conseqiiéncia unificar
els dos conceptes. Si mesurem un angle utilitzant g = arccos aconseguim que el
cosinus d'un angle (concepte geométric) sigui el mateix que el cosinus de la seva
mesura (concepte analitic).

Tanmateix, aix0 encara no explica per qué volem unificar el concepte geomeétric
de cosinus d'un angle —estudiat des dels inicis de la matematica— amb el concepte
donat per l'«estranya» série de poténcies anterior. Suposem, doncs, que definim la

, — — — = . . -
mesura d'un angle com g ({7, V)/||7||||V]]) i mirem qui «ha de ser» la funcié g.
Per simplificar la notacid, considerem la inversa de g —diguem-ni h— i substituim

la definicio de la mesura d'un angle per aquesta nova definicio
- —
h(a)=(u, V)

. R G . .. ,
per a vectors unitaris ¢, vV sobre les semirectes que defineixen l'angle. Volem
veure que, necessariament, h = cos. Tenim:

R ’ - —> . .
1. Segons la definicié d'angle recte, els vectors ', V' seran perpendiculars si
— —\ _ — =\ . . g . —_ —
L(u,V)=4L(—1d, V) iaixo és equivalent a (v, V) =0.
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2. Es clar que la mesura d’'angles ha de dependre de l'eleccid d'una unitat de
mesura d'angles: decidim que l'angle recte mesuri /2.

3. Ja hem dit que el punt clau és que voldriem escollir la funcié h de manera que
la suma geométrica d'angles —entesa com «posar un angle a continuacié de
laltre en un costat apropiatw— coincidis amb la suma de les seves mesures
—com a nombres reals. Siguin 7 i V dos vectors unitaris perpendiculars i
sigui W un vector unitari coplanar amb ells que estigui entre els dos. Aixd vol
dir W =ru +sV amb r? +s? = 1. Si £(U, W) mesura a, volem que l'angle
A{(Vv), 7) mesuri /2 — a. Fent uns calculs senzills veiem que, si definim la
funcié k(a) := h(m/2 — a), aquestes dues funcions h i k han de complir la
relacié h? + k? = 1.

4. Les formules classiques del cosinus i el sinus de la suma de dos angles es
demostren geométricament i només fan referéncia als conceptes geométrics
de sinus i cosinus. Per tant, aquestes mateixes formules han de ser valides
per a les nostres funcions h i k.

5. Finalment, les formules anteriors ens diuen que la funcié ¢(t) = h(t) + ik(t)
compleix que €(t1 + t2) = #(t1)€(t2) L que h(t) > 0si 0 < t < 71/2. Aixd només
és possible® si ¢ és la funcié exponencial exp(it). En conclusié, h = cos.

En conclusié: si volem una mesura de segments que sigui additiva, cal utilitzar la
funcid arrel quadrada i si volem una mesura d'angles que sigui additiva, cal utilitzar
la funcid analitica arccos. Dit d'una altra manera: si no insistim en «mesurary,
podem fer tota la geometria afl sense sortir ni de la geometria ni de l'algebra, pero
st insistim en mesurar —de manera additiva— els angles amb nombres reals, ens
cal Uanalisi matematica.®

Si f : R — C és una funcié continua (diferent de la funcié constant zero) que compleix
que f(x + y) = f(x)f(y), és un exercici senzill demostrar que existeix z € C tal que f(x) =
exp(zx). Si f és periodica de periode 2, aleshores z ha de ser un mdltiple enter de i.
Posem z = ni. Si ara exigim que la part real de f(x) siguit > 0 per 0 < x < 71/2, arribem a
la conclusié que n = 11 f(x) = e™.

®Aquestes reflexions tenen també perfecte sentit quan estudiem geometria hiperbblica.
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24. Moviments rigids

al com hem anat fent cada vegada que hem estudiat una nova

estructura, ara ens toca explicar quines sén les transformaci-

ons dels espais afins euclidians. Les anomenarem moviments

rigids i abans de definir-los estudiarem les transformacions

dels espais vectorials euclidians: les isometries. Recordem que el cos base
és sempre el cos real.

Isometries lineals

Suposem que V i W sdén espais vectorials euclidians. Una aplicacié ¢ :
V — W direm que és una isometria si

1. ¢ és lineal.

2. ¢ conserva el producte escalar:
(T, V) =(p(1T), p(V)) pertot U,V € V.

De fet, la primera condicid és redundant perqué si ¢ conserva el producte
escalar, aleshores ¢ ha de ser lineal (exercici 111.56).

Considerem ara el cas d'una isometria ¢ : V. — V d'un espai vectorial
en ell mateix. En aquest cas, ¢ és necessariament un isomorfisme lineal i
la seva inversa ¢~' és clarament una isometria. Aleshores, direm que dues
isometries ¢, ¢’ sén similars si existeix una isometria ¢ tal que ¢’ = Ypy".

Com podem determinar si una aplicacio lineal ¢ : V — V és una iso-
metria o no ho és? Suposem que hem escollit una base ortonormal i que
la matriu de ¢ en aquesta base és M. Aleshores, el producte escalar de

— . —> ’ 2
dos vectors v = (ay,...,a,) U V = (by,...,b,) s'obté fent el producte de
matrius (aq,...,a,)(b1,..., b,)". D'aqui es dedueix immediatament que ¢
és una isometria si i només si la matriu M compleix la condicio

MM =1

és a dir, la matriu inversa de M coincideix amb la matriu transposada de M.
Les matrius que tenen aquesta propietat s'anomenen matrius ortogonals

> 172 <



> Moviments rigids <

i les isometries (bijectives) també es coneixen com transformacions orto-
gonals. Es evident que les isometries d'un espai vectorial euclidia en ell
mateix formen un grup. Aquest grup rep el nom de grup ortogonal de l'espai
vectorial euclidia V' i es denota per O(V).

Moviments rigids

Sigui X un espai aft euclidia. Una aplicacié f : X — X direm que és un
moviment rigid si f conserva la distancia. Es a dir,

d(A, B) = d(f(A), f(B)), per tot A, B € X.

Hi ha una definiciéd equivalent que cal conéixer:

f: X — X és un moviment rigid si i només si f és una afinitat i
df és una isometria.

Vegem com es demostra aixo. Es clar que la part interessant és veure que
st f conserva la distancia, aleshores f és una afinitat i df és una isometria.
Escollim un punt Py € X i definim una aplicacié ¢p: V — V per

d(V) = f(Po)f(Py + V).
Amb aquesta definicio es compleix que
f(Po + V) = f(Py) + ¢(V) per tot V € V.

Es a dir, ¢ és un bon candidat a ser df. Comprovem ara que ¢ és una
isometria. Siguin €,V € V isiguin A:= Py + €, B= Py + V. Aleshores

d(A, B = d(A, Po)? + d(B, Po)? + 2(APy, PoB)
d(F(A), F(B)? = d(F(A), F(Po)? + d(f(B), F(Po))* + 2(F(AY(Po), F(Po)F(B))

con . . . . — —> —> —> . ’ .
Aixo implica immediatament que (€, V) = (¢(€), ¢(V)) i ¢ és una iso-
metria. Acabem la demostracié veient que f és una afinitat amb df = ¢.

H

Donats A € X, V € V cal veure que f(A+ V) = f(A) + ¢(V) que és
: =\ TIMHAL :
equivalent a ¢( V') = f(A)f(A+ V). Tenim:

fIAF(A+ V) = FA)(Po) + f(Po)f(A+ V)

= —P(PoA) + P(PA+ V) = ¢(V).

Deduim que un moviment rigid és sempre una afinitat bijectiva i l'apli-
cacid inversa també és un moviment rigid. Direm que dos moviments rigids
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f, ' : X — X son similars’ si existeix un moviment rigid h : X — X tal que
= hfh=".

Alguns exemples

Un moviment rigid és, en particular, una afinitat. Com que haviem estudiat
algunes afinitats importants, podem ara mirar si s6n moviments rigids o no
ho son. La condicié necessaria i suficient és que la part lineal sigui una
isometria.

e Clarament, qualsevol translacié 7 és un moviment rigid perqué l'apli-
cacio lineal associada és la identitat. Sabem que totes les translacions
son similars com a afinitats. En canvi,

Tw ~ Tv com a moviments rigids si i només si ||7|| = ||V]].

En efecte, suposem que hi ha un moviment rigid h tal que Tzh = hT+.
Aleshores, escollim un punt P € A i observem que

h(P)+ U = Toh(P) = hTw(P) = h(P + V) = h(P) + dh(V)

i, per tant, dh(V) = U i, com que dh és una isometria, veiem que
1@l =1vIl

Reciprocament, suposem que [|T|| = ||V]|. Trivialment, hi ha una
isometria ¢ : V — V tal que ¢(V) = U. Escollim un punt P € X
i sigui h : X — X lafinitat tal que h(P) = P i dh = ¢. Es clar

que h $ un moviment rigid i és facil comprovar que hT+(P) = T3 h(P).
Aleshores, com que les afinitats h T+ i T h tenen la mateixa part lineal
i coincideixen en un punt, sén iguals (pagina 152).

Les Uniques homotécies que sén moviments rigids sén les de raé —1
i totes aquestes son similars entre elles.

Les Uniques reflexions que s6n moviments rigids son aquelles en les
que larrel és perpendicular a Uhiperpla de punts fixos. En aquest
cas parlarem de reflexions ortogonals i ja no cal especificar l'arrel
perqué n’hi ha prou amb especificar Uhiperpla mirall. Alternativament,
una reflexié ortogonal queda determinada si coneixem un punt del

'Ja teniem un concepte d'afinitats similars i, per tant, quan parlem de moviments rigids
similars hauriem d'especificar si ens referim a similars com a afinitats o similars com a
moviments rigids. Dos moviment rigids que siguin similars com a moviments rigids també
seran similars com a afinitats, pero el reciproc no és cert. Normalment, el context ja ens
indicara quin és el concepte de similitud que estem considerant.
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mirall (és a dir, un punt fix) i una arrel. Més concretament, sigui Q un
I x . . . . —> . . .

punt de U'hiperpla mirall i sigui " un vector unitari normal® al mirall.

Aleshores, la reflexié ortogonal ve donada per (exercici 111.57)

f(P)=P—2(0P, 7)7.

e Com que la composicié de dos moviments rigids torna a ser un mo-
viment rigid, tenim que les reflexions ortogonals amb lliscament son
moviments rigids.

e Una rotacio lineal és una isometria de determinant igual a 1. Si la
dimensié és igual a dos, és facil veure que una rotacid lineal tindra
una matriu de la forma

cosa —siha
R, = .
siha cosa

per algun a € R/2xZ unic que s'anomena l'angle de rotacié. Una
rotacio aft al pla és un moviment rigid que té com a part lineal una
rotacié d'angle diferent de zero. Com a afinitat, sera una afinitat el-
liptica o una homotécia de ra6 —1. En tot cas, tindra un tnic punt fix
i, st prenem aquest punt fix com a punt base d'una referéncia, la seva

matriu sera
cosa —sina 0

sina cosa O
0 0 1

Hem vist que entre els moviments rigids hi tenim les reflexions, les rotacions
i les translacions.® De fet, es pot demostrar (exercici 111.63) que qualsevol
moviment rigid es pot expressar com a composicid de moviments d'aquests
tres tipus i, encara més, tot moviment rigid és composicié de reflexions.

2En aquest context, sequint la tradicié, la paraula «normal» significa «perpendiculary.

3 En certa manera, podriem dir que les translacions, les rotacions i les reflexions sén
moviments rigids «per definicio». Lexplicacié és aquesta. Recordem que per desenvolu-
par la geometria d’Euclides-Hilbert necessitem el crucial axioma Ill.5 —el criteri CAC de
congruéncia de triangles— i que a lexercici 1.38 hem vist que aquest axioma és una con-
seqliencia de l'existéncia de «prou moviments» a la nostra geometria. Les reflexions, les
translacions i les rotacions sén «prou movimentsy si definim la congruéncia de segments i
angles a partir d'alguna «cosa» que es conservi per aquests tres tipus d'afinitats. Aquesta
«cosay és el producte escalar. En conclusié: definim la congruéncia de segments i angles a
través del producte escalar perqué d'aquesta manera les reflexions, translacions i rotacions
seran moviments de la geometria i, en conseqliéncia, es complira IIL.5,
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rigids) o no ho sén. Una condici6é necessaria evident és que han

de ser similars com a afinitats i, per tant, han de tenir el mateix
nivell cI invariancia. Aquesta condicié no és suficient perque, per exemple,
ja sabem que totes les translacions sén similars com a afinitats pero, en
canvi, perque dues translacions siguin similars com a moviments rigids cal
que els vectors de translacid tinguin la mateixa longitud.

/)j i tenim dos moviments rigids f, g : X — X d'un espai aft euclidia,
E ens agradaria poder decidir si sdn similars (com a moviments

Una altra condicid necessaria perqué f i g siguin similars és que df i dg
siguin isometries similars (com a isometries). Per tant, si volem classificar
els moviments rigids cal classificar abans les isometries.

Hi ha un teorema de classificacid de les isometries que ens permet deci-
dir quan dues isometries son similars i, de fet, ens permet conéixer exacta-
ment quines isometries hi ha, llevat de similitud. Recordem que el cos base
és el cos real.

[Classificacid de les isometries| Considerem isometries d’un espai
vectorial euclidid en ell mateix.

1. Dues isometries son similars si i només si tenen el mateix
polinomi caracteristic.

2. Si tenim una isometria qualsevol, existeix una base ortonor-
mal en la qual la matriu de la isometria té aquesta forma

I
—1 0
Ry

R,

onr,s, t >0, [, denota la matriu identitat m x m i cada R;
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és una rotacio lineal amb matriu

R — (cos o —sin oq)

sinq; cos q;

amb o; #0, Tt peri=1,...,t.

Aquest resultat s'estudia als cursos d'algebra lineal i no el demostrarem.

Per tant, és molt senzill decidir st dues isometries sdn similars o no i
tenim una descripcié molt senzilla de com sén, llevat d'equivalencia, totes
les isometries possibles. Si ¢ : V — V és una isometria, aleshores l'espai
vectorial V admet una descomposicié ortogonal' en subespais invariants
per ¢

V=Vvt1Lv-1nyL---110,, t>0

de manera que

e ¢ és la identitat sobre V7.
e ¢ és multiplicacié per —1 sobre V™.

e Cada [1; és un subespai de dimensié 2 i la restriccié de ¢ a cada [1;
és una rotacié lineal.

Un cop tenim resolt el problema de la similitud df ~ dg, 'exemple de les
translacions ens mostra que encara necessitem alguna cosa més per decidir
st f ~ g. Ha de ser alguna cosa relacionada amb el lliscament.

Definirem ara el concepte de vector de lliscament d'un moviment rigid
f: X — X2 En primer lloc, expressem l'espai vectorial V com a suma

ortogonal
V=V*tL(vhHh

Observem que, per definicio,
VT =ker(df — 1)
i, d'altra banda, no és dificil demostrar que

(VH)E = Im(df — 1)

"Una descomposicié ortogonal és una descomposicié en suma directa de subespais que
siguin ortogonals dos a dos.

2Els conceptes de lliscament i nivell d'invariancia s'apliquen a les afinitats f : X —
X, pero aquest concepte de vector de lliscament que introduim ara només s'aplica als
moviments rigids. De fet, a la pagina segiient comprovarem que el nivell d’invariancia d'un
moviment rigid només pot ser 0 o 1.
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En efecte, si V € V és un vector qualsevol i 7 € V*, tenim
(df(V) =7V, W) =({df(V), 7)) = (V,0)=(df(V),df(T7))— (V,T)=0

perqué df és una isometria lineal. Aixd ens demostra que Im(df—1/) C (VT)*
i, com que les dimensions coincideixen, els dos subespais son iguals.

Escollim un punt P € X i expressem
—_—
Pf(P)=Tu + 7V, eVt VeV =Im(df —).
El vector T té aquestes propietats:

.y — —
e Per construccio, df(d) = u.

—_ \ . . ’
e ¢ no depen del punt P que hem escollit. En efecte, si Q € X és un
altre punt qualsevol, descomponem

PO=C+w, €eV' we (V)
Tindrem
F(P)Y(O) = df(PQ) = df(€) + df(W) = & + df(W).

Considerem ara la igualtat

0f(0) = OP + PF(P) + f(P)f(0Q)

que ens dona immediatament que el vector de lliscament que obtenim
a partir de Q és el mateix que hem obtingut a partir de P.

. —> y . e .y . . y . B
e Si v =0, f té nivell d'invariancia zero; en cas contrari, f té nivell d'in-
Y . . —> . . . .
variancia 1. En efecte, si v = 0 tindrem Pf(P) € Im(df — /) i existira

> D D —> —> " "
un vector € € V tal que Pf(P) = df(e)— e. Aleshores es comprova
. . H 7 . . . r. =\ . 7
immediatament que P — e és un punt fix i el nivell d'invariancia és
zero.

Demostrem ara que el nivell d'invariancia no pot ser més gran que 1.
i S PHP TP on T T
Considerem la descomposicié Pf(P)= 4 + vV on d. Tindrem

(df — )(Pf(P)) = (df — I)(T + V) = (df — I)(V) € Im(df — I)?

i, pel teorema de calcul del nivell d'invariancia de la pagina 162, ob-
tenim p(f) < 1.
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. —> . . ;. .
Direm que ¢ és el vector de lliscament del moviment rigid f i, com que
1 7’ . ﬁ
depén Unicament de f, podem denotar-lo per u's. Per exemple, el vector de
. 7 -7 7 ﬁ
lliscament d'una translacio 7T+ és el vector V.

El vector de lliscament és l'ingredient que faltava per poder classificar
els moviments rigids. En primer lloc observem que dos moviments rigids
similars tenen vectors de lliscament de la mateixa longitud. Suposem que
f ~ g sén dos moviments rigids similars, amb vectors de lliscament @
i 79. Existira un moviment rigid h tal que hf = gh i, en conseqiiéncia,
també dh df = dgdh. Per definicid del vector de lliscament, sabem que
Uy € ker(df — 1) i que podem escriure

—

Pf(P) = Wt + (df — )(E).

Aleshores,

h(P)gh(P) = h(P)hf(P) = dh(Pf(P))
= dh(Ty) + dh(df — I)(€)
— ) —

= dh(u¢)+ (dg — )dh(e).

Si ara observem que dh(W;) € ker(dg — 1), deduim que dh(W;) = 79 i, com
que dh és una isometria, || /|| = || 7 4]l.

En conclusid, tenir vectors de lliscament de la mateixa longitud és una
condicié necessaria perqué dos moviments rigids siguin similars. De fet, si
les diferencials sén similars, aquesta és també una condicid suficient:

[Teorema de classificacié dels moviments rigids] Dos moviments
rigids f,g : X — X soén similars (com a moviments rigids) si i
només si les isometries df, dg son similars (com a isometries) i
els vectors de lliscament de f i g tenen la mateixa longitud.

Per demostrar aquest teorema parlarem de la forma canonica d'un movi-
ment rigid. Ja hem vist que la matriu d’'una isometria lineal es pot escriure,
en una certa base ortonormal, en una forma canonica ¥ formada per blocs
Iy, Is Ut R;. St el vector de lliscament d’'un moviment rigid és zero, hi haura un
punt fix i, prenent aquest punt fix com a punt base de la referéncia, obtenim
una matriu canonica per al moviment rigid que té la forma

Y 0

0o 1/)°
En canvi, si hi ha lliscament i ¢ # 0 és el vector de lliscament, ja sabem que
e d I\ . . Y . .
U r sera un vector propi de valor propi 1. Aixo vol dir que el primer bloc de W
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sera una matriu identitat /. amb r > 0. Prenem €4 := /|| || i completem
@1 a una base ortonormal de manera que la matriu de la isometria lineal
en aquesta base tingui la forma canonica W. Aleshores, igual que hem fet
abans, descomponem Pf(P) = U+ (df — I)(’€). Si prenem com a punt base
el punt P — @, observem que la matriu de f adquireix la forma canodnica

11|

0
)

A partir d'aixo, el teorema de classificacio és clar.

> 180 <



.1

1.2

.3

.4

.5

1.6

E xercicis

Considerem l'accié de lespai vectorial R? sobre el semipla superior X :=
{(x,y) € R? : y > 0} donada per

R b
(x,y) + (a,b) == (x + a,ye’).
Demostreu que X és un espai afi.

Sigui X = {(x,y) € R? : y = x’} C R?. Demostreu que l'accié de R sobre X
donada per (x,y) + t := (x + t,y + t> + 2tx) fa de X un espai afi. Vegeu que
X no és subvarietat afi de R?.

Considereu la circumferéncia unitat S" = {z € C : |z| = 1} amb laccié de R
donada per z + t = ze'’. Decidiu si S' és, amb aquesta accié, un espai afi o
no ho és.

Siguin P, Q, R, S quatre punts diferents d'un espai afi. Demostreu que si
—  — —  —
PO = RS, aleshores PR = QS.

Sigut X un espai aft amb espai vectorial associat V. Definim una aplicacié
—>

P XxX — Vperd(P,0Q):= PQ. Comproveu que aquesta aplicacié compleix

aquestes propietats:

(@) ®(P, Q)+ ®(Q,R) = ®(P,R).

b) Per tot P € X, laplicacié Wp : X — V donada per Wp(Q) := P(P, Q) és
I I
bijectiva.

Reciprocament, Suposem que X és un conjunt i V és un espai vectorial i que
tenim una aplicacio ® : X x X — V que compleix les condicions dels dos
apartats anteriors. Definiu a X una estructura natural d'espai afl sobre V.

Sigut E un espal vectorial i sigui Vo € E un subespai vectorial. Sigui X el
conjunt de tots els subespais vectorials U de E que estan en suma directa
amb Vp. Volem definir sobre X una estructura natural d’espai afl sobre l'espai
vectorial W = L(E/Vp, V) de les aplicacions lineals de E/Vy en V. Per fer-ho,
definim

U+ ¢:={T +¢n(T): T € U}

on st : E/Vy — Wy és la projeccid natural. Comproveu que aixo esta ben definit
i dota X d'estructura d'espai afi sobre W.
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n.7

1.8

1.9

.10

.11

.12

.13

.14

.15

.16

.17

Sigui P(H) un hiperpla d'un espai projectiu P(V) i considerem l'espai afi A :=

P(V) —P(H) sobre lespai vectorial W = L(V/H, H) (pagina 139). Si P, Q sén
—

punts de P(V), identifiqueu PQ € W.

Demostreu que la recta que passa per A i B esta formada per tots els punts
que es poden escriure com a combinacié afi de A i B.

Siguin Y, Z, W subvarietats d'un espai aft X tals que W O Y U Z. Demostreu
que WD Y+ 7.

Demostreu les formules de Grassmann afins sense utilitzar les férmules de
Grassmann projectives.

Siguin Y4 = Py + F1 1 Y2 = Py + F, dues subvarietats d'un espat aft X.
Demostreu que Y = Y2 si i només si

(a) F1 = Fz.

(b) PiP; € Fo.
Sigut rg una recta d'un pla afi i sigut X el conjunt de totes les rectes paral-
leles a rp. Trobeu una estructura d'espai aft a X. Podeu fer-ho d'una manera
natural?

Considerem quatre punts A, B, C, D en un espai afi (caracteristica diferent de
2); sigui X el punt mig de AC isigui Y el punts mig de BD. Demostreu que
X = Y si i només si AB = DC. En particular, les diagonals d’'un quadrilater
es tallen en el seu punt mig si i només si el quadrilater és un parallelogram.

Demostreu el Teorema de Varignon (1791): «si s'uneixen els punts mitjos dels
costats adjacents d’'un quadrilater (no necessdariament contingut en un pla),
llavors la figura obtinguda és un parallelogramy. Proveu també que els quatre
vertex del quadrilater tenen el mateix baricentre que els punts mitjans dels
costats. (ELl punt mig de AB és, per definicid, el baricentre de A i B.)

Demostreu que un espati afi de dimensid > 1 compleix l'axioma de coplanaritat
(nota 8 de la pagina 20) si i només si la dimensidé és 2 i el cos base té
caracteristica diferent de 2.

Sigui X un espai afi amb cos base k de caracteristica diferent de dos i sigui
Y C X un subconjunt no buit. Demostreu que Y és una subvarietat afi de X
st i només si

P.QeY = (1-AP+A0Q €Y pertotick.

Demostreu que el resultat també és cert en caracteristica 2, sempre que el
cos k tingui més de dos elements.

Demostreu aquestes propietats de les combinacions afins:

> 182 <



> Exercicis <

(@) Si Ag =0, aleshores APy + -+ ApPpy = AP+ -+ APy,
(b) Si Py = Py, aleshores AgPo+- -+ A, Pp = (Ao+A1)Po+ AP+ -+ A, Py

() StQ = AgPo+A1P1i Py = poRo+ 11 Ry sén combinacions afins, aleshores
Q es pot escriure com a combinacié afi de Ry, Ry i Ps.

(d) St Q = APy + pP; és una combinacié afi i si A # 0, aleshores Py es pot
escriure com a combinacid afi de Q i P;.!

.18 Siguin Aq, ..., A; punts d'un espai afi. Demostreu que sén equivalents:

(a) Cap d'aquests punts no és combinacié afi dels altres.

(b) StAM+...+A=m+...+pu =11
MAL+ .+ ANA = A+ L+ A
aleshores A; = ;, 1 <i<r.

Si es compleixen aquestes propietats, direm que els punts Ay, ..., A, son afi-
nament independents.

1119 Considerem R? amb lestructura ordinaria d’espai afi. Donats dos punts A, B,
definim
S(A B)(t):=(1—t)A+tB

on t és un parametre 0 < t < 1. Es clar que S(A, B) és una parametritzacié
del segment AB. Considerem ara quatre punts Py, Py, P2, P3 de manera que
no n'hi hagi tres d'alineats. Definim la corba de Bézier ctibica donada per
aquests punts com la corba parametritzada B(t) definida d'aquesta manera:

Qo := S(Po, P1); O1:= S(P1, P2); Q2 := S(P2, P3);
Ro := 5(Qo, 01); Ry :==5(01, Q2); B = 5(Ro, R).

(a) Escriviu B(t) de manera explicita com a combinacié afi de Py, Py, P2, Ps.

(b) Demostreu que la recta tangent a la corba B(t) per t = 0 és la recta
PoPs.

(c) Justifiqueu que la corba Ry(t) no pot tenir cap clspide, pero la corba
B(t) si que en pot tenir.?

"En aquest exercici i en alguns de més endavant és important recordar que és illegal
escriure «combinacions lineals» de punts quan els coeficients no sumen 1.

2Quan utilitzem qualsevol programa de disseny grafic, disposem d’una eina per unir dos
punts —anomenats «nodes»— per una corba. Si dibuixem aquesta corba, veiem que podem
controlar la seva forma desplacant dos punts que apareixen sobre les rectes tangents a
la corba en cada node. Estem dibuixant una corba de Bézier cliibica basada en els quatre
punts que tenim: els dos nodes i els dos punts que apareixen sobre les tangents.
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.20 Siguin Ay, ..., A, punts d'un espai afi X de dimensié n. Demostreu que sén
equivalents:

a) Els punts son afinament independents.

(
(
(

b) No hi ha cap subvarietat propia de X que els contingui tots.
c) Ao+ -+ A, = X (suma entesa com a suma de subvarietats).

% ——9 ’ . .
(d) Els vectors ApAq, ..., AoA, son linealment independents.

.21 Siguin Ay, ..., A, punts afinament independents d'un espai aft X de dimensid
n sobre un cos k. Demostreu que si P € X, existeixen Ag, ..., A, € k Unics
tals que P = AgAo+ -+ -+ Ap Ay. Es diu que (Ag, ..., Ay) son les coordenades
baricéntriques de P respecte dels punts Ag, ..., As.

.22 Demostreu que si en un espai afi tenim P = AA4+puB (amb A+pu=1)1B=
aC+BD (amb a+ B = 1), aleshores es compleix que P = AA+ pa C+ up D.
Apliqueu-ho a demostrar que (en caracteristica diferent de 2 i 3) les medianes
d’'un triangle es tallen en el baricentre del triangle.

.23 Sigui X un pla afi sobre un cos ordenat k. St A, B, C € X, direm que A esta
entre B i C si existeix A € kamb 0 < A < 1 tal que A = (1 —A)B + AC.
Demostreu que, amb aquesta definicié, X compleix els axiomes d'ordre de
Hilbert. (Utilitzeu les propietats de les combinacions afins que apareixen als
exercicis 17 1 22))

[1.24 Suposem que a un espai afi k? hi ha definida una relacié d'«estar entrex»
de manera que es compleixen els axiomes d'ordre de Hilbert. Definim un
subconjunt P C k per

P :={a € k— {0} :(0,0) no esta entre (1,0) i (a,0)}.

es tracta de demostrar que P dota k destructura de cos ordenat (segons
Uexercici 1.44).

(a) Demostreu que (a,0) esta entre (b,0) i (c,0) si i només si (0, a) esta
entre (b,0) i (¢, 0) (considereu les rectes x+y =a, x+y = b, x+y = ¢).

(b) Demostreu que a € P si i només si —a ¢ P (apliqueu les propietats
de la pagina 23 a la recta x + y = 0 i al segment que uneix (a,0) amb
(0, a)).

(c) Demostreu que si a,b € P, aleshores a + b € P (considereu el triangle
de vertex (b, a), (b,0), (a + b, 0)).

(d) Demostreu que si a, b € P, aleshores ab € P (considereu un dibuix com
el de la pagina 45).

(e) Demostreu que k és un cos ordenat.
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.25 En un espai afi de dimensid 4 sobre un cos de caracteristica zero (amb una
certa referéncia fixada), trobeu equacions cartesianes i parameétriques per
aquestes varietats lineals:

(a) La recta que passa pels punts (2,—1,0,—-2) i (1,1,1,0).
(b) EL pla que passa pels punts (3,0,1,1), (1,-1,1,2) i (—3,—1,0,1).
(c) La varietat lineal de dimensié 3 que passa pels quatre punts (2, —1, 3, 2),

(0,—1,1,0), (1,=1,-1,3) i (2,1, =2, —1).

.26 En un espai afl de dimensid 4 (amb una referéncia fixada) trobeu equacions
cartesianes i parametriques per al pla que passa pel punt (1,4,1,2) i és paral-
lel al pla

2X—y—z+t=2,
xX+2y—t=>5.

.27 A un espai afl de dimensid 3 sobre un cos de caracteristica zero (amb una
referéncia fixada R) considerem la referéncia

R ={(-1,0,1);(1,1,0),(0,—1,0), (1,0, —1)}
(a) Donat el punt de coordenades (2,1, —1) en la referéncia R, determineu

les seves coordenades en la referéncia R'.

(b) Considereu el pla que en la referéncia R té equacié x —y + 3z = 7.
Trobeu la seva equacid respecte de R'.

(c) Considereu la recta que en la referéencia R té equacid

Ix+y—z=0,
X+2y+z=2.

Trobeu les seves equacions en la referéncia R'.

.28 Sigui f una afinitat. Demostreu que f és bijectiva si i només si df és un
isomorfisme.

.29 Siguin A, B espais afins (caracteristica # 2) i sigui f : A — B una aplicacio
que compleix que f(AP + pQ) = Af(P) + pf(Q) per tot P,Q € Ai tot A,y amb
A+p=1. Es a dir, f conserva les combinacions afins. Demostreu que f és
una afinitat. (Indicacié: apliqueu l'exercici 13.)

.30 Demostreu que el conjunt de punts fixos d'una afinitat f : X — X és buit o és
una subvarietat de X.

> 185 <



> Exercicis <

.31

.32

.33

.34

Considereu lafinitat f : X — Y (cos base de caracteristica zero) donada,
respecte d'unes certes referéncies, per

xt\ (2 1 0\ (! (2
o] T o1 1 3) |92 1)
UK

Trobeu les equacions de f respecte de les referéncies

R1 = {(1,0,0);(2,—1,0),(0,2,—1),(~1,0,2)},
Ra ={(2.1):(1.1), (1, =1)}.

Sigui X un espat aft de dimensié 3 sobre un cos de caracteristica zero i sigui
f : X = X l'afinitat donada (en una certa referéncia) per

r—1-_1 2 2
X'=1—-3x+35y+35z
y' = %x — %_L/ + %z
7= -1 +%x+%g—%z
: -2
Trobeu els seus punts fixos. Trobeu la transformada de la recta x = 5= = %

Determineu l'antiimatge del pla d'equacié x —y —z = 2.
IR N e . . \ —
Demostreu que la condicié necessaria i suficient perqué una recta L = P+('V')
—_—
. P . .. y — . . . .
sigui invariant per una afinitat f és que v sigui vector propi de df i Pf(P)
. . e b d
sigui multiple de V.

Una pseudoreflexié és una afinitat f : X — X diferent de la identitat que
deixa fixos els punts d’'un hiperpla. En particular, les reflexions sén casos
particulars de pseudoreflexions. Suposem que tenim una pseudoreflexio f
d'un espai aft de dimensi6 n > 1. Demostreu que existeix una referencia
R = {P; 71,...,7”} tal que la matriu de f en aquesta base té alguna
d’'aquestes dues formes (A # 1):

1 0 1 0
0 0

1T 0 0> 110

0 A 0 010

0 0 0 1 0 0 0 1

.35 Demostreu que si una afinitat en un pla afi té dues rectes paralleles (diferents)

invariants, aleshores totes les rectes paralleles a aquestes dues sén invariants.
Qué passa si substituim «afinitat» per «semi-afinitat»?3

3La segona part de Uexercici ens diu que és impossible resoldre la primera part sense
utilitzar coordenades, es a dir, usant només geometria axiomatica.
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.36 Sigui M la matriu d’'una afinitat f : X — X en una certa referéncia i sigut a1x1+
-+ + dpxp + b = 0 lequacid d'un hiperpla H de X. Demostreu que l'equacio
de Uhiperpla f(H) s'obté* fent el producte de matrius (a1, ..., a,, byM™.

.37 En un pla afi sobre el cos Q (amb una certa referéncia), escriviu les equacions
.y —
de la reflexié respecte de la recta 2x + 3y = 2 amb arrel € = (1,1).

I1.38 Sigui X = Q> amb lestructura afi canonica. Escriviu la matriu de lafinitat
f : X - X sabent que f(1,1,0) = (0,0,0) i que la restriccié de f al pla

7 .7 b d A At

x + y =1 és una translacié de vector v = (0,0, 1).

.39 Sigui f : X — X una afinitat i sigui n invertible al cos base. Demostreu que si
f té un punt fix, aleshores f també té un punt fix. Podem suprimir la condicié
sobre n? (Indicacio: utilitzeu el baricentre.)

[11.40 Sigui G un conjunt finit d'afinitats d'un espai aft X que tingui estructura de
grup (amb la composicid d'aplicacions). Demostreu que si el nombre d'ele-
ments de G és invertible al cos base, aleshores hi ha un punt A € X tal que
f(A) = A per tota afinitat f € G.

[11.41 Sigui X un pla aft sobre el cos real i sigui f := X — X una afinitat diferent
de la identitat tal que 3 = /. Determineu f.

.42 Sigui X un espai afl de dimensié > 2 sobre el cos F>. Demostreu que hi ha
collineacions f : X — X que no sén afinitats. Doneu dues demostracions: una
comparant el nombre de collineacions amb el d'afinitats i l'altra mostrant una
collineacid concreta que no sigui una afinitat.

I11.43 Considereu l'afinitat d'un pla afi sobre Q donada (en una certa referéncia) per
la matriu M:

3 -2 -2 1.0 0
M=|4 =3 —-4]. B=[0 -1 0
0 0 1 0 0 1

Demostreu que és una reflexié. Trobeu l'eix, una arrel i una referéncia en la
qual la matriu s'expressi en la forma B.

I11.44 Considereu l'afinitat d'un pla afi sobre Q donada (en una certa referéncia) per
la matriu M:

5 -2 =22 1T 0 1
M=1[12 -5 -53]. B=10 -1 0
0 O 1 0 0 1

*Aquest exercici ens déna un métode per trobar les rectes invariants d'una afinitat del
pla com a vectors propis de la matriu transposada. Es clar que tot aixo té relaciéo amb el
principi de dualitat.
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Demostreu que és una reflexié6 amb lliscament. Trobeu una referéncia en la
qual la matriu s'expressi en la forma B.

.45 Sigui f una afinitat d’'un pla afi real que no té cap punt fix i que té una Unica
recta invariant. Demostreu que existeix a # 1 i una referéncia en la qual la
matriu de f és

10 1
B=10 a O
0 0 1
111.46 Considereu aquestes dues afinitats d'un espai afi real de dimensié 3:
-3 -4 -3 1 0 -1 0 a
[ 6 7 5 -1 5 2 4 1
-4 -4 3 20 T 1 -1
0 0 0 1 0O 0 0 1

Determineu tots els valors del parametre a que fan que f i g siguin similars
(st és que n’hi ha algun).

.47 Siguin A, B, C tres punts (diferents) alineats. Demostreu aquestes propietats
de la raé simple:
(@) (A, B,C)(B,C,A) =—(C,B,A).
(b) (A, B,C)(A, C,B)=1.
(c) A=A siinoméssi (A B,C)=(A,B,QC).

I11.48 Demostreu que una afinitat bijectiva conserva la rad simple.

.49 Sigui X una recta afl i sigui f : X — X una aplicacié bijectiva que conservi la
rad simple. Demostreu que f és una afinitat.

.50 Siguin A, B, C tres punts no alineats en un pla afi sobre un cos de caracte-
ristica diferent de 2 i siguin P, Q, R tres punts (diferents dels tres anteriors)
tals que P esta sobre la recta AB, Q esta sobre la recta BC i R esta sobre la
recta AC.

— — —
(@) Trobeu una combinacié lineal A{PB+1;QC+A3RA = 0 amb Ay, A2, A3 # 0.

(b) Demostreu el teorema de Menelau:’ els punts P, Q i R estan alineats
st inomés si (P, A B)(Q,B,C)(R,C,A) =1.

(c) Demostreu el teorema de Ceva:® les rectes PC, QA i RB sén concurrents
si i només si (P, A, B)(Q, B, C) (R, C,A) = —1. (Indicacid: apliqueu dues
vegades el teorema de Menelau.)

>Menelau d’Alexandria va ser un gedmetra del segle I.

®Giovanni Ceva va ser un gedmetra italia del segle XVII que va redescobrir el teorema de
Menelau i va publicar el teorema que du el seu nom. L'any 1985 es va trobar un exemplar
de l'obra principal de Yussuf al-Mdtaman —matematic del segle XI i emir de Saragossa—
i es va veure que ja contenia el teorema de Ceva.
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.51

.52

.53

11.54

.55

11.56

.57

.58

111.59

Espais afins euclidians

Demostreu que el segment delimitat pels punts A i B en un espal afl euclidia
esta format per tots els punts P tals que (P, A, B) < 0.

En un espai afl euclidia, demostreu la desigualtat triangular i el teorema de
Pitagores.

Demostreu que en un espai afl euclidia, una recta que no passi per cap dels
vertex A, B, C d'un triangle no pot tallar els tres segments delimitats per A, B
i C.

Siguin L1 i L, dues subvarietats afins d'un espai afi euclidia i siguin Q1 € L;,
Q> € L. Demostreu que d(Q1, Qz) = d(L1, L2) st i només si la recta Q1 Q> és
perpendicular a Ly i a L.

Sigui f : [0, 00) — [0, 00) una funcié tal que

(@) f(x) =0siinoméssix=0.

(b) f(x) + f(A%x) = f((1 4+ A)?x) per tot x, A > 0.
Demostreu que existeix a > 0 tal que f(x) = ay/x per tot x.

Demostreu que si V' i W soén espais vectorials euclidians i ¢ : V — W conserva
el producte escalar, aleshores ¢ és lineal.

. . .y 1] P —> . 7
Sigui f : X — X una reflexié ortogonal d'arrel unitaria n i suposeu que Q és
un punt del mirall de f. Demostreu que

—>

f(P)=P—2(QP, WY1
per tot P € X.

Sigui T el vector de lliscament d’'un moviment rigid f : X — X. Demostreu
que
|| 7| = min{d(P, f(P)): P € X}.

En un pla afl euclidia, una rotacié és un moviment rigid f tal que l'isomor-
fisme lineal df té determinant 1. Si R és una rotacid i fixem una referéncia,
demostreu que existeix 8 € R/27Z Unic (s'anomena l'angle de rotacid de R)
tal que dR ve donat per la matriu

cos® —sinfb
sin@ cosO |-

Demostreu que tota rotacid (diferent de la identitat) té un Gnic punt fix. S'a-
nomena, és clar, el centre de la rotacié. Demostreu que dues rotacions sén
similars si i només si els seus angles son iguals llevat del signe.
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111.60

11.61

11.62

.63
.64

11.65

111.66

.67

111.68

En un pla aft euclidia, sigui o una reflexi6 ortogonal respecte d’'una recta i sigui
Rg una rotacio d'angle 8. Demostreu que gRgo és una rotacid i determineu
el seu angle de rotacid.

En un pla afi euclidia, sigui o una reflexid ortogonal respecte d'una recta.
Prenem una referéncia ortonormal. Demostreu que existeix 8 € R/2xZ Unic
tal que do ve donat per la matriu

(cos 6 sinb )

sin® —cos6

En un pla aft euclidia, siguin g;, i = 1,2 dues reflexions ortogonals respecte
— . 7

de dues rectes no paralleles P; + (V;), i = 1,2. Demostreu que 0102 és una

rotacid i determineu el seu centre i el seu angle de rotacio.

Demostreu que tot moviment rigid és producte de reflexions.

Sigui R una rotacié d'un pla aft euclidia i sigui P un punt que no quedi fix:
R(P) = Q # P. Demostreu que el centre de R pertany a la recta

1
r: P+ 5@ + (@)l

Considerem tres rectes d'un pla afi euclidia que determinin un triangle i siguin
01, 02, 03 les reflexions ortogonals respecte de cadascuna d'aquestes tres
rectes. Classifiqueu el moviment rigid 0y0,03. Estudieu també els casos quan
les tres rectes son concurrents o paralleles.

ATR3 amb Uestructura ordinaria d'espai afi euclidia, sigui o la reflexié ortogonal
respecte del pla x —y — 3z = 3. Calculeu o(r) si r és la recta

x+3y=4
X+y—z=3

En una certa referéncia, una afinitat d'un pla afi real s'escriu

x"'=8x—49y + 3

!’

y =x—b6by—1

Pot haver-hi alguna estructura d'espati afl euclidia al pla de manera que aques-
ta afinitat sigui un moviment rigid?

Considereu l'afinitat del pla afi R? d’equacions

3 = (V2 = 1)x —2V2y —2V2 +5
3y = —2x+ (1 =2V2)y +2V2+9
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111.69

.70

.71

.72

.73

escrites en la referéncia
_— —
R = {(1,2); (—1,—1),(1,0)}.
Comproveu que és un moviment rigid i classifiqueu-lo.

A lespai afi euclidia R? considereu el moviment rigid donat (en la referéncia
canonica) per

1
X' = 5(_8)(_ y+4z)
1
y = 5(—x—8g—4z)+1

1
7z 6(4x—4y+7z)—‘|

determineu el vector de lliscament i una referéncia ortonormal en la qual el
moviment rigid s'expressi en la seva forma canonica.

Al pla afi R? considerem el producte escalar definit per
- = - - - =
(€1, €1)=2, (€2 €2)=3, (€1, €2)=-1

on €1, €2, €3 és la base candnica. Demostreu que és un producte escalar
definit positiu i considereu R? com un pla afi euclidia amb aquest producte
escalar. Trobeu la imatge del punt P = (1, —1) per la reflexié ortogonal d’eix
x+2y=1

Trobeu a lespai afi euclidia R* la distancia del pla

- y—z—2=0
| x+y—-3t+3=0

a larecta r:(—=1,1,1,4) +((2,1,1,—=1)). Doneu punts del pla i la recta que
realitzin aquesta distancia.

Sigui L la varietat lineal de l'espai afi euclidid R* donada per

X—y+z=-1
2x—z+t=3.
Trobeu el pla M ortogonal a L tal que LN = {(1,1,—1,0)}.

Els associaedres’ sén una familia de poliedres convexos K, C R"=2. Per
exemple, K3 és un segment i Ky és un pentagon. Com passa sovint,? la definicié

’Aquests poliedres els va descobrir James Stasheff el 1963 en els seus estudis sobre
la propietat associativa llevat d’homotopia. En particular, els vértex de K, estan en cor-
respondéncia bijectiva amb les maneres diferents d'associar n elements. La definicié més
senzilla en dimensié una més de la necessaria la va trobar Jean-Louis Loday l'any 2002.

8Per exemple, la definicié més senzilla del triangle equilater s'obté definint els seus
vértex com els punts (1,0,0), (0,1,0) i (0,0,1) de R3, encara que el triangle equilater siqui
un poligon de R?.
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més senzilla d'aquests poliedres s'obté en un espai de dimensié superior a la
necessaria, en aquest cas, R"~'. Per exemple, els 14 vértex de K5 sén aquests
punts de R*:

Vi = (4,1,2,3), =(3,1,2,4, V=(,214), Vi=(42173)
Vs = (1,4,1,4), VG:(1 6,1,2, V,=(1,6,21), Vg=(1,2,61)
Vo=(2,1,6,1), Vio=(41,41), Vi1=(21,34), Via=(1234)
Vis = (4,3,2,1), Via = (4,3,1,2)

Observem que tots aquests punts pertanyen a Uhiperpla H d'equacié x + y +
z+t=10. Per tant, Ks ¢ H= R3. Com a informacié suplementaria sobre K5
direm que té 9 cares que es troben sobre aquests hiperplans de R*:

3x—y—z—t+6=0 3y—x—z—t4+6=0 3z—x—-y—t+6=0
3t—x—y—z+6=0 x+y—z—t+4=0 y+z—x—-t+4=0

z4+t—x—y+4=0 X+y+z—-3t+6=0 y+z+t—3x+6=0
Feu un model de cartré d'aquest poliedre K5 de manera hi hagi una cara que

tingui com a vertex V4, V2, V3, V4 en aquest ordre en el sentit de les agulles
del rellotge (mirant el poliedre des de l'exterior).?

90Observem que el fet de definir K5 a R* fa que hi hagi dues maneres de representar-lo

a R3,

que son imatge especular una de l'altra. La informacid addicional sobre l'orientacid

d’'una cara concreta ens determina una d'aquestes dues imatges especulars.
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26. Quadriques

Q a geometria lineal estudia —des de punts de vista diversos—
L\ objectes geometrics com les rectes i els plans, que anomenem
§ ;)tb «lineals» i que, en definitiva, quan prenem coordenades, vénen

descrits per equacions de primer grau. Si volem anar més en-
lla d'aquests objectes de primer grau, estarem transcendint la geometria
lineal per entrar al qué es coneix com a geometria algebraica: U'estudi ge-
ométric dels objectes —corbes, superficies,..— que, prenent coordenades,
venen descrits per equacions algebraiques de grau arbitrari, és a dir, per
polinomis en diverses variables.

Les quadriques —objectes algebraics de segon grau que definirem amb
precisiéo d'aqui a un moment— es situen, en certa manera, a la frontera
entre el moén lineal i el mdén de la geometria algebraica. També per motius
historics. El concepte de quadrica inclou les classiques seccions d'un con
—la circumferéncia, l'ellipse, la parabola i la hipérbola— i superficies com
Uellipsoide, els hiperboloides, etc. i és clar que la circumferéncia forma part,
de manera essencial, de la geometria d’'Euclides que, per tant, no és una
geometria purament lineal. També hi ha motius estrictament matematics
que fan que lestudi de les quadriques sigui potser més proper als métodes
de lalgebra lineal que no pas als metodes més generals de la geometria
algebraica.

En aquesta darrera part del curs estudiarem les quadriques i ho farem
de manera una mica diferent a com ho hem fet en lestudi dels objectes
lineals. Per exemple:

e Abandonarem el métode axiomatic i, des del primer moment, adopta-
rem un punt de vista algebraic. L'elegancia del tractament axiomatic
del concepte de «recta que passa per dos puntsy» no es pot transportar
al cas, per exemple, de les corbes: el principi «l‘andlisi logica de la
nostra intuicié de l'espai» perd part de la seva validesa quan ens pre-
guntem, per exemple, qué hi ha a la nostra «intuicido» que ens permeti
distingir entre la cissoide de Diocles —una corba algebraica de tercer
grau— i la quadratriu d'Hipies —una corba transcendent.’

"Tanmateix, en el cas de les quadriques, el tractament axiomatic si que és possible. El
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e Estudiarem simultaniament el cas afi i el cas projectiu. Ja sabem que
Uespai aft és una part de l'espai projectiu —concretament, el comple-
ment d'un hiperpla— i, quan considerem una quadrica, sovint no ens
caldra dir st només considerem la seva part afl o si considerem tota
la quadrica completa.

e Distingirem, per primera vegada, entre un objecte geometric i els seus
punts. Aquest és un punt de vista caracteristic de la geometria alge-
braica. Pensem, per exemple, en la conica x> + y? + 1 que no té cap
punt en el pla real i, malgrat aixo, la considerarem com una conica de
ple dret i com una conica diferent de la conica x> + 1 que tampoc té
cap punt en el pla real. Tanmateix, aquestes dues coniques st que te-
nen punts en algun cos més gran que el cos real. Una conica no sera,
doncs, un conjunt de punts, sind que sera un polinomi de segon grau
p(x, y), i els punts de la conica (en un cert cos) seran les solucions de
p(x,y) = 0 (en aquest cos).

Quadriques a lespai afi

Sigui X un espai afi de dimensid n sobre un cos k, amb una referéncia fixada
—que ens permet identificar X a l'espai afl canonic k". Una quadrica de X
sera un polinomi de segon grau en n variables x, ..., x,

p(x1, ..., Xn)
amb coeficients al cos k, modul la relacié d'equivaléncia
p(X1, ..., Xn) ~Ap(x1,....xs) SLA#0, A € k.

Per tant, una quadrica és una classe d'equivaléncia de polinomis de segon
grau encara que, per abus de llenguatge, parlarem de «la quadrica p» quan
hauriem de parlar de «la quadrica [p]».

Anomenarem coniques a les quadriques en un espai de dimensié n = 2.

Els punts de la quadrica p(x, ..., x,) seran els punts (a;,...,a,) € X
tals que p(ay,...,a,) = 0. Observem que és un concepte ben definit perque
dos polinomis que difereixen en una constant no nulla donen els mateixos
punts.

cas més conegut és el de les coniques del pla, que poden definir-se d'aquesta manera: una
conica d'un pla projectiu X és el conjunt dels punts on es tallen les rectes corresponents
per una projectivitat (que no sigui una perspectivitat) entre dos feixos de rectes. (Vegeu
Uexercici 1V.28.
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Com sempre que introduim algun objecte nou, hem d'incloure-hi una
nocié d'objectes equivalents. Suposem que f : X — X és una afinitat. Si
escrivim f en coordenades, veiem que f indueix una aplicacié del conjunt de
polinomis en n variables en ell mateix

fo ikt ..o x| — K[x1, . X0

Per exemple, sin =21 f(x,y) = (x+y—1,y+1), tenim que f,(x>+y?—2) =
x? 4+ 2y? + 2xy — 2x. Aixd ens permet aquesta definicié: direm que dues
quadriques p i g de X sdén equivalents si existeix una afinitat bijectiva
f: X — X tal que f,(p) = g.2

Exemples
e Per exemple, si la caracteristica de k és # 2, la conica x? — y2 és
equivalent a la conica xy per lafinitat f(x, y) = (x + y, x — y).
e Suposem que k = F5 és el cos de 5 elements. La transformacio

f(x,y,z) = (x+y, y—x, z) ens mostra que les quadriques x? + y? + 22>
i x* 4+ y? + 2% sén equivalents. En canvi, les coniques x? + 2y? i x* + y?
no sén equivalents.?

Quadriques a l'espai projectiu

Considerem l'espai projectiu P,(k) de dimensié n sobre un cos k. Els punts
de l'espai vindran donats per les seves coordenades homogénies

Q: {X1,...,X,7+']}

i, en general, st p(x1, ..., Xy+1) és un polinomi, no té sentit dir st p(Q) = 0,
precisament perqué, si A # 0,

{X1,...,Xn+1} = {)\X1,...,/\X,H_1}.

En tot cas, p(Q) = 0 st que té sentit si p és un polinomi homogeni, és a dir,
un polinomi on tots els seus monomis tenen el mateix grau.

Per exemple, p = x* — y? + 3xy és un polinomi homogeni, mentre que
g = x> — y?> + 3x + 2 no ho és. Observem que si que té sentit preguntar-se
st p(Q) = 0 perque

p(AXq, .., A1) = )\2/3()(1, cee Xna1)-

2Recordem l'abus de llenguatge d'escriure p en lloc de [p] per designar una quadrica.
Es a dir, quan escrivim f.(p) = g de fet volem dir f.(p) = Ag per algun A # 0, A € k.
3Vegeu la nota 5 de la pagina 210.
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Una quadrica de P,(k) sera un polinomi homogeni de segon grau en
n + 1 variables xq, ..., X,41

p(X1, ...\ Xnt1)
amb coeficients al cos k, modul la relacié d'equivaléncia
pPXt, . Xng1) ~Ap(Xq, - Xnp1) SLAF 0, A € k.

Els punts de la quadrica p(x, ..., x,11) seran els punts {aq,..., 0,01} €
P, (k) tals que p(ay, ..., a,+1) = 0. Observem que és un concepte ben definit.

Dues quadriques p i g de P,(k) sén equivalents si existeix una homo-
grafia f : P,(k) — P,(k) que transforma una en l'altra. Observem que una
homografia ens déna una matriu ben definida llevat d’'una constant no nul-
la, que ens serveix per transformar cada polinomi homogeni en un altre
polinomi homogenti, ben definit llevat d'una constant no nulla.

Relacié entre quadriques projectives i quadriques afins

Hem dit que no distingiriem entre quadriques projectives i quadriques afins
i el motiu és que «gairebéy» sén la mateixa cosa. Recordem la relacidé entre
Uespal projectiu P,(k) i U'espai aft k". La relacié ve donada per

k"™ = P,(k) — {x,.1 = 0}.

Es a dir, k" s'obté a partir de P,(k) suprimint un hiperpla que, sense pérdua
de generalitat, podem suposar que és U'hiperpla d'equacid x,. = 0.

Amb aquesta identificacio de l'espai afl com una «part» de U'espai projec-
tiu, hi ha una correspondencia senzilla entre les coordenades homogénies
d’'un punt de Uespai projectiu (fora de l'hiperpla x,+1 = 0) i les coordenades
d’aquest mateix punt a l'espai afi. Aquesta correspondéncia ve donada per

(X1, X)) — {x1, ..., x,, 1}
X1 X
( . a ) :{X1,...,X,7+1}
Xn+1 Xn+1

Aquesta correspondencia ens déna una correspondencia entre quadri-
ques afins i quadriques projectives. Recordem que una quadrica aft és un
polinomi de segon grau en n variables (modul una constant no nulla) i que
una quadrica projectiva és un polinomi homogeni de segon grau en n + 1
variables (modul una constant no nulla). Disposem d'aquests dos processos:
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e Homogeneitzacié: de l'espai afi a l'espai projectiu.?

2 X1 Xn
p(X1, . Xn) > X5 P e .
Xn+1 Xn+1

Per exemple, si homogeneitzem el polinomi en dues variables
2., .2
X“+y —2xy+x—y+1
obtenim el polinomi homogeni en tres variables’

X+ yt—2xy + xz — yz + 2%,

e Deshomogeneitzacid: de l'espai projectiu a l'espat aft.
pxt, ... Xne1) — p(x1, ..., xp, 1).

Per exemple, si deshomogeneitzem el polinomi homogeni en tres vari-
ables
x* —y*+2yz +7°

obtenim el polinomi en dues variables

X2 —y?+2y+1.

Observem que aquests dos processos «conserveny els punts de les quadri-
ques: els punts de la quadrica afi son els punts de la quadrica projectiva
que estan fora de Uhiperpla x,.1 = 0.

Els dos processos no sén exactament invers un de l'altre. Observem que
si deshomogeneitzem z? + xz + yz obtenim 1 + x + y que no és un polinomi
de segon grau i, per tant, no és una quadrica aft. Aquest problema només
apareix quan comencem amb una quadrica projectiva que és divisible per
Xp4+1. En conclusig,

Hi ha una correspondeéncia bijectiva entre les quadriques de k"
i les quadriques de P,(k) que no son divisibles per x,.1. En
aquesta correspondencia, els punts de la quadrica afi sén els
punts de la qudadrica projectiva que estan a l'espai afi.

*L'exponent 2 és degut a que homogeneitzem polinomis de grau 2. El procés també es
pot fer en qualsevol grau r canviant xZ,; per x/,;.

>Una manera informal d’explicar el procés d’homogeneitzacié podria ser dir que «con-
vertim tots els monomis en monomis de segon grau afegint una poténcia convenient d'una
nova variable x,1».
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En consequliéncia, quan parlem d'una quadrica, no farem distincié entre si
la considerem quadrica aft o la considerem quadrica projectiva.

Les coses canvien quan tenim en compte els conceptes aft i projectiu
de quadriques equivalents. Dues quadriques projectives equivalents (com
a quadriques projectives) pot ser que no ho siguin com a quadriques afins.
L'explicacid és que l'equivalencia projectiva pot venir donada per una homo-
grafia que mogut Uhiperpla x,.1 = 0 i, per tant, no doni lloc a una afinitat.
Estudiarem tot aixd0 amb més detall més endavant i sera el moment quan
donarem sentit aquestes frases de la pagina 50:

Si poguéssim imaginar l'infinit com una recta, totes aquestes es-
tranyes metamorfosis de l'ellipse serien molt menys misterioses.
Imaginem una ellipse que no toca la recta de linfinit: veiem una
ellipse. L'ellipse es va acostant a Uinfinit fins que toca linfinit en
un Unic punt: veiem una parabola. Finalment, l'ellipse és tallada
per lUinfinit: veiem una hipérbola, amb una branca a cada costat
de lUinfinit. Son imaginacions aparentment absurdes, pero si tin-
guessin una base matematica solida ens permetrien entendre les
tres coniques com una mateixa corba, situada en tres posicions
diverses respecte de linfinit. Llastima que aixo de «l'infinity no
sapiguem —de moment— qué vol dir!
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27. Quatre punts de vista sobre les
quadriques

’)‘éj n aquest capitol estudiarem fins a quatre maneres diferents —

: pero essencialment equivalents— de considerar les quadriques.

g: Suposarem sempre que la caracteristica del cos base és dife-
rent de dos.

1. El punt de vista bilineal

Ja hem parlat en algun capitol anterior de productes escalars en un espat
vectorial. Ho tornarem a fer ara amb més generalitat. V sera un espai
vectorial de dimensié finita sobre un cos k. Una forma bilineal simétrica a
V és una aplicacié

VxV-—k

— — - —
(0, V)= u-v
que compleix aquestes propietats:

— ] . e d —_— —> .
1. Per cada v € V, l'aplicacié v — u - vV és lineal.

- — A - —
2. Percada v, Vv € Vescompleix v -V =V - u.

: - —
En aquest context, direm que dos vectors U, v

. R
perpendiculars si v - vV = 0.

€ V son ortogonals o

Quan estudiavem productes escalars definits positius sobre un espai vec-
torial real teniem les mateixes propietats i dues propietats addicionals, pero
ara ens interessa estudiar aquest concepte més general. Una forma bilineal
simetrica és, doncs, una manera de «multiplicar escalarment» vectors d'un
espai vectorial. Com que aquest concepte d'ara és més general que el que
haviem estudiat abans, cal tenir en compte que en una forma bilineal si-
metrica poden passar coses que no passen mai en els productes escalars
definits positius.

. —> . . . . s
e Hi pot haver vectors € que siguin perpendiculars a ells mateixos, és

P e 4 . . n TR A P ’
a dir € - e =0. En direm vectors isotrops. Si l'iinic vector isotrop és
el vector zero, direm que la forma bilineal és anisotropa (o elliptica).
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e Si F és un subespai vectorial de V, podem considerar el subespai F*
format pels vectors que son perpendiculars a tots els vectors de F. En
general, pot passar que F n F+ # {0}.

e Hi pot haver vectors € # 0 que siguin perpendiculars a qualsevol
) . — - —
altre vector de l'espai. Els vectors e tals que e - v = 0 per tot
—> . . ’ . .
v € V formen un subespai vectorial que s'anomena el radical de V' i
es denota com Rad(V). Si Rad(V) = 0 direm que la forma bilineal és
no singular.

e SiV=F®G icada vector de G és perpendicular a cada vector de F
direm que F i G estan en suma ortogonal i escriurem V = F 1 G.

Exemple: Suposem que lespai vectorial V té dimensid 2, que la forma
bilineal és no singular i que hi ha un vector isdtrop €1 # 0. Com que
VL =0, existird un vector V.amb € -V # 0. Sigui W := (1/(€1- V)V i
considerem el vector

- —
— — w.-w
er=wW — (S|
2
7 )Y . H H y
Aleshores, és facil comprovar que {'€4, €,} és una base de V tal que
- - - - - -
6‘1'@1:6‘2'62:0, e 6‘2:1.

Direm que V, amb aquesta forma bilineal, és un pla hiperbolic.’

A les formes bilineals hi ha, naturalment, un concepte d’equivaléncia:
dues formes bilineals simétriques sobre V sén equivalents si existeix un
isomorfisme lineal ¢ : V — V tal que

€4V =¢(€)rp(V)pertot €,V e V.

2. El punt de vista quadratic

Una forma lineal en un espai vectorial V' és una aplicacié w: V — k que
compleix

1. w(@ +7V) =w(®)+ wV)

2. w(A€) = Aw(E).

"No hem de confondre aquest concepte de pla hiperbolic amb el pla de la geometria
hiperbolica.
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Com ho fariem per definir un concepte de forma quadratica? La segona
condicié sembla facil de traduir al cas quadratic: Q(A€) = A2Q(€). Quina
condicid hauria de substituir la primera si volguéssim axiomatitzar la idea
d'«elevar al quadrat»? Recordem aquesta famosa identitat:

(a+ b’ =a’+b’>+2a-b

que ens relaciona la multiplicacié i l'operacié delevar al quadrat.? Aquesta
identitat ens suggereix que hauriem de definir una forma quadratica en un
espali vectorial V' com una aplicacio Q : V — k que compleixi

1. €.V = % (O(€ + V) — Q(€) — O(V)) és una forma bilineal a V.
2. Q(A€) = A2Q(€) pertot @ € V.

No cal dir que també tenim un concepte de formes quadratiques equiva-
lents: Dues formes quadratiques Qy, Q, sobre V son equivalents si hi ha
un isomorfisme lineal ¢ : V — V tal que Q4(€) = Q(¢(€)) per tot @ € V.
Direm que una forma quadratica és no singular st ho és la forma bilineal
associada definida per la condicié 1 anterior.

3. El punt de vista matricial

Una matriu quadrada M = (a;;) es diu que és simétrica si a;; = aj; per tot

i, j. Equivalentment, M és simetrica si coincideix amb la seva transposada:
M=MT".

Quina relacié d'equivaléncia considerarem a les matrius simétriques? Al
conjunt de les matrius ja tenim una relacid d'equivaléencia —anomenada
similitud— segons la qual dues matrius quadrades M i N sén similars si
existeix una matriu invertible P tal que P~'MP = N. Pero aquesta relacié
—que és molt important quan estudiem matrius que representen aplicacions
lineals— no ens interessa ara que volem estudiar matrius simétriques que
representen formes bilineals. D'altra banda, st M és una matriu simétrica,
P~'MP en general no ho és.

L'equivaléncia entre matrius simétriques que ens interessa ara és aques-

ta: dues matrius simetriques M i N sén equivalents si existeix una matriu
invertible P tal que PTMP = N.

2Aquesta identitat ens demostra que si sabem elevar al quadrat, restar i dividir per 2, ja
sabem multiplicar. Aquesta curiositat és explotada a un apoleq titulat L'alquimia catalana
i el Regula Universalis, facilment localitzable a Internet.
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Com que tenim dos conceptes d'equivaléncia diferents entre matrius
PT'MP ~y M;  PTMP ~, M

convé estar molt atent a no confondre’ls. Insistim: l'equivaléncia P~"MP ~;
M és important quan estudiem l'efecte d'un canvi de base en una aplicacio
lineal; l'equivaléncia PTMP ~; M sera important quan estudiem l'efecte
d’'un canvi de base en una forma bilineal.

4. El punt de vista polinomic

Volem estudiar quadriques i ja hem dit que una quadrica de P,(k) sera un
polinomi homogeni de segon grau en n + 1 variables (llevat d'un escalar no
nul, no ho oblidem!) Tambhé hem dit que dues quadriques seran equivalents
quan ht hagi un canvi de coordenades projectiu que transformi un polinomi
en laltre.

Els quatre punts de vista son equivalents

Formes bilineals, formes quadratiques, matrius simétriques i polinomis ho-
mogenis de segon grau son, essencialment, un mateix concepte mirat des
de quatre angles diferents, i aquesta possibilitat de mirar un mateix objecte
matematic des de diversos punts de vista és immensament enriquidora. Per
tant, a 'hora d'estudiar les quadriques podem escollir qualsevol d'aquests
quatre punts de vista. Cadascun té els seus avantatges. Per exemple, les
formes bilineals i les formes quadratiques es poden estudiar «sense coor-
denades» i sén, per tant, més conceptuals, mentre que les matrius i els
polinomis estan millor adaptats al calcul i sén directament «codificablesy.

Estudiem ara breument com podem passar d'un d'aquests quatre con-
ceptes a un altre.

e Formes bilineals i formes quadratiques. Aquesta correspondéncia és
senzilla. Si tenim una forma bilineal sobre V podem definir una forma
quadratica sobre V aixi

i comprovar immediatament que compleix les dues propietats de les
formes quadratiques. Reciprocament, si Q és una forma quadratica, li
podem associar una forma bilineal aix(

(0(€ +V)—0(€) - 0(V)).

N —
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També és important tenir en compte qué passa amb el concepte d'e-
quivaléncia que tenim a formes bilineals i a formes quadratiques: és
molt senzill comprovar que dues formes quadratiques son equivalents
st i només si ho sdn les seves formes bilineals associades.

Formes bilineals i matrius simétriques. Suposem que tenim una forma
bilineal sobre V. Fixem una base {€,..., €,} de V i considerem la
matriu simetrica n x n

Direm que és la matriu de la forma bilineal en la base donada. Reci-
procament, si M és una matriu simétrica qualsevol, podem definir una
forma bilineal simétrica sobre V' d'aquesta manera

(a1,...,a,)-(by,...,by):= (CI1,...,CIH)M(/J1,...,/Jn)T

i podem comprovar molt facilment que es compleixen les dues condi-
cions de les formes bilineals simetriques. També és facil veure que
aquestes dues correspondéncies sén inversa una de l'altra.

. . > > ’
En particular, st Vv, w sén vectors expressats, en una base, com a
matrius d'una Unica columna i si M és la matriu d'una forma bilineal
- —
en la base donada, aleshores el vector producte v - w es calcula

i —
V-w=v Mw.

Vegem ara com es comporta aquesta correspondéncia entre formes bi-
lineals i matrius (un cop hem escollit una base) respecte dels conceptes
d’'equivaléncia que tenim a formes bilineals i a matrius simétriques.
Suposem que tenim dues formes bilineals simetriques equivalents a
través d'un isomorfisme lineal ¢ : V — V. Aixo vol dir que

Vo w=¢(V) 2 p(w).

En la base que hem fixat, l'isomorfisme ¢ vindra donat per una ma-
triu invertible P i les dues formes bilineals tindran matrius M; i My,
respectivament. Tindrem

VIMW =7V W =¢(V) 2 p(W) = (PV) My(PW) =V P TM,PW.

Com que la matriu d'una forma bilineal determina la forma bilineal, la
conclusio és que
P M,P = M,
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és a dir: l'equivaléncia de formes bilineals es correspon a l'equivaléncia
de matrius simétriques que hem definit abans —i no pas a l'equiva-
léncia P~'"MP ~ M que ja coneixiem! Aquesta és la justificacié que
haguem introduit precisament l'equivaléncia PTMP ~ M.

e Matrius simétriques i polinomis homogenis de grau 2. Sigui M = (a;))
una matriu simetrica de mida n. A partir de M podem definir aquest

polinomi homogeni de grau 2 en les variables xq, ..., x,
n n n n
— _ 2 )
pxt, ..., xp) = aiXiXj = agx; + aiXiX;.
i=1 j=1 i=1 ij=1,i<j
Es a dir,
.
pxi, .o xn) = (1, xp) M (xq, .0 X)

Es clar que, d'aquesta manera, tenim una correspondéncia bijectiva
entre matrius simetriques diferents de zero i polinomis homogenis de
grau 2, i també és facil veure que aquesta correspondéncia respecta
els conceptes d'equivalencia que hi ha a les matrius simétriques i als
polinomis homogenis.?

Observem, doncs, que tenim quatre maneres d'entendre i estudiar les
quadriques. Cal fer, pero, algunes consideracions. L'equivaléncia entre for-
mes bilineals i formes quadratiques és canonica i també ho és l'equivaléncia
entre matrius simetriques diferents de zero i polinomis homogenis de segon
grau, pero l'equivaléncia entre formes bilineals/formes quadratiques i ma-
trius simetriques/polinomis homogenis no ho és perqueée requereix l'eleccid
d’'una base de l'espai vectorial. D'altra banda, recordem que una quadrica
no és exactament un polinomi homogeni de segon grau, sind que és una
classe d'equivaléncia de polinomis homogenis de segon grau.

Quan la forma quadratica associada a una quadrica sigui no singular,
direm que la quadrica és no degenerada.

30bservem quina és exactament la relacié entre els termes de la matriu simétrica i els
coeficients del polinomi homogeni de grau 2 que li associem. Els termes de la diagonal
sén els coeficients dels monomis x? i els termes fora de la diagonal sén la meitat dels
coeficients dels monomis x;x;.
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%%17 oldriem classificar les quadriques de dimensid arbitraria sobre
\ “Ia un cos arbitrari: saber exactament quines quadriques hi ha
J (llevat d'equivaléncia) i ser capacos de decidir, donades dues
& quadriques, si sén equivalents o no ho sén. Segurament, és un

objectiu massa ambicids, pero, si més no, mirarem fins on podem arribar.
La dificultat del problema depén del cos base. D'entrada, estudiarem que
podem dir quan el cos base és un cos arbitrari de caracteristica diferent
de dos i en el capitol seglient veurem com per certs cossos concrets podem
arribar a una classificacié completa.

Hem vist que hi ha com a minim quatre maneres d'entendre les qua-
driques. De cara als teoremes de classificacié que estudiarem en aquest
capitol, el punt de vista més convenient és el de les formes bilineals si-
métriques, que sabem que és completament equivalent al de les formes
quadratiques. Com que és més curt escriure «forma quadraticay, utilitzarem
aquesta nomenclatura, pero ens cal tenir present que sempre tindrem, en
parallel, una forma quadratica i la seva forma bilineal simétrica associada.
Per tant, estudiarem espais vectorials de dimensio finita V amb una forma
quadratica Q, és a dir, parelles (V, Q). El nom que utilitzarem per a la
parella (V, Q) és el d'espai quadratic.’

Si tenim dos espais quadratics (V4, Qy) i (V5, ©3), una isometria® entre

ells sera un isomorfisme lineal ¢ : V; — V; tal que Qi(V) = Qux(¢p(V)) per
tot vV € V,. Escriurem V4 2 V5 si hi ha una isometria entre V; i V5.3

Per classificar necessitem disposar d'invariants, és a dir, necessitem as-
sociar a cada forma quadratica alguns objectes matematics senzills (i cal-
culables!) —com ara nombres enters— de manera que dues formes equiva-

"Com sempre, cometrem l'abUs de llenguatge de denotar un espai quadratic simplement
pel primer membre de la parella i escriurem V en lloc de (V, Q).

2Es natural utilitzar aqui la paraula «isometria» perqué si el cos base és R i la forma
bilineal és un producte escalar definit positiu, el concepte actual coincideix amb el concepte
d’'isometria entre espais afins euclidians.

3La notacié V4 = V; és ambigua i el context ens ha de explicar si estem parlant d'una
isometria entre els espais quadratics V; i V4 o d'un isomorfisme lineal entre els espais

vectorials V; i V5.
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lents tinguin associats els mateixos objectes. La culminacié de l'exit seria
disposar de prou invariants per poder arribar a demostrar que dues formes
son equivalents si i només si tenen els mateixos invariants.

Abans de comencar, repassem alguns conceptes que ja hem vist. Tenim,
doncs, un espat quadratic V.

e El radical de V és el subespai format pels vectors perpendiculars a
qualsevol altre vector. El denotem per Rad(V). Diem que V és no
singular si el seu radical és zero: Rad(V) = 0.

e Un vector és isotrop si és perpendicular a ell mateix. Diem que V és
anisotrop o elliptic si l'lnic vector isotrop és el vector zero. Direm
que V és totalment isotrop si tots els seus vectors sén isotrops.

e Direm que V és un pla hiperbolic si té dimensido 2, és no singular i
és no elliptic. A lexemple de la pagina 201 vam veure que tot pla

hiperbolic té una base en la qual la matriu de la forma bilineal és
0 1 . : s L .

1 0l En particular, tots els plans hiperbolics sén isomorfs. Si ho

traduim al llenguatge de les coniques, un pla hiperbolic correspon a la

conica xy i aixo justifica el seu nom. D'altra banda, un pla hiperbolic

també té una base en la que la matriu de la forma bilineal s'escriu
1

0 —1
tant, a la conica xy.

i la conica corresponent és x? — y? que és equivalent, per

Primer invariant: la dimensio

Aquest és trivial. Si tenim una isometria entre dos espais quadratics V = W,
aleshores dim(V) = dim(W). Res més a dir.

Segon invariant: el rang

Aquest és senzill. Definim
rang(V) = dim V — dim Rad V.

Es clar que és un invariant, perqué si V = W, també Rad V = Rad W. Com
es pot calcular? Observem que, si M és la matriu de la forma bilineal en
una certa base, tenim

RadV ={V :7'"MV =0pertot 7 € V} ={V : MV =0} = ker M.
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Per tant, el rang de la forma bilineal coincideix amb el rang de la seva
matriu en qualsevol base.

Sigui ara E C V un subespai vectorial qualsevol que estigui en suma
directa amb Rad V. Es evident que aquesta suma directa sera una suma
ortogonal i tindrem

V =Rad(V) L E.

D’altra banda, E ha de ser no singular. A més, lespai E és Unic llevat
d'isometria: si tenim una altra descomposicié V = Rad(V) L E’, es compleix
que E = E’. Aquest fet és conseqiiéncia d'un teorema fonamental de les
formes quadratiques:

[Teorema de Witt] Sigui V un espai quadratic i siguin V = E; L
Fy = E, L F, dues descomposicions de V' en suma ortogonal. Si
E, i E; sén isométrics, aleshores F; i F>, també sén isométrics.*

Aix0 ens diu que si classifiquem E ja haurem classificat V. Per tant, a partir
d’'ara suposarem, sense perdua de generalitat, que V' és no singular.

Tercer invariant: l'index

Ara V és no singular. En aquest cas, el comportament dels subespais or-
togonals ja s'assembla més al cas classic dels productes escalars definits
positius sobre el cos real. Per exemple, es pot demostrar (exercici IV.5) que
si E C V és un subespai no sinqular, aleshores EX+ =E iV =F 1 E*

*Als textos sobre formes quadratiques apareixen diverses versions del teorema de Witt.
El que acabem d'enunciar és potser la versié més general, de la que es dedueixen amb
relativa facilitat les altres versions del teorema:

e Teorema d'extensié. Siguin V4 = E; L iV, = E; L F, dos espais quadratics
isometrics i sigui ¢ : E1 — E; una isometria. Existeix una isometria ¢ : V4 — V5 que
coincideix amb ¢ sobre Ej i tal que ¢(F1) = F».

e Teorema de cancellacio. St Ey L Fy = E;1 L F5, aleshores F; i F> s6n isométrics.

e Teorema original de Witt. Si £, E; C V sén subespais isomeétrics no singulars d’'un
espai quadratic V, aleshores Ei* i ES també sén isométrics.

e Extensié en subespais no singulars. St E7, £, sdn subespais no singulars d'un espai
quadratic Vi ¢ : £y = E; és una isometria, aleshores existeix una isometria ¢y : V =
V tal que ¢|g, = ¢.

e Extensi6é en un espai no singular. Si E£7, £, sén subespais d'un espat quadratic no
singular Vi ¢ : Ey = E; és una isometria, aleshores existeix una isometria ¢y : V= V
tal que Y|g, = ¢.
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Definim l'index de V com la maxima dimensié d'un subespai totalment
isotrop de V. Es clar que l'index és un invariant. La pregunta és com es
pot calcular.

Per exemple, en un pla hiperbolic, hi ha dues rectes totalment isotropes,
pero el pla no és totalment isotrop (vegeu lexercici IV.3). En conclusio,
U'index d'un pla hiperbolic és 1.

Suposem que E C V és un subespai totalment isotrop de dimensié ma-
xima. Utilitzant les mateixes idees de l'exemple del pla hiperbolic de la
pagina 201 es pot demostrar per induccid aixo (exercici IV.11):

Sigui €4,..., €, una base de E (per tant, r és l'index de V).
Existeixen vectors €/,..., €’ € V tals que cada subespai H; :=
(€, €") és un pla hiperbolici V =Hy L --- L H, L F on F és
anisotrop.

Es a dir, podem descompondre cada espai quadratic no singular V com
a suma ortogonal de plans hiperbolics —tants com indica l'index de V—i
un subespai anisotrop. Un aspecte clau és que aquesta descomposicio és
Unica en aquest sentit: si tenim

V=H L LH LF

on cada H! és un pla hiperbolic i F és un espai anisotrop, aleshores r = s
i F = F'. En particular, podem redefinir l'index com el nombre de plans
hiperbolics en qualsevol descomposicié de V' com a suma ortogonal de plans
hiperbolics i un espai anisotrop. Aquest fet no trivial és conseqliéncia també
del teorema de Witt que hem enunciat abans.

Tot aix0 que hem dit implica que, si deixem de banda el problema del
calcul explicit de l'index, la classificacio de les formes quadratiques es redu-
eix a la classificacio dels espais anisotrops —que sén els que no tenen cap
vector isotrop no nul. El problema que ens trobem és que la classificacio
dels espais anisotrops depén forca del cos base i ja no podem obtenir resul-
tats generals com els que hem vist fins ara. En el proper capitol estudiarem
els espais anisotrops per a alguns cossos concrets i aixt completarem la
classificacid per a aquests cossos.

Quart invariant: el determinant

Si M i N sén dues matrius simetriques equivalents, els seus determinants
poden ser diferents. En efecte, l'equivaléncia vindra donada per una matriu
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invertible P tal que P"TMP = N. Aleshores,
det(N) = det(M) det(P)>.

Aquesta formula ens dona una certa informacié. Per exemple, si el cos
base és el cos R veiem que una matriu de determinant positiu no pot ser
equivalent a una matriu de determinant negatiu. Si el cos base és el cos
@, una matriu de determinant 2 no pot ser equivalent a una matriu de
determinant 4. En conclusio, el determinant modul quadrats és un invariant
de la forma quadratica.’

°Ara és trivial comprovar l'afirmacié de la pagina 196 que deia que les formes quadra-
tiques x? 4+ 2y? i x*> + y? no sén equivalents sobre el cos F5. En efecte, el determinant de
la primera forma és 2 —que no és un quadrat a Fs— i el de la segona és 1, que si que és
un quadrat.
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(llevat d’isometria)

&, ‘w uposem que V és un espai quadratic sobre un cos k. En el
%\ W capitol anterior hem vist que hi ha una descomposicié Unica
V=Rad(V)LH L---1LH LE

on cada H; és un pla hiperbolic i E és un espai elliptic. Per tenir una
classificacid completa ens cal veure quines possibilitats hi ha per a E. La
resposta depéen de quin sigui el cos base k. En aquest capitol estudiarem
tres casos molt importants.

Cas d'un cos algebraicament tancat

Aquest cas és extraordinariament senzill perqué

Si k és un cos algebraicament tancat, hi ha, llevat d’isomorfisme,
un unic espai elliptic no trivial. Aquest espai té dimensio 1.

En efecte, suposem que E és un espat elliptic de dimensiéd > 1 i siguin
- — . : A i
u, v € E dos vectors linealment independents. Com que k és algebraica-
ment tancat, l'equacié de segon grau en A

AT +V) A0+ V)=X2T - T+2A7-V+V - V=0

sempre té solucid i, per tant, sempre hi ha algun vector isotrop no trivial a
E. Pero aix6 no pot ser perqué E és elliptic i, per definicid, no pot tenir
vectors isotrops no nuls.

1] . y . .y . —> y . .
D’altra banda, si E té dimensiéo 1 i ¢ € E és un vector no nul, sigui

—_— —> y . . .
a=1u-u € k—{0}. Comque k és algebraicament tancat, existira b € k
2 _ " " " —>
tal que b* = 1/a. Aleshores, podem prendre com a base de E el vector b
de manera que la matriu de la forma bilineal en aquesta base és la matriu

(1). Es a dir, hi ha un Unic espat elliptic de dimensié 1.
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En conclusié: per a cada valor de n = dim(V) ht ha, llevat d'isomorfisme,
una unica forma quadratica no singular i, per tant, una Unica quadrica no
degenerada. Es aquesta:

X1X2 + -+ Xp Xy st n és parell

X1X2 + 0+ Xp_2Xn_1 + X2 si n és senar
Encara ho podem simplificar més. Sabem que xy ~ x?> — y>. Com que
k és algebraicament tancat, existeix ¢ € k tal que (> = —1. Per tant,

x? — y? ~ x?> + y%. En conclusié:

Sobre un cos algebraicament tancat', tota quadrica de rang r és
equivalent a

X7 4+ X

Cas d'un cos finit

Per estudiar les formes quadratiques sobre un cos finit —que recordem que
sempre suposem que és de caracteristica diferent de dos— convé saber
alguna cosa sobre els quadrats en un cos finit. Sigui, doncs, g una poténcia
d'un primer senar p i considerem el cos [F, que té exactament g elements.
Aquestes propietats es demostren quan s’estudia la teoria dels cossos finits:

e La meitat dels elements no nuls de [, son quadrats i l'altra meitat no
ho son. ELl producte de dos quadrats és un quadrat, el producte de
dos no quadrats és un no quadrat i el producte d'un quadrat i un no
quadrat és un no quadrat.?

e Fixem un no quadrat v € F,. Tot altre no quadrat és de la forma u?v.
e Tot element de F, és suma de dos quadrats. En particular, v = a*+ b

e —1 €I, és un quadrat si i només si g = 1(4).

En aquest cas, la classificacié dels espais elliptics és una mica més compli-
cada que en el cas anterior, pero no gaire. Llevat d'isometria, hi ha només
tres espais elliptics no nuls (exercict IV.12):

"Observem que només hem usat que les equacions de segon grau tenen solucié. Per
tant, el resultat té validesa més enlla dels cossos algebraicament tancats: n'hi ha prou que
tot element de k tingui arrel quadrada.

2Podem dir-ho amb un llenguatge més «matematic»: EL quocient del grup multiplicatiu
de Fy pel subgrup dels quadrats és el grup de dos elements.
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e En dimensid 1 hi ha dos elliptics no equivalents, de matrius (1) i (v),
respectivament.

e En dimensié 2 hi ha, llevat d'equivalencia, un Unic espai elliptic. La
matriu d'aquest espat elliptic depen de que —1 sigui un quadrat o no

ho sigui:
10 _ ' 10 _

e En dimensié > 3 no hi ha cap espati elliptic.

Un cop coneixem els possibles elliptics, ja sabem exactament quines formes
quadratiques hi ha.

Sobre el cos F, amb q senar hi ha (llevat d'equivalencia) dues
formes quadratiques en cada rang n.

e Sin=2r+1, tenim

2
X1X2 4 -+ Xor—1Xor + X544

2
X1X2 + -+ Xor_1Xor + VX5, 44
e Sin=2r tenim

X1X2 + o+ Xor_3X2r—2 + Xor—1X0r

2 2
X1X2 + -+ Xor3X0r—2 + X5,_4 + AX5,

onA=vsig=14)iA=1siqg=34).

Ara que ja sabem quines formes quadratiques hi ha, la segona pregunta
és, donades dues formes quadratiques, com podem decidir si s6n equivalents
o no. En el cas dels cossos finits, la resposta és molt senzilla i la déna el
rang i el determinant (que vol dir el determinant modul quadrats, com vam
discutir al capitol anterior). En efecte, és molt facil adonar-se que, de les
dues formes que hi ha per a cada rang donat, en una el determinant és un
quadrat i en l'altra és un no quadrat. Problema resolt.?

Ara que ja sabem que dues formes quadratiques sobre I, sén equivalents
si i només si tenen el mateix rang i el mateix determinant (modul quadrats),
podem trobar una llista de formes més senzilla que l'anterior. Per exemple:

3Hi manca un detall: com podem saber si un element de F, és un quadrat? Euler va
contestar aquesta pregunta en el cas que g sigui un primer, pero6 la seva resposta es pot
estendre al cas general. El criteri d’Euler diu que si g és una poténcia d’'un primer senar i
a # 0 és un element del cos F,, aleshores a és un quadrat a F, si i només si al9= 1?2 =1.
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Sobre el cos F, amb q senar hi ha (llevat d'equivaléncia) dues
formes bilineals simétriques en cada rang n:

2 2
X{+ Xy

2 2 2
Xp+ X T VX,

Tenim ja la classificacié de les formes quadratiques sobre un cos finit,
pero ara cal discutir la classificacié de les quadriques, que sabem que
no sén exactament el mateix que les formes quadratiques perquée si Q és
una forma quadratica, com a quadriques tenim que Q i AQ amb A # 0
son equivalents. La pregunta és: si multipliquem per v cadascuna de les
dues formes quadratiques que hi ha en cada rang, quina forma obtenim?
La resposta és senzilla, perqué sabem que només cal mirar el determinant.
Resulta que, en grau senar, les dues formes quadratiques donen la mateixa
quadrica, mentre que en grau parell donen quadriques diferents:

Sobre el cos F, amb q senar hi ha (llevat d'equivaléncia) aques-
tes quadriques projectives en cada rang n.

e Si n és senar, una Unica quddrica xi + -+ + x2.

e Sin és parell, dues quadriques

2 2
XP 4+ X

X744 X2+ ux?

Cas del cos real

Estudiem ara el cas kK = R. Aqut és senzill determinar els espais anisotrops:
si tenim un vector u tal que ¢ - d > 0iun altre vector v talque v -V <0,

—> . YT . . . —>
sempre podrem trobar un vector w combinacié lineal no trivial de v i V

_— —> . . .
tal que w - w = 0. Com que en un espai anisotrop no hi pot haver vectors
isotrops no nuls, deduim que una forma bilineal simetrica sera elliptica si i
només si és «definida positivay o «definida negativay, és a dir, sera un tipic
producte escalar definit positiu o un tipic producte escalar definit positiu
canviat de signe. Ja hem estudiat els productes escalars definits positius
i sabem, per exemple, que existeixen bases ortonormals. En conclusid, un
espai elliptic tindra com a matriu £/ i tota forma quadratica és equivalent
a una forma quadratica «diagonal»
X7 4 X

= Ap-
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Per classificar una forma quadratica real necessitem conéixer la dimensig, el
rang, l'index i el signe de la part elliptica, i dues formes quadratiques sobre
R seran equivalents si i només si aquests quatre invariants coincideixen.

Si passem ara a les quadriques, veiem que si canviem el signe d'una
forma quadratica, dels quatre invariants anteriors només canvia el signe
de la part elliptica, mentre que la quadrica és la mateixa. Per tant, dues
quadriques sobre R sén equivalents si i només si tenen la mateixa dimensid,
el mateix rang i el mateix index.

Exemple: Coniques del pla projectiu

L'espai vectorial té dimensi6o 3 i hi ha cinc combinacions possibles de rang
i index:

index
rang
0 1
32
1
«recta dobley
, X2+ y? X2 — y?
«punt doblex «dues rectes»
2 2_ 2
X“+y —z
x? 4+ y? + 2* rd
3 C o «conica real
«conica imaginariay
no degeneraday»

Per tal de completar la classificacié de les quadriques sobre el cos R
ens caldria disposar d'un metode per calcular l'index. Aquest metode resulta
d’'un famds teorema sobre les matrius simetriques:

Tota matriu real simétrica diagonalitza en una base ortonormal
(respecte del producte escalar ordinari de R").

Expliquem que vol dir aixo. Aquest teorema ens diu que si M és una matriu
simetrica amb coeficients reals, aquesta matriu es pot diagonalitzar sobre
el cos R. Es a dir, existeix una matriu real P tal que P~"MP és una matriu
diagonal. A més, el teorema també ens diu que aquesta matriu P podem

> 215 <



> Classificacié projectiva pera C, F, iR <

aconseguir que sigui una matriu ortogonal, és a dir, una matriu tal que
PPT = |. Aquest fet és extraordinariament rellevant per a tot el que estem
estudiant perqué la condicié PP" = I implica que

P'MP = P "MP

és a dir, en aquest cas els dos conceptes d'equivalencia de matrius —M ~
P~'MP, relacionat amb aplicacions lineals i M ~ PTMP, relacionat amb
formes quadratiques— coincideixen. La conclusié és:

Si M és una matriu simétrica, el seu polinomi caracteristic té
totes les arrels reals i s'escriu com

XTX = M) (X = A)X = 1) -+ (X = )

amb Ay, ..., As >0, ..., ps < 0. La forma quadrdtica associada
a M és equivalent a

2 2 2 2
X{ ot Xg = X = X

Es a dir, per classificar una forma quadratica real (o una quadrica real
projectiva) n'hi ha prou amb saber quantes arrels positives té el polinomi
caracteristic de la seva matriu. Es més, ni tan sols cal trobar aquestes
arrels, perqué hi ha un curiés teorema demostrat? per Descartes que ens
permet determinar trivialment el nombre d'arrels positives sense haver-les
de calcular (exercici I1V.206):

[Regla dels signes de Descartes] Si un polinomi amb coeficients
reals té totes les seves arrels reals, el nombre d'arrels positives
és igual al nombre de canvis de signe entre monomis consecutius
no nuls (quan els ordenem per ordre creixent).

*Potser hauriem de dir «utilitzat» per Descartes al tercer llibre de La Géométrie, el seu
tractat matematic publicat el 1637, com apéndix al famos Discours de la méthode.
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30. Classificacio aft de les
quadriques

em vist que hi ha una Unica conica projectiva real no dege-
nerada i no buida de punts: x? + y?> — z%. Les tres coniques
classiques del pla afi —lellipse, la hipérbola i la parabola’ —
s'obtenen a partir d'aquesta Unica conica projectiva situant la
recta de linfinit en diverses posicions: si no toca la conica, en el pla aft
«veiem» una ellipse, si la toca en un punt, veiem una parabola, si la talla
en dos punts, veiem una hipérbola. Aquest exemple senzill conté la idea de
la classificacio de les quadriques afins: cal primer veure quina és la qua-
drica projectiva que tenim i després cal tenir en compte com talla aquesta

quadrica U'hiperpla de l'infinit.

Considerem un espai projectiu P,(k) i prenem H := {x,,1 = 0} com a
hiperpla de l'infinit. ELl complement d'aquest hiperpla sera un espai afi

k" = P,(k) — {x,.1 = 0}.

Sabem com podem passar de coordenades homogeénies a P,(k) a coordena-
des afins a k" i viceversa, i també sabem com podem passar de quadriques
a P,(k) (que no siguin divisibles per x,;1) a quadriques a k" i viceversa.
Denotarem Q% la restriccié de la quadrica Q a U'hiperpla de l'infinit. Com
a polinomi homogeni, Q% s'obté substituint x,+1 = 0 al polinomi de Q.

Suposem que tenim dues quadriques Q; i Q.. Volem saber si Qy i Q;
son equivalents com a quadriques afins.

[Classificacié afi de les quddriques] Q; ~ Q, com a quddriques
afins si i només si

1. Q1 ~ Q, com a quadriques de P, (k).

2. Q%° ~ Q% com a quadriques de H= P,_4(k).

"I la circumferéncia? El concepte de circumferéncia és un concepte métric que només
té sentit en un espai afi euclidia, mentre que ara estem en un espai afi general.
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Aquest teorema redueix la classificacio afi de les quadriques a classificar
dues quadriques projectives. Per demostrar aquest teorema el llenguatge
més adient és el de les formes quadratiques. Suposem, doncs, que Q; i
(> son dues formes quadratiques sobre un espai vectorial V i que H és un
hiperpla de V.

La implicacié en un sentit és molt clara i tota la dificultat esta en demos-
trar que les dues condicions 1, 2 impliquen que Q7 ~ Q, com a quadriques
afins. La primera condicié ens diu que hi ha un isomorfisme ¢ : V — V que
transforma Q, en AQ; per algun A # 0. Tindrem (en el llenguatge de les
formes quadratiques) Qx(¢p(V)) = AQ;(V). Analogament, la segona condicié
ens diu que tenim un isomorfisme ¢y : H — H que transforma Q$° en pQ5°
per algun g # 0. Tindrem Q;(Y(V)) = uQy(V) per tot V € H.

Considerem ara y := ¢y : H — ¢(H) que complira
Qx(v(V)) = Au Qy(V) per tot V € H.

A menys que Ap sigui igual a 1, y no és una isometria i no podem aplicar el
teorema de Witt per obtenir una isometria de l'espai quadratic V. Aquest
fet complica les coses. Es convenient donar un nom a aquestes «isometries
llevat d'un factory: en direm similituds. Si V' és un espai quadratic, una
similitud és un isomorfisme lineal ¢ : V — V tal que existeix A # 0 (ano-
menat la rad de la similitud) tal que Q(¢(V)) = AQ(V) per tot V € V. En
particular, les isometries son les similituds de ra6 1. El teorema que ens
cal per acabar la classificacié afl de les quadriques és aquest:

[Teorema d'extensié de similituds] Sigui V' un espai quadratic
i sigui ¢ : Hy — H, una similitud entre dos hiperplans de V.
Existeix una similitud y : V — V tal que Y(H,) = H,.2

Aplicant aquest teorema obtenim que hi ha una similitud p: V. — V amb
la propietat que p(H) = ¢(H). Aleshores, ¢~'p: V — V sera una similitud
que deixara H invariant i, en conseqiiéncia, sera una afinitat entre Q; i (un

20Observem que no diem que s sigui una extensié de ¢ perqué, en general, no seria cert
(exercici IV.25). Aquest teorema, imprescindible per demostrar el teorema de classificacid
aft de les quadriques, U'he aprés de l'Agusti Reventds, que el va publicar al seu llibre
Geometria Projectiva (2006) (teorema 8.3.5). Si el que volem, en lloc de classificar les
quadriques, és classificar les formes quadratiques en el context afi, l'enunciat del teorema
seria al mateix, pero a la demostracié tindriem A = p = 1 i y seria una isometria. Aleshores,
acabariem la demostracid amb el teorema de Witt d'extensié d’isometries i no ens caldria
invocar aquest teorema d'extensio de similituds.
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multiple no nul de) Q,. Aixo acaba la demostracié del teorema de classifi-
cacid afl de les quadriques, com a consequiéncia del teorema d'extensid de
similituds.

La conclusié és que per classificar afinament una quadrica Q hem de
classificar (projectivament) dues quadriques: la quadrica original Q (mirada
com a quadrica projectiva, és a dir, homogeneitzada) i la quadrica restringida
a l'infinit Q.

Coniques del pla afi real

Al caplitol anterior hem vist que les quadriques reals estan classificades pel
seu rang i el seu index, en total dos nombres enters no negatius. Per tant,
per classificar una quadrica afi real necessitarem quatre invariants: el rang
i l'index de la quadrica projectiva (p, () i el rang i U'index de la quadrica
projectiva de Uhiperpla de l'infinit (p*°, (*°).

Com a exemple, apliquem el teorema de classificacié a les coniques del
pla afi real. La classificacid vindra donada pels quatre invariants (p, t, p*, t*°)
i podem fer una taula amb totes les combinacions d'aquests quatre inva-
riants. En cada cas, donem un polinomi que representa la conica i donem
també un nom que descriu l'aspecte geometric de la conica de punts. Ob-
servem, pero, que no totes les combinacions sén possibles. En alguns casos,
aixo és evident: per exemple, és clar que

pe<p, <y

pero hi ha altres casos que requereixen una analisi una mica més profun-
da. Vegem, per exemple, que la combinacié (p,t, p>, ™) = (2,1,2,0) és
impossible. St V té rang 2, aixo vol dir que té un radical de dimensio 1
de la forma (€). Per tant, V = (€) L H on H és Uhiperpla de linfinit.
Aleshores, per definicié d'index, t = (*°. També és impossible la combinacié
(p, 1, p=,1*°) = (3,0,1,0) perque l'espai V seria elliptic i, en canvi, H tindria
radical i, per tant, contindria un vector isotrop.

Quadriques de l'espai afi real de tres dimensions

Podem també fer una taula amb totes les combinacions possibles en di-
mensid tres. Igual que abans, caldria argumentar que les combinacions
que apareixen en blanc sén realment impossibles. Aixo ho podriem fer amb
arguments similars als que hem utilitzat per a les coniques. De fet, les res-
triccions geneériques que han de complir els quatre invariants (p, t, p*, (*°)
sén aquestes:’

3La primera restriccié és senzilla (exercici 1V.15). La demostracié de les altres tres
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* =0 =0 =1
2
X
p ! «recta dobley
=0 x4+ 1 x4+ y?
- «imagindriay «punt dobley
p=2
x? =1 x? — y?
=1 «dues rectes «dues rectes
parallelesy concurrentsy
t=0 XAy
o «imagindriax»
p=3
=1 X2+U X2+y2_1 XZ—_Lj2+1
- «parabolay «ellipse» «hipérbolax

Classificacié de les coniques del pla afi R?

0<p—pr<2
e Si p=p*™, aleshores 1 = ™.
e Si p=p*+1, aleshores t = (=, ** + 1.

e Si p=p*®+2 aleshores t = (* + 1.

Les quadriques (no buides) de R> sén superficies a l'espai 3D i és molt
senzill visualitzar-les amb qualsevol programa de dibuix 3D de funcions
matematiques. No té sentit incloure aqut dibuixos estatics que no poden
donar la mateixa informacié que un d'aquests dibuixos 3D dinamics que es
poden generar a la pantalla d'un ordinador.

propietats la podeu trobar al capitol C.7.
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p>* =1 pr =2 p>* =3
=0 =0 > =1 =0 > =1
2
X
p=111t=0 «pla doblex
—o X2+ 1 X2 4y
«imagindaria» «recta doble»
p=2
x2 —1 X2 — 2
=1 «dos plans «dos plans
parallelsy secantsy
=0 X+ y?+1 x? +y? + 2
- «imagindriax» «punt dobley
p=3
x*+y X2+ y?—1 X2 —y?+1 s,
=1 «cilindre «cilindre «cilindre X -i(_(c%n; ‘
parabolicy ellipticy hiperbolic»
Z0 Xyt + 22+
- «imaginaria»
X +y’+z e 1 Kty =224+ 1
p=4]t=1 «paraboloide I «hiperboloide
. «ellipsoidey
elliptic» de dos fullsy
x2—y*+z x2—y?—z72+1
1=2 «paraboloide «hiperboloide
hiperbolic» d’un fully

Classificacio de les

quadriques de lespai afi R?
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E xercicis

IV.1 Demostreu que les quadriques de P, (k) formen un espai projectiu X = Pp/(k)

amb N = (n? + 3n)/2. Siquin Py,...,P. € P,(k) punts independents, és
a dir, tals que la subvarietat més petita que els contingui tingui dimensio
r—1. Demostreu que el conjunt de les quadriques que passen per Pq,..., P,

forma una subvarietat de X de dimensido N — r. Demostreu que per N punts
independents de P, (k) hi passa una Unica quadrica.

IV.2 Sigui (—, —) una forma bilineal simétrica sobre un espai vectorial V' i sigui
€ € V un vector fixat. Definim

(==)—= = = =\ > > - = =
By (u,V):=(¢e,e)(u,v)-(e,d){e, V).
Comproveu que B%T’*> és una forma bilineal simétrica sobre V. Considereu
l'espai vectorial R?® amb el producte escalar ordinari (—, —), i una particula
puntual de massa m situada en el punt definit per un cert vector . Demostreu
que el moment d’inércia d'aquesta particula respecte d'un eix que passa per
lorigen ve donat per
- = =
I = mB<7> >(n, n)

—> . . . .y . .. .
on 1 és un vector unitart en la direccido de leix. Escriviu la matriu de la

forma bilineal B<_;’_> en la base canonica, en funcid de les coordenades de

T = (x, g,z).1

IV.3 Demostreu que si en un espai quadratic V tots els vectors son isotrops, ales-
hores V = Rad(V).

. . . IS . —> —> P .
IV.4 Sigut H un pla hiperbolic i siguin €4, €2 € H dos vectors isotrops linealment
independents. Demostreu que els Unics vectors isotrops de H son els multiples
- . e —>
de €4 i els multiples de €.

IV.5 Sigut V un espai quadratic i sigui E C V un subespai no singular. Demostreu:

(@) dimE+ =dimV —dimE.

(b)y V=ELE*L

TAquesta forma bilineal és el que s'anomena tensor d’inércia (les formes bilineals si-
meétriques sdn cassos particulars del concepte més general de tensor). El teorema de la
pagina 216 explica l'existéncia dels eixos principals d'inércia d’'un solid rigid i el fet que
sempre siguin perpendiculars entre ells.
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(c) Si V també és no singular, aleshores £+ és no singular.

(d) Si V=E L F, aleshores F = E*.

IV.6 Sigui V un espai quadratic.
(a) Sigui V € V un vector no isotrop. Demostreu que
V=(V)L(V)

(b) Demostreu, per induccié sobre la dimensid, que V admet una base or-
togonal.

IV.7 La identitat

2 2
2 2 b b 2
x“+ay"+bxy=|x+=zy| +la—— |y
2 4
(coneguda com a «complecié de quadratsy) ens permet diagonalitzar la for-
ma quadratica x? + ay? 4+ bxy. Generalitzeu aquest métode a un nombre
qualsevol de variables i demostreu per induccié que tota quadrica es pot
diagonalitzar, és a dir, tota quadrica és equivalent a una quadrica de la for-
ma a1x12 + -+ arxrz. Obtenim, aixi, una demostracié alternativa al resul-
tat de lexercici anterior. Apliqueu aquest métode a diagonalitzar la forma
x> — xy 4+ xz — yz — 2% sobre el cos de tres elements.

. . . . . . . —> . ..
IV.8 Sigui V un espai quadratic i sigut v € V un vector no isotrop. Definim una
aplicacio lineal ¢p: V — V aixt:

fl <}

(p(?)z?—z(

_)

. e —

= = V.
1%

. y .7 — 7
Direm que ¢ és la reflexié ortogonal d’arrel V. Demostreu que ¢ és una
isometria.

IV.9 Sigui V un espai quadratic i siguin ', v € V tals que

- = 5> >
u-u=v-v#0.

’ —> — Y
(@) Demostreu que algun d'aquests dos vectors ¢ £+ V és no isotrop.

(b) Demostreu que existeix una isometria ¢ : V — V tal que ¢(d) = V.
Indicacid: utilitzeu, si és possible, les reflexions d'arrels v + V', v — 'V,
—
V.
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IV.10 Sigui V' un espai quadratic de dimensié 3 i sigui eq, e2, e3 una base de V de

V.11

V.12

V.13

V.14

V.15

IV.16

manera que la matriu em la forma quadratica en aquesta base és

1 0 0
0 -1 0
0 0 O

Demostreu que hi ha una isometria (‘¢ 1+ € 2) = ('€ 3) que no es pot estendre
a cap isometria V = V.

Sigui V un espai quadratic no singular i sigui £ C V un subespai totalment
P . . —> —> . .7 .
isotrop. Sigui €4,..., €, una base de E. Demostreu per induccié que exis-

. — — . — =\ g
teixen vectors eq,..., e’ € V tals que cada subespai H; := ('€, ef) és un
pla hiperbolici V=Hy L--- L H, L F.

Determineu els espais elliptics sobre un cos finit. Demostreu que en dimensié
> 3 no n'hi ha cap, que n'hi ha exactament un (llevat d'equivaléncia) en
dimensié 2 i que n’hi ha exactament dos (llevat d'equivaléncia) en dimensié 1.

Considereu les formes quadratiques x? + 2xy + xz +3yz i x* + y? + 2yz sobre
el cos de cinc elements. Determineu si sén equivalents o no. Ho sén com a
coniques?

Considereu aquestes formes quadratiques de dimensi6 3 sobre el cos F, amb
g senar:

Qi =xy+7°, Q_=xy+ vz
Qs=x2+gz+22, Qn=x2—|-y2+vz2

onv € [F; no és un quadrat. Decidiu quines equivalencies hi ha entre aquestes
quatre formes quadratiques. Feu el mateix en dimensié 2 amb les formes

QszX2+y2. Q+:Xg

On=x*+vy?, Q- =x*—vy’

Finalment, repetiu aquest mateix exercici canviant «formes quadratiques» per
«quadriquesy.

Siguit p el rang d'una quadrica i p*> el rang de la quadrica restringida a
un hiperpla. Demostreu que p — 2 < p*® < p. Demostreu que aquestes
desigualtats no es poden millorar.

Sigut p(x) un polinomi de grau tres sobre el cos real. Observeu que

FNPRLERC

és una conica afi. Classifiqueu-la.
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V.17

V.18

V.19

V.20

V.21

V.22

V.23

Sigut Q una quadrica afl. Direm que un punt P és un centre de Q si la simetria
central respecte de P deixa invariant Q. Demostreu que P és un centre de Q
si i només si VQ(P) = 0.2 Quines coniques reals tenen centre?

Considereu la conica real afi
x? —3y? + 2xy — 2x + 10y — 10.

Classifiqueu-la i trobeu una afinitat que la transformi en la seva forma ca-
nonica. Feu-ho per dos métodes: (1) per compleciéo de quadrats (exercici
7); (2) aplicant el teorema que diu que tota matriu simetrica diagonalitza en
una base ortonormal. Observeu la innegable superioritat (computacional) del
métode de complecié de quadrats.?

Classifiqueu aquesta quadrica de l'espai afl real de dimensio tres:

x2+2y2—22+4xg—2xz+6g—z+1.

Considereu aquestes tres quadriques d’un espai afi k3:
(a)xy =z, B)x>+y*>+22=1;, ()x*+y*==z

Decidiu quines d’'aquestes quadriques sdn equivalents (a Uespai afi, s'entén) i
quines no ho sdn, en els casos k =R i k =C.

Sigui Q una quadrica i sigui [ una recta. Direm que [ és tangent a Q si la
interseccio de Q amb [ és un punt doble (és a dir, és equivalent a la quadrica
x?). Trobeu totes les rectes del pla afi real que passen pel punt (1,—2) i sén
tangents a la conica 2x? — y? —x — y = 3.

Sigui C una conica no degenerada del pla projectiu real i sigui P un punt del
pla. Si pel punt P passen exactament dues rectes tangents a C, que tallen la
conica en punts A i B, aleshores, la recta AB és, per definicid, la recta polar
del punt P respecte de la conica C. Sigui ara C la conica x? + y? = 2% i siqui
P =1{1,0,0}. Trobeu l'equacié de la recta polar de P.

Demostreu que la quadrica real no degenerada de dimensié 3 i index 2 és
doblement reglada perqué per cada punt hi passen dues rectes contingudes
a la quadrica.

2Aqui el simbol V indica l'operador gradient del calcul diferencial.

3En aquest exemple resulta evident que el métode de complecié de quadrats és molt
més eficient, pero cal tenir en compte dues coses: (1) el métode que es basa en el teorema
de diagonalitzacié de les matrius simetriques té importancia teorica de cara al calcul de
Uindex; (2) el métode de complecié de quadrats proporciona una afinitat mentre que el
metode de diagonalitzacié proporciona un moviment rigid i, per tant, aquest meétode és
important en un context de «classificacid euclidiana de les quadriques» (que no tenim
temps de tractar aqui).
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V.24

V.25

V.26

Iv.27

V.28

V.29

V.30

Considereu la quadrica x? 4 y? + z% — t* de l'espai projectiu real de dimensié
3. Per cada A sigui H, Uhiperpla x + y = At. Classifiqueu, en funcié de A, la
quadrica afl que s'obté prenent H, com a hiperpla de l'infinit.

Trobeu un espai quadratic V, dos hiperplans Hy, H> i una similitud ¢ : Hy —
H> que no es pugui estendre a cap similitud ¢y : V — V.

Demostreu la regla dels signes de Descartes (pagina 216) seguint aquests
passos: sigui p(x) = ag+a1x+---+a,x" un polinomi amb coeficients reals. No
és restrictiu suposar que ag > 0. Procediu per induccié sobre n per demostrar
que el nombre d'arrels positives de g(x) és menor o igual al nombre de canvis
de signe. Per fer-ho, compareu el nombre de canvis de signe de p(x) amb els
de la seva derivada p’(x) i compareu el nombre d'arrels positives de p(x) amb
el nombre d'arrels positives de p’(x) (apliqueu el teorema de Rolle). Suposeu
ara que p(x) té totes les seves arrels reals, apliqueu el resultat anterior a
p(x) i p(—x) t arribeu a la conclusié que el nombre d'arrels positives de p(x)
és igual al nombre de canvis de signe de p(x).

Considerem les paraboles y = %XZ, X = % y? on u # 0 és una constant fixada.

Per cada recta y = Ax considerem els punts A,, B, on la recta talla cadascuna
d’aquelles paraboles. Denotem per O l'origen de coordenades. Demostreu que
els punts X tals que Ay, By, O, X (en aquest ordre) formen quaterna harmonica
sén els punts del folium de Descartes x> 4 y> — 2uxy = 0.

(Definicio sintética de conica.) Una conica sintética en un pla projectiu axio-
matic X és el conjunt de punts de X on es tallen les rectes corresponents d'una
projectivitat (que no sigui perspectivitat) f : Lp — Lo entre dos feixos de rec-
tes de centres diferents P i Q (exercici 11.32). Demostreu que si X = P»(k),
efectivament aquest conjunt de punts és una conica no degenerada (segons
el concepte de conica que considerem al curs).

Siguin P, Q dos punts diferents d'una conica no degenerada del pla projectiu
real. Demostreu que els punts de la conica son els punts on es tallen les
rectes corresponents per una projectivitat (que no és perspectivitat) entre el
feix de rectes de centre P i el feix de rectes de centre O.

Demostreu el teorema de Pascal (pagina 52): Si ABCDEF és un hexagon
inscrit a una conica no degenerada, el punts P = ABNED, Q = CDNFALR =
BC N EF estan alineats. Per fer-ho, apliqueu l'exercici anterior i considereu
la perspectivitat de centre D sobre la recta AB, la perspectivitat de centre F
sobre la recta BC i una perspectivitat de centre Q entre les rectes AB i BC.
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IV.31 (Ternes pitagoriques.) Volem determinar totes les «ternes pitagoriquesy, és a
dir, tots els enters x, y, z tals que x? + yz = 72, Aix0 és equivalent a trobar
tots els punts racionals —és a dir, els punts de coordenades racionals—
de la conica x? + y> = 1. Podem procedir d'aquesta manera: trobem un
punt racional concret P i considerem totes les rectes que passen per P. Per
cada recta, trobem la seva interseccid amb la conica, que sera un altre punt
racional. D'aquesta manera els trobarem tots. Apliqueu aquest métode a les
ternes pitagoriques i recupereu la proposicido 29 del llibre X d'Euclides que
afirma que totes les ternes pitagoriques s'obtenen prenent enters arbitraris
u,v i considerant x = u? —v?, y = —2uv, z = u® + v°.
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C.1. Models de la geometria

L

hiperbolica

amentablement, en aquest curs no tenim temps per desenvolupar, ni

que siguit minimament, la geometria hiperbolica —que recordem que

és la geometrla que compleix tots els axiomes d'Euclides-Hilbert

menys l'axioma de les paralleles, que és fals en aquesta geometria—
pero st que voldriem demostrar que la geometria hiperbolica «existeix» en el sentit
que és possible construir un model d’'aquesta geometria. Ja sabem que construir
un model de la geometria hiperbolica vol dir donar definicions dels conceptes pri-
mitius de la geometria —punt, recta, ordre i congruéncia— dins de la matematica
«estandardy, demostrar els diversos axiomes i veure que l'axioma de les paralleles
no es verifica.

Donarem tres models de la geometria hiperbolica —els tres més coneguts—
pero només demostrarem tots els detalls en un d'ells. Per tal de simplificar l'expo-
sicio ens limitarem —tal com vam fer quan vam estudiar la geometria de Hilbert—
al cas de la geometria plana.

El model del disc de Klein

El model de la geometria hiperbolica que es coneix com a model de Klein, no va
ser descobert per primera vegada per Felix Klein, siné que va ser descobert tres
anys abans per Eugenio Beltrami el 1868.

\\/

TUn exemple més de la llei de Boyer.
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Considerem, en el pla euclidia ordinari R?, els dos subconjunts segtients:
C:={(xy) eR’|x* +y*> =1}
K= {(xy) € R*|x* +y* <1}

Els punts de la geometria seran els punts de K i les rectes de la geometria seran
les rectes de R? que tallen KC. La relacié d'incidéncia i la relacié d'ordre sén les
mateixes que al pla R?. Hem de tenir en compte, doncs, que només els punts de K
son punts de la geometria i aixi, per exemple, dues rectes que es tallin en un punt
exterior a IC seran, en aquest model, disjuntes.

Ens adonem immediatament que en aquesta geometria es compleixen els axi-
omes d'incidéncia, els axiomes d'ordre i U'axioma de Dedekind. També és evident
que l'axioma de les paralleles no es compleix. Pero no podem afirmar encara que
tinguem un model de la geometria hiperbolica, perqué no hem definit el concepte
de congrueéncia de segments i angles. La manera més senzilla d’abordar el proble-
ma de la congruéncia és abandonar el punt de vista d’'Euclides-Hilbert i adoptar
el punt de vista de Klein, és a dir, introduir el «movimenty.

En primer lWoc, mirem K des d'un punt de vista projectiu. Considerem el pla
projectiu P,(R) i la conica projectiva real no degenerada X? 4+ Y2 —Z? i considerem
IC i C com a subconjunts de P>(R). Realment, com que la conica no té punts a
Uinfinit, no hem canviat res de K ni de C: simplement hem ampliat l'espai ambient
del pla afi real al pla projectiu real. Aleshores, definim un moviment rigid de IC
com una collineaciéd P,(R) — P>(R) que deixa invariant la conica C.2

A partir dels moviments rigids, definim la congruéncia de segments i angles
d’aquesta manera completament natural:

e Dos segments AB i A'B’ de K sén congruents si i només si existeix un movi-
ment rigid f tal que f(A)=A"i f(B) = B'.

e Dos angles hk it h’k” de K sén congruents si i només si existeix un moviment

rigid f tal que f(h) = h' L f(k) = K.

Exemple. Les rectes X = 0 i Y = 0 sén perpendiculars® En efecte, considerem
aquesta referéncia del pla projectiu:

A={-1,0,1}, B={1,0,1}, C={0,1,1}, D ={0,1,0}.

2Observem una interessant similitud entre aquesta definicié de moviment rigid al pla
de la geometria hiperbolica i el concepte de moviment rigid al pla euclidia: en tots dos
casos es tracta de collineacions que deixen invariant una conica. En el cas hiperbolic és
la conica real no degenerada X2 + Y? — 72, mentre que en el cas euclidia és la conica
imaginaria no degenerada X? + Y? 4 Z°.

3Curiosament, aquestes dues rectes també sén perpendiculars a la geometria euclidiana.
De fet, es pot demostrar que, en els angles que tenen el vertex a Uorigen (0, 0), no hi ha
diferéncia entre la geometria hiperbolica i la geometria ordinaria. Aixo deixa de ser cert
quan el vértex de l'angle és en algun altre punt de K.
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Observem que A, B, C € C, mentre que D és a la recta de l'infinit. Considerem ara
la collineacid f : P>(R) — P»(R) tal que

f(A) =B, f(B)= A, f(C)=C, f(D)=D.

Sabem que aquesta collineacid existeix i és tnica. D'altra banda, si O = {0,0,1}
és el centre de la circumferéncia C, es compleix que f transforma l'angle BOC en el
seu adjacent AOC. Si f és un moviment rigid —és a dir, f(C) = C— aix0 implicara
que aquests dos angles adjacent seran congruents i, per tant, els dos seran rectes.
Per demostrar que f és un moviment rigid utilitzarem aquesta propietat de les
coniques reals no degenerades: una conica real no degenerada esta determinada
per tres punts i les rectes tangents en dos d’aquests punts. Aqui «recta tangenty
vol dir una recta que talla la conica en un Unic punt. Aleshores, f(C) sera una
conica que passara pels punts A, B, C i tal que la recta tangent a A sera la recta
AD i la recta tangent a B sera la recta BD. Només hi ha una conica amb aquestes
propietats: la conica C.

Per tal de comprovar que, amb la definicid de congruéncia de segments i an-
gles que hem donat, es compleixen els axiomes, definirem una mesura d'angles i
segments que sera compatible amb els moviments rigids, de manera que dos seg-
ments o dos angles seran congruents si i només si tenen la mateixa mesura. Leina
fonamental per definir aquesta mesura és la rad doble de quatre punts alineats o
de quatre rectes concurrents.

Siguin At B dos punts de K i siguin U i V els punts d'interseccié de la recta
que passa per Ai B amb C. Ordenem els punts U i V de manera que A estigui
entre U i B. Definim:

¢(AB) := (U, V, A, B).

Observem que aixo esta ben definit, és a dir, no depén de l'ordre dels punts A i B.
Aquesta funcié ¢ compleix

0(AB) = £(A'B') si i només si AB=A'B'.
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Per demostrar aquesta propietat fem la construccié segtient. Siguin U, V, U,
V' € C els punts que s'utilitzen per definir ¢(AB) i ¢(A’B’). Sigui P el punt de
P>(R) on es tallen les tangents a C per U i V i sigui P’ el punt de P2(R) on es
tallen les tangents a C per U’ i V'. Sigut E € C el punt on la recta PA talla C i
sigui E” € C el punt on la recta P’A’ talla C. Sigui f U'lnica collineacié de P,(R)
que transforma U, V, E, P en U, V', E’, P’. Resulta que f és un moviment rigid pel
mateix raonament de l'exemple anterior. Ara, com que les collineacions conserven
la rad doble, és evident que f(B) = B’ si i només si (U, V, A B)= (U, V' A, B).

Amb aquesta propietat ja tenim que la nocié de congruéncia de segments com-
pleix els axiomes III.1, 1.2 i 111.3.

Observem que hem associat a cada segment AB un nombre real ¢(AB) de manera
que els segments congruents son aquells per als quals la funcié ¢ pren el mateix
valor. Per tant, seria logic anomenar ¢(AB) la longitud hiperbolica del segment AB.
Ara bé, aquesta funcié ¢ és multiplicativa i pren valors a l'interval (0, 1], de manera
que el segment nul AA tindria longitud 1 i una semirecta tindria longitud 0. Tot
aixo és perfectament coherent, pero no s'adiu amb les propietats que té la funcié
distancia de la geometria elemental. Per tal d'evitar aixo, s'acostuma a introduir
la funciéo — log en la definicié de la longitud hiperbolica, de manera que la mesura
hiperbolica d'un segment —en aquest model de Klein que estem estudiant ara—
s'acostuma a definir com

1
dn(A, B) = —5 log (U, V, A, B).

Aixi, tenim una funcié distancia® que és additiva, el segment nul té longitud zero i
una semirecta té longitud co. De tota manera, des del punt de vista que adoptem
en aquest capitol, la introduccid de —% log té un interés exclusivament estétic.

La definicié de la mesura d'angles és lleugerament més complicada que la
definicid de la mesura de segments, perd també es basa en la rad doble. Suposem,
doncs, que tenim dues rectes diferents a, b que es tallen en un punt P € K. Siguin
u i v les rectes que passen per P isdén tangents a la conica C. Recordem que tenim
el concepte de rad doble de quatre rectes concurrents. Considerem, doncs, la rad
doble (u,v, a, b) i definim la mesura de l'angle format per les rectes a, b com

l(ab) := (u,v, a,b).

Tanmateix, aquesta definicio té un problema: com que el punt P es troba a l'interior
de la conica C, les rectes u i v no existeixen! Cal, doncs, fer alguna modificacié a
aquesta definicio, preservant la idea original. La solucio és senzilla: les rectes uiv

4Evidentment, res no canvia si en lloc del coeficient 1/2 utilitzem qualsevol altra constant
positiva. Es tracta només d'una eleccié arbitraria del «segment unitat». EL coeficient 1/2
ddna lloc a unes formules lleugerament més senzilles i el motiu de fons és que, escollint
aquest coeficient, la curvatura de la geometria és —1. No podem tractar aquests temes
amb més detall.
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no existeixen com a rectes del pla projectiu real, pero si que existeixen com a rectes
del pla projectiu complex P>(C).> D'aquesta manera, podem definir £(ab), que sera,
en principi, un nombre complex. Tanmateix, cal fer algunes consideracions:

e lLesrectes a i b tallen la recta de l'infinit en punts reals, mentre que les rectes
u i v tallen la recta de l'infinit en dos punts no reals conjugats. En efecte,
sigui f : P2(C) — P>(C) la collineacié induida per la conjugacié complexa
z+— 7. Es clar que f deixa invariants les rectes a i b (perqué estan definides
sobre els reals) i converteix les rectes tangents v i v en rectes tangents.
Com que u i v no son reals, l'iinica possibilitat és que f intercanvii les dues
tangents. Per tant, si tallem les quatre rectes a, b, u,v amb la recta de
Uinfinit Z = 0, obtenim, com hem afirmat, dos punts reals i dos punts no
reals conjugats.

e (u,v,a,b) és un nombre complex de modul u. Per calcular aquesta raé do-
ble, tallem les quatre rectes amb la recta de l'infinit i obtenim quatre punts
z,Z,m,n amb m, n reals i z no real. Aleshores, (u,v,a,b) = (z,z, m,n), L un
calcul directe mostra que (z,z, m,n)(z,z, m,n) = 1.

e La raé doble (u, v, a, b) esta definida llevat d’'una indeterminacié, que prové
de que les rectes a i b no estan ordenades, ni tampoc no ho estan les rectes
u i v. Per tant, la raé doble (u, v, a,b) és un nombre complex de modul u,
definit llevat de conjugacid. Prenem l'ordenacié convenient per tal que tingui
part imaginaria no negativa.

e Si ara fixem el punt P i la recta a, la correspondéncia b — (u, v, a, b) dé-
na una funcié bijectiva i continua entre les rectes que passen per P i la
semicircumferéncia

{zeC:|z| =1, Im(z) > 0}.

En conclusié, donades dues rectes concurrents a, b del pla hiperbolic IC, els po-
dem associar una mesura ¢(ab) que és un nombre complex de modul 1 amb part
imaginaria no negativa.

Exemple. Calculem ¢(a,b) quan a i b son les rectes X = 0, Y = 0. El punt
d’interseccid és el punt O = (0,0) i hem de trobar les dues rectes que passen per

SAqui tenim un exemple interessant d’'una consideracié que vam fer quan estudiavem
les coniques i insistiem en fer la distincié entre una conica i els seus punts. La conica
X? 4+ Y? — 72 és una conica a coeficients racionals —diem que el seu cos de definicié és
Q— i podem considerar els seus punts a qualsevol cos que contingui Q. Per exemple, els
punts reals de la conica sén precisament C, pero també podem considerar els seus punt
complexos, és a dir, els seus punts a P,(C). De la mateixa manera, la recta a vindra donada
per una equacié aX + BY + yZ amb coeficients reals i podem considerar els punts reals de
la recta —que estaran a P,(R)— o bhé els punts complexos d'aquesta mateixa recta —que
estaran a 7,(C)— o bé els seus punts a qualsevol cos que contingui els reals.
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O i tallen la conica en un Gnic punt. Es facil veure que sén les rectes Y = iX,
Y = —iX. Tenim ja les quatre rectes a,b,u,v i hem de calcular la raé doble
(u,v,a,b). Per fer-ho, tallem aquestes quatre rectes amb una recta, per exemple
la recta de l'infinit Z = 0. Els punts que obtenim sén

(1,i, {1,-i, {0,1}, {1,0}.

La raod doble d'aquests quatre punts, en aquest ordre, és —1. Per tant, 4(X =0,Y =
0) = —1. Recordem que hem vist que aquestes dues rectes sén perpendiculars.
D’altra banda, es evident que si a és una recta qualsevol, ¢(aa) = 1.

Aquesta mesura que hem definit compleix una propietat similar a la de la mesura
de segments:

f(ab) = £(d’b’) si i només si existeix un moviment rigid f tal que f(a) =
a if(b)=1"b"

La implicacid en un sentit és immediata: si hi ha un moviment rigid que transforma
les rectes a i b en les rectes a’ i b’, aleshores ¢(ab) = #¢(a’b’). La implicacié
interessant és la reciproca.

Suposem que tenim dues rectes a i b que es tallen en un punt de K i dues
rectes a’ i b’ que es tallen en un punt de K, de manera que ¢(ab) = ¢(a’b’). Hem
de trobar un moviment rigid f tal que f(a) = @’ i f(b) = b’. La construccié és molt
similar a la que vam fer en el cas de la congruéncia de segments, fins el punt que
podem utilitzar el mateix dibuix anterior. La recta o sera la recta UV del dibuix
anterior i el punt A del dibuix sera el punt on es tallen a i b. Analogament, la
recta a’ sera la recta U'V’ del dibuix anterior i el punt A" del dibuix sera el punt
on es tallen ¢’ i b’. Els punts UPVE formen una referéncia del pla projectiu i
els punts U'P"V'E’ sera una altra referéncia. En aquestes condicions, sigui f la
collineacio de P>(R) que transforma la primera referéncia en la segona. Per un
argument que ja hem utilitzat dues vegades, f sera un moviment rigid. f també
definira una collineacié de P,(C). Siguin u, v les rectes tangents a C des del punt
A, ordenades de manera que

Y(ab) = (u,v,a,b).

Aleshores, f(u), f(v) seran les rectes tangents a C des del punts A". Com que les
collineacions conserven la rad doble, tindrem

2(a’'b’) = €(ab) = (u,v,a,b) = (f(u), f(v),d’, f(b)) € C.

Ara hi ha dues possibilitats:

o Si (f(u), f(v),d’, b’) té part imaginaria > 0, aleshores
0(a’b’) = (f(u), f(v),d’, b’
i, per tant, (f(u), f(v), d’, f(b)) = (f(u), f(v), da’, b’). Deduim f(b) = b’.
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e Si (f(u), f(v),d’, b’) té part imaginaria < 0, aleshores
0(a’'b’) = (f(v), f(u),d’, b")

i ens cal fer un pas més en la demostracié. Sigui g la collineacié que trans-
forma la referéncia U'P'V'E’ en la referéncia U'P'V'E”, on E” és el punt
+ E’ on la recta P'A’ talla C. Aleshores, és senzill veure® que g(a’)=d’ i g
permuta les dues tangents a C per A’. Per tant,

(f(v), f(u), o', b) = £(d’b) = £(ab) = (f(u), f(v), d’, F(b))
= (gf(u), gf(v), a’, gf(b)) = (f(v), f(u), a’, gf(b))

i h:= gf és el moviment rigid que buscavem.

Igual com passava amb la primera definicié que hem donat de mesura d'un
segment, la funcié ¢(ab) és perfectament valida per mesurar l'angle que formen
dues rectes, pero té l'inconvenient que és multiplicativa en lloc d’additiva, val —1
quan les rectes son perpendiculars i val 1 quan les rectes son iguals. Si volem una
mesura d'angles additiva en la qual l'angle nul mesuri zero i l'angle recte mesuri
7t/2, la solucié és molt senzilla: ¢(ab) és un complex de modul 1 amb part imaginaria
no negativa, és a dir, és de la forma ¢(ab) = exp(2i6), per algun 6 € [0, 7/2] ben
definit. Podem redefinir la mesura de l'angle que formen les dues rectes a, b com
el nombre real 6. La formula classica que apareix als llibres és

1 —
f(ab) = 5 (u,v,a,b) e [0, =1,

De tota manera, cal recordar que dues rectes concurrents no és el mateix que un
angle —que hem definit com a «dues semirectes del mateix vértex que no pertanyen
a la mateixa rectany— per tant, estrictament parlant, la funcié ¢(ab) no és una
mesura d'angles. Per mesurar angles, ho fem aixi: siguin h, k dues semirectes del
mateix vértex que, per tant, determinen un angle, i siguin h +* k les rectes que
contenen h, k, respectivament. Aleshores

e Si ¢(hk) = /2, l'angle és recte i la seva mesura és /2. Sabent quan un
angle és recte, ja podem parlar d'angles aguts i d'angles obtusos.

e Si langle hk és agut, definim la seva mesura com ¢(hk). Si langle hk és
obtus, definim la seva mesura com s — ¢(hk).

®En efecte, g transforma tangents en tangents. Per tant, o bé deixa les dues tangents
tal qual o bé les permuta. Si les deixa tal qual, considerem els dos punts de tangéncia i,
a més, els punts U’, V'. g deixaria fixos quatre punts que formen una referéncia i g seria
la identitat, perd no ho és perqué g(E’) = E” # E'.
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Ara ja podem afirmar que dos angles s6n congruents si i només si tenen la mateixa
mesura.

De tot el que hem dit fins ara es dedueix que es compleix l'axioma Ill.4 i només
ens faltaria comprovar el crucial axioma .5 que és el criteri CAC que ens rela-
ciona la congruéncia de segments amb la congruéncia d’angles. Pero ara aquesta
comprovacio és immediata utilitzant el criteri que apareix a l'exercici .38, perqué la
comprovacio de les hipotesis de Uexercici l'hem fet al llarg de la discussié anterior.

Dos models de Poincaré

Un dels models més conequts del pla hiperbolic és el disc de Poincaré,’ que és
precisament el model que hem presentat en el capitol 7.

Els punts de la geometria sdn els mateixos que en el model de Beltrami-Klein,
pero ara els anomenarem D per evitar confusions:

D= {(x.y) € R*|x* + y* < 1}

pero les rectes son diferents en els dos models. Les rectes (hiperboliques) del disc
de Poincaré sén

1. Les rectes ordinaries de R? que passen per l'origen.

2. Les circumferéncies (ordinaries) de R? que tallen ortogonalment la circumfe-
réencia C = {(x,y) € R? | x> + y?> = 1}.

"Descobert per Riemann.
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Les relacions d'incidéncia i ordre al disc de Poincaré sén les mateixes de la geo-
metria euclidiana ordinaria de R%. Una propietat molt interessant d’aquest model
és que es tracta d’'un model conforme: la mesura hiperbolica d’'un angle coincideix
amb la mesura euclidiana d'aquest angle. En canvi, la distancia entre dos punts
es mesura fent una mena de raé6 doble:

d(A, P)d(B, Q)

dp(A, B) := —log —C/(A, 0)d(B, P)

on P, Q € C son els «punts a l'infinity de la recta hiperbolica que passa per Ai B,
ordenats de manera que A esta entre P i B.°

A A A A A

/\\
- /—‘\ <
-

VAT

L'altre model del pla hiperbolic que duu el nom de Poincaré és el semipla de
Poincaré.'® Els punts d'aquest model sén

H = {(x,y) e R?: y > 0}
és a dir, els punts del semipla superior del pla euclidia R?. Les rectes sén

1. Les rectes verticals ordinaries de RZ.

2. Les circumferéncies (ordinaries) de R? que tenen el centre a l'eix x.

8Evidentment, definim l'angle (euclidia) que formen dues circumferéncies que es tallen
com l'angle que formen les seves tangents.

%Igual que en el model de Beltrami-Klein, podem escollir arbitrariament el segment
unitat introduint una constant positiva a la definicié de distancia, pero la millor opcié —la
que simplifica les férmules de la geometria— és, ara, prendre aquesta constant igual a 1.

19EL primer que el va utilitzar va ser Beltrami.
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També és un model conforme —els angles hiperbolics es mesuren igual que els
angles euclidians—, les relacions d'incidéncia i ordre sén les mateixes del pla
euclidia R? i la distancia entre dos punt es mesura amb la mateixa férmula del disc
de Poincaré —amb la interpretacié obvia, quan els punts estan sobre una recta
vertical.

Tanmateix, els tres models que hem presentat K, D, H son equivalents entre
ells.”” Per veure-ho, hem d'introduir el concepte de projeccié estereografica, que
és un concepte que té interés per ell mateix. Sigui S” l'esfera unitat de R"*" i sigui
N € S" un punt qualsevol. Considerem un hiperpla H de R™*! tal que N € H*.
Aleshores, tenim una bijeccié continua f : S” — N — H que transforma cada punt
p € S" — N en el punt f(p) que s'obté tallant la recta Np amb H.

N

Projeccidé estereografica de S” — {N} a R".

Considerem ara lesfera unitat S2 ¢ R3 i siguin A = (0,0, -1), B = (—1,0,0).
Considerem les projeccions estereografiques

p:S?—A—{z=0}

q:S*—B— {x=1}.

Identifiquem aixt els tres models de la geometria hiperbolica que hem estudiat:

K={(xuy1):x>+y><1}
D={(x,y,0):x*+y><1}
H={(1y 2z):z>0}

"Ja hem dit que qualsevol model de la geometria euclidiana és equivalent a R?. També
es pot demostrar que hi ha una Unica geometria hiperbolica i, per tant, tots els models han
de ser equivalents.
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Sigut

U:={(xy,z eS?

l'hemisferi superior de S? i sigui

. K—U

la projeccié vertical 7(x,y, 1) = (x, y,/1 — x2 — y?). Direm sense demostracié que
tenim isomorfismes de models'?

prt:K—U—D
gp":D—U—H

Galeria de meravelles

Ja hem lamentat que no podem desenvolupar, en aquest curs, la geometria hiper-
bolica, pero st que estaria bé acabar aquest capitol amb una petita «galeria de
meravellesy que presenti algunes propietats curioses i admirables de la geometria
hiperbolica que fan que sigui ben diferent de la geometria que ens va ensenyar
Euclides.

Les rectes fan coses repugnants.

Adrien-Marie Legendre va ser un dels molts matematics que, al llarg de
la historia, van estar obsessionats en demostrar l'axioma de les paralleles a
partir dels altres axiomes d'Euclides. L'existéncia de la geometria hiperbolica
condemna aquests intents al fracas: totes les «demostracions» del cinque
postulat han d'utilitzar, en un moment o altre, alguna propietat «evident»
que només es pot demostrar amb l'axioma de les paralleles. Legendre es va
concentrar en demostrar que la suma dels angles d’'un triangle no pot ser
menor que dos rectes, sense utilitzar, és clar, l'axioma de les paralleles. Les
seves successives «demostracions» van apareixent en les diverses edicions
—a partir del 1794— dels seus Eléments de géométrie.

En una de les darreres edicions del seu llibre de geometria, Legendre pre-
senta una demostracié correcta que només utilitza el «fet» que una recta
no pot estar continguda completament a l'interior d'un angle. En una nota
del llibre justifica aquesta propietat i el primer «argument» que déna diu,
textualment: «or, il répugne & la nature de la ligne droite qu’une telle ligne,
indéfiniment prolongée, puisse étre renfermée dans un anglex». A continuacio,
ddéna una «demostracido» que aquest fet repugnant no és possible, basada en
que una recta ha de dividir el pla en dues parts «igualsy.

12Un isomorfisme entre dos models és una bijeccié entre els punts i una bijeccié entre
les rectes, de manera que es conservin les relacions d'incidéncia, ordre i congruéncia.
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Observant qualsevol dels tres models de la geometria hiperbolica que hem
estudiant en aquest capitol veiem que, a la geometria hiperbolica, qualsevol
angle conté al seu interior infinites rectes.

e No hi ha planols a escala

A la geometria hiperbolica es compleix el criteri AAA de congruéencia de
triangles: Si dos triangles tenen els angles corresponents congruents, també
tenen els costats congruents. Es a dir, no hi ha triangles «semblantsy o, dit
d’'una altra manera, si tenim un triangle i en volem fer un altre d'igual pero
més gran o més petit, no podem. No hi ha planols a escala.

Si, per exemple, observem qué passa en el model de Poincaré —recordem
que és un model conforme i, per tant, els angles hiperbolics sén iguals que els
angles euclidians— veiem que podem construir triangles amb angles molt i
molt petits, sempre que els costats siguin molt i molt grans. D’alguna manera,
a la geometria hiperbolica els angles i les distancies son interdependents i
no gaudeixen de la «llibertaty que tenen a la geometria d’'Euclides.

Tanmateix, aquesta «estranya» propietat de la geometria hiperbolica no ens
hauria de sorprendre: tampoc no hi ha planols a escala de la superficie de
la Terra, és a dir, planols que redueixin (exactament) totes les distancies en
un factor constant.!3

e Enrajolar és molt més interessant.

Sivolem enrajolar un pla —en el nostre espai euclidia habitual— amb rajoles
idéntiques que siguin poligons regulars, les possibilitats que tenim sén molt
poques. Podem fer-ho amb triangles equilaters i a cada vértex hi confluiran
sis triangles; ho podem fer amb quadrats i a cada vértex hi confluiran quatre
quadrats; ho podem fer amb hexagons regulars i a cada vértex hi confluiran
tres hexagons. Cap altre enrajolat «reqular» és possible en aquesta avor-
rida geometria euclidiana. També podriem fer rapidament una llista de les
escasses possibilitats que tenim per omplir un espai de dimensid tres amb
poliedres regulars.

BAquest exemple que acabem de posar requereix una explicacié. Normalment, entenem
que un planol d'una regi6 de la Terra és una reproduccid d'aquesta regié en un pla, de
manera que les distancies al pla i a la Terra siguin proporcionals, és a dir, la distancia
a la Terra s'obté multiplicant la distancia al planol per un factor d'escala (# 1) constant.
La teoria de la curvatura de Gauss que s'estudia als cursos de geometria diferencial ens
mostra que aixd no és possible fer-ho de manera exacta, pero resulta que tampoc no és
possible fer-ho sobre una superficie esférica igual a la de la Terra —el problema no rau
en voler que el mapa sigui pla— perqué a la geometria esférica també hi ha criteri AAA
de congruéncia de triangles. Quan diem que a la geometria hiperbolica no hi ha planols a
escala, volem dir exactament el mateix que en el cas dels mapes de la Terra: no és possible
reproduir de manera exacta una regié del pla hiperbolic en el mateix pla hiperbolic (o en
un pla euclidia) —a menys, és clar, que ho fem a escala 1:1.
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En canvi, el que succeeix a la geometria hiperbolica és absolutament ex-
traordinari: podem enrajolar amb qualsevol poligon reqgular i podem decidir
lliurement quantes rajoles volem que es toquin a cada vertex.'* Are bé: el
preu que cal pagar per tenir un enrajolat molt «exotic» pot ser molt gran. Si
volem que a cada vertex hi hagi moltes rajoles, cada rajola haura de tenir
uns angles molt petits i aixd només sera possible si la rajola és molt gran.

Aquest fet que acabem de descriure té una gran importancia. Esta relacionat
amb les superficies compactes i els seus recobriments, amb la teoria dels
grups fuchsians, amb les varietats de dimensio tres...

Un enrajolat del disc de Poincaré amb pentagons regulars iguals, de
manera que a cada veértex hi conflueixen cinc pentagons. Cada rajola
conté un retrat de Janos Bolyai original de Ferenc Markos. Els retrats
de dues rajoles adjacents estan relacionats per una reflexié ortogonal
respecte de la recta que forma la seva vora comuna. [Generat amb les
eines de Malin Chistersson (llicéncia Creative Commons).]

"Només hi ha unes poques restriccions evidents: amb triangles n’hi ha d’haver més de
sis a cada vertex; amb quadrats, més de quatre; amb pentagons o amb hexagons, més de

tres.
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e Hi ha un patro universal de longitud.

A la geometria euclidiana trobem natural que hi hagi un «patré universal»
per mesurar angles pero no hi hagi cap patré universal per mesurar longituds.
Es a dir, podem prendre l'angle recte, que és un angle univocament definit
per les seves propietats geomeétriques, i utilitzar-lo —ell o qualsevol multiple
o submultiple— com a «angle unitat». En canvi, no hi ha cap segment que
tingui unes propietats geométriques intrinseques que ens el singularitzin
de manera que el puguem utilitzar com a unitat «universaly de longitud.
El motiu de fons d'aquesta situacid és que la geometria euclidiana admet
«homotécies»: donada una figura, en podem construir una altra amb els
mateixos angles i les longituds multiplicades per un factor constant.

En canvi, a la geometria hiperbolica hem vist que distancies i angles estan
intimament relacionats i també hem vist que no és possible fer «homotéciesy.
Aixo suggereix que a la geometria hiperbolica hi podria haver un «patro
universaly de longituds.”™ Per explicar quin és aquest patré de longituds cal
fer algunes consideracions previes.

Al pla hiperbolic, per definicié, hi ha una recta [, un punt P & [ i, com a
minim, dues rectes r1, 2 que passen per P i no tallen [. A partir d'aqui es
pot estudiar el comportament de les rectes del pla que no es tallen i s'arriba
a demostrar aixo:

— Per cada recta [ i cada punt P & [ hi ha infinites rectes r que passen
per P i no tallen [

— Sigui r una semirecta de vertex P i sigui a(r) langle que forma r amb
la perpendicular a [ per P. Ja sabem que si a(r) = /2, aleshores r no
talla L

P

a(r)

l —HO0

— Podem dividir l'interval [0, 77/2] en dos subconjunts disjunts A i B, de
manera que a(r) € A si i només si r talla L.

— No és dificil veure que A és un interval semiobert i B és un interval
tancat. Es a dir, existeix un angle ap € (0, 77/2) tal que A = [0, o) i
B = [ap, 7/2]. Dit d'una altra manera: les semirectes que formen un

15S{ pensem en la geometria esférica —la de la superficie d’'una esfera— no ens costa
gens veure que aquest patré universal de longitud si que existeix: la longitud d'una recta
qualsevol, és a dir, la longitud d'un cercle maxim de lesfera. De fet, la definicid original
del metre del sistema métric es va fonamentar en aquest patrd universal: un metre era
0.25 x 1077 vegades la longitud d’'un meridia.
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angle més petit que g tallen [ i les que formen un angle més gran o
igual a ap no tallen L

— Les dues rectes amb a(r) = £ag direm que sén les paralleles a [ per P.
De les altres rectes que passen per PP i no tallen [ en direm ultraparal-
leles.

ultraparalleles ultraparalleles

o

0

secants secants

— De langle ap que formen les dues paralleles r i r' a [ per P en direm
langle de parallelisme. Es clar que només depén de la classe de
congruéncia del segment PO.

En conclusio, podem assignar a cada segment un nombre real de (0, 71/2) que
sigui l'angle de parallelisme corresponent al segment PO donat. Aquesta
funcid ' és decreixent i exhaustiva i ens permet definir una unitat de longitud
com la d'un segment PO tal que (per exemple) I(PO) = /3.

Es clar que aquest valor 71/3 que, de manera arbitraria, hem utilitzat, pot
substituir-se per qualsevol altre valor. Ens podem preguntar quina és la
«millor» opcid. En el cas de la mesura d'angles, assignem a l'angle recte el
valor (arbitrari) 71/2 perqué d'aquesta manera es simplifiquen moltissim les
formules de la trigonometria i del calcul. D’'una manera similar, resulta que
la millor elecci6 és la que fa que el segment PO amb [1(PO) = /4 tingui
una longitud igual a log(1 4+ v/2)."® Amb aquesta eleccid, la funcié I té una
descripcié relativament senzilla'’

[1(x) = arccos tanh(x).

1°Recordem que en el model de Klein definiem la longitud d'un segment AB amb la
formula ¢ = —alog(U, V, A, B) on a era una constant arbitraria que preniem igual a 1/2.
Es un exercici senzill veure que aquella eleccié de a = 1/2 és precisament la que és
coherent amb aquesta eleccié d'ara.

7Aquesta és la famosa férmula de 'angle de parallelisme, descoberta independentment
per Bolyai i Lobatxevski. Es diu que quan aquests matematics van trobar aquesta férmula
va ser quan finalment van arribar a la conviccié que havien descobert una nova geometria
plenament coherent i valida.
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C.2. Plans no desarquesians

em vist que, en dimensid més gran que dos, els axiomes d'espai pro-
jectiu impliquen el teorema de Desargues —i, aleshores, el teorema
de coordinacid ens diu que aquests espais son de la forma P, (k)—
pero, en canvi, ht pot haver plans projectius (axiomatics) on el teo-
rema de Desargues sigui fals.

En aquest capitol estudiarem amb més detall alguns plans projectius on falla
el teorema de Desargues: sén els plans no desarguesians.’

Plans lliures

Els plans lliures sén els exemples més senzills —i menys interessants— de plans
no desarguesians. A lUexercici .60 es demanava la construccié d'un d’'aquests plans.
La idea és ben senzilla:

1. Sigui Xp la configuracié formada per quatre punts A, B, C, D i quatre rectes
{A, B}, {B, C}, {C, D}, {D, A}. Evidentment, Xo no és un pla projectiu.

2. Definim X7 D Xp d'aquesta manera:

e Els punts de Xj sdn els punts de Xp i, @ més, per cada parella de rectes
r,s de Xp que no es tallin, un nou punt que sera incident només a les
rectes r i s.

e Les rectes de Xj seran les de Xp i, @ més, per cada parella de punts
A, B de Xp que no estiguin alineats, una nova recta que sera incident
només als punts A i B.

3. Repetim el procés i obtenim X; D Xy, X3 D X3, etc.

"Ens podem preguntar quin interes pot tenir estudiar aquests plans «estranys». Mars-
hall Hall, en un article del 1943 justifica l'estudi dels plans projectius per la seves relacions
amb l'analisi combinatoria, el block design, les algebres no associatives o no distributives,
les identitats universals en grups i anells de divisio, els reticles, els conjunts parcialment
ordenats («posetsy) i la fisica quantica. Des del 1945 fins ara, amb l'eclosié de la revolucié
digital, aquesta llista s’ha ampliat moltissim. En tot cas, un pla projectiu és una estructura
que és conceptualment molt simple —punts, rectes, un quadrilater, per dos punts una recta
i per dues rectes un punt— i que, en canvi, ens permet «fer geometria» d’'una manera plena.
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4. Definim

X = D Xi.
i=0

Per exemple, el dibuix seglient representa l'etapa Xs3. Els quatre punts inicials i
les quatre rectes inicials sén de color negre. A letapa Xj introduim els elements
de color carbassa: dos punts i dues rectes. A l'etapa X3 introduim els elements de
color vermell: un punt i una recta. A l'etapa X3 apareixen els elements de color
verd: dues rectes i dos punts. A letapa X3 s'adjunten els elements de color blau,
que son quatre punts i quatre rectes.

No és dificil demostrar per induccié aquestes dues propietats de la construccid
anterior:

e A cada X; es compleix que donats dos punts (diferents), hi ha com a maxim
una recta que els uneix.

e Tres punts (diferents) de X; estan alineats a algun Xj amb j > i si i només si
ja estan alineats a X.

X és un pla projectiu no desarguesia. Demostrar que és un pla projectiu és
trivial. Per veure que no es compleix el teorema de Desargues observem els tri-
angles ABC i A’B'C’ del dibuix anterior (que representa Xj). Estan en perspectiva
respecte del punt D. Per tal que estiguessin en perspectiva respecte d’'un eix cal-
dria que els punts P, Q, R del dibuix estiguessin alineats a X. Com que a X4 no
estan alineats, per una propietat anterior, tampoc no estan alineats a X. Per tant,
aquests dos triangles ens donen un contraexemple a Desargues.
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Si fem la mateixa construccié anterior en lloc de comencar a un quadrilater
comencem amb una configuracié C arbitraria, obtindrem un pla projectiu X que
contindra C. Aixo ens diu que «cap configuracié que contingui tres punts alineats
pot ser un teorema a tots els plans projectius» (exercici 1.61).

Quanta algebra ens cal per construir un pla projectiu?

Si k és un cos, ja sabem com construir Uespat afi k" i l'espai projectiu P, (k), pero
si ens fixem bé en la construccié d'aquests objectes geométrics veiem que, de fet,
la propietat commutativa de la multiplicacid de k no s'utilitza en cap moment i, per
tant, la mateixa construccio la podem fer quan k és un anell de divisié que no és
cos. Obtenim espais projectius que no compleixen Pappos (pero st que compleixen
Desargues). En podem preguntar ara quin seria un conjunt minimal de propietats
de k que ens permetrien dotar k" d'estructura d’espai afi axiomatic i obtenir —per
complecié com a la pagina 62— un espai projectiu axiomatic (encara que no complis
el teorema de Desargues).

Si n > 2, la resposta és que k no pot ser menys que un anell de divisio, perqueé
sabem que tot espat projectiu de dimensié > 2 compleix Desargues i el teorema de
coordinacid ens diu que si es compleix Desargues aleshores l'espai projectiu ha de
ser P,(k) per algun anell de divisio k.

Sabem (capitol 10) que tenir un pla projectiu és equivalent a tenir un pla aft.
Suposem, doncs, que volem construir un pla afi (axiomatic) k?. Repassem bé la
construccid d'aquest objecte per observar qué és el que realment necessitem de k.
Els punts, les rectes i la relacié d'incidéncia de k? sén:

Punts. Prenem com a conjunt de punts k?, és a dir, les parelles (x, y), amb x, y € k.

Rectes. Si descrivim una recta per la seva equacié,® veiem que tenim les rectes
Y = Xm+ b i les rectes X = c. Anomenarem aquestes rectes R(m, b) i R(c),
respectivament, amb m, b, c € k.

Incidéncia. Tenim dos casos d’incidéncia:

a) (x,y) € R(x) per tot x,y € k.

b) (x,y) € R(m, b) st i només si y = xm + b.

Observem que l'linic moment en qué utilitzem l'estructura algebraica de k és en
el criteri d'incidéncia b) i aquest criteri només utilitza una Unica operacié algebraica
de k, l'operac'u')3

(x,m, b) — xm + b.

2Escriurem els coeficients a la dreta perqué no volem utilitzar la propietat commutativa
de la multiplicacid.

3Aquesta operacié de «multiplicar i després sumary s'utilitza de manera important en
els processadors digitals (unitats MAC).
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Aixo ens suggereix que seria possible construir un pla projectiu a partir d'un conjunt
k amb una operacié k* — k que complis una série de propietats necessaries i
suficients perqueé els criteris d'incidéncia anteriors donin lloc a un pla afi. Aquesta
estructura algebraica «minimal» s'anomena un anell ternari:

Un anell ternari és un conjunt T (amb més d'un element) amb una operacio
ternaria
(x, m, b) — (x,m, b)

de manera que es compleixin aquests tres axiomes:*

1. Per tot m,x,y € T, existeix un tGnic b € T tal que (x,m, b) = y.

2. Pertotm,m’,b, b’ € T amb m # m’, existeix un tnic x € T tal que (x,m, b) =
(x,m’,b").

3. Per tot x,y,x",y’ € T amb x # X/, existeixen uns unics m,b € T tals que
(x,m,b)y =y i (x',m, b)=y"

Es un exercici senzill veure que aquests tres axiomes son exactament les condicions
necessaries i suficients perqué T2, amb les rectes

R(c):={(c,y):ye T}, R(mb):={(x.y):y={(x,mb)}, c¢,mbeT

compleixi els axiomes de pla afi i, com a conseqiiéncia, puguem definir un pla
projectiu P»(T). En particular, st k és un anell de divisid, la definicié (x, m, b) :=
xm -+ b ens dota k d'estructura d'anell ternari i aleshores el pla afi i el pla projectiu
que obtenim coincideixen amb els plans afi i projectiu ordinaris que hem estudiat
al llarg d’aquestes notes. Reciprocament, si P és un pla projectiu, r és una recta
de P i oo és un punt de r, no és dificil introduir geométricament una estructura
d’'anell ternari al conjunt r — oo de manera que P és el pla projectiu associat a
aquest anell ternari.’> Es tracta d'un procés de coordinacié.

Una manera d'obtenir un anell ternari és a partir d'un quasi-cos. Un quasi-
cos és un conjunt Q amb dues operacions (suma i producte) que tenen aquestes
propietats:

1. Q és un grup abelia amb la suma.

2. Es compleix la propietat distributiva per lesquerra: a(b + ¢) = ab + ac per
tot a, b, c € Q. (Estem definint els quasi-cossos per l'esquerra.)

*Normalment, s'exigeix també que hi hagi dos elements 0,1 € T de manera que, per
tot a,b € T es compleixi (a,0,b) =(0,a,b) =b i {(a,1,0) = (1,a,0) = a, perd aquestes
condicions no sén necessaries per coordinar un pla afi.

’Aquest anell ternari que coordina el pla P depén, en principi, de l'eleccié de la recta
r i del punt oco.
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3. Per tot a,b,c € Q, a # b, existeix x € Q Unic tal que ax = bx + c.
4. La multiplicacié compleix aquestes propietats:

(@) Té element neutre bilateral: a1 = a = 1a per tot a € Q.
(b) O0a =0 per tot a € Q.

(c) Pertota,b e Q, a+#0, existeix un Unic x € Q tal que xa = b.

Es facil comprovar que si Q és un quasi-cos, aleshores (x, m, b) := xm + b defineix
una estructura d'anell ternari sobre el conjunt Q.

El Pla de Veblen-Wedderburn

Es tracta del primer exemple descobert de pla projectiu finit no desarguesia. Es un
pla d’'ordre nou, és a dir, té 91 punts i cada recta té 10 punts. Apareix en un treball
de Veblen i Wedderburn del 1907, basat en uns treballs de Dickson del 1905.

Considerem el grup abelia A = Z/3Z x Z[3Z i denotem els seus 9 elements
per 0, £1, £i, £1 £ i. Definim una multiplicacié sobre A posant 0a = a0 = O,
al = 1a = a per tot a i de manera que la resta dels elements es multipliquin
segons aquesta taula:

—1 1 —i 1+ T1—i | 14| =1—i

-1 1 —i i T =i =14+i| 1—i 14+
1 —i -1 1 —T+i| 1+ | 1—=i| 1—i

—i i 1 —1 T—i | 1—i| T+i | =141
1+ 1 —i| 1—=i | =14 -1 —i i 1
1—i —T+i|1—=i| 14 i —1 1 —i
— T+ 1—1 T+i | —1—i —i 1 —1 i
—1—i T4+ | =140 1= 1 i —i -1

Es pot comprovar —fent, per exemple, un programa senzill— que A és un quasi-
cos associatiu. En canvi, la propietat distributiva per la dreta no es compleix i A
no és un anell:

(M+i)i=1—i#i+i%
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Com hem dit abans, loperacié (x, m, b) = xm + b dota A d’'una estructura d'anell
ternart i permet definir un pla projectiu P>(A), que tindra ordre 9. ELl fet que A
no sigui un anell de divisié ens indueix a pensar que aquest pla projectiu no sera
desarguesia. La manera més elemental de veure-ho seria mostrar una configuracid
de X que contradigui Desargues. Considerem (en el pla afi A%) aquests dos triangles

A=(0,i), B=(1i) C=(1)
A=(1—i,—1—i), B=(—i—-1-i C=(1-4ii.

La recta AA" és Y = xi+ i, larecta BB és Y = —Xi—iilarecta CC' és Y =
X(—=141i)—1+i. Per tant, els dos triangles estan en perspectiva respecte del punt
(—1,0). D’altra banda, les rectes AB i A’B’ sén, respectivament, Y =ii Y = —1—/,
que son paralleles, les rectes AC i A'C’ sén, respectivament, Y = X(—1—i)+ i
Y = X(—1 — i) — i, que també sén paralleles. Per tant, si es complis Desargues,
els dos triangles estarien en perspectiva respecte de la recta de l'infinit i, per tant,
les rectes BC i B'C’ també haurien de ser paralleles. Pero aquestes rectes sén,
respectivament, Y = = X+1+ii Y = Xi+1—1, que no sén paralleles. En conclusig,
el pla projectiu de Veblen-Wedderburn no és desarguesia.

Es coneix que hi ha exactament (llevat d'isomorfisme) quatre plans projectius
finits d'ordre 9: el pla desarguesia P»(Fo), el pla de Veblen-Wedderburn que acabem
de construir, el seu dual, i un quart pla anomenat pla de Hughes, construit també
per Veblen i Wedderburn i redescobert per Hughes cinquanta anys més tard. Que
només n'hi ha quatre es va demostrar fent una cerca exhaustiva per ordinador.

El pla de Cayley

El pla projectiu no desarguesia més significatiu és el pla P,(Q) construit sobre els
octonions Q. En aquest apartat explicarem breument com es construeix aquest pla
—rperod quedarem ben lluny de dilucidar amb profunditat les seves (transcendentals)
propietats.”

°Es impossible explicar en una nota a peu de pagina la immensa importancia d’aquests
dos objectes: els octonions i el pla projectiu que defineixen (el «pla de Cayley»). Tampoc no
en tindriem prou amb tot un capitol d'aquest libre. St ho haguéssim de fer amb una dnica
frase, potser diriem que «el pla de Cayley és el responsable dltim de les cinc dlgebres de
Lie excepcionalsy» pero justificar aquesta frase també ens duria molt Lluny.

Pensem que el pla de Cayley és un pla projectiu «continu» (en llenguatge més técnic:
una varietat riemanniana), com ho son el pla real o el pla complex i que la geometria que
s'hi pot fer pot ser tan rica com la que es fa sobre els reals (que és la geometria d’Euclides,
directament relacionada amb el grup ortogonal), la que es fa sobre els complexos (que és
la geometria complexa, relacionada amb l'analisi complexa, la geometria algebraica i el
grup unitari) o la que es fa sobre els quaternions (que és la geometria simpléctica que
apareix, per exemple, a la mecanica hamiltoniana). Aquestes tres grans geometries —la
importancia de les quals no requereix demostracio— «només» guanyen la geometria dels
octonions en el fet que soén valides en qualsevol dimensi6, mentre que sobre els octonions,
com que falla la propietat de Desargues, només podem fer geometria plana (..t no oblidem
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Els octonions —també coneguts com a «nombres de Cayley»— van ser desco-
berts independentment per John T. Graves (1843) i Arthur Cayley (1845) i formen
el quart terme d’'una successid que comenca

RcCcHcOCcC---

i que continua indefinidament. Els dos primers termes de la successié sén cossos
ben coneguts i el tercer és un anell de divisié6 —els quaternions de Hamilton— del
qual hem parlat molt breument en aquest curs. Estudiem ara qué tenen en comu
els termes de la successid i com el procés que passa d'un terme al segiient pot
repetir-se indefinidament.

R, C, H, etc. sén espais vectorials reals i cadascun té dimensid doble de l'ante-
rior. En cada cas, tenim un multiplicacid que és R-bilineal i tenim una «conjugacié»
X — X que també és R-lineal i és compatible amb la multiplicacid en el sentit que
Xy = yx. Finalment, el pas d'un terme al segiient s'aconsegueix afegint un nou
element de quadrat —1. Per exemple, per passar de R a C introduim i amb > = —1
i per passar de C a H introduim j amb j2 = —1. Ja veiem que aquest procés sembla
que es pugui iterar indefinidament: es coneix com el «procés de Cayley-Dicksonx.
Expliquem-ho amb més detall:

e Comencem amb una «algebra» A, que ara voldra dir un R-espai vectori-
al euclidia de dimensio finita amb una «multiplicacié» (x,y) — xy que és
R-bilineal. Aquesta bilinealitat ens diu que es compleixen les propietats
distributives (per la dreta i per l'esquerra) i també es compleix

x(Ay) = A(xy), (AX)y =Alxy), A€R, x,y €A

la geometria de dimensi6 1!). Aixo explica que a la classificacié de les algebres de Lie
simples (Killing, 1887) hi apareguin tres families infinites —corresponents a les geometries
ortogonal, unitaria i simpléctica— i cinc algebres «excepcionals» que Freudenthal, el 1951,
va intuir que havien de procedir de la geometria del pla de Cayley.

Si, en lloc d’'una nota a peu de pagina o d'un capitol sencer, disposéssim de seixanta
pagines per explicar la importancia d'aquests objectes que estem estudiant ara, la millor
cosa que podriem fer seria reproduir les seixanta pagines del magntfic article «The Octoni-
ons» de John C. Baez (Bull. Amer. Math. Soc. 2001). En aquest article es parla de la relacio
dels octonions i el seu pla projectiu amb: algebres de Jordan, periodicitat de Bott, grups
i algebres de Lie, algebres de Clifford, espinors, trialitat, model estandard de la fisica de
particules, invariant de Hopf, geometria de Lorentz, espai-temps de Minkowski, relativitat
especial, el «quadrat magic» de Freudenthal, supergravetat, teoria de cordes,...

Pero encara podriem prendre un punt de vista més «conceptual» que ens duria a entendre
el pla de Cayley com una «manifestacié» d'un esquema molt profund que potser apareix
per primera vegada al llibre 13 d'Euclides, quan es classifiquen els cinc solids platonics.
EL 1976, V. I. Arnold va incloure a la llista dels «grans problemes de la matematica actual»
el «problema A-D-E» que demana trobar la rad Gltima de Uaparicid, a moltes arees de les
matematiques, d'una classificacié de tipus A-D-E com la de les algebres de Lie simples.
Per a més detalls sobre aixo, vegeu larticle «The ubiquity of Coxeter-Dynkin diagramsy»
(Hazewinkel et. al., Nieuw Arch. Wisk. 1977).
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Aquesta multiplicacid tindra un element neutre (bilateral, tnic) 1 € A que
ens permet incloure R C A identificant A € R amb A1 € A, de manera que
U'expressid Ax no és ambigua perque el producte del vector x € A per l'escalar
A € R coincideix amb el producte Ax de A. Observem que no postulem la
propietat associativa de la multiplicacid i, per tant, A pot no ser un anell.
D’altra banda, els elements de R commuten amb tots els elements de A i
també «associen» amb tots els elements de A, en el sentit que es compleix
la propietat associativa x(yz) = (xy)z sempre que algun dels tres elements
X, Y,z € A sigui real.

A més, A tindra una «conjugacid» x — x amb aquestes propietats:

Es R-lineal: X+ 7 =X+ i Ax = AX, per tot x € A, A €R.

Xy =y X per tot x,y € A. En particular, T = 1.

Es una involucié: X = x.

x +Xx € R per tot x € A

Per tot x € A, xx = ||x||?, on ||x|| indica la norma euclidiana a A.

En aquestes condicions podem definir B := A @ A (suma ortogonal) que,
d’'entrada, és un R-espai vectorial euclidia de dimensié doble de la dimensid
de A. Definim una multiplicacié a B a través d'aquesta férmula

(a1, a2) - (a3, as) := (a1a3 — asaz, a1a4 + azan).

En particular, si definim v := (0,1) € B, els elements de B es poden escriure
en la forma aq +vay, amb a1, a; € Aila multiplicacié de B ve caracteritzada
per aquestes férmules

vi=—1, ai(vam) = v(@ia2),
(var)(vaz) = —(azay), (var)az = v(azay).

La multiplicacié de B té element neutre 1 := (1, 0) i tenim una inclusié A C B
donada per a — (a,0), que respecta la multiplicacié: A és una subalgebra
de B.

Podem estendre la conjugacié de A a una conjugacid de B per

a1+ vay :=a1 — vay.

Finalment, podem comprovar que la nova algebra B torna a estar en les
mateixes condicions de A i li podem tornar a aplicar el mateix procediment.
En conclusid, si comencem amb l'algebra R amb conjugacid trivial (x = x) i
apliquem repetidament el procés de Cayley-Dickson que acabem de descriure
obtindrem una successié d'algebres

RCA1CA2CA3CA4C"-
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e Ara podem comprovar facilment que A és isomorfa al cos complex C i que
A és isomorfa a l'anell de divisié dels quaternions H. En particular, podem
definir els quaternions com A,. Finalment, podem definir els octonions O
com l'algebra As.

e Tanmateix, podriem dir que «a cada bugada perdem un llencol» perque les
propietats de les successives algebres que anem obtenint sén cada vegada
més febles.” Comencem amb un cos ordenat amh conjugacié trivial (R). En el
pas seglient tenim C, que encara és un cos, pero ja no és ordenat i té conju-
gacid no trivial. En el pas segiient, H, hem perdut la propietat commutativa
de la multiplicacio: ij # ji. En el pas segiient, O, perdem també la propietat
associativa de la multiplicacio i en el pas seglient apareixen divisors de zero.

En particular,
O=He vH

i un octonid u s'escriu com a vuit nombres reals —d’'aqut els ve el nom— o com a
quatre nombres complexos, o com a dos quaternions

u=gq1+vqn.

Els octonions es multipliquen segons aquestes regles
qv=vg, v’=-1, p(vq)=v(pq), (vp)g=vigp), (vp)lvq)=—qp

on p,q € H. Veim, doncs, que la multiplicacié de O no és associativa i no podem
definir «espais vectorialsy» ni «espais projectius» sobre O, ni podem fer «geometria
lineal» sobre O, si més no geometria lineal de dimensid > 2.

L'observacioé crucial és que O té prou estructura per poder definir un pla pro-
jectiu, en la linia dels apartats anteriors. Aquest pla P>(Q) és el pla de Cayley.
De fet, O és un quasi-cos. Per arribar a veure aixo, estudiem algunes propietats
especifiques de Q.

e Six,y €O, es compleix (xx)y = x(xy).

Posem x = (a,b), y = (c,d) on a, b, c,d son quaternions. Recordem que
els quaternions st que sdn associatius i recordem també que, com que gq =
qq € R, es compleix que gg commuta amb qualsevol quaternid. Aleshores,
un calcul immediat ens ddna la igualtat que volem.

’John C. Baez ho explica de manera humoristica a larticle que hem citat a la nota
anterior: «R és el puntal de la familia, el cos ordenat i complet en qué tots confiem; C
és el germa més jove, una mica fatxenda, pero encara ben respectable perqué, si bé no
és ordenat, és algebraicament complet; H, com que no és commutatiu, és el cosi excéntric
al que mai no es convida a les reunions familiars importants; pero Q, que ni tan sols és
associatiu, és el vell oncle guillat que ningti permet que surti del seu cau a les golfes.»
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o O compleix la propietat alternativa.

Aquesta propietat és una forma feble de la propietat associativa que ens diu
que, per tot x, y € O es compleix

Xy =xixy),  yx® = (yx)x,  (xy)x = x(yx).

Per demostrar la primera identitat, posem A := x + x € R. Aleshores,

2

0 = (xx)y — x(xy) = (xA)y — x°y — x(Ay) + x(xy) = x(xy) — x°y.

La segona identitat es demostra igual. Per demostrar la tercera, desenvolu-
pem la identitat

(x + y)((x + y)x) = ((x + y)lx + y))x.

e Qualsevol subdlgebra de @ generada® per dos elements és associativa.
Aix0 és conseqiiencia immediata de la propietat anterior. En particular, a O
estan ben definides les poténcies x" (no calen paréntesis).

o [Ixyll = [IxI[llyl| per tot x,y € O.

Aquesta propietat essencial —direm que O és una dlgebra normada— es
compleix (evidentment) a les subalgebres de O (R, C, H) i, com veurem,
deixa de complir-se a les algebres seglients que anem obtenint per procés
de Cayley-Dickson. Es tracta de comprovar que

xy)(Gx) = (xX)(y7).
Observem aquestes igualtats i recordem que a +a € R:

a+a a—a _ a+a a—a

; t o i=ET T

Aixo ens diu que els elements x, y,x,y € O pertanyen a la subalgebra ge-
nerada per (x —x)/2,(y —y)/2 que, pel que hem vist abans, és associativa.

e O no té divisors de zero.

Aix0 és evident per la propietat anterior. En canvi, més enlld de O en la
successid de les algebres de Cayley-Dickson, sempre hi ha divisors de zero
i ja no és possible utilitzar aquelles algebres per construir plans projectius.
Per veure aixo0, observem que a A4 es compleix

(6, ) (v, v(if)) = 0.

8Recordem que estem considerant R-algebres i, per tant, la subdlgebra generada per
dos elements, és també una R-algebra i, en particular, conté els nombres reals.
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e O és quasi-cos.

Sirepassem les condicions que ha de complir un quasi-cos, veiem que amb tot
el que ja sabem de O n’hi ha prou amb demostrar que si a, b # 0, existeixen
x, Yy tals que ax = b i ya = b. En efecte, n'hi ha prou amb prendre

1T _ 1T _
X = 7261/3, y:=—=ba
[lal] |
i recordar que per tot octonié g es compleix que ¢, q pertanyen a lalge-
bra generada per (g — ¢)/2. La unicitat de x, y és evident per la propietat
distributiva de O.

o O compleix la identitat de Moufang: (xy)(zx) = x(yz)x.

Observem que l'expressio de la dreta és univoca, per la propietat alternati-
va. Aquesta versid feble de la propietat associativa —que no demostrarem
aqui— té una significacio geomeétrica: gracies a aquesta propietat, el pla de
Cayley P>(0) compleix el que es coneix com la configuracié restringida de
Desargues que és la configuracié de Desarques afegint la condicié que leix
de perspectiva dels dos triangles passi pel centre de perspectiva.

Per acabar, demostrem que P,(0) no compleix Desargues, posant un exemple con-
cret de dos triangles en perspectiva respecte d'un punt que no tinguin un eix de
perspectiva. Considerem aquests dos triangles del pla aft:

A=(0,0, B=(v,0, C=(1,v)
A=(0), B=(j, C=(0,i+j+v).

La recta AA" és X =0, la recta BB’ és X = v ilarecta CC’' és X = 1. Per tant, els
dos triangles estan en perspectiva respecte d'un punt de linfinit. D’altra banda,
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les rectes AB i A'B’ sén, respectivament, Y = 0 i Y = j, que sén paralleles. Les
rectes AC it A'C’ son, respectivament, Y = Xv i Y = X(i+Vv)+ j, que es tallen en el
punt (—k, vk)) on, com és habitual, k := ij. La recta BC és 2Y = X(v—1)+v +1
i la recta B'C' és 2Y = Xu + 2j — vu amb u = (1 + v)(i + v). Per tant, si els dos
triangles estiguessin en perspectiva respecte d'una recta, aquesta recta hauria de
ser la recta Y = vk, que talla la recta BC en el punt P = (—k + v(1 — k), vk). Pero
aquest punt P no pertany a la recta B'C".
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C.3. El teorema de coordinacio

&% |l teorema de coordinacié ens diu que el concepte d'espai projectiu

- entés com un sistema de punts i rectes que compleixen tres axiomes

Q molt simples —als que cal afegir, si la dimensid és 2, l'axioma de

Pappos que afirma que la configuracié de Pappos és un teorema—

és equivalent al concepte d'espai projectiu d’'un espai vectorial P(V) sobre un cos

k. D'una manera més general, st en lloc de la configuracié de Pappos posem com a

axioma la configuracié de Desargues, també tenim equivaléncia entre el concepte
axiomatic d'espai projectiu i els objectes P(V) on ara k és un anell de divisic.

Es molt interessant entendre quines linies de treball cal sequir per arribar a
demostrar un teorema com aquest. Per tant, abans d’entrar en la demostracio,
pensarem quina pot ser l'estratégia natural per atacar el problema.

e Comencem amb un objecte geométric amb molt poca estructura: un espai
projectiu X. Només tenim punts i rectes, res més. Si volem arribar a demos-
trar que X = P(V) ens cal construir, a partir de X, dos objectes algebraics
prou sofisticats: un cos k i un k-espai vectorial V. Aquest ha de ser el primer
pas. Després, ja veurem com podem demostrar que X = P(V).

e Ara intervé una idea crucial, de caracter general, que és una de les idees
més importants i fecundes de les matematiques:

Si X és una estructura matemdtica qualsevol, el grup dels seus
automorfismes és un objecte algebraic que, sovint, conté una in-
formacié molt valuosa sobre X.

Esa dir, st volem estudiar uns objectes que, aparentment, tenen poca estruc-
tura, sempre podem considerar el grup dels seus automorfismes i els seus
subgrups i ja tenim tota una quantitat d'informacié algebraica molt estruc-
turada que ens pot informar sobre les propietats dels objectes inicials.

En el nostre cas, si tenim un espai projectiu X, podem considerar les seves
collineacions, que formen un grup, i podem considerar els seus subgrups.
Per exemple, el subgrup de les afinitats, el subgrup de les translacions, etc.

e Si tenim X, d'on podem treure un espai vectorial V? Colloquem-nos en
una situacié afi —que ja sabem que és equivalent a la situacid projectiva—
i preguntem-nos com podem identificar en un espai afl A l'espai vectorial
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associat V. La resposta s'obté aplicant la idea expressada al punt anterior:
V s'identifica al grup de les translacions de A (incloent la identitat).

e Ja tenim l'espai vectorial V, pero ara ens cal trobar el cos d'escalars k. Una
pregunta ben curiosa, oi? Tenim un espai vectorial i hem de trobar el seu
cos d'escalars. La manera de fer-ho és tornar a utilitzar la idea fonamental
que hem discutit abans. Considerem els automorfismes de V. Un escalar
sera un automorfisme de V que no canvii la direccié de les translacions. |
que pot voler dir que dues translacions tenen la mateixa direccié? Doncs vol
dir que tenen les mateixes rectes invariants, que és un concepte purament
geomeétric.

e D'aquesta manera ja tenim un esquema clar de com podem atacar la demos-
tracié del teorema de coordinacid.

— Dins del grup de les collineacions de X identifiquem el subgrup de les
translacions V. Demostrem que és un grup abelia.

— Definim els escalars com els automorfismes de V que conserven la di-
reccid. Sigui k el conjunt dels escalars. Demostrem que k és un cos
(0, en el cas més general, un anell de divisid) i que V és un k-espai
vectorial (o un k-modul lliure) de la mateixa dimensié que X.

— Si fem tot aixdo amb l'espai projectiu P(E) i amb un hiperpla de l'infinit
P(H) es compleix que V = H. Aixd ens permet creure que potser serem
capacos de demostrar que X = P(V @ k).

- Finalment, ja sabem que P(V) compleix Pappos si i només si V' és un
espat vectorials sobre un cos.

Un cop assimilades aquestes idees, ja podem procedir a la demostracié formal
del teorema de coordinacié que enunciarem com ho fem a la pagina 106:

[Teorema de coordinacié] Sigui X un espai projectiu axiomdtic de di-
mensio finita n > 1 on es verifiqui el teorema de Pappos. Existeix un
cos k i un isomorfisme X = P,(k). Si no es verifica el teorema de
Pappos pero si que es verifica el teorema de Desargues, també tenim
X Z P, (k) per algun anell de divisié k.

Dilatacions i translacions

Sigui X un espai projectiu axiomatic de dimensié finita n > 1 i escollim un hiperpla
H de X que anomenarem hiperpla de Uinfinit. Les collineacions de X formen un grup
C amb loperacié de composicié. Recordem que una collineacié és una aplicacid
bijectiva f : X — X que compleix que A, B,C € X estan alineats si i només si
f(A), f(B), f(C) € X estan alineats. Considerem aquests dos subgrups de C (que, en
principi, depenen de l'eleccié de H):
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Una dilatacid és una collineacié que deixa fixos (un a un) tots els punts de
Uinfinit. Les dilatacions formen un subgrup D C C.

Una translacié és una dilatacié que no té cap punt fix fora de Uinfinit. Si hi
afegim també la identitat, tenim un subconjunt V' C D que demostrarem que
és un subgrup.

Demostrem ara algunes primeres propietats de les dilatacions i les translacions.

e Si una dilatacié té dos punts fixos fora de Uinfinit, és la identitat.

Aixo és evident perqué si x és un punt de X, podem unir x amb cada un dels
dos punts fixos fora de Uinfinit. Obtenim dues rectes, cadascuna de les quals
conté dos punts fixos. Per tant, sén rectes invariants i el punt x on es tallen
sera un punt fix.

e Si T és una translacid, les rectes xt(x), x € X — H, sén concurrents en un

punt de linfinit, anomenat la direccid de t.

Sigui z = xt(x) N Hiy € X — H. La recta xy es transformara en la recta
T(x)7(y) i aixo implica que aquestes dues rectes es tallen en un punt de
Uinfinit. Per l'axioma projectiu, les rectes xt(x) i yt(y) es tallaran. ELl punt
xT(x)Nyt(y) és un punt fix de 7. Per tant, és a l'infinit i ha de coincidir amb
el punt z.

Una translacié ve determinada per la imatge d'un punt fora de Uinfinit.

Si coneixem 7(x) per a un punt x € X — H, també coneixem la direccié z € H
de 7. Aleshores, 7(y) es pot calcular de la manera seglient. Si v = xy N H,
aleshores t(y) = ut(x) N yz.

V' és un subgrup normal de D.

Per demostrar que V és un subgrup de D només cal veure que si 11, &
son translacions aleshores 717 és una translacid o és la identitat. Si T
tingués un punt fix x & H, tindriem 71 2(x) = x L T2(x) = T;1(X). Si apliquem
la propietat anterior a les translacions 1 i T1_1 obtenim ™ = T1_1 i =1

Per veure que V és normal a D cal veure que si 0 € D i T € V, aleshores
oto~' € V. Suposem que oto”' tingués un punt fix x fora de linfinit.
Aleshores, o0~ 1(x) seria un punt fix de 7 fora de linfinit. Aixo només pot
passar si T =1 i, aleshores gro ' =1€e V.

Si hi ha translacions de direccions diferents, aleshores V' és un grup abelia.

Suposem que 77 i T2 tenen direccions diferents z1, z. Aleshores,
T102(X) = T1(X)22 N 12(X)Z1 = 271 (X).

Si 7y U 72 tenen la mateixa direccio, escollim una translacié T que tingui una
direccio diferent. Aleshores, també w1 té direccid diferent de la de T4 i T
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(perque T = T2_1(T2T)). Per tant, com que hem vist que les translacions de
direccions diferents commuten, tenim

T(027) = (27)T1 = 2(TT1) = T T,

don i = 1.

Si 0 # 1 és una dilatacid, definim el seu centre de la manera segiient. Si o
és una translacio, el seu centre és la seva direccid. Si ¢ no és una translacio, el
seu centre és l'Unic punt fix fora de l'infinit. Observem que si Z; és el centre de o,

aleshores per tot x & H es compleix que o(x) pertany a la recta que passar per x
L Zs.

Observem que encara no hem utilitzat la configuracié de Desargues i, per tant,
tot aixd que hem dit fins ara també és cert en els plans no desarguesians com
els que hem estudiat al capitol anterior. Pero perqué el teorema que volem de-
mostrar sigui cert cal que es compleixi Desargues, i en un moment o altre de la
demostracio ens caldra utilitzar la configuracié de Desargues. En aquell moment
entendrem quin és exactament el paper que juga Desargues en tot el programa
que estem desenvolupant per demostrar el teorema de coordinacid: podem dir, de
manera informal, que el teorema de Desargues és equivalent a l'existéncia de prou
dilatacions a l'espai X. Més exactament:

Direm que X té prou dilatacions si per tota eleccié de H es compleix
que donats tres punts (diferents) alineats a, x, y tals que x,y ¢ H,
existeix una dilatacié o de centre a tal que o(x) = y.

A X es compleix la configuracié de Desarques si i només si X té prou
dilatacions.

Demostrem-ho. Suposem que X té prou dilatacions, en el sentit de l'enunciat
del teorema, i siguin ABC, A’B’C’ dos triangles amb un centre de perspectiva O.
Siguin P, Q, R els punts d'interseccid dels costats homolegs,

P=BCNBC, Q=ACNnAC, R=ABnAB.

Volem veure que P, Q, R estan alineats. Com que ja sabem que aix0 és automati-
cament cert en dimensié > 2, suposem que X és un pla projectiu i escollim la recta
PQ com a recta de linfinit. Sigui ¢ una dilatacié de centre O tal que g(A) = A,
que existeix per hipotesi. Com que P i Q estan a linfinit, tindrem o(P) = P i
0(Q) = Q. Aleshores, és clar que s'ha de complir g(C) = C’' i o(B) = B'. Per tant,
o(R) = R i R ha de ser a l'infinit, és a dir, R esta alineat amb P i Q.

Reciprocament, suposem que Desargues és cert i que tenim tres punts a, xo, Yo
com a l'enunciat. Cal definir una dilatacié o de centre a amb o(xp) = yo. Comencem
posant

oln=1 o(a)=a, oa(x)=yo.
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Escollim ara x; ¢ H fora de la recta xoyo i, aplicant el métode que hem usat quan
hem vist que una translacid ve determinada per la imatge d'un punt fora de l'infinit,
trobem un punt yq i definim o(x1) = y1. Més concretament,

y1:= [[x1x0 N H+ yo] N axi.

Aixo que hem fet amb x1 per definir o(xq) = y1 ho podem fer amb qualsevol punt
x # a fora de l'infinit que no estigui alineat amb xg, yo. St x st que esta alineat
amb xp, yo, per definir a(x) apliquem el mateix métode, pero respecte de x1, y1. En
conclusié, sempre podem definir o(x), pero per a la majoria de punts tenim dues
maneres de fer-ho: a partir de xg, yo 0 a partir de x1, y1 i aquestes dues maneres
podrien donar resultats diferents. El punt interessant és quan intentem demostrar
que les dues maneres donen el mateix resultat ens apareix una configuracidé de
Desargues i, en conclusig, si es compleix Desargues tenim ben definida una bijeccié
o: X — X que deixa fix a i els punts de linfinit i envia x9 a yo.

Cal veure ara que la transformacié o que hem pogut definir gracies a la con-
figuracié de Desargues és una collineacid, és a dir que x, x’,z estan alineats si
i només si ho estan ag(x), o(x’), g(z). Observem que no és restrictiu suposar que
z € H. Aleshores, si dibuixem els nou punts xg, yo, a, x, x’, z, a(x), o(x’), 0(z) = z
veiem que, el el pitjor dels casos,' tenim una configuracié de Desargues i arribem
a la conclusidé que o és, efectivament, una collineacié.

Com a corollari d'aquesta propietat crucial obtenim que, si es compleix Desar-
gues, V és sempre un grup abelia. D’altra banda, de tot el que hem dit es dedueix
que si x, y ¢ H, existeix una dnica translacié T € V tal que t(x) = y. Es natural
denotar aquesta translacié per ty .

'Si la configuracié que obtenim no és plana, un raonament senzill com el de la demos-
tracio de Desargues quan els triangles no sén coplanars ens resol el problema, pero quan
la configuracid és plana cal especificament el teorema de Desargues.
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Escalars

Tenim, doncs, un grup abelia V. Recordem que els elements de V sdn unes certes
collineacions 7 : X — X anomenades translacions i que l'operacié de V és la
composicid de collineacions. Ens cal anar en compte amb les notacions perqueé,
com que hem vist que V és un grup abelia, la seva operaci6 'anomenarem «sumay,
encara que sigui una «composicié» d'aplicacions. Per complicar-ho encara una
mica més, ara ens interessa considerar 'anell dendomorfismes R del grup abelia
V. Recordem que les operacions d'aquest anell sén

(@ +d)(1) = () o (z); (¢ Y)(7) = d(Y(1)).

Lelement 0 € R és l'endomorfisme T+ 1 per tota translacié 7 i lelement 1 € R
és l'endomorfisme 7 — 7 per tota translacié 7. Evidentment, el grup abelia V
adquireix una estructura natural de R-modul donada per ¢ - 7 := ¢(7). Com que
V' és un subgrup normal de D (el grup de totes les dilatacions), cada dilatacié o
ddna, per conjugacid, un element ¢ de lanell R:

cs(T) =010

Un escalar sera un element A € R que conservi la direccid, és a dir, tal que la
direccio de A- T sigui la mateixa que la de 7 per tot 7 € V, T # 1. Com a exemple
d’escalar, un raonament geometric senzill mostra que si o és una dilatacid, ales-
hores ¢4 és un escalar. Com que els escalars seran el «cos base» de la geometria,
denotarem per k C R el conjunt dels escalars. Es immediat que k és un subanell
de R i, per tant, V és un k-modul.

Demostrem ara algunes propietats dels escalars i de les translacions.

e Dues translacions de la mateixa direccio «difereixen» en un escalar c.

Siguin 7, T € V dues translacions de la mateixa direccid i x un punt fora de
Uinfinit. Demostrarem que existeix una dilatacié o tal que ¢, = 7. Escollim
una dilatacié o de centre x tal que o(t(x)) = 7'(x) (ho podem fer perque,
com que estem suposant que es compleix Desargues, sabem que hi ha prou
dilatacions). Aleshores, (0767 ")(x) = T/(x) i, donat que una translacié queda

determinada per la imatge d'un punt fora de Uinfinit, tenim que ¢,7 = 7'.

e k és un anell de divisio.

Aquest resultat és el punt clau en la coordinacié de X. Recordem que un
anell de divisio és un anell que compleix els axiomes de cos, excepte la
commutativitat de la multiplicacié. Com que k és un anell, l'inica cosa que
cal comprovar és que donat un escalar diferent de zero A € k, existeix un
altre escalar p € k tal que Ay = pA = 1. De fet, demostrarem més que aixo.
Escollim un punt qualsevol x fora de l'infinit i sigui A € k un escalar qualsevol
diferent de zero. Demostrarem que existeix una dilatacié o de centre x tal
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que A = ¢5. Com que és evident que els escalars del tipus ¢y tenen invers,
el teorema estara demostrat.

Sigui, doncs, A # 0 un escalar. El fet que sigui A # 0 voldra dir que existira
una translacié 7 tal que At # 1. Prenem un punt x fora de l'infinit i siguin
y = 7(x), Yy = (A7)(x). Tenim que x, y, y’ sén tres punts alineats i podem
trobar una dilatacié o de centre x que envii y’ a y. Definim p = ¢4, i
haurem acabat la demostracid si veiem que p =1 perqué aleshores A = c,-1
i A tindra inversos pels dos costats.

Tenim 7=t y, AT = by U

(btx,y)(X) = (CoAty,y)(x) = U()\tx,y)gq(x) = 0(Atyxy)(x) = oy') =y

i, per tant, p(tyy) = tyy. A partir d'aqui demostrarem p = 1. Sigui z un punt
qualsevol fora de l'infinit, no alineat amb x, y. Considerem

(btxz)(x) = (F’tx,y + F’ty,Z)(X) = (/Jty,Z)(/th,y(X)) = (Utg,z)(y)

i observem que el membre de d'esquerra pertany a la recta xz mentre que el
membre de la dreta pertany a la recta yz. Deduim que (uty,)(x) = z, és a
dir, pty , = ty, per tot z no alineat amb xy.

Si ara z és arbitrari, podem escriure ty, = ty s + tvp amb a i b no alineats
amb x, y. Aleshores, pty s = tea, Ptop = top U Uty = ty . Per tant, veiem
que p = 1.

V = k" com a k-modul. En particular, si la multiplicacid de k és commutativa,
V' és un k-espai vectorial de dimensié n.

Fins ara, la dimensié de l'espai projectiu X no ha intervingut. Ara st que
ho fa. Recordem que haviem comencat amb un espai projectiu axiomatic
X de dimensié n > 1. La demostracid s'entendra millor en el cas n = 2.
Escollim, fora de l'infinit, tres punts no alineats x, y, z. Demostrarem que les
translacions ty,y, ty,; generen V. Considerem una translacié t, , i prenem els
punts y’, z’ donats per la configuracié del dibuix segtient.
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Aleshores, ty, = ty +ty . Daltra banda, com que t,,, té la mateixa direcci6
que ty,, hauran de diferir en un escalar, i el mateix podrem dir de t, . Per
tant, ty,, = Aty,y + Wty per uns certs escalars A, py € k.

En el cas de dimensio n arbitraria, la idea de la demostracid és la matei-
xa pero els detalls son més complicats. En conclusio, si X té dimensid n,
podem trobar translacions t,,,..., tx, que generin V, prenent els punts
X,X1,...,xp fora de U'infinit, de manera que no estiguin en cap subvarietat de
dimensio n — 1. Per tenir una bhase de V cal encara demostrar que aquestes
translacions son linealment independents. Es dedueix d'aquest criteri:

Siguin Ty, ..., T, # 1 translacions i siguin z1, . . ., z, € H les reves respectives
direccions. Es compleix que t1, ..., T, son linealment dependents si i només
si z1,...,zp estan en una mateixa subvarietat de deimensio n — 2.

Novament, perqué la idea de la demostracid es vegi més clara, considerarem
n = 3. Escollim un punt e € X — H. St 7y = A1y + pt3 per alguns escalars
A, p € k, tindrem

71(e) = Alma)(1T3le)).

El punt de l'esquerra pertany a la recta que uneix e amb z;, mentre que
el punt de la dreta pertany al pla que conté e, z; i z3. Per tant, els punts
21,22, z3 estan alineats. Reciprocament, posem 71 = tq, i definim els punts
x2, x3 de la seglient manera:

X2 = ezy N x123, X3 = ez3N x122.

Aleshores,

T = te,x1 = te,xz + te,X3

pero és clar que existeixen escalars A, p tals que tey, = Ao U tox; = UT3.

Conclusio de la demostracio

Hem comencat amb un espai projectiu axiomatic X de dimensié n > 1 i hem cons-
truit un anell de divisio k i un k-modul lliure V' de dimensié n. Ara la intencio és
acabar la demostracié del teorema de coordinacié veient que X = P(V & k).

Escollim un punt wy € X — H. Definirem una aplicacié

f:P(Vek — X

que sera una collineacié. Ho fem en dues etapes:

e Definim primer f : P(V) — H per f({7)) = d(7) on d(7) indica la direccié de
T, que és un punt de H. Es clar que aquesta aplicacié esta ben definida i,
pel criteri d'independéncia lineal que acabem de veure, és una collineacio.
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e Definim ara f(x) per qualsevol x € P(V @ k) — P(V). Podem escriure x =
((t,1)) amb T € V univocament determinat per x. Aleshores, definim

f(x) := t(wo).

Tenim ja definida l'aplicacié f : P(V @ k) — X i no és dificil veure que és
efectivament bijectiva. Comprovem, per acabar, que és una collineacio: x, y, z estan
alineats si i només si f(x), f(y), f(z) estan alineats. Observem que n’hi ha prou amb
demostrar-ho si z € P(V) i x,y & P(V). Posem

Es immediat que aquests tres punts estan alineats si i només si existeix un escalar
p # 0 tal que " = p(7'— 7). D'altra banda, f(x) = T(wp), f(y) = T'(wo), f(z) = d(7”)
i aquests tres punts estan alineats si i només si 7”7 i tf(x),f(y) tenen la mateixa
direccid. Pero tr,ry) = T — T i, per tant f(x), f(y), f(z) estan alineats si i només
st 77 i ' — T difereixen en un escalar. Hem demostrat que f és una collineacio, i

aixo acaba la demostracid del teorema.
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&% | teorema de coordinacidé ens diu que si tenim una geometria projectiva

- axiomatica X de dimensié n > 1, podem introduir coordenades en un

gb anell de divisi6 k de manera que X = P, (k). Es a dir, els punts de

X vénen donats per les seves coordenades homogénies i les rectes

per les seves equacions algebraiques. Aquell teorema justifica, doncs, la utilitzacio

de meétodes algebraics a la geometria. El teorema que volem demostrar ara —que,

tradicionalment, es coneix com «teorema fonamental de la geometria projectivay—

va un pas més enlla i ens diu que les collineacions d'una geometria projectiva es

poden representar per matrius. Enunciem amb precisié el teorema, tal com el vam
introduir a la pagina 108:

[Teorema de representacid] Sigui f : P(E) — P(E’) una collineacié
entre espais projectius de dimensié > 1. Aleshores, existeix un isomor-
fisme semi-lineal : E — E’ tal que f = P().

Aqui suposarem que E i E’ son espais vectorials sobre cossos K, K’, respecti-
vament. Res no canviaria a la demostracié si suposéssim que K i K’ sén anells de
divisio.

A la demostracié d’aquest teorema s'hi arriba aprofundint una mica més en els

métodes que hem utilitzat per demostrar el teorema de coordinacid: translacions i
escalars.

Translacions i escalars a P(E)

En aquest apartat la idea que volem sequir és aplicar tota la maquinaria de la
demostracio del teorema de coordinacio al cas X = P(E) i arribar a identificar
el grup de les translacions i el cos d'escalars. Esperariem que el grup de les

translacions fos (isomorf a) un hiperpla de E i que el cos d'escalars fos (isomorf a)
K.

Suposem, doncs, que E és un K-espai vectorial de dimensiéo n+1 > 2 i de-
finim X := P(E). Escollim un hiperpla F C E i sigui H = P(F) Uhiperpla de X
corresponent a F. Sigut V el grup abelia de les translacions de X respecte de H i
sigui k el cos d'escalars associat, segons hem estudiat al capitol anterior. L'objectiu
d'aquesta primera part de la demostracié és veure que F =V i K = k.

) . \ . —>
Com que F és un hiperpla de E, podem escriure E = F & K'e per un cert
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— —> ] ’ .
vector € € E — F, de manera que tot vector V. € E s'expressa de manera Unica
com V. =1d + A€ peralgun v € F italgun A € K. Definim

¢pv:E— E

com l'Uinica aplicacio lineal que és la identitat sobre F i compleix que

po(€)="€+7V.

Clarament, P(¢+) és una translacié per tot v # 0 i, per tant, l'assignacié v +—
P(¢+) dona una aplicacié ben definida

d:F—V

que compleix aquestes propietats:

e ® és homomorfisme de grups abelians. Es a dir,
— —
PV 4+ W) = d(V) + d(W)

(on la suma del terme de la dreta indica l'operacid del grup abelia V, que és
la composicié de translacions). Aquest fet és evident.

o O és injectiva. En efecte,

—\ = — - =
o(V)((€)) =(Pv(e))=(e + V)
. — — — —

Per tant, si (V') = d(w), aleshores v = w.

e ® és exhaustiva. En efecte, suposem que T € V és una translacid de X
respecte de H. Recordem que aix0 vol dir que T és una colllneaao de X que
deixa fixos els punts de H i cap més. Aleshores, existiran 7 € Fi A € K
tals que

— — —
((€)) = (u + A¢e).

Si ara considerem la translacié v’ := ®»(A~'T) € V, veiem que T i 7’ coinci-
deixen en el punt (€) € X — H. Per tant, T = 7.

e La direccié de (I>(7) és (7) € H. Aixo és evident perqué els punts (&),
P(V)((€)) = (€ + V)i (V) estan alineats.

e ®: F — V és un isomorfisme semi-lineal. Observem que F és un K-espai
vectorial i V' és un k-espai vectorial. D’altra banda, si A € K, podem consi-
derar 'endomorfisme de V donat per

P(dv) — Plo,7)

que, clarament, conserva la direccid i és, per tant, un element de k. Aixo
ddéna lloc a un homomorfisme de cossos

a: K —k
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i, trivialment, @ : F — V és una aplicacié semi-lineal amb homomorfisme de
cossos associat a. Com que & és bijectiva, és molt senzill deduir que a és
exhaustiva i ® és un isomorfisme semi-lineal. Hem demostrat el que voliem:
hi ha un isomorfisme de cossos o : K = k i un isomorfisme semilineal d’espais
vectorials ®: F = V.

Demostracioé del teorema
Suposem ara que tenim una collineacid
f:P(E)— P(E")
tapliquem els resultats de l'apartat anterior a cadascun dels dos espais P(E), P(E’).
e Escollim un hiperplda H = P(F) de P(E) i un punt x = (€) € P(E) — H.

Tindrem un cos d'escalars k i un k-espai vectorial de translacions V que
estaran relacionats amb K i F a través d'isomorfismes

o F -V, a: K — k.

e Prenem Uhiperpla H' := f(H) = P(F’) de P(E") i el punt X" := f(x) = (€’) €
P(E"Y—H'’. Tindrem un cos d'escalars k" i un k’-espai vectorial de translacions
V' que estaran relacionats amb K’ i F’ a través d'isomorfismes

& F SV o K - K.
e L'aplicacié f ens permet relacionar els objectes anteriors a través de dues
aplicacions
fo:V—V, (7)) = 7'f
ffoF —F, =07

que és facil comprovar que sén isomorfismes semi-lineals: f, té associat un
isomorfisme de cossos B: k' — k, B(A) = f*)\f*_1, L f* té associat l'isomorfisme
de cossos y := a 'Ba’ : K — K.

e La direccié de la translacié f,®' (V') és el punt f=1((V")).

Escrivim 7 := ®'(V’) i sigui z la direccié de f,(7'). Considerem els punts
x, x" que haviem escollit. El punt z és la intersecci6 de la recta que uneix x
i (f«(7'))(x) amb Uhiperpla H. Els tres punts

x, f17(x), z
estan alineats a P(E). Com que f és una collineacid, els tres punts
f(x), T'(x), f(2)
estaran alineats a P(E’) i aixo implica que f(z) és la direccié de la translacid

— . . 7 . —>
' = ®’(V’), que ja hem vist abans que és igual a (V).
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Amb aquests preliminars ja estem en situacié de trobar una aplicacié semi-lineal
Y E — E’ tal que f = P(¢). Per comoditat, definirem l'aplicacié en el sentit
contrari. Definim ¢ : E" — E per la férmula

A + V) =y N+ (V) reK., V' eF.
Observem que és un isomorfisme semi-lineal ben definit amb isomorfisme de cossos
associat y : K’ = K. Sigui ara

h:P(E) — PE); h:=P(g)of.

Acabarem la demostracio si veiem que h és la identitat.

e h deixa fixos els punts de lhiperpld H.

En efecte, sigui v € F. Aleshores, si utilitzem la notacié d(—) per indicar la
direccié d'una translacid, tenim

Pl)f ((V)) = Pleo)f (d(®(V)))

e h commuta amb les translacions.

Suposem que T és una translacié (diferent de la identitat) de P(E). Volem
demostrar que h~'th = 7. En primer lloc, observem que h='th és clarament
una translacié que té la mateixa direccié que 7. Per tant, com que dues
translacions de la mateixa direccié difereixen en un escalar, existira A € k
tal que h™'th = At. Volem demostrar A = 1. Comencem observant que,
aplicant les definicions de h i f,, la igualtat h~'th = At es tradueix en

Ple~")TP(g) = £, (A7). (%)
Escrivim ara 7 = ®(V) per un cert vector Vv € F — {0}. Aleshores, At =
d(a=(A)V) = P(uV). Apliquem la igualtat (%) al punt x’ = (€”). tenim
Pl ) (V) Ple) (X') = Plo™") (V) (x) = Ple™ ") (€ + V)
= (€' + () (V) = P (F) T (V)(X).
= &'(F) o d(pV)(x)
= ') (1V)(X).

Com que una translacié ve determinada per la imatge del punt x” i com que
. * 7 . . . —_— —_ .
® i f* sén isomorfismes, deduim que v = pv i, per tant, A = 1.

* 7
N
—_
N
=
—
=
<
~
-

Evidentment, si h deixa fixos els punts d’'un hiperpla i un punt exterior (observem
que h(x) = x) i commuta amb totes les translacions, h és la identitat i f =P(¢™").
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W Q | larg d’aquestes notes hem posat émfasi en la relacié que hi ha entre
la geometria afl i la geometria projectiva. Hem mirat l'espat afi com
@ una part de l'espai projectiu —més exactament, com el complement
% d’'un hiperpla de l'espat projectiu— i hem mirat l'espai projectiu com
una complecié de l'espai afi —afegint-hi els «punts de l'infinit». Tanmateix, no hem
tingut temps d'estudiar a fons aquestes transicions projectiu—aft i afi—projectiu
i, per motius d'eficiéncia, hem acabat tractant per separat les dues geometries.
En aquest capitol de la seccido de complements omplirem aquest buit amb tots els
detalls que no han trobat lloc a les notes.

De Uespai projectiu a l'espai afi

Sigui X =P(V) un espai projectiu de dimensié n i sigui P(H) un hiperpla de X. Ja
hem estudiat (pagina 139) com podem dotar el complement A :=P(V)—"P(H) d'una
estructura natural' d'espai afi. Volem estudiar ara aquella construccié amb més
detall. El primer pas és veure quin és l'espai vectorial associat a l'espai afl A. Es
tracta de lUespai E := L(V/H, H) format per totes les aplicacions lineals V/H — H.
L'accié de E sobre A de donada per

[V]+w:=[V+wr(V), VeV,weLl(VIH H)

on st : V — V/H és la projeccié canonica. Amb aquesta definicid no és dificil veure
que es compleixen els axiomes d'espai afl (exercici I1.6). D’altra banda, com que
V[/H té dimensio 1, l'espai vectorial £ té la mateixa dimensid que H i, per tant, la
dimensi6 de l'espai afi A és la mateixa que la dimensié de l'espai projectiu X.

En conclusio, a partir d’'una parella (P(V), P(H)) formada per un espat projectiu
t un hiperpla seu podem definir de manera canonica un espai afi de la mateixa

TAqui, i en moltes altres ocasions al llarg d'aquest llibre, hem utilitzat les paraules
natural o canonic en un sentit poc precis, per indicar una construccid que depén només
de les dades del problema sense utilitzar cap element extern com pugui ser una eleccid
arbitraria. Dit d'una altra manera, una construccidé canonica és aquella que sempre que
la duem a terme amb els mateixos inputs obtenim el mateix resultat, exactament. Hi ha
una altra interpretacié més formal de construccié natural que té a veure amb el concepte
de functor i la teoria de categories. No entrarem en aquest camp pero si coneixeu aquest
concepte de functor podeu llegir la nota 4).
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dimensio que lespai projectiu P(V) que té com a conjunt de punts els punts de
Uespai projectiu que no pertanyen a Uhiperpla.

De les subvarietats projectives a les subvarietats afins

Volem anar ara un pas més enlla i estudiar quina relacié hi ha entre les subvarietats
projectives de X i les subvarietats afins de A. Aquesta correspondéncia ja la vam
establir a la pagina 145. Vegem-la ara amb més detall.

1. Sigui P(W) C P(V) una subvarietat projectiva no continguda a P(H) i sigui
L:=P(W)NA. Es compleix que L és una subvarietat afi de A de manera que
st P és un punt qualsevol de L, aleshores

L=P+L(VIH WnH).

Per veure-ho, posem P = [V]amb V € W—H. Aleshores, si Q = [V +¢x(V)]
amb ¢ € L(V/H, W N H) és evident que Q € L. Reciprocament, sigui Q =
[W] € Lisigui ¢ := PQ € L(V/H, H). A l'exercici lll.7 es demanava descriure
'homomorfisme ¢. La solucid és aquesta:

d(€ +H)=pw—AV

on A, i1 estan determinats per la propietat @ —AV, @ —uw € H. Aleshores,
és evident que ¢ € L(V/H, W N H).
2. Reciprocament, sigui L = P + F una subvarietat afi de A, amb P = [V],
V € V — H. Definim

F[V]:={¢n(V): ¢ F}, L:=P(V)®F[V]).

Es veu facilment que F[V] és un subespai vectorial de V de la mateixa
dimensié que F. Demostrem ara que L no depén de leleccié de P € L
Sigui Q = [V’] € L. Aixo vol dir que existird ¢ € F tal que V' = AV
¢ot(V) per algun A # 0. Aleshores, ¢pxr(V') = Apx(V) i P (( V)@ F[7])
P (V') F[V]).

3. Les construccions dels dos apartats anteriors son inversa una de l'altra. De-
mostrem que P(W) N A = P(W). Sigui V € W — H. Aplicant les definicions,
tenim

PW)NA=P (V)@ {¢pn(V): ¢ € L(VIH,WNH)}) =PW)

it volem veure que aixo és el mateix que P(W). Es evident que W' C W.
Si calculem les dimensions de W i W’ veurem que son iguals. La igualtat
LNA=L és senzilla.
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Comportament respecte de la suma i la interseccio

Entre subvarietats projectives i també entre subvarietats afins tenim definides les
operacions de suma i interseccié.”> La correspondéncia anterior es comporta bé
respecte d'aquestes dues operacions, i ara explicarem qué volem dir exactament.

Designem per SP (P(V)|P(H)) el conjunt de les subvarietats (projectives) de
P(V) que no estan contingudes a P(H) (incloent-hi el conjunt buit) i designem per
SA(P(V) —P(H)) el conjunt de les subvarietats afins de lespai afi P(V) — P(H)
(incloent-hi el conjunt buit). Hem definit una bijeccié entre aquests dos conjunts

¢:SP(P(V)|P(H)) - SA(P(V)—P(H))

que té la propietat que Y C Z si i només si ¢(Y) C ¢(Z).> Com que la suma i la
interseccio de subvarietats es poden definir exclusivament a partir de la inclusié —
la suma és la subvarietat més petita que conté les dues subvarietats i la interseccid
és la subvarietat més gran que esta continguda en totes dues— obtenim, sense que
calgui cap més demostracio:

P +2)= o)+ (2), Y MZ)= (V)N (2)
(Y +2)=¢TM+7(2),  $T(YN) =97 (V)A$(2)

Observem que hem utilitzat el simbol @ per indicar la interseccié de dos elements
de SP(P(V)|P(H)). El motiu és que la interseccid ordinaria no esta ben definida
a SP(P(V)|P(H)) perqué podria donar una subvarietat continguda a P(H) que no
és un element de SP (P(V)|P(H)). Aixi, XmY =XNY si XN Y no esta contingut
aP(H)i XmY = en cas contrari.

Vegem ara qué podem dir sobre ¢~ ' (L1)Np~"(L2) quan Ly = P1+Fy, Lo = P+ F
son varietats afins disjuntes. Posem Py =[V'1], P> =[V3]. Siguin

E=(V)eF[V] i=1,2

2No hem tingut temps d'explicar amb detall quin tipus d'estructura abstracta sobre el
conjunt de les subvarietats d'un espai projectiu ens proporcionen aquestes dues operaci-
ons. Donem ara unes breus indicacions sobre aquest tema. Si X és un espai projectiu
de dimensid finita i designem per S(X) el conjunt de totes les subvarietats de X, incloent
el conjunt buit, és evident que S(X) és un conjunt parcialment ordenat («posety) per la
relacid d'inclusid. Les operacions de suma i interseccié doten S(X) d'una estructura de
reticle (anglés: lattice) i les propietats d'aquestes dues operacions que hem anat estudi-
ant ens diuen que aquest reticle és complet (qualsevol conjunt de subvarietats té suma i
interseccid), complementat (donada una subvarietat Y existeix una subvarietat Z tal que
Y+Z=X1YNZ =), modular (la propietat de modularitat apareix a l'exercici 11.54) i
de dimensid finita. En qualsevol reticle amb aquestes propietats es pot desenvolupar una
teoria de la dimensié que, en particular, inclou les formules de Grassmann. D’altra banda,
es pot demostrar que qualsevol reticle amb aquestes propietats és isomorf al reticle de les
subvarietats d’algun espali projectiu de dimensié finita. Si X = P(V), és clar que S(X) és
isomorf al reticle dels subespais vectorials de V.

3Amb el llenguatge de la nota anterior, diriem que ¢ és un isomorfisme de reticles.
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De manera que Lnk = P(E1 N E), perd voldriem relacionar aixé amb Fq, F.
Definim f: F1 N F, = E4 N E; per

f(§) = ¢ (V1).

—>
Aleshores, f esta ben definida i és un isomorfisme. En efecte, sigui ¢g := P>P1.
Tindrem

— — —
AV = Vo4 ¢om(V2)

U 4 . H .
amb A # 0. D'aqui es dedueix que ¢1(V1) = Apn(V2) i realment f(¢) € E4NEy. f
) . YT . — .
és clarament una aplicacio lineal. Si f(¢) = 0, aleshores ¢zr(v'1) = 0 i com que ¢
esta definida sobre l'espai vectorial de dimensié 1 V/H, tindrem ¢ = 0 i hem vist
, o e . y . o . —> Y .

que f és injectiva. Vegem ara que f és exhaustiva. Sigui € € Eq N E,. Aixo vol dir
que

— — — — —

€ =avi+Pgim(vVi)=BVa+ pam(Va), 1€ F1, o€ Fo.

Si els coeficients a, 8 s6n tots dos diferents de zero obtenim immediatament
D 1 D. 1
Pi+—p1 =P+ =
a B

i aix0 és impossible perqué estem sota la hipotesi que L1 i L sén disjuntes. Per
tant, per exemple, 8 = 0. Aleshores,

aVi=gon(Vy) — (Vi) EH
i aixo implica a = 0. Hem demostrat
E = p1(V1) = pon(V2)
i aixo implicapr =g e FINF i e = f(h1).

Deduim que, en el cas que L1 i L siguin disjuntes, hi ha un isomorfisme LNk =
P(F1 n Fz).

La conclusié de tot aix0 és que hi ha una correspondéncia bijectiva entre les
subvarietats afins de A = P(V) —P(H) i les subvarietats projectives de X = P(V)
que no estan contingudes a Uhiperpla P(H), i aquesta correspondéncia conserva la
dimensio i respecta la suma i la interseccié de subvarietats.

De les homografies a les afinitats

Per completar el «diccionari» que ens permet passat de l'espai projectiu a lU'espai
aft volem veure ara quina relacié hi ha entre aquests dos mons a nivell de les
transformacions de cadascun dels objectes: les afinitats dels espais afins i les
homografies dels espais projectius.

Suposem, doncs, que tenim una homografia f : P(V) — P(V’) i volem veure que,
sota unes hipotesis molt naturals, f déna lloc a una afinitat f : A —» A" entre els
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espais afins que hem construit a partir de P(V) i P(V’). Voldriem considerar el
cas més general possible, que és aquell en que f és una homografia singular, una
generalitzacid senzilla del concepte d’homografia que vam considerar a Uexercici
I1.3. Recordem-ne la definicid. St ¢ : V — V' és una aplicacié lineal diferent de
zero, podem definir

— —
P(¢) (V) := [¢(V)
que és una aplicacié ben definida sempre que V
aplicacié

¢ ker ¢. Per tant, obtenim una

P(¢p) : P(V) — P(ker ¢p) — P(V).

Observem que laplicacid lineal ¢ esta determinada llevat del producte per una
constant no nulla. La relacié entre homografies singulars i afinitats ve donada per
aquest resultat:

Sigui f una homografia singular de P(V) a P(V') tal que f doni lloc,
per restriccid, a una aplicacié f : A — A’. Aleshores, f és una dfinitat.

Demostrem aquest resultat. Sigui ¢ : V — V’ una aplicacid lineal que repre-
senti l'homografia singular f i siguin H, H" hiperplans de V i V’, respectivament,
de manera que A = P(V) —P(H), A = P(V') — P(H') siguin els espais afins que
obtenim. La condicié que la restriccié de f ens doni una aplicacié f : A — A’ és
equivalent a

d(V)eH < V e H.

Aix0 és senzill de veure i l'Unic pas de la demostracid que requereix un comentari
és veure que si f esta ben definida aleshores ¢(H) C H’. Suposem, doncs, que
f esta ben definida i considerem H” := H' N ¢(V). Com que H + ¢(V) = V/, un
calcul de dimensions ens diu que H” és un hiperpla de ¢(V). D'altra banda, com
que ¢~ '(H') C H, tenim que H” C ¢(H). Aleshores

H" € ¢(H) € ¢(V)

i, com que H” és un hiperpla de ¢(V), una d'aquestes dues inclusions ha de ser una
igualtat. Si ¢(H) = ¢(V), prenem V € V — H isigui U € H tal que ¢(V) = ¢(T0).
Aleshores, ¢p(V — ) = 0 i aixd és absurd perqué f([V — 7)) ha d'estar definit. Per
tant H” = ¢(H) i ja hem demostrat que ¢(H) C H'.

Pel que acabem de veure, ¢ indueix una aplicacid

b:VIH— VIH

que no pot ser zero. Com que els dos espais vectorials involucrats sén de dimensid
1, ¢ ha de ser un isomorfisme. Recordem ara que els espais vectorials associats
als espais afins A i A’ els hem definit com

E:=L(VIH,H), E :=c(V'IH H).
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Ara definim una aplicacid lineal ¢ : E — E’ aixi:
Y(w) = pwd VIH = VIH - H = H.

Observem

e Si, en lloc de ¢, prenem A¢p per algun A # 0, l'aplicacié ¢ que obtenim és
la mateixa. Per tant, () només depén de f i no del representant ¢ que hem
escollit.

e L'aplicacié f : A — A’ i laplicacid lineal ¢y : E — E’ formen una afinitat
A — A'. La comprovacié és immediata:

F(P) + g(w) = [0(V) + pwd  7d(V)] = [6(V) + pwr(V)] = F(P + B).

La conclusid de tot el que hem vist fins ara és que hi ha una manera natural
de passar dels espais projectius als espais afins i de les homografies (possible-
ment singulars) a les afinitats, i que aquest pas es comporta bé respecte de les
subvarietats lineals i les operacions de suma i interseccié de subvarietats.*

De l'espai afi a l'espai projectiu

Si ara tenim un espai afi A sobre un espai vectorial de dimensié finta V, construirem
una mena de «complecid» de A que sera un espati projectiu P(E) de manera que
A s'identificara a l'espai afit P(E) — P(H) per un cert hiperpla H de E. Per fer-ho
d’'una manera natural utilitzarem el concepte de camp vectorial sobre un espati afi.

Un camp vectorial sobre A és una aplicacio X : A — E. Intuitivament, es tracta
de «posar un vector a cada punt de l'espai». El conjunt de tots els camps vectorials
sobre A forma un espai vectorial que denotarem per X(A). Les operacions de suma
de camps i producte d'un camp per un escalar es defineixen de la manera obvia.

Dins de lespai vectorial X(A) identifiquem aquests dos subconjunts:

*Qui conequi la teoria de categories es pot giiestionar si aquest pas dels espais pro-
jectius als espais afins i de les homografies a les afinitats que hem qualificat de natural
és realment un functor. La resposta és si, pero cal plantejar-ho amb una certa cura. Fixem
un cos k i considerem aquestes dues categories:

1. La categoria P, que té per objectes les parelles (V, H) on V és un k-espai vectorial
de dimensié n+1 > 1 i H és un subespai de V de codimensid 1, i té per morfismes
les aplicacions lineals ¢p: V — V' tals que ¢(V) e H < Vv € H.

2. La categoria A, que té per objectes els espais afins de dimensié n > 0 sobre el cos
k i per morfismes les afinitats.

Aleshores, en aquest context, és cert que les construccions que hem fet ens donen un
functor F : P, — A,,.
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e Els camps constants son els que assignen a cada punt un mateix vector. Si
V €V, denotarem el camp constant P+ V per X+. El conjunt de tots els
camps constants forma un subespai vectorial K(A) C X(A) que és clarament
isomorf a V.

e Un camp central és un camp vectorial X que té la propietat que existeixen
C € A (anomenat el centre del camp) i A € k, A # 0 tals que

—
X(P) = APC per tot P € A.

Es facil veure que el punt C i Uescalar A estan univocament determinats per
X i aixd ens permet designar el camp central X amb la notacié Xc,. El
conjunt de tots els camps centrals el denotarem per C(A) C X(A) i s'identifica
clarament al conjunt A x k*. No és un subespal vectorial de X(A).

Definim € com la unid
E:=K(A)UC(A).

Resulta que £ és un subespai vectorial de X(A). Per comprovar-ho n’hi ha prou
amb verificar aquestes igualtats senzilles.

/—’XC,)\ = XC,LM
Xy + Xcp=Xpramb D= C+ AV

—
DC,siA+pu#0

A
Xex+Xpy = Xp gy amb P =D + Py

Xea+ Xp—a =X, 5z

Quina dimensié té aquest espai vectorial £7 Per contestar aquesta pregunta pre-
nem un punt qualsevol P € A i observem que cada element no nul de £/K té un
unic representant de la forma Xp , per algun A € k*. Es a dir, £/K te dimensid 1 i,
per tant, dim(€) = dim V + 1.

Considerem ara l'espai projectiu P(€) i Uhiperpla P(K) i observem que l'assig-
nacio P — Xp 1 dona una bijeccid

f:A—s PE) —PK).

Acabarem aquesta discussié veient que f és una afinitat. Recordem que, segons
la construccid de l'apartat anterior, P(£) — P(K) és un espai afl sobre l'espai vec-
torial W := L(E/K,K). Per demostrar que f és una afinitat hem de definir la seva
diferencial df : V. — W. Ho fem aixi:

df(V) ((Xpal) = X)7.

Aplicant amb cura les definicions anteriors es pot comprovar que df esta ben definit,
y . T . . — — ,

és una aplicacié lineal i compleix que f(P + V) = f(P)+ df (V). Per tant, f és un
isomorfisme aft.
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En conclusio, donat un espai afi 'hem inclos, de manera natural, com el com-
plement d’'un hiperpla en un espai projectiu.

De les afinitats a les homografies

Vegem ara com es comporta el pas d'afi a projectiu respecte de les afinitats. Su-
posem que tenim una afinitat h : A — A" amb diferencial dh : V — V'. Fem la
construccié anterior als dos espais afins A, A’ i obtenim isomorfismes afins

f:A— PE)—PK)
f:A— PE)-PK)

A partir d'aquesta afinitat podem definir una aplicacidé h : £ — £ d’'aquesta manera:

E(XV’) = th(?)
h(Xp,n) == Xnp),a

Aleshores, és un exercici senzill comprovar que h és una aplicacié lineal i que P(h)
restringida a A coincideix amb h. En conclusid, quan completem un espai afl a un
espai projectiu, cada afinitat s'estén a una homografia (que pot ser singular).

Equivaléncies

Hem vist com passar del projectiu (amb un hiperpla distingit) a l'afi i de l'afl al
projectiu, sempre de manera natural. Per acabar de veure que tenim una equi-
valéncia entre el mén projectiu i el mon aft hauriem de comprovar que les dues
transformacions afi-projectiu i projectiu-afi sdn realment inverses una de l'altra.

Si comencem amb un espai afi A, el completem a un espat projectiu P(€) i, a
continuacid, prenem lespai afi A := P(£)—P(K), ja hem vist que hi ha un isomorfisme
afi natural A — A. Es a dir, si passem de l'afi al projectiu i novament a l'afi retrobem,
llevat d'isomorfisme natural, l'espai afi inicial.

Reciprocament, comencem amb un espai projectiu P(E) i un hiperpla P(H) i
construim l'espai afi associat A := P(E) — P(H). Recordem que l'espai vectorial
d’'aquest espali aft A és L(E/H, H). A continuacid, prenem la complecid projectiva
d’aquest espai aft A que sabem que és P(£) on € és un cert subespai de l'espai
vectorial dels camps vectorials sobre A. Voldriem veure que amb aquestes dues
operacions hem retornat a l'espai projectiu inicial. Dit amb més precisid, volem
trobar un isomorfisme natural P(E) — P(£). Ho farem construint un isomorfisme
lineal ®: E — €£.

. e d . . . e d ]
Escollim un vector Vo € E — H i definim ®(V) € £ d'aquesta manera:

e Si V € H, siqui w : E/H — H 'inic homomorfisme tal que wrm(Vy) = V.

Definim (V) = X, € K.
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e Si V ¢ H, escrivim V = )\70 + 7€ amb @ € H i observem que A # 0 esta
ben determinat. Definim (V) = X7 €C.

Comprovem ara que ® és una aplicacioé lineal.

e @ és clarament lineal sobre el subespai H i tambhé és facil comprovar que
— — —
O(pv) = pd(V) per tot v € E.

e Siquin W € H, V € E—H iescrivim vV = AVg+ € amb € € H. Sigui
ﬁ
V.

r . . —_ .
w: E/H — H l'inic homomorfisme tal que wrm( Vo) = Tenim

(7)) + (V) = Xo + Xv)4 = Xvpa w4 = Xavia = @(0 + V).

P — — .
e Siguin ara Vi=MVo+eq, Vo= Vo+€ramb €1, €€ Hih, Ao + 0,
A1 # A2. En aquests cas tenim

(D(_V)” + (D(72) = )([71]#\1 + )([72],/\2 = XWLM +42

on el punt [T7] ve definit per

M ST

(W] =[V2]+ 1 (V2] V1]

— = 11 .
Observem que el vector [ V][ V'1] és 'homomorfisme w: E/H — H tal que

i, per tant, [T]=[V14+ V2] i (V1) + P(V2) = d(V1 4+ V2).

En definitiva, ® és un isomorfisme lineal i déna lloc a una homografia

P(P) : P(E) = P(€)

tal com voliem. Observem, pero, que a l'inici de la construccié de ® hem escollit un
— . y \ .7
cert vector Vg, de manera que la construccid de ® no és natural perqué una eleccid
diferent ens duria a una aplicacié ¢’ diferent. De tota manera, si estudiem l'efecte
. — —> 7 . ’. .
de canviar el vector Vo per un altre vector v, és facil veure que l'isomorfisme ®
es transformaria en un altre isomorfisme ®’ que seria un multiple no nul de ®. En
consequéncia, les aplicacions induides P(®) i P(P’) serien iguals i podem afirmar
que lisomorfisme P(E) = P(€) si que és natural.
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Amb coordenades tot és molt més senzill

Fins ara hem vist com hi ha transformacions naturals entre els conceptes afins i els
conceptes projectius i no negarem que els detalls de tot plegat son relativament
complicats. Aquesta complicacié ve de la insisténcia en voler tenir transformacions
naturals. St renunciem a aquesta exigéncia, si, per exemple, treballem en un cert
sistema de coordenades, aleshores —com ja hem dit a la nota 9 de la pagina
140— tot el que hem estudiat en aquest capitol es simplifica extraordinariament.
Repassem-ho breument.

Si prenem un sistema de referéncia en un espai projectiu, aquest espai projectiu
es converteix en Pp(k) i els seus punts son {x1,...,Xp41} on x1,..., X471 € k i
entenem que {x1,...,xp41} = {Ax1, ..., Axp41} st A # 0. Considerem ara Uhiperpla
H d'equacié x,4+1 = 0. Els punts de P, (k) — H sén els punts {x1,...,xp+1} € Pn(k)
tals que x,41 # 0. Es clar que, dividint totes les coordenades per x,;1, aquests
punts es poden representar, de manera unica, com {y1,...,yn, 1} i, per tant, tenim
una bijeccid entre P,(k) — H i l'espai aft k" donada per

{vi, o yn 1} (Y1, yn)

X1 Xn
{X1V"'VXI7IXI7+1}|_) P
Xn+1 Xn+1

Aquests processos s'anomenen, respectivament, homogeneitzacié i deshomogene-
itzacio i ens permeten la transicio entre l'espai projectiu P,(k) i l'espai aft k", en
un sentit i en l'altre.

Estudiem ara el cas de les subvarietats afins i les subvarietats projectives. Una
subvarietat projectiva de P,(k) ve donada per unes equacions lineals homogeénies

a11x1+ -+ a1,p41X041 =0

arixit -+ arpp1xpe =0

Els punts de la subvarietat sén els que tenen coordenades {x1, ..., x,+1} que com-
pleixen aquestes equacions. Si ara suprimim els punts de l'hiperpla x,41 = 0 i
passem a l'espai afi k", aix6 és el mateix que considerar els punts amb x,.1 =11
les equacions anteriors es transformen en les equacions de la subvarietat afi

araxi+- -+ a1pXp + a1,041 =0

ariX1+ -+ drpXp + drpi1 = 0

Reciprocament, si partim d’'una subvarietat aft amb unes equacions cartesianes, la
subvarietat projectiva corresponent s'obtindra multiplicant els termes de grau zero
de les equacions per la nova variable xp41.
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A nivell de transformacions, una afinitat de k" ve donada per una matriu (n +
1) x (n + 1) de la forma

P1

Aquesta matriu ens ddna, automaticament, una aplicacid lineal Kkt s fen+1 g per
tant, una homografia P, (k) — P,(k) (que pot ser singular). Reciprocament, si tenim
una homografia (potser singular) P(¢) : Pn(k) — P,(k) que tingui la propietat que

P(V) € {xn41 =0} &= V € {xp41 = 0}

aleshores ¢ vindra donada per una certa matriu

amb A # 0. Aleshores, com que P(¢) no canvia si dividim per A, obtenim la matriu
d’'una afinitat k" — k".
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C.6. Collineacions afins 1
classificacio de les afinitats

/)1;;\ n el capitol 22 vam enunciar dos teoremes importants de geometria

- afi. EL primer feia referéncia a que (amb algunes poques excepcions)

@§ tota collineacié entre dos espais afins és una semi-afinitat. El segon

ens donava un criteri de similitud entre afinitats basat en la simili-

tud de les diferencials i en la igualtat del nivell d'invariancia. En aquest capitol
demostrarem aquests dos teoremes.

El teorema de representacié per a collineacions afins

Recordem l'enunciat del teorema que sovint s'anomena «teorema fonamental de la
geometria afi»:

Si X és un espai afi de dimensié finita > 1 sobre un cos de més de
dos elements i f : X — X és una collineacid, aleshores f és una semi-
afinitat.

Observem que aquest teorema s'assembla molt al teorema de representacic de
la geometria projectiva (pagina 108) i que la correspondencia entre la geometria
projectiva i la geometria afi que hem estudiat al capitol anterior suggereix que
aquest teorema afi es podria deduir del teorema projectiu, sense gaire esforc. Ho
farem aixt.

Per tot el que hem estudiat al capitol anterior, podem suposar que tenim un
espai projectiu X = P(V) i un hiperplda H = P(W) C X de manera que X = X — H.
El que farem sera estendre l'aplicacié f : X — X a una collineacié f : X — X.
Definim f d'aquesta manera:

e Escollim un punt O € X t denotem O := f(O).

e Si/ e I:I considerem la recta OZ i escollim un punt Y € OZ, Y + O, Z.
Definim f(Z) que sigui el punt on la recta O’'f(Y) talla H.

e Cal veure que f(Z) no depén de leleccié del punt Y € OZ. Aixo és evident
perqué f és una collineacid.
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Tenim, per tant, una aplicacio f : P(V) — P(V) que, restringida a X, coincideix amb
la collineacid inicial f : X — X. El pas seglient consisteix en demostrar que f és
també una collineacié. Que f és bijectiva és clar.

Considerem aquesta construccio. Comencem amb tres punts alineats qualssevol
A B,Z amb Z € Hi A B € X. Escollim un punt Y € X arbitrari tal que O, Y,Z
estiguin alineats i determinem, pel métode anterior, el punt f(Z) € H. Escollim
un punt U ¢ H alineat amb A i Y. Per poder fer aixd necessitem que les rectes
tinguin com a minim quatre punts i aixo és cert precisament per la hipotesi que el
cos base té més de dos elements. Apliquem ara f a tot el diagrama i obtenim la
situacio representada en aquest grafic:

f(U)

1(2)

Z?

Per l'axioma projectiu, les rectes f(A)f(B) i f(Y)f(C) s’han de tallar a X, perd no
poden tallar-se a X perqué les seves antiimatges no es tallen a X i f és una
collineacid. Per tant, s’han de tallar a H i aixo implica que f(Z) = Z'. Amb tot
aixo hem demostrat que per calcular f(Z) podem prescindir del punt O i prendre
punts qualsevol A, B € X alineats amb Z a X. També hem demostrat que si tenim
A, B € X, Z € H, aleshores A, B, Z estan alineats si i només si f(A), f(B), f(Z) estan
alineats.

Per acabar la demostracié que f és una collineacié hem destudiar el cas
Z1,2,73 € H i demostrar que estan alineats si i només si f(£), f(£), f(Z£3) es-
tan alineats. Suposem que Z, />, 73 estan alineats i escollim Y; sobre la recta
0Z; i Y, sobre la recta 02, tals que Yy # 0,2, Y2 # O, 2. Es clar que la recta
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Y;Y, tallard la recta OZ3 en un punt Y3. Aplicant f veiem que f(Z;), f(Z), f(Z3)
pertanyen a la interseccio de U'hiperpla H amb el pla que conté les rectes Of(Y7),
O, f(Y2) i Of(Y3). Aquesta interseccid és una recta i f(£y), f(£2), f(Z3) estan alineats.
La implicacié reciproca es demostra de la mateixa manera.

Apliquem ara el teorema de representacié de collineacions projectives: existira
una aplicacio semi-lineal ¢ : V — V tal que f = P(¢). Aleshores, f: X — X sera
també una semi-afinitat.!

Bases de Jordan

La demostracié del teorema de classificacid de les afinitats (pagina 160) utilitza
de manera fonamental la teoria de les bases de Jordan, una mica més enlla del
que s’estudia habitualment als cursos d'algebra lineal. Per aquest motiu, abans
d'entrar en la demostracio del teorema de classificacio, repassarem la teoria de les
bases de Jordan des del punt de vista que ens interessa.

Suposem que tenim un endomorfisme ¢ : V — V d'un espai vectorial de dimen-
sio finita V' i considerem el seu polinomi anullador p(x). La primera observacid
important és que una descomposicié de p(x) en polinomis primers entre ells déna
lloc a una descomposicid de V en suma directa de subespais invariants per ¢. Més
concretament

Sip(x) = g1(x)q2(x) i els polinomis q1(x), g2(x) sén polinomis monics no
constants primers entre ells, aleshores existeixen subespais E1, E; C V
invariants per ¢, tals que V = E1 ® E3, q1(x) és el polinomi anullador
de ¢|g, i ga(x) és el polinomi anullador de ¢|g,.

La demostracié és senzilla i utilitza la identitat de Bézout. Aquest teorema ens
permet reduir l'estudi d'un endomorfisme al cas en que el polinomi anullador sigui
una poténcia d'un polinomi irreductible. Per exemple, g(x) = (x — a)". La teoria de
les bases de Jordan estudia precisament aquest cas.

Suposem a partir d'ara que el polinomi anullador de 'endomorfisme ¢ tingui la
forma g(x) = (x — a)" per algun escalar a € k i algun enter r > 0. A cada vector
— . .

e € V li podem associar aquests dos enters

'7(?) =min{i: (¢ — C,)i(?) =0}
h(€):=min{i: (¢ — a)(€) € Im(¢p — )"}

"Estrictament parlant, no podem aplicar la teoria del capitol anterior perqué només
haviem considerat el cas de les homografies i no el cas de les projectivitzacions d’aplicacions
semi-lineals, pero els resultats sequeixen essent valids en aquesta situacié lleugerament
més general.
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Clarament, h(€) < n(’€). Direm que un vector @ té alcada maxima si h(€) = n(e).

En aquesta situacid, trobar una base de Jordan per a ¢ vol dir trobar vectors

?1 e, ?k ev
(anomenats generadors de la base de Jordan) de manera que si posem r; := (€ ),
i=1,...,k, aleshores
€1 (d—a)€r),....(p—a)"T(E),
Cr(p—a)€r)....(p—a) ()

és una base de V. Observem que, d’'aquesta manera, la matriu de ¢ en una
base de Jordan té una forma ben senzilla:

a 0 O
ji . 0 1T a O
0
.. |, amb/i= — matriu r; X ri.
0 - Ji a0
1 a

Cada matriu J; direm que és un bloc de Jordan. La teoria de les bases de Jordan ens
diu que sempre podem trobar una base de Jordan. Aleshores, quan expressem ¢ en
una base de Jordan i obtenim una matriu com l'anterior, direm que hem expressat
¢ en la seva forma normal de Jordan. Aquesta expressio esta justificada perqueé la
forma normal de Jordan és Unica, en el sentit que el nombre k de blocs de Jordan
i la mida r; de cada bloc de Jordan estan determinats per l'endomorfisme ¢ i no
canvien si substituim ¢ per un endomorfisme conjugat y¢¢y~". Evidentment, l'ordre
en qué apareixen els blocs si que el podem canviar arbitrariament, pero no el seu
nombre ni la seva mida.

Com ja hem dit, l'existéncia de bases de Jordan —que s'estudia als cursos
basics d'algebra lineal— juga un paper important en el teorema de classificacid
de les afinitats, pero necessitarem una propietat de les bases de Jordan que va
una mica més enlla de la seva existéncia i que normalment no es té en compte en
els cursos d'algebra lineal: ens cal saber que si tenim un vector d'alcada maxima
prefixat (diferent de zero), podem trobar una base de Jordan que contingui aquest
vector com a generador. Concretament:

. . —> ’ . . .
Sigui ‘e € V un vector d’algada maxima. Existeix una base de Jordan
7 .= . .
per a ¢. A més, si € # 0, existeix una base de Jordan per a ¢ de la

— 17 - -
qual € n'és un generador.

Aquest resultat es demostra sense gaire dificultat per induccié sobre r (que és el
grau del polinomi anullador (x — a)"). Repassem aquesta demostracié. Si r = 1,
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— — — . ) ..
aleshores ¢(Vv) = a'v per tot v € V i el teorema és trivialment cert. Suposem
r > 11 considerem V' := Im(¢ — a). Es evident que V' és un subespai vectorial
de V invariant per ¢ i que el polinomi anullador de ¢|y : V' — V'’ és (x — a)".

T 7 — ’ - 3 — — ) —
Definim €’ := (¢ — a)(€) € V' i observem que n(e’) = h(€’). Per tant, €’ és
també un vector d'alcada maxima i podem aplicar la hipotesi d'induccié.

. — —
Tindrem una base de Jordan de V’ amb generadors eg,..., e;< € V'. Aquesta
base de Jordan tindra la forma
—> —> r—=1,=—=
el (p—a)er),....(p—a)'(€7),
J =
—>7 —>7 rie—="1,—=7
€ (d—a)(ey), ... (d—a)*(e))
—> . ’ . —> g —>
onri=n(e;)peri=1,...,k. Amés, si €’ # 0, podem aconsequir e’ = e’. Com
, — —
que aquests vectors son a V' = Im(¢p — a), podem trobar vectors €4,..., €, € V
— —> . Pd
tals que e} = (¢ —a)(€;) per i =1,..., k. Novament, si ‘€’ # 0, podem prendre

€1 ="¢. Considerem ara aquests vectors:
(6—a)" (@), (¢ — a) ().

Aquests vectors son linealment independents (formen part d’'una base de V') i per-
tanyen a ker(¢ — a). Per tant, els podem completar amb vectors

— —
Ck+1r---) Em

fins obtenir una base de ker(¢p — a). Aleshores,

1 (p—a)€1), ... (p—a)(E1),
Cr(@—a)€r), ....(d—a) (€,
— —

€ ktly---1 Em

és una base de Jordan de V isi €’ # 0 podem aconsequir €1 = €, com voliem. Per
veure que J és una base, observem que la quantitat de vectors que hi ha coincideix
amb la dimensié de V, mentre que el fet que sén linealment independents es pot
comprovar facilment d'aquesta manera. Suposem que tenim

m
Y al¢—a)(€)+ > BE€;=0.
j=1-k j=k+1
i=0--r

Apliquem ¢ — a i obtenim

> 285 <



> Collineacions afins i classificacid de les afinitats <

Per tant, com que J’ és una base, tenim aj=0peri=0,---,r;—=1,j=1,...k
i la combinacid lineal inicial es redueix a

> ayilp—a)iT (@) + > BE€;=0.

j=1-k j=k+1
Pero aquests vectors sén linealment independents per construccio.

D N 5 . _ . - — =
Per acabar la demostracid cal encara considerar el cas en que € # 0 pero e’ =
0. Seguim el mateix procediment anterior. En primer lloc tenim, igual que abans,
— —
la base de Jordan de V' amb generadors eq e;( € V’. Aleshores, prenem
.. — —> . . . .
antiimatges €1,..., € € V, com hem fet abans. A continuacié considerem, igual
que abans, els vectors

(p—a)' 1 (E), ..., (p—a)* 1 (E}) € ker(p — a) N Im(¢p — a).

. —> . VAT ’ . y —> . —>
Si e fos combinacié lineal d’aquests vectors, tindriem que € € Im(¢p—a) i h(€)
> 7 .y . ’ e — —

0. Pero € és, per hipotesi, un vector d'alcada maxima. Per tant, n('e¢) = h(€) =0

. —> y . .

it € =0, que no és el cas. Per tant, en la construccié anterior podem prendre
—_ . . .y 7

ek+1 = €’ iarribem a la conclusi6 que voliem.?

Nivell d’'invariancia i classificacio de les afinitats

El teorema de classificacid de les afinitats diu aixo:

[TCA] Dues dfinitats f, g : X — X sén similars si i només si les aplica-
cions lineals df, dg son similars i f i g tenen el mateix nivell d'invari-
ancia.

D’altra banda, hem afirmat (pagina 162):

[NI] El nivell d'invariéncia d'una afinitat f : X — X es pot definir
d’aquestes dues maneres equivalents.

e Es la minima dimensié d’una subvarietat de X invariant per f.

e Es el minim i tal que
(df — 1) (Pf(P)) e Im(df — 1)i*

per a qualsevol punt P € X.

2Observem que aquesta demostracid és perfectament constructiva i ens permet, per
exemple, fer un petit programa que trobi efectivament aquestes bases de Jordan.
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En aquest apartat demostrarem aquests dos resultats. Observem que l'enter i que
apareix a la segona definicié del nivell d'invariancia és precisament la funcié h que
hem considerat quan hem estudiat les bases de Jordan. Suposem, doncs, que tenim
una afinitat f : X — X i fem aquestes observacions:

e Lenter i definit a la segona part de [NI] depén només de f i no del punt P
escollit. Diguem

B(f) := min{i : (df — 1) (PF(P}) € Im(df — 1)}

Aleshores, si Q és un altre punt qualsevol, un calcul senzill ens diu que

—_— —

0f(0) = PH(P) + (df — 1)(PO)

i és clar que el valor de p(f) sera el mateix si el calculem a partir de P o a
partir de Q.

e Els dos teoremes [TCA] i [NI] sén certs quan el nivell d'invariancia és zero (és
a dir, quan ht ha punts fixos). En efecte, en el cas del teorema de classificacig,
si f i g tenen punts fixos, escollim un punt fix P de f i un punt fix Q de g i sigui
¢ un isomorfisme lineal que transformi df en dg (és a dir, ¢ df ¢~ = dg).
Aleshores, si prenem una afinitat h que tingui diferencial dh = ¢ i tal que
h(P) = Q, és clar que g = hfh™" i f i g sén similars.

Pel que fa al teorema [NI], és clar que si f té un punt fix, aleshores p(f) = 0.
Reciprocament, si p(f) = 0 aix0 vol dir que si prenem un punt qualsevol
) . . 4 YT -\ - )

P, existeix un vector Vv tal que Pf(P) = (df — 1)(V) i aleshores es veu
. . D — N

immediatament que P — V' és un punt fix de f.

Per tant, a partir d'ara podem suposar que el nivell d’'invariancia és > 0 i, en
particular, r := p(f) > 0.

. . —> ’ ] N
e Existeix un punt Q € X tal que e := Qf(Q) és un vector d'alcada maxima

amb polinomi anullador (x —1)".

En efecte, sigui P € X un punt qualsevol i, com que r = p(f), existira un vector

V4 r{Pf(P)) — +137 Pr — (P _

v € V tal que (df —1)"(Pf(P)) = (df —1)"*(V). Prenem Q := (P — V).
—_—

Aleshores, és facil comprovar que Qf(Q) compleix les condicions que hem dit:

té anullador (x — 1)" i té alcada maxima.

e Apliquem ara la teoria de les bhases de Jordan a l'endomorfisme df : V — V.
El polinomi anullador de df el podem escriure com a un producte (x—1)Ng(x)
on g(x) és un polinomi primer amb (x — 1). Aleshores, podem descompondre
V' com a suma directa V = E4 @ E; de dos subespais invariants de manera
que lanullador de df sobre Ej sigui (x — 1)N i lanullador de df sobre Eq
sigui g(x). També, podem trobar una base de Jordan de E4y amb generadors
— — — —
€1,..., €k de manera que €1 = ¢€.

> 287 <



> Collineacions afins i classificacid de les afinitats <

Prenem ara el sistema de referéncia de X format pel punt Q i la base formada
per la base de Jordan que acabem de trobar, completada amb una base
qualsevol de E,. La matriu de f en aquesta referéncia tindra aquesta forma

] 0
0
M=10 M
0
o --- 0 1

on J és una matriu amb anullador (x — 1)N que esta en la seva forma normal

de Jordan i en la qual el primer bloc de Jordan té mida r x r, it M és una
matriu quadrada amb polinomi anullador g(x).

e Calculem ara la dimensid minima d’'una subvarietat invariant per f utilitzant
la matriu anterior. Evidentment, la subvarietat

X411 =--=x,=0

—_—
banda, suposem que R + F és una subvarietat invariant i sigui w := Rf(R).

. 7 I . . —
Tindrem que F és un subespai invariant per df i que w € F. Per tant, tots
aquests vectors sén a F:

w,(df —1)(W), ..., (df = 1)~ (w).

és invariant i té dimensié r, per tant, el nivell d'invariancia és < r. D'altra
H

Si ara calculem la primera coordenada diferent de zero d'aquests vectors
observarem que

(df =1)"~"(W)=(0,...,0,1,%,...,%)

i d'aqui deduim que aquests vectors son linealment independents. En con-
sequiéncia, la dimensid de F és > r i aixi hem vist que el nivell d'invariancia
de f és igual a r = p(f) i ja hem demostrat [NI].

Amb tot el que hem vist fins ara ja tenim els ingredients necessaris per a la de-
mostracié de [TCA]. Suposem que f i g sén dues afinitats amb el mateix nivell
d’invariancia, que podem suposar que és > 0 perque en el cas que hi hagi punts
fixos ja hem vist abans que [TCA] és evident. Tindrem que r = p(f) = p(g) i podem
aplicar a g el mateix procediment que hem aplicat fins ara a f per obtenir que, en
una certa referéncia, la matriu de g té la forma

/0
M =10 /\/I’(f)

0 --- 0 1
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Observem que el primer bloc de Jordan de la matriu /' ha de tenir mida r. Com que
df i dg sén aplicacions lineals similars, existeix un isomorfisme lineal ¢ tal que
Ydfy~" = dg. En particular, els polinomis anulladors de df i dg seran iguals i
tindran la forma (x—1)Ng(x) amb g(x) primer amb x—1. Ara fem l'observacié crucial
que ¢ transformara ker(df — 1)N en ker(dg — 1)N i també transformara ker g(df)
en ker g(dg). Es a dir, les matrius J i J/ seran similars i les matrius M i M’ seran
similars. Pero la matriu de Jordan d'un endomorfisme és Unica (llevat de l'ordre
dels blocs) i, per tant, podem suposar / = J'. Tot aix0 ens demostra que existeix
una matriu
[ 0,
0

u=10 U
0 -~ 0 1

tal que UMU~™' = M’. En conclusié: f i g sén afinitats similars, com voliem
demostrar. La implicacié contraria —afinitats similars tenen diferencials similars i
tenen el mateix nivell d'invariancia— és trivial. Per tant, ja hem demostrar [TCA].

El grup afi

Si X és un espai afi amb espat vectorial associat V, les afinitats bijectives V — V
formen un grup amb loperacié de composicié. Direm que és el grup afi de X.

Af(X) :={f: X = X : f afinitat bijectiva}.
Si assignem a cada afinitat la seva diferencial obtenim un homomorfisme de grups
d : Af(X) — GL(V).

Aquest homomorfisme és clarament exhaustiu: si tenim un isomorfisme lineal ¢ i
escollim un punt qualsevol P € X, hi ha una afinitat bijectiva f tal que f(P) = P i
df = ¢. El nucli de d esta format per les translacions de X que formen, per tant,
un subgrup normal de Af(X) que és clarament isomorf al grup additiu de V. Podem
escriure

GL(V) = Al(V)IV

o també podem dir que tenim una extensio de grups
V o— Af(X) — GL(V).

En el llenguatge de la teoria de grups es diu que Af(X) és una extensio de GL(V)
per V. De fet, aquesta extensié pertany a un tipus especial d'extensions que
s'anomenen productes semidirectes. Es diu que Af(X) és el producte semidirecte
de GL(V) per V amb l'accié natural de GL(V) sobre V. De tota manera, aquests
conceptes s'escapen del contingut d'aquest curs i no donarem més detalls.
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C.7. El teorema de Witt i la
classificacio afi de les quadriques

@éj n aquest capitol donarem demostracions de les diverses versions del

- teorema de Witt que hem esmentat a la pagina 208 i també dels

LV () aspectes que han quedat pendents de demostracié a la classificacié

de les quadriques afins: teorema d'extensid de similituds i relacions

entre els invariants p,t d'una forma quadratica i els invariants p®,(* de la seva
restriccid a U'hiperpla de linfinit.

El teorema de Witt

Comencem estudiant algunes propietats generals dels espais quadratics. Conside-
rem un espai quadratic V.

e Sigui E C V un subespai no singular. Aleshores,

(@) dim E + dim E+ = dim V.
(by V=FE LEL
(c) StV =E LF,aleshores F = E*.

Comprovar aquestes propietats és senzill (exercici IV.5).

e Sigui E un subespai qualsevol d'un espai quadratic no singular V. Aleshores,

(@) dimE + dim EL = dim V.

(b) Et+ =E.

(c) E* és no singular si i només si E és no singular.
(d) Si E és un hiperpla, el seu radical té dimensié < 1.

Només la part (a) requereix demostracido perqué les altres propietats son
consequéncies directes de (a). Denotem per V*, E* els espais vectorials
duals de V' i E, respectivament. La inclusid £ C V ddna una aplicacid lineal
exhaustiva i* : V* — E*. Considerem l'aplicacié lineal ¢ : V — V* donada
per

— — - =

Vie{em— V. €}
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que, com que V és no singular, és injectiva i, per tant, és un isomorfisme. La
composicié i*¢ : V — E* és una aplicacié lineal exhaustiva amb nucli E*.
D’aqui es dedueix que dim V = dim E + dim E*+.

. > 7 Y e s . .
e Si V € V és un vector no isotrop, el subespai (V') és no singular i, per una
propietat anterior, podem escriure

V= (V) L (V)

Aleshores, inductivament, podem demostrar (exercici IV.6) que V admet una
base ortogonal tal que el primer vector de la base sigui V.

. —> y P . .7
e Si w € V és un vector no isotrop, podem considerar la reflexié ortogonal
’ — . .
d'arrel w (exercici 1V.8)

2

- —

— — e -

€e—¢e-2|s—=|w.
w - w

Aquestes reflexions ens permeten demostrar que hi ha prou isometries, en
aquest sentit: si tenim dos vectors ', v € V tals que

i I s
uv-u=Vv-Vv#+0,

aleshores existeix una isometria ¢ : V. — V tal que ¢(v') = vV (exercici IV.9).
Demostrem ara el teorema de Witt de la pagina 208:

Sigui V' un espai quadrdatic i siguin V. = Ey L F1 = E; L F, dues
descomposicions de V en suma ortogonal. Si E1 i E; sén isométrics,
aleshores F1 i F> també son isométrics.

La demostracid segueix aquests passos:

e Considerem primer el cas que Ej (i, per tant, també E>) és totalment isotrop.
Sigui Ry := Fy N Fit i sigui F; un complement qualsevol de Ry a Fy. En
aquestes circumstancies, és evident que

E; L Ry = Rad(V)
V=FE LR LF =Rad(V)LF]

Fem la mateixa construccio amb E; per obtenir V = £, L R, L FZ’ =
Rad(V) L Fj. Aleshores, siguit ¢’ : F{ — F; la composicié de la inclusié
F; € V amb la projeccié V = Rad(V) L F; — Fj. Es veu facilment que ¢’
és una isometria. Si ara completem ¢ amb qualsevol isomorfisme R} — R,
(que és automaticament una isometria), obtenim la isometria ¢ : F1 — F;
que vollem.
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e Hem demostrat que el teorema és cert si els subespais Eq, E> tenen rang
zero. Procedim ara per induccid sobre el rang d'aquests espais. Suposem que
tenen rang > 0 i sigui €4 € E4 un vector no isotrop. Segons hem vist abans,
aquest vector no isotrop ens permet descompondre E7 en suma ortogonal
E, = <?1> 1 Gq. Sigui ara ¢ : Ey — E> la isometria que existeix per
hipotesi i sigui 5= (/)(?1). Podem escriure, analogament, £, = (?2) 1 G
amb G, = ¢(Gy) i, en particular, Gi = Gy. Per una propietat que hem
vist anteriorment, existeix una isometria ¢y : V — V tal que ()(€1) = ©€>.
Tindrem

Go L Fo = (@2)" = (@) = Y(Gi L A1) = Y(Gr) L p(Fy).

Com que Gy = Gy = (Gy) it el rang de Gy és menor que el de Ej, podem
aplicar la hipotesi d'induccié i obtenim que F> = )(F7) = F;. Aixd acaba la
demostraci6 del teorema de Witt.

Hem demostrat el teorema de Witt en la versid teorema de cancellacio. Demostrem
ara les altres versions que hem esmentat a la nota al peu de la pagina 208.

1. Teorema d'extensio. Siguin Vi = E1 L F1 i Vo = E; L F) dos espais qua-
dratics isométrics i sigui ¢ : Ex — E, una isometria. Existeix una isometria
¢ : V4 = Vo que coincideix amb ¢ sobre E; i tal que ¢(F1) = F).

Sigui ¢ : V4 — V5 la isometria que existeix per hipotesi i apliquem el teorema
de Witt a les dues descomposicions

Vo= Ex L Fy = J(E1) L (F).

Obtindrem una isometria n: Y(F1) — F2. Definim ¢ := ¢ L ny.

2. Teorema original de Witt. Si E1, E; C V sén subespais isométrics no singu-
lars d’un espai quadratic V, aleshores E% i Ezl també sén isométrics.

Trivial perqué podem escriure V = £y L E1l =F 1 EZL.

3. Extensio en subespais no sinqulars. Si Ey, E; son subespais no singulars
d'un espai quadrdtic V i ¢ : Ey = E; és una isometria, aleshores existeix una
isometria (- V =V tal que Y|g, = ¢.

També és una conseqiiéncia trivial del teorema de Witt perqué podem escriure
V=F L E% =E L EZL i el teorema de Witt ens diu que existeix una
isometria p : Ef — E5-. Aleshores, ) = ¢ L p és la isometria que volem.

4. Extensid en un espai no singular. Si Eq, E; son subespais d’un espai qua-
dratic no singular V i ¢ : Ey = E; és una isometria, aleshores existeix una
isometria (. V =V tal que Y|g, = ¢.

Si E1, E; sén no singulars, podem aplicar el teorema anterior. En cas contra-
ri, tindrem descomposicions no trivials E; = R; L F;, i = 1,2 on els subespais
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R1, R; son totalment isotrops i els subespais F71, F; sdn no singulars, de ma-
nera que Ry = R,. Considerem ara el subespai Fi-. Com que F; és no
singular i com que V és també no singular, sabem que F% sera no singular.
Per tant, Ry és un espai totalment isotrop contingut en un espai no singular
i li podem aplicar el resultat de la pagina 209 (vegeu també l'exercici IV.11):
prenem una base €1,..., €, de Ry i completem cada vector a un pla hiper-
bolic de F%. Obtindrem E4y C Hy L F7 on Hq és una suma ortogonal de plans
hiperbolics. Fem la mateixa construccié amb Ej, pero escollint com a base
de R, els vectors ¢(€1),..., ¢(€,). Obtindrem E; C H, L F, i clarament
podem estendre ¢ a una isometria Hy L Fy — H, L F,. Perd ara aquests
subespais st que ja son no singulars i, pel teorema anterior, podem estendre
aquesta isometria a una isometria ¢y : V. — V, com voliem.

Restricciéo d'una forma quadratica a un hiperpla

En aquest apartat estudiarem’ la relacié que hi ha entre els invariants (rang i index)
d’'una forma quadratica i els invariants de la restriccio d'aquesta forma quadratica
a un hiperpla.

Fixem, doncs, un espai quadratic V i un hiperpla H C V. Denotarem p, ¢ el rang
tl'index de V i py, ty el rang i U'index de H com a espai quadratic amb la restriccid
de la forma quadratica de V. Denotarem per V* el radical de V i descompondrem
H com a

H=HnHY) LF
on HN H* és, evidentment, el radical de H, i F és un subespai no singular. Dis-
tingirem diversos casos:

. . . —> —> . . .
e Si existeix € € V+ — H, aleshores @ és un vector isotrop i podem escriure
—> s . .
V=H L (¥€). En aquest cas és evident que p = py i t = 1y.

e Suposem ara V! C H. En aquest cas és clar que VX C Hn HL. Observem
que, com que F és no singular, podem escriure V = F 1 F* i aixd ens diu
. Ul . . . ’
que existira ‘@ € F+ — H. Distingim dos casos més:

— . . —
- V+ = HnHLY Enaquest cas, € € H* i podem escriure V = H 1 {¢).
’ _ —> S N \ . 1 y
D’altra banda, '€ no pot ser isotrop perqué estaria a V- i no és el cas.
Per tant, p=py+1, t=1y+ € amb e=0,1.
- V1 € Hn HY. En aquest cas, escrivim HN H+ = VL L E’ on E’ és
qualsevol complement de V4 a HN H*. Aleshores,

H=VY1E LF, V=He(e)=V:L[E' LFa(e)].

"Els resultats d’aquest apartat i del segiient els he aprés d’Agusti Reventés que els
atribueix a Amparo Lépez. Les demostracions que apareixen aqui sequeixen les que hi ha
al llibre Geometria projectiva d’Agusti Reventos.
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Observem que E’ L F és un hiperpla singular de lespai no singular
E' L F @& (€). Per una propietat que hem vist a linici del capitol,
el radical de E’ L F té dimensié 1. Sigui E/ = (V') i observem que
€V #0. Pertant, P := (€, V) és un pla hiperbolic. La descomposici6
V=V IlFLlLPensdiuque p=py+2 t=1y+1

En conclusid, hem demostrat que quan restringim una forma quadratica d'un espai
V a un hiperpla H poden donar-se tres situacions.

1. p = pH, t = ty. Aixd succeeix quan Rad(V) € Rad(H). En aquest cas, podem
— — — — . .
trobar una base €1,..., €, de V tal que H = (e4,..., €,-1) i la matriu
de la forma quadratica en aquesta base té la forma

aq 0
ap—1 0
0 0 0

2. p=py+1 1t =14ty + 1. Aixo passa quan Rad(V) = Rad(H). En aquest
— — — — .
cas, podem trobar una base €4,..., €, de Vtalque H={(¢€e1,..., ep_1)i

la matriu de la forma quadratica en aquesta base té la forma

aq 0

an-1 0

\0 0 an

amb a, # 0.

3. p=pH+2 t=14+1. Aixo passa quan Rad(V) € Rad(H). En aquest cas,
— — — — .
podem trobar una base €4,..., €, de V tal que H =(¢e4,..., €,-1) i la
matriu de la forma quadratica en aquesta base té la forma

Extensio de similituds i classificacio afi

Al capitol 30 vam dir que per classificar una quadrica Q a l'espai afi haviem de
classificar dues quadriques projectives: la propia quadrica Q (vista com a quadrica
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projectiva) i la quadrica Q% que és la restriccio de Q a Uhiperpla de l'infinit. Aixo
també és aixt en el cas de la classificacié afi de les formes quadratiques. Per
demostrar aquest teorema necessitem un «teorema d'extensié» per a similituds
com el de la pagina 218:

[Teorema d'extensid de similituds] Sigui V' un espai quadrdtic i sigui
¢ : Hi — H> una similitud entre dos hiperplans de V. Existeix una
similitud y : V — V tal que y(H) = Ha.

Recordem que una similitud d’'un espai vectorial V amb una forma quadratica Q és
un isomorfisme lineal ¢ : V — V tal que existeix A # 0 tal que Q(¢(€)) = AQ(€)
— . .
per tot vector € € V. Aquest teorema es dedueix de manera senzilla del teorema
de Witt i de l'estudi que hem fet a 'apartat anterior sobre la restriccié d’'una forma

quadratica a un hiperpla. Estudiem ara els detalls de la demostracio.

Suposem que estem en les hipotesis de l'enunciat del teorema i tenim un espat
quadratic V, dos hiperplans Hy i H> i una similitud ¢ : Hy — H>. La primera
observacio que fem és que les similituds conserven el rang i, per tant, els dos
hiperplans H; i H, estaran en la mateixa situacid de les tres situacions possibles
que hem vist a l'apartat anterior. Estudiem per separat cadascun dels tres casos.

1. Els rangs de Hj i de H> coincideixen amb el rang de V. En aquest cas hem
vist que hi ha una base €1,..., e, de V tal que Hy = (€1,..., €5-1) i
la matriu de la forma quadratica en aquesta base és diagonal de manera
que l'dltim terme de la diagonal és zero. De la mateixa manera, existira una

— — — — . .
base €,..., €], de Vtal que Hy = (€},...,7€_,) i la matriu de la forma
quadratica en aquesta base és diagonal de manera que l'ultim terme de la

. ’ —>/ —> .
diagonal és zero. De fet, podem prendre €} = ¢(€;) peri=1,....,n—1.

Aleshores, podem estendre ¢ a una similitud ¢y : V — V simplement definint
l4
Ylen) = ey,

2. Els rangs de Hj i de H, s6n una unitat inferiors al rang de V. En aquest cas
. . — — — —
hem vist que hi ha una base €1,..., €, de V tal que Hy ={(€1,..., €p-1)
i la matriu de la forma quadratica en aquesta base és diagonal de manera
que l'dltim terme de la diagonal és diferent de zero, i el mateix sera cert per
T — — — — .
a Hy: existira una base e,..., e, de Vtal que Hy =(e’,..., €, ;) ila
matriu de la forma quadratica en aquesta base és diagonal de manera que
Udltim terme de la diagonal és diferent de zero. Com abans, podem prendre

e;=¢(€e;) peri=1,...,n—1. Les matrius respectives en aquestes bases
seran
aq 0 a] 0
a1 0o | al_y 0

\0 0 an \O 0 ay,
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Per la definicid de similitud, existira A # 0 tal que a? = Aa;peri=1,...,n—1.
Suposem que aq = --- = a, = 0 i la resta de termes a la diagonal sén
diferents de zero. Ara ens cal distingir dos casos, segons que n — r sigui
parell o senar:

e Suposem que n — r és parell. Com que les dues matrius anteriors
representen la mateixa forma quadratica, els determinants de la part
no singular diferiran en un quadrat. Es a dir, existird a # 0 tal que
a, = 0(2)\6177. En aquest cas, estenem ¢ : Hy — H, a una similitud
Y1V — V definint (€,) = Aae’,. La comprovacié que es tracta
d'una similitud és immediata.

e Suposem que n — r és senar. Si, igual que hem fet abans, comparem
els dos determinants, observem que existira o # 0 tal que a, = a’d/, i,
’ . =4 —> I\ . .
per tant, l'assignacié €, — a '€/, donara una isometria
L= —>/
p:{en)— (€n)
Pel teorema de Witt, aquesta isometria es pot estendre a una isometria
—> . —> 7 . e
YV — Vque, comque Hy = (€,) i H, = (€’), és la similitud que
busquem.

3. Els rangs de Hi i de H> son dues unitats inferiors al rang de V. En aquest

. — — — — .
cas tenim una base €1,..., €, de Vtalque Hy = (€4,..., €,-1) Luna base
— — — — .

e}, ..., e, de Vtal que Hy = (e’,..., e77_1), de manera que les matrius

de la forma quadratica en aquestes bases tenen la forma

0 , 0

A més, si repassem la demostracié de l'existéncia d'aquestes bases veurem
que podem prendre €’ = ¢(€;) per i = 1,...,n —1, amb la qual cosa
tindrem ag = Aa;, i = 1,...,n — 1. Aleshores, podem estendre ¢ a una
similitud ¢ : V — V definint (€ ) = A€",.2

Amb tot aix0 ja podem demostrar, com ho hem fet a la pagina 218, el teorema de
classificacid afi de les quadriques:

[Classificacié afi de les qudadriques] Q1 ~ Q, com a quadriques afins si
i només si

2Observem que en tots els casos menys en un hem obtingut la similitud ¢ com una
extensio de la similitud ¢. L'exemple de l'exercici IV.25 ens demostra que hi ha realment
casos en els que és impossible aconsequir que ¢y sigui una extensié de ¢.
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1. Q1 ~ Qy com a quadriques de P, (k).

2. QF ~ Q%° com a quddriques de H = P,_q(k).

També tenim un teorema analeqg de classificacié afi de les formes quadratiques.
Suposem que g1, g2 s6n polinomis de segon grau en n variables xq, ..., x,. Denotem
G4, g, les seves homogeneitzacions, que seran polinomis homogenis de segon grau
en n + 1 variables x1, ..., x5, Xp4+1, és a dir, formes quadratiques. Aleshores:

[Classificacié afi de les formes quadratiques] Existeix una afinitat de
k" que transforma g1 en gy si i només si

1. Les formes quadratiques en n+1 variables ¢, i g, son equivalents.

2. Les formes quadrdtiques en n variables
a](x1r'-~rxl7ro)r a1(x1r~~'rxl7ro)

son equivalents.

Per demostrar aquest teorema no cal utilitzar les llargues consideracions que hem
vist en aquest apartat i en l'apartat anterior. En lloc del teorema d'extensié de
similituds, n'hi ha prou amb utilitzar el teorema de Witt.
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