Parlem de zeros de polinomis,
per exemple

Jaume Aguadé’

Every sufficiently beautiful object is connected
to all others.

John Baez, From the icosahedron to Eg

In the mathematics of the universe, beauty
helps tell us whether things are false or true.

Martin Amis, The information

Queé podem dir sobre les solucions d'equacions com aquestes?

x> =3x4+1=0,

x> — 1.34495506833944 x* + 0.659756735077032 x> — 0.143302837199138 x°
+ 0.0129552063084713 x — 0.000306554042370339 = 0,

x%%37 _158198224754844376817241093225934363485142474266536396841387307634350494077314848114
994523217122271599338847482166626372796191477277000878847509137682816571983020881086
133887842716115081870827622762968392231498078538124208102619175720729750555919276047
411551572243576711162912961003664660725750361975784861179160726992042923153740051552
494005273447072743427576564721224686076644325434413650304423895851580371886434955197
175687670906273409965413698673515860507026991678905527196182940989516309957402939448
673160352682685348389580792868255685284003895260137514493222859390591153038597221822
67174218500042185281892855051 = 0.

Abans de contestar aquesta pregunta, fem algunes consideracions:?

Catedratic de Topologia jubilat a la Universitat Autonoma de Barcelona. Jaume.Aguade@uab.cat.

2Observem l'exponent de la tercera equacié: 65537. Us diu res aquest nombre? 65537 = 21° + 1 és el
cinqué primer de Fermat, el més gran que es coneix (els que es coneixen sén 3, 5, 17, 257 i1 65537 i es
conjectura que no n'hi ha cap més). Els primers de Fermat representen el nombre de costats dels Unics
poligons regulars amb un nombre primer de costats que es poden dibuixar amb regle i compas. Si entreu
a qualsevol pagina web amb protocol https hi trobareu aquest nombre 65537. Si algli de nosaltres sahés
resoldre aquesta ultima equacio6 als anells Z/(m), el caos mundial seria monumental.



e Per qué ens pot interessar trobar les solucions? Per exemple, ens pot interessar
per trobar els valors propis d'una matriu, un problema fonamental en moltes arees
de la ciéncia. Per exemple, en ecologia podem tenir diverses espeécies convivint en
un habitat, interactuant entre elles i l'evolucié d'aquest sistema ens vindra donada
pels valors propis de la matriu d'interaccions, que sdén els zeros del seu polinomi
caracteristic.®

e En quin ambit treballem? Es clar que volem poder sumar, restar, multiplicar i dividir
(excepte per zero, és clar!). Per tant, estarem treballant en un cos,’ probablement
en algun dels cossos importants a la ciencia, la tecnologia o les matematiques.

Quins son aquests cossos importants? N'hi ha uns quants i els estudiants hi han
d'estar familiaritzats des de ben aviat. Hi ha dos tipus de cossos importants:

— Els cossos que en podriem dir reals, no en el sentit tecnic de l'expressid sind en
el sentit de que son els cossos que tenen una existéncia més «concretay, més
«soliday, més «practicay.

— Un segon grup de cossos que també sén molt importants i utils a la ciéncia i
la tecnologia perd sén ben bé una abstraccié matematica, en el sentit que no
tenen una expressid «concreta» en el «mdn realy.

Aquesta distincid ja existia quan jo era jove. Pero des d'aquell moment fins ara ......
els dos grups s’han intercanviat!! | aixo, per inercia o pel que sigui, no ha arribat
encara amb prou forca a l'ensenyament.

Els cossos importants que sdn «abstraccions Utils» sén els reals i els complexos.
No cal dir que tothom hi ha d'estar familiaritzat, pero també hem de ser conscients
que aixo dels infinits decimals no és pas una cosa concreta ni una cosa que puguem
comunicar a un ordinador. D’altra banda, els cossos importants més concrets, més
practics, els que st que podem utilitzar per comunicar-nos amb un ordinador, sén
els cossos finits —principalment els cossos primers— els racionals i els cossos de
nombres.’

3Vegeu, perd, la nota 14.

*Aixo descarta les equacions de la criptografia RSA com la tercera de més amunt.

En les meves classes a alumnes de primer de matematiques no només he posat aquests cossos al mateix
nivell que el cos real i el cos complex, sind que els he donat, conscientment, una clara preeminéncia.
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Figura 1: La férmula de Descartes per resoldre z> = az + b

|. L'EQUACIO DE SEGON GRAU

1 La famosa formula de l'equacié de segon grau

Un bon lloc per on comencar a parlar de trobar les solucions de les equacions polinomiques
és aquesta famosa férmula de les equacions de grau 2 (FFE?) que tots els estudiants

coneixen:
—b £ Vb?—4ac
2a '
Per cert, la sabeu demostrar? Com? Complecié de quadrats? Parlem-ne:

X

e Queé és el que volem demostrar? Si el que volem demostrar és que la FFE? déna zeros
del polinomi ax?+ bx+ ¢, aleshores, la manera més natural de fer-ho és, simplement,
substituir x a l'equacio per cadascun dels valors que déna la formula. O no?

e No es tracta de descobrir la FFE?: fa molt de temps que la FFE? es coneix. Diuen que
el primer que la va publicar tal com la coneixem avui va ser Descartes al llibre primer
de La Geometrie (que formava un apéendix del famosissim Discours de la méthode),
pero la seva versi6 geometrica data, com a minim, de l'any —2000.

e La diferéncia entre trobar una solucid i comprovar una solucid ens portaria a parlar
de problemes P i problemes NP i de la famosa i irresolta pregunta «P = NP».

e També ens podria dur a parlar de la gairebé magica troballa de El Métode d'Arqui-
medes que va ser trobat el 1906 en un palimpsest del segle X que es va sobreescriure
el segle Xlll. Ara ens adonem que el métode que sequia Arquimedes per trobar el
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seus resultats —que posteriorment demostrava geometricament— és tant o més in-
teressant que les seves demostracions geometriques rigoroses, perque hi trobem els
primers vestigis del calcul infinitesimal.

e Amb l'equacié de segon grau passa el mateix: el méetode de complecid del quadrat
té interes per ell mateix perqué

1. Ens diu que la FFE? déna totes les solucions.

2. Es un métode que es pot utilitzar en altres ambits com, per exemple, la classi-
ficacié de les formes quadratiques i de les quadriques.

Tornem a la FFE?:

—b + Vb?—4ac
2a '
Es una formula que déna seguretat als alumnes i, si volem fer una analisi critica de

tot el que hi ha en aquesta féormula —que és molt— esta bé comencar «esquerdant»
una mica aquesta seguretat. Per exemple, podem preguntar-nos

X

......... i si el cos base és, per exemple, Fy37°
Si analitzem la FFE? amb una mirada critica implacable, aixd és el que hi veiem:

e Hi trobem una divisio. Atencid! hem d'assegurar-nos que el divisor no és zero. El
divisor és 2a i, d'entrada ja veiem que si a = 0 (és a dir, si l'equacio no és realment
de segon grau) la férmula deixa de ser valida. Aixo cal tenir-ho en compte, pero no és
cap problema, perqué les equacions de primer grau ja les sabem resoldre facilment.
Pero la cosa tampoc no funciona si 2 = 0. Es a dir, la FFE? no és valida en els
cossos de caracteristica dos!’

e A banda de la divisié per 2, la resta d'operacions que fem per verificar la FFE? sén
perfectament valides qualsevol cos. Es a dir:

La FFE? és vdlida a tots els cossos,
excepte els de caracteristica dos.

En particular, podem aplicar perfectament la FFE? quan treballem sobre el cos [Fys.
Tothom tranquil!

®M'agrada molt el cos de 13 elements perqué és el cos més petit que conté les arrels clibiques i quartes
de la unitat i, per exemple, em va ser molt util en la modelitzacié dels moviments del trencaclosques de
Uarticle Analisi d'un trencaclosques tipus Rubik: un pretext per parlar de modelitzacid, grups, geometria,
computacié i programacid, Mat?, vol. 2023, no. 2, pp. 26, 2023.

’Recordem que la caracteristica dos és l'idioma matern dels ordinadors. Poca broma!



e La segona cosa que ens ha de fer reflexionar és la preséncia de lestrany simbol
V que, encara que hi estiguem molt familiaritzats —potser, precisament, perqué
hi estem molt familiaritzats— requereix que expliquem qué significa exactament.

Direm que a = v/b si i només si a®> = b.

Pero aixo és incorrecte!

J— 2: —_ =
(112):11 - 11:\?}: (1==1) = (2=0)

| aix0 no pot ser perqué, precisament, hem dit que estem deixant de banda el cas de
caracteristica 2. Ho hem de dir millor:

Vb és qualsevol element del cos
que compleixi que el seu quadrat és igual a b.

El problema és que, dit aixi, v/b ja no és un element ben definit del cos siné que
és, més aviat, un conjunt que pot ser buit, pot tenir un Unic element o pot tenir-ne
dos. Quan b té dues arrels quadrades diferents no hi ha, en general, cap criteri per
triar-ne una o una altra:® no hi ha manera de distingir-les ... a no ser que estiguem
en el cos real, que és un cos que té la curiosa propietat que tots els seus elements
es classifiquen en tres grups: els positius, els negatius i el zero. Pero aixo és una
situacié que només es dona en el cos real i en el cos racional.

e En la majoria de cossos, hi ha equacions de segon grau que no tenen cap solucié
(en el mateix cos, s'entén). En aquests casos, com que la FFE? val sempre, el que
succeeix és que l'arrel quadrada representa el conjunt buit. Es a dir, la FFE? no
només ens ddéna les solucions sind que també ens ddéna l'abséncia de solucions.

e Finalment, fixem-nos en el simbol + que apareix a la FFE2. Segons el que acabem
de dir, aquest = 'hem de considerar com formant part de l'arrel quadrada i, de fet,
ens el podriem estalviar. Com que estem en caracteristica diferent de 2, si a és una
arrel quadrada de b, aleshores —a també és arrel quadrada de b. Pensem, doncs,
que el simbol + de la férmula esta posat aqui només per recordar-nos que l'arrel
quadrada pot ser que no sigui Unica.

Parlem una mica més de l'arrel quadrada o, més exactament, de les arrels quadrades.
Aqui, copiant Marcellus de Hamlet, podriem dir que “Hi ha quelcom que és podrit, a Uarrel
quadrada”:

8Es dificil, en aquest moment, adonar-se la la importancia cabdal del fet que les dues solucions siguin
indistingibles: aqui comenga, precisament, la teoria de Galois.



Va és qualsevol nombre que compleixi x> — a = 0.

La solucié de l'equacié x> — a = 0 és ++/a.
Aix0 és una petitio principii de manual! o, si ho preferiu, una tautologia ridicula!

EL ProFessor: Quines sén les solucions de x> —3x +1 =07?
LALumNE: Son R(1,0, =3, 1).

EL ProFEssoRr: Qué vol dir R?

LALUMNE: x = R(a, b, ¢, d) vol dir ax® + bx? + cx +d = 0.
EL ProFESSOR (fent un apart): La mare del Tano!

Com resolem aquesta delicada situacio? La resposta és simple i important:

La formula de l'equacio de segon grau no resol l'equacié de segon grau,
només redueix el problema de trobar les solucions de qualsevol equacié de
segon grau al problema —presumiblement més senzill— de resoldre unes
equacions de segon grau concretes: les de la forma x?> + ¢ = 0.

2 | la formula en caracteristica dos?

Saber que podem resoldre l'equacié de segon grau —o, per ser més exactes, reduir qual-
sevol equacid de segon grau a una arrel quadrada— en tots els cossos menys els de
caracteristica dos ens hauria de despertar la curiositat per saber quina és la formula que
funciona en caracteristica dos. Vegem-la.

Es senzill de veure que no tindrem una férmula com la FFE?, de cap manera. Suposem
que la tinguéssim, que
x =f(a, b, )

fos una férmula que ens donés les solucions de l'equacié ax? + bx + ¢ = 0 i de manera
que f, per complicada que sigui, només utilitzi sumes, multiplicacions, divisions i arrels
quadrades. Apliquen ara aquesta férmula a l'equacié x? + x +1 = 0 sobre el cos de quatre
elements Fy = {0,1,a,1 + a}. Les solucions de l'equacié son, precisament, o i 1 + «.
Observem:

e Si la férmula fos correcta, tindriem f(1,1,1) € {a, 1 + «a}.
e Sobre el cos I, tot element té arrel quadrada.
e f només té sumes, multiplicacions, divisions i arrels quadrades, partint de (1,1, 1).

e En conclusid, a € [F,, que és una contradiccid.

)



El que ens diu aix0 és que en caracteristica dos, és impossible reduir totes les equacions
de grau dos a arrels quadrades i, per tant, l'linica cosa que podem esperar és trobar
una férmula que ens redueixi l'equacid de segon grau a les arrels quadrades i alguna
altra equacio de segon grau presumiblement més senzilla. Aixo és possible i la solucid és
aquesta:

X = , b=20
ax’?+bx+c=0 PR a
o = ferm(9)]. b#0c=0.
Ca b2 11’ o

Aquesta curiosa férmula requereix alguns comentaris:

e A l'arrel quadrada no hi hem posat el £ perque no té sentit en caracteristica dos.
D’altra banda, la bonica férmula (x + a)? = x?> + a®> —valida en caracteristica 2— ens
diu que larrel quadrada, si existeix, és Uunica.

e Hiapareix la funcié SR (u) que, per definicié, indica una solucié de l'equacié x>+ x = u.

e Es evident que si a és una solucié de x? + x = u, aleshores 1 + a és l'altra solucié.
Aixo explica el € = 0,1 de la férmula.

La demostracié d'aquesta formula en caracteristica dos és igual de senzilla que la de la
formula classica: N'hi ha prou amb fer el canvi de variable y = ax/b. En resum:

En caracteristica dos, sabem resoldre totes les equacions de segon grau si
sabem resoldre les de la forma x> + ¢ = 0 i les de la forma x?> + x + ¢ = 0.

3 Com calculem les arrels quadrades?

Hem vist que la FFE? ens redueix el problema de les equacions de segon grau al calcul
d'arrels quadrades i, en el cas de caracteristica dos, a calcular la funcié R (u) que sovint
s'anomena la Z-arrel. Per poder dir que tenim el problema de l'equacié de segon grau
completament resolt ens falta discutir st és possible calcular arrels quadrades i com ho
podriem fer. Aqut la situacio depen clarament de quin sigui el cos on treballem i ens
donarem per satisfets si sabem trobar arrels quadrades a Q, R, C, els cossos finits i els
cossos de nombres. Parlem per separat de cadascun d'aquests casos.

3.1 Els racionals i els reals

Calcular larrel quadrada d’'un nombre racional (o decidir que no en té) és essencialment
trivial. Calcular l'arrel quadrada d'un nombre real positiu voldra dir, és clar, tenir un
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algorisme prou eficient que ens doni una aproximacid decimal de larrel quadrada amb
tants decimals com vulguem. Alguns d'aquests algorismes es coneixen des dels temps
més remots (n'ht ha un que formava part del curriculum escolar quan jo estudiava). Sense
entrar en més detalls, podem considerar aquests casos com a plenament resolts.

3.2 Els complexos

El calcul de les arrels quadrades d'un nombre complex es redueix facilment al calcul
d'arrels quadrades reals, utilitzant aquesta formula senzilla de demostrar

14+2z

+—\  z £ -1
lzZl =1 = Vz = |1+ z| *

+ i, z=-1.

3.3 Els cossos finits

Quan parlem de resoldre equacions sobre un cos finit, hem de comencar fent aquesta
observacié important:

Des d'un punt de vista teoric, resoldre qualsevol equacio f(x) = 0 sobre un
cos finit k és una trivialitat: n’hi ha prou amb anar substituint x per cadascun
dels elements de k i veure en quins casos l'equacio es compleix. Si el nombre
d'elements de k és petit, aixo es pot fer trivialment. Pero els cossos finits que
tenen interés practic —per exemple, en criptografia— tenen molts elements.
De l'ordre de més de 10°°. Per tant, quan parlem de resolucié d'equacions
de segon grau en cossos finits estem parlant de trobar algorismes eficients
per trobar les solucions, algorismes que siguin prou rdapids per ser aplicats als
cossos que ens interessen.

Comencem pels cossos finits de caracteristica dos, és a dir, els cossos F,n per algun m > 0.
Curiosament, la resposta en aquest cas és trivial: en aquest cos tots els elements tenen
arrel quadrada —i en tenen només una. Els elements diferents de zero de Fo» formen un
grup multiplicatiu d'ordre 2™ — 1. Per tant, si d € Fu tindrem d*"~' =1 i

2
d=d*" = (dan)

i la unicitat ve de la formula de la poténcia del binomi en caracteristica dos que ja hem
esmentat abans. Podem donar el tema per resolt o, per ser més exactes, tenim el problema
reduit a trobar algorismes eficients per calcular poténcies grans d'elements de Fom.

Parlem ara dels cossos finits de caracteristica senar i, per simplicitat, reduim-nos al
cas dels cossos primers F,. Com hem observat abans, per trobar v/b sempre podriem anar
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elevant al quadrat cadascun dels elements del cos fins que en trobem un que doni b o
acabem els elements i vegem que b no té arrel quadrada al cos. Pero, si p és molt gran,
aixo és irrealitzable i ens hem de preguntar si hi ha algorismes eficients per trobar arrels
quadrades a F, (p # 2). Tot aix0 és objecte important d'estudi a la criptografia.

Determinar si un element té arrel quadrada. La resposta és senzilla i ja la va trobar
Euler el 1748. Ja sabem que tots els elements # 0 de F, sén zeros del polinomi xP~" — 1.
Aquest polinomi descompon com

(xP=IZ— ) (xR ),

Cada element diferent de zero té dues arrels quadrades. Aixo vol dir que a F, hi ha
exactament (p 4+ 1)/2 elements que sén quadrats i (p — 1)/2 elements que no sén quadrats.
Clarament, si a = b?, aleshores a»~"?2 = 1. Com que un polinomi no pot tenir més arrels
que el grau, deduim que si a és un quadrat, aleshores a?~"2 = —1. En conclusié, tenim
el criteri d'Euler per decidir si un element de F, és un quadrat o no:

pA ,
a? =1 & aésunquadratal,.

En resum, podem donar per resolt el problema de saber si un element de F, té arrel
quadrada.’ Quan sapiguem que en té, el problema —molt més dificil— és trobar-la.

Trobar larrel quadrada. Suposem que tenim a € F}, que ja sabem que té arrel quadrada:
a = b? per un cert b que no coneixem. Ja hem vist que a?~"2 = 1. Hi ha un cas trivial:

Sip =3 mod 4, les arrels quadrades de a sén b = £a®P*V*. Aixo és evident:
2
pt1
(J_ra 1 ) = b = b? = a.
Tema resolt.

Quan p =1 mod 4 la situacié és molt més complicada. Els dos algorismes classics sén
el de Cipolla del 1904 i el de Tonelli del 1891. Els dos tenen en comul que necessiten
disposar d'un element de F, que no sigui un quadrat. Com que exactament la meitat
dels elements de F, son quadrats i l'altra meitat s6n no-quadrats, es procedeix escollint
elements a l'atzar fins que en trobem un que no sigui quadrat. Es diu que sén algorismes
probabilistics perd aixo és una mica imprecis perque l'arrel quadrada que es troba és 100%
seqgura.

9Tanmateix, recordem que el problema és sempre la computabilitat efectiva i, per tant, cada vegada
que trobem un métode per resoldre el problema hauriem d'estudiar la seva complexitat computacional. No
entrarem en aquest tema, pero en aquest cas concret, elevar a a aquesta poténcia necessita un temps que és
polinomic en log(p). Hi ha un métode molt més rapid que es basa en la famosa llei de reciprocitat quadratica
demostrada per Gauss a les seves Disquisitiones Arithmeticae del 1801. Es l'algorisme d'Eisenstein del 1844
que requereix poc menys que l'algorisme d'Euclides de la divisié entera.



Calcular una 2-arrel. Recordem que, en el cas de caracteristica 2 haviem reduit l'equacid
de segon grau al calcul de lU'arrel quadrada (que ja hem resolt) i al calcul de S3(b) que és,
per definicié, una solucié de x> + x = b —anomenada una 2-arrel de b. Ens limitarem a
donar una idea de la solucio.

Considerem la funcié f : Fon — Fyn definida f(x) := x? + x. Observem:

Fym és un Fy-espai vectorial de dimensié m.

f: Fzm - Fzm és Fz—llneal.

e Per tant, trobar f='(b) és un problema d'dlgebra lineal en un F,-espai vectorial de
dimensié m i, encara que m sigui gran, és molt més petit que 2".

e Per resoldre aquest problema lineal necessitem una base de Fon.

En conclusid: necessitem métodes eficients de trobar F,-bases de Fyn i, a continuacid,
resoldre un sistema lineal.

3.4 Els cossos de nombres

Plantegem-nos com podem trobar una arrel quadrada en un cos de nombres i quin interes
pot tenir fer-ho. Sobre aquestes preguntes només podem dir que la possibilitat de fer
calculs algebraics en cossos de nombres és un camp de recerca molt important que, en
particular, té aplicacions a la criptografia i també, com veurem, a la geometria de les
construccions amb regle i compas.

Per tenir un exemple al cap, imaginem-nos que volem resoldre aixo:

z* = — 104346 \/—2\/—4583 —1 \/\/—4583 — 2\/—2\/—4583 —1-3

— 136710 vV—4583 \/\/—4583 — 2\/—2\/—4583 -1-3

+ 91630 v —4583 \/—2\/ —4583 — 1 — 155682 \/—2\/ —4583 — 1
+ 7903 vV —4583 — 275363067

D’entrada, diguem que no estem parlant de calcular el valor aproximat del terme de la
dreta i treure’'n l'arrel quadrada aproximada —cosa que tampoc no esta gens clar com
podriem fer si tenim en compte que d'arrels quadrades n’hi ha dues. Estem parlant de
trobar el valor exacte de z com a element d'un determinat cos de nombres implicit en
l'enunciat.
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Si ens hi fixem, en l'expressié anterior apareixen fins a tres arrels quadrades diferents:

a =V —4583
b= \/—2\/—4583 —1=vV-2a-1

c:\/\/—4583—2\/—2\/—4583—1 —3=va—-2b-3

i, per tant, l'ambit on treballem és el cos de nombres Q(a, b, ¢) i la solucié la busquem,
doncs, en aquest mateix cos de nombres. Segon els teorema de l'element primitiu podem
escriure Q(a, b, c) = Q(6) per un cert 8 (no Unic) perfectament computable. En el nostre
exemple, sagemath ens déna que podem prendre 8 com una arrel de x® + 12x°% 4 9228x* —
91504x2 4+ 20903232 i aixo6 ens pot reduir el problema de trobar z a resoldre un sistema
d’equacions quadratiques sobre Q. Tanmateix, els algorismes que utilitza sagemath per
trobar z sén extraordinariament eficients i gairebé instantaniament ens ddna

z== —279\/\/ —4583 — 2\/—2\/ —4583 -1 -3+ 187\/—2\/ —4583 — 1 + 245V —4583

Relacionem tot aix0 amb les construccions amb regle i compas. Per fer-ho, llegim la
primera frase de La Geometrie de Descartes:

«Tous les Problesmes de Geometrie se peuuent facilement reduire a tels termes,
qu'il n‘est besoin par aprés que de connoistre la longeur de quelques lignes
droites, pour les construire.»

Aquesta frase —que, segons Descartes, redueix la geometria a l'aritmética— ha tingut
una importancia historica immensa, transcendental. Tanmateix, si la llegim avui amb ull
critic és possible que la trobem poc acurada. Efectivament, les coordenades cartesianes
redueixen la geometria a fer calculs «aritmetics» amb coordenades i equacions.... sempre
que aquests calculs els puguem fer de manera exacta (i Descartes no podia!).

Per exemple, suposem que una certa construccié geometrica amb regle i compas ens
produeix un triangle i volem demostrar que és isoscelles. Segon Descartes, n'hi hau-
ria prou amb calcular les longituds del seus costats. Suposem que ho fem i veiem que

els dos costats que semblen iguals tenen longituds /5 + V22 +2v5 i V114 2V29 +

\/1 6 —2v29 + 2+/55 — 10V 29 respectivament. Aleshores, per demostrar el teorema a la
manera de Descartes hauriem de demostrar aquesta increible identitat:

Va1 25 =11+ 2v30 416 - 2 4 /55— 10v s

Resulta que aquesta igualtat és certa,'® perd Descartes no tenia les eines de teoria de

La identitat va ser descoberta per Daniel Shanks (Incredible identities, Fibon. Quart. 12 (1974), 271,
280). Vegeu també l'exercici 4.10.7 de A Course in Computational Algebraic Number Theory de Henri Cohen.
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cossos que calen per demostrar-la i, com que és certa, qualsevol calcul amb decimals sera
inatil per demostrar que és certa.

Un altre exemple —en un sentit contrari— podria ser aquest. L'heptagon regular no
es pot construir amb regle i compas (Gauss 1800, Wantzel 1837) perqué la longitud ¢ del
costat d'aquest heptagon és un nombre algebraic que no es pot expressar utilitzant només
sumes, restes, multiplicacions, divisions i arrels quadrades de quantitat positives. ¢ és
una arrel del polinomi x® — 7x* + 14x?> — 7 i té un valor aproximat de 0.86776747823. En
canvi, el nombre real"

. \/18—\/3\/m—153
¢ = 3
es pot dibuixar facilment amb regle i compas i té un valor aproximat de 0.86776747821.
Si fem un dibuix amb regle i compas d’'un heptagon de costat ¢’ sobre una circumferéncia
de radi un metre, U'error que cometrem sera d'uns 21 picometres, més o menys el radi d'un
atom d'hidrogen. A la figura 2 hi trobem aquesta construccié'? feta amb GeoGebra i podem
observar que GeoGebra considera 'heptagon com a regular, de manera que podem inferir
que GeoGebra no utilitza calculs exactes sobre cossos de nombres."

"Vegeu Dietmar Pfeifer, On an Elementary Approximate Construction of The Regular Heptagon With
Ruler And Compass, Fund. J. Math. Math. Sci. 10 (2024), 87-93,

12La construccié es fa d'aquesta manera: el segment EB té una longitud de 79 unitats; AB és perpendicular
a EB i |AB| = 38; AH és perpendicular a AE i |AH| = 31; |HK| = 105; |[KN| = 54; OP passa per E i és
perpendicular a EH; KQ és la bisectriu de NKO; la circumferéncia circumscrita té centre a K i radi r = 54.
Fent una mica de trigonometria es dedueix que |0Q| = |QN| = r¢'.

3Vaig preguntar els desenvolupadors de euclidea.xyz si utilitzaven algorismes exactes i em van contestar
que treballaven amb aproximacions pero van afegir-hi «we also implemented a lot of countermeasures against
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Figura 2: Construccié (Pfeifer) amb regle i compas a GeoGebra
d'un heptagon regular amb un error < 107'%. Les circumferéncies
blaves «demostren» que l'heptagon és reqular.

En resum: per fer realitat el somni de Descartes ens cal poder calcular arrels quadrades
en cosos de nombres.

II. L'EQUACIO DE TERCER GRAU

Comencem dient que si treballem en el cos dels reals i ens interessen les solucions d’'una
equacio de grau no excessivament gran, calculades amb un nombre de decimals més que
suficient per a qualsevol aplicacié técnica, tot el que direm a continuacié és superflu:
qualsevol programa com sagemath ens resol el problema en fraccions de segon.'* Per

cheating». En resum, malgrat que GeoGebra i Euclidea sén molt utils per estudiar geometria, no podem
considerar els seus dibuixos com si fossin teoremes.

"Hem justificat la importancia de la resolucié d’equacions polindomiques en el calcul dels valors propis
dels sistemes lineals. Curiosament, aquesta afirmacid no és gens encertada perqué —ves quina paradoxa!—
la manera més efectiva de calcular (numéricament) els zeros d'un polinomi —i la manera com ho fan realment
els ordinadors— consisteix en prendre una matriu que tingui per polinomi caracteristic el polinomi del que
volem trobar les arrels i, aleshores, calcular els valors propis d'aquesta matriu. No podem entrar a fons en
la teoria dels métodes numérics que hi ha al darrere de l'afirmacié anterior (tot aix0 esta tractat a fons en
el capitol 13 del llibre Matrices de Denis Serre).
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exemple:

x = polygen(RR)

(x73-3*x+1) .roots ()

[(-1.87938524157182, 1), (0.347296355333861, 1), (1.53208888623796, 1)]

(x"5 - 1.34495506833944*x"4 + 0.659756735077032*%x"3 - 0.143302837199138*x"2 +\
0.0129552063084713*x - 0.000306554042370339) .roots ()

[(0.0354612649646488, 1), (0.194742530979593, 1), (0.231467267093585, 1) ,\
(0.384475149203858, 1), (0.498808856097755, 1)]

V V V V V V V

Si encara seqguiu llegint és que us interessa alguna cosa més que les solucions aproximades
que basten per a les aplicacions técniques. Potser voldrieu solucions exactes, com en el
cas de l'equacié de segon grau. En aquest cas, us diré que les solucions exactes de
x> —3x + 1 en el cos dels nombres reals sén:

27T 87 147
x1:2005(i), xz=2cos(§), X3=2COS( /l).

9 9
Per comprovar-ho, observem que si 6 és qualsevol dels tres angles anteriors, aleshores
30 = 27/3 i cos(360) = —1/2 i si apliquem la féormula del cosinus de l'angle triple

cos 360 = 4cos®> 6 — 3 cos 6

observem que, efectivament, xq, x2, x3 sén tres solucions diferents de l'equacié de tercer
grau inicial i sén, per tant, totes les solucions de l'equacid, expressades d'una manera
exacta perd ni algebraica ni per radicals. Es aixd el que volem? Potser si. Haviem
demanat solucions exactes i aquestes ho son, encara que, potser hauriem preferit utilitzar,
en lloc de la funcié cosinus, les funcions arrel quadrada o arrel cubica?

4 Resolucio de la cluibica per radicals

Suposem que el cos base és R i volem trobar una férmula per a les solucions de l'equacié
generica de tercer grau
ax> +bx> +cx+d=0, a+0.

D’entrada, podem dividir per a i generalitzar el truc de «completar el quadrat» a un truc
igualment senzill de «completar el cub». Aixo en el cas de l'equacié de segon grau ja ens
donava la FFE?, pero ara simplement ens reduira el problema a resoldre aquesta equacio:

x>+ px+q =0.

La historia del descobriment al segle XVI de la soluciéd de la cubica per radicals és
apassionant perd no la podem incloure en aquest text.”” El que si que és important que

SAls meus estudiants els recomanava, dins de les lectures del curs, aquest video del famés canal de
Youtube Veritasium: https://www.youtube.com/watch?v=cUzklzVXJwo.
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fem aqui és, com a minim, sembrar el dubte sobre si és assenyat esperar que totes les
equacions es puguin resoldre per radicals. Plantegem la situacié d'aquesta manera:

e Hi ha dos tipus de nombres reals irracionals: els que son solucié d'alguna equacié
polinomica i els que no sén solucié de cap equacié polinomica. Els primers s'anome-
nen nombres algebraics, els segons s'anomenen nombres transcendents. Entre els
nombres algebraics podem fer esment de

1 21
\/z, Q= +T\/§ (la raé auria), cos (%)

Entre els transcendents podem esmentar

e, m, €, cos(1),...
Designem per A C R el subconjunt dels nombres algebraics, que es pot demostrar
que formen un cos.

e També podem considerar tots els nombres reals que es poden expressar a partir dels
nombres racionals amb les operacions de suma, resta, multiplicacid, divisié i arrel
n-esima (de nombres positius), per tot n. Designem R el conjunt de tots aquests
nombres. Es pot demostrar que tots aquests nombres sén algebraics i, evidentment,
formen un cos. Tenim

RCACR

i no tenim cap motiu per pensar que R = A. En canvi, si totes les equacions
polinomiques es poguessin resoldre per radicals, aixo implicaria R = A.

El problema de decidir si totes les equacions polinomiques es poden resoldre per radicals
o no va ser un problema molt important que va restar obert durant molts anys. La resposta
a aquest problema es va veure que era negativa. En particular, R # A i un exemple de
nombre algebraic que no es pot expressar per radicals és, precisament, cos(277/9). O potser
st que es pot? Ho estudiem a continuacié.

Tres matematics italians del segle XVI —Scipione del Ferro, Niccolo Tartaglia, Gero-
lamo Cardano— van trobar un métode per resoldre per radicals l'equacié de tercer grau
(sobre el cos dels nombres reals). Amb la notacié actual i, sobre tot, amb la utilitzacié dels
nombres negatius, la solucié d'aquests matematics és relativament senzilla d'explicar: ve
donada per la famosa Fdérmula de Cardano:

B B AU K - B N K o
x_\/2+ 4+27+\/2 5 T

Observem que aquesta formula ens dona un Unic valor —els altres dos s'obtindrien uti-
litzant aquesta arrel per factoritzar el polinomi de tercer grau i, a continuacié, resoldre
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una equacié de segon grau. Com justifiquem aquesta férmula? Calia ser un geni per
descobrir-la, pero no cal ser un geni per comprovar-la: n'hi ha prou amb fer uns petits
calculs rutinaris. Tenim, doncs, una FFE3 que ens demostra que (sempre sobre els reals)
les equacions de tercer grau es poden resoldre per radicals.'® Posem-la a la practica en
un parell d'exemples.

e x3+x—2=0. Comencem ambh un exemple senzill, per agafar practica. Sabeu quines
son les solucions? Es mot senzill

P 4x—2=(x—-1)(x*+x+2).

Tenim una Unica solucidé que és x = 1 i la formula de Cardano ens 'hauria de trobar.

Provem-ho:
3 128 3 /28 3 2 3 2

Per tant, com que ja sabem que l'tinica solucié de l'equacié és x = 1, necessariament
s'ha de complir aquesta curiosa —i, a primera vista, una mica increible— identitat:

2 2
\3/1+§\/§+31—§\/§=1.

Aquests tipus d'identitats amb radicals poden ser molt dificils de demostrar."” Us
atreviu amb aquesta? La solucié és «adonar-se» que

3
1 V21 2
-+ —| =1+-Vv21.

2 6 9
La conclusio de tot aixo seria que de la formula de Cardano —a diferéncia de la
formula de l'equacié de segon grau— val més oblidar-se'n.

e x> —3x +1. Aquesta equacid ja ha sortit abans i, de fet, ha anat sortint al llarg
d’'aquest text. Es una equacid historicament significativa i ja és hora que expliquem
per qué. Recordem que les solucions d'aquesta equacidé sén, exactament:

27 87 147
x1:2cos(§), xz:2cos(§), x3:2cos( 9”).

150Observem que si volem treballar amb altres cossos, aquesta férmula encara és més sospitosa que la FFE?.
D’entrada, els denominadors que hi apareixen ens diuen que hem de descartar els cossos de caracteristica
2 i 3, pero encara hi ha un altre detall molt important: hi apareixen arrels cibiques i, en un cos general,
d’arrels clbiques n'hi poden haver fins a tres i, per tant, la férmula de Cardano ens donaria nou solucions
possibles, mentre que l'equacié original només en pot tenir, com a maxim, tres. Aixo és molt curids perque
fa un moment hem comprovat que els valors de la formula de Cardano sén solucions de l'equacid. Tenim,
doncs, una contradiccid i, inevitablement, en la comprovacié de la férmula de Cardano devem haver aplicat
alguna propietat que només és valida als nombres reals. Descobrir on hem aplicat aquesta propietat seria
molt interessant, perd ara no tenim temps de fer-ho.

7Qui era un mestre en intuir identitats complicades amb radicals era el famés Ramanujan. En els seus
quaderns n'hi havia algunes de ben inversemblants, que han tingut interessats els experts durant anys.
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Observem que 27/9 és un angle de 40 graus. Si poguéssim trisecar l'angle amb
regle i compas, com que és trivial construir amb regle i compas un triangle equilater,
podriem construir amb regle i compas un angle de 40 graus i, per tant, un segment de
longitud xy. Pero ja hem dit que amb regle i compas només podem construir segments
de longituds que siguin nombres enters combinats amb operacions de sumes, restes,
multiplicacions divisions i arrels quadrades. En conclusio:

Si x1 no es pot expressar amb sumes, restes, multiplicacions, divisions i
arrels quadrades, aleshores l'angle no es pot trisecar, en general.

La férmula de Cardano ens ha d'expressar x; a partir de radicals ... pero surten arrels
ciibiques. Per tant, no ens serveixen per dibuixar un angle de 40 graus. De fet, es
pot demostrar que la triseccio de l'angle amb regle i compas és impossible, veient
que és impossible expressar x; només amb arrels quadrades. Pero aquest fet no el
podrem demostrar avui.

Apliquem, doncs, la férmula de Cardano a x> — 3x + 1. Obtenim que la solucid és...

s[—1+ V=3 \3/—1 —Vv-3
X = #‘F

2

Aixo és absurd! A lequacié de segon grau, quan obteniem valors impossibles —
arrels quadrades de nombres negatius— volia dir que l'equacid no tenia solucio,
pero ara sabem segur que aquesta equacié té solucié. En té tres i sabem els seus
valors numérics. Qué esta passant? La féormula de Cardano esta malament?!? Ens
estem equivocant en algun lloc?!? Pero abans hem comprovat que la férmula de
Cardano déna realment solucions de l'equacié! Potser l'hi hauriem de preguntar al
Cardano directament?!?

Aquesta situacid —coneguda com el casus irreducibilis— va confondre profundament el
mateix Cardano i altres matematics de l'eépoca. De fet, si coneixem la teoria dels nombres
complexos, aquesta situacio aparentment paradoxal queda immediatament resolta:

e La formula de Cardano és correcta i ens dona una solucié expressada amb radicals,
en els nombres complexos.

e El valor x que déna la formula de Cardano és suma de dos nombres complexos
no reals, perdo x és real perque els dos nombres complexos sén conjugats. De fet,
x ~ 1.532 i coincideix amb la solucié 2 cos(2:71/9) que haviem trobat abans.'®

e Tota aquesta situacio posa de manifest que l'ambit naturals per estudiar les solucions
d’'una equacio polinomica és el dels nombres complexos, encara que només ens
interessin les arrels reals.

18Aqui estem obviant el fet que, quan treballem sobre els complexos, els nombres diferents de zero tenen
tres arrels cubiques diferents i, aleshores, la férmula de Cardano no ens déna una solucié de l'equacio, siné
que ens les doéna totes tres (no pas nou, perqué no totes les combinacions d'arrels cuibiques sén valides).
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e Efectivament, la féormula de Cardano ens demostra que totes les clibiques es poden
resoldre per radicals sobre els nombres complexos.

e L'exemple que acabem d'estudiar suggereix que, en canvi, no totes les cubiques es
poden resoldre per radicals si exigim de romandre sempre dins dels nombres reals. Es
pot demostrar que és impossible expressar les solucions de l'equacié x> —3x +1 =
0 utilitzant només nombres reals, arrels cubiques i arrels quadrades de nombres
positius.

Es a dir: Cardano i els altres matematics de l'época que van estudiar l'equacié de
tercer grau tenien al seu davant els nombres complexos, havien arribat a una situacié
absurda que només el nombres complexos podien dilucidar ... pero no van ser capacos de
concebre els nombres complexos en la seva plenitud.”

Tanmateix, hem d'admirar Cardano perqué, en la seva obra monumental Ars Magna del
1545 hi trobem, a banda de la resolucié de les cubiques i les quartiques —que atribueix
inequivocament a Scipione del Ferro i Niccolo Tartaglia:

e El concepte d'arrel multiple d'un polinomi.

e La utilitzacidé sistematica dels nombres negatius. Malgrat aixo, el fet que Cardano,
en lloc d'estudiar l'inica equacié de tercer grau x> + px + g = 0 n'estudii tretze (i
vint per a l'equacidé de quart grau), mostra que admetia els nombres negatius, pero
no s'hi sentia prou comode.

e L'acceptacié de les arrels quadrades de nombres negatius i la possibilitat de fer
operacions aritmétiques amb quantitats que les incloguin. Aquest fet historicament
transcendental apareix al capitol XXXVII de l'Ars Magna on diu, textualment, «Se-
cundum genus positionis falsce, est per radicem m» —que T. R. Witmer tradueix per
The second species of negative assumption involves the square root of a negative— i
a continuacid planteja un exercici que ens duria a una equacié de segon grau amb so-
lucions 5#++/—15 i demostra que sén solucions veient que (54+v—15)(5—v—15) = 40.
Malgrat tot, al final de lexercici fa el comentari «Arithmetica subtilitas, cuius hoc
extremum vt dixi, adeo est subtile, vt sit inutiley, que T. R. Witmer tradueix So pro-
gresses arithmetic subtlety the end of which, as is said, is as refined as it is useless.

AL llarg de la historia de la ciéncia hi ha hagut molts casos com aquest. Un exemple molt interessant
—que té una certa semblanca amb el de l'equacid de tercer grau i els nombres complexos— és el de la
teoria de la relativitat: al 1887 l'experiment de Michelson-Morley va crear un problema teoric immens a la
fisica, i des d’aquell mateix moment diversos fisics (com Lorentz) i matematics (com U'eminent Poincaré) van
trobar les formules que podien resoldre el problema; tenien —com Cardano amb els complexos i l'equacid
de tercer grau— la teoria de la relativitat al davant dels seus ulls, pero va caldre esperar U'espurna de geni
d'Einstein perqué es fes la llum. [Aixo és una sobre-simplificacié: quan ja estaven redactades aquestes notes
vaig llegir el recent llibre de Jean-Marc Ginoux «Poincaré, Einstein and the Discovery of Special Relativity»
(Springer 2024) que, presumiblement, dilucida completament aquesta etapa de la historia de la ciéncia.]
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Figura 3: Cardano, Ars Magna, cap. XXXVII

| que fa Cardano en el casus irreducibilis? Doncs hi passa d'esquitllentes: cap ni una de
les cubiques que resol (excepte les que tenen solucions enteres) déna un terme negatiu
dins de l'arrel quadrada. Si ens limitem a les cubiques reduides (sense terme quadratic)
aquestes son les 40 equacions que resol Cardano en cadascun dels capitols com a exemples
de les seves regles de resolucié:

XI.
XIl.
X1l
XV.
XVII.
XVIII.
XIX.
XX.
XXI.
XXII.
XXV.

x3 4+ 6x =20, x>+ 3x =10, x> + 6x = 2.

x> = 6x + 40, x> = 6x + 6.

x3=10x+12, x>+ 12 = 10x, x> + 3 = 8x, x> = 8x + 3, x> + 60 = 46x.

x3 =84 +12x, x> +9 =12x.

x3 4+ 6x =178, x> = 21x + 380, x> + 9 = 10x.

P +3x=4,x>+4=06x, x>=22x+36, x> +8x =9, x> =3x + 2.

35 4+ x3 = 32x.
x3 = 84x + 889.
x3 + 64 = 36x, x> = 36x + 55.

x3+8=8x,8x+7=x

x3 =20x4+32, x34+24 = 32x, x> = 10x+24, x> = 19x+30, x> = 7x+90, x> = 16x+21,
X3 =4x+15, x> =14x+8, x> +12 = 34x, 16x = x>+ 21, 19x = x> + 18, 18x = x°> + §,

15x = x> + 18, x> + 48 = 25x.
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Les de color vermell sén les que no tenen cap arrel racional i sén, per tant, les Uniques
en les que la féormula de Cardano és realment necessaria. N'hi ha set. Les de color blau
son les que tenen discriminant positiu i, per tant, la formula de Cardano involucra arrels de
nombres negatius. Per entendre millor els prejudicis i les limitacions de Cardano, estudiem
com resol, en el capitol XXV, l'equacié x> = 20x + 32. De fet, déna una regla particular
—que vol dir que potser no és util en tots els casos— per resoldre equacions de la forma
x> = px+q (amb p,q > 0, és clar).

En primer lloc observem que x = —2 és una solucid evident de l'equacié i, per tant,
podem escriure
x? —20x — 32 = (x + 2)(x* — 2x — 16)

amb la qual cosa les arrels sén =2 i 1£v17. Observem també que, si apliquem directament
la férmula de Cardano a l'equacio, apareixen arrels quadrades de nombres negatius i no
anem enlloc.

Que és el que fa Cardano? En primer lloc, podem estar sequrs que Cardano veu que
—2 és una arrel pero, com que es tracta d'un nombre negatiu, considera que no és una
arrel valida i en vol trobar una de positiva. El que proposa, quan es tracta d’'equacions de
la forma x> = px + g és de buscar —a ull, s'entén— una solucié del sistema p = a + b,
g = av/b. Un cop trobats valors de a i b que compleixin el sistema, Cardano diu que la

solucid de l'equacid inicial és
vh + + b
X=——+\/a+ —.
2 4

Per a nosaltres, l'explicacid de la validesa d'aquesta regla és senzilla: el sistema que
proposa Cardano que resolguem a ull és equivalent a trobar un ¢ = v/b que compleixi
—y>+ py—q = 0. Es a dir, és equivalent a trobar una arrel —c de lequacié inicial. Si ara
dividim x*> — px — g per x + ¢ tindrem l'equacié de segon grau que compleixen les altres
dues arrels i la regla de Cardano es redueix a la férmula de les equacions de segon grau.

En resum, a Cardano li faltava, d'una banda, tenir més confianca en la validesa dels
nombres negatius i, de l'altra, conéixer la relacid entre les arrels d'un polinomi i la descom-
posicio en factors (és a dir, Vieta). Malgrat tot, el contingut monumental de l'Ars Magna
fa pensar que Cardano st que coneixia tot aixo pero, per alguna mena de prejudici, no ho
va voler escriure sobre el paper.?°

Quan l'autor d'aquest petit treball de caire docent va explicar aquests temes als seus
alumnes de primer curs del grau de matematiques, vam acabar la classe fent un viatge
en el temps i parlant amb Cardano a veure si li podem donar la petita empenta que li
faltava per poder entendre qué passa amb els negatius i, sobretot, amb els «secundum
genus positionis falscey, és a dir, amb les arrels quadrades dels negatius. La discussié va
ser tan interessant com, probablement, inttil i, inevitablement, va anar a parar a qtiesti-
ons filosofiques, principalment qué significa que un objecte matematic existeix. Cardano,

2 Aquesta situacié fa pensar en lobra d’Arquimedes de la que hem parlat a la pagina 4.
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potser per influéncia de Platé —que va dir «la geometria tracta d’allo que sempre és»y—
acceptava l'existencia del que es pot representar geométricament, i només del que es pot
representar geometricament. Nosaltres li vam replicar que l'arrel quadrada de —1 s que
tenia una representacié geometrica —un gir de noranta graus que, fet dues vegades (=
elevat al quadrat) es —1 (= —/)— perod per aquest cami no ens vam entendre: la distan-
cia que ens separava era massa gran. Aleshores, vam argumentar en la linia de dir que
La lliada bé que créiem que existia, perd comparar la Iliada amb v/—1 tampoc no el va
convencer gens. Finalment, li vam dir que «en matematiques, existeix tot allo que no és
contradictoriy, Cardano es va escandalitzar profundament i va acusar els matematics del
futur —nosaltres— de «pensar-nos que som Déuy. Li vam replicar «una mica si que ho
som» i vam retornar al nostre temps. Abans de marxar, un dels estudiants va voler fer-se
una selfie amb Cardano:
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