DE RIEMANN FINS ALS NOSTRES DIES
per

A. Reventds

8§1. Introduccid.

De les anteriors conferé&ncies es desprén que podem fer
dos tipus de Geometria: L'Euclidiana (amb el 5& postulat) i la
Hiperbdlica (amb la negacib del 5& postulat) i que ambdues geo-

metries sén igualment consistents.

També s'ha comentat, com resposta a una pregunta d'Enric
Nart, que el 5€ postulat es pot negar dient: "Per un punt exte-
rior a una recta, no passa cap recta paral-lela a la recta dona
da". Ara bé&, aquesta negacid porta rdpidament a contradiccid
amb els altres postulats d'Euclides i per aixd en un principi

no es va considerar.

No obstant, es pot evitar aguesta contradiccid modifi-
cant lleugerament el 1€T i 20N postulats d'Euclides. Concreta-
ment, en lloc de dir "Per dos punts passa una recta" hauriem de

dir "Per dos punts passa al menys una recta" i en lloc de dir
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"Les rectes s6n infinites" hauriem de dir "Les rectes sbén no

acotades".

D'aquesta manera s'obté una tercera Geometria: La El-1ip
tica, que &s tamb& consistent doncs admet com a model 1l'esfe-
ra 82 (o millor encara, el projectiu P2). Les rectes sén els

cercles maxims.

En aquesta conferé&ncia introduirem una infinitat de no-
ves Geometries i les anteriors apareixeran com cassos particu-

lars d'aquestes.
Abans, perd, deixeu-me expressar el meu agraiment a to-

tes les persones gue m'han ajudat a preparar aquesta conferén-

cia, molt especialment a J. Aguadé&, M. Nicolau i J. Girbau.
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§2. KARL FRIEDRICH GAUSS

2.1. Sigui v (t) wuna corba sobre l'esfera Sz. Si con-

siderem la parametritzacid usual de Sz‘

X = cos 6 cos p
y = cos 8 sin ¢

z = sin @

podem escriure 1y (t) = (cosf@(t)cosy(t), cosf(t) sineg(t),sinb(t)) =

= (x(t), yt) z(v)).

La longitud de vy entre v(a) i (t) ve donada pér

sor = [ {85 (&) (@) -

(utilitzo la mateixa t com variable d'integraccid i com para-

metre). Aquesta fdrmula apareix ja en 1l'apartat 14 del treball

de Gauss "Disquisitiones generales circa superficies curvas"

l'any 1827.

Simplement substituint x(t), y(t), z(t) pel seu valor

obtenim.

127



t 2 24y1/2
_ a8 24 (4o}
s(t) = J {[ ] + cos” 0 [dt} f at
Derivant aquesta expressid obtenim

2 2 2
ds _ fde 2 de
(8] - (&) + eo (3]

gue en notacid cldssica s'escriu

d52 = d02 + 00520 dwz

i es diu "element d'arc", "primera forma fonamental" o "m&tri-

ca"

Clarament, si en lloc de 82, considerem una superficie
parametritzada arbitradria x = x{(u,v), vy =y (u,v), z = z(u,v)
i considerem una corba ¢ (t) de la forma vy (t) =

= (x(t),y(t),z(t)) = (x(u(t),v(t)), v (u(t),v(t)), z(u(t),v(L)).

obtindrem un element d'arc gque tindrd per expressid

2 2

ds? = E du® + 2F dudv + Gadv

on E,F,G (notacidé que prové de Gauss) son funcions sobre la

superficie.

Aixi doncs sempre que sobre una superficie coneguem
l'element d'arc podrem calcular, per integracid, longituds de

corbes sobre aquesta superficie. En particular aquesta longitud

128



depén només de les funcions E,F,G i pot per tant &sser calcu-
lada per un ésser 2-dimensional que coneixi E,F i G en cada

punt encara que no pugui sortir de la superficie.

Aquest fet és essencial i veurem que conte, en germen,

la teoria de varietats de Riemann.

2.2 Si podem calcular longituds de corbes, podem parlar
de GEODESIQUES: Les linies més curtes entre dos punts. Sobre

triangles geodésics (triangles tals que els seus costats sén

geodésiques) GAUSS estableix el seglient essencial resultat:

(1) J K=a +8 +v -7 (= - excés)
T

on T &s el triangle geod&sic d'angles «,8,y i K &s la

curvatura de GAUSS.

Recordem breument que si p &s un punt d'una superficie

S es defineix la curvatura de A a p com

_ . drea v (R)
K.(p) - Rl—l}no drea R

on R &s una regi6 que conté p i v &s l'aplicacid de GAUSS.

(a cada punt la seva normal unitdria).
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El teorema Egregi de

Gauss diu que aquesta K no de-

g pén de la normal, en el sentit
de que &s calculable a partir de
les relacions métriques de la su
perficie, &s a dir a partir de
l'element d'arc. Per tant pot
ésser calculada per un habitant
de la superficie que sdpiga mesu

rar distancias.

La fdrmula (1) és més tard generalitzada per Bonnet
(1848) a triangles no necesdriament geodésics i posteriorment

a tota la superficie obtinguent
(2) [ x=2n (o)
S

on X(s) =c¢c + v - a é&s la caracteristica d'Buler de S.

Aguesta fdrmula (2) diu que el tor no pot tenir curvatu
ra positiva (o negativa) a tot arreu (X (tor) = 0) i en canvi

podria tenir curvatura zero a tot arreu.

També diu que el doble tor no pot tenir curvatura zero
a tot arreu (X (doble tor) = -2) i en canvi podria tenir curva

tura negativa a tot arreu.

Ara veurem que hi ha tors amb curvatura zero a tot arreu
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i més endavant veurem que hi han dobles-tors amb curvatura -cons

tant negativa a tot arreu.

Per entendre bé aix6 tinguem en compte dos punts.

(i) Les superficies no estan forgosament ficades dins

IR”. Pensem amb la botella de Klein per exemple.

(ii) La curvatura K &s un concepte intrinsec de la super

ficie. Es a dir, depén només de l'element d'arc.

2.3. Ara ja estem en condicions de construir un "tor pla".
2 ny o s34 . .
Posem-nos a IR amb la métrica Euclidiana i considerem el qua

drat [0,1] x [0,1] amb les identificacions usuals del tor.

Fixem-nos que un habitant d'aquesta superficie sempre
estd en un entorn pla. £s a dir, t& un entorn que &s un disc de
:mz amb la métrica Euclidiana. A la figura es mostren les tres
posibilitats (disc sencer, dues mitats de disc, quatre quartes

parts de disc) que sbén totes idé&nticament

iguals per a l'hipoté&tic habitant de la superficie que es passe

131



ja pel quadrat identificat, tot mesurant distdncies.

Des del punt de vista topoldgic obtindriem tamb& un tor

fent les identificacions a la seguent figura

Perd llavors, l'habitant d'aguesta superficie podria do-

nar una petita volta al voltant del punt A sense recdrrer 360Q.

Podria doncs saber que no estd a IRZ fent tan sols un
experiment local. En canvi, l'habitant del quadrat [0,1] x[0,1]
no pot, per procediments locals, saber si estd a 1R2 O en un
quadrat identificat, doncs ja hem dit que si un cop situat en

un punt, mira al voltant seu, veu sempre un disc Euclidia.

D'aqui es dedueix que aquest quadrat, amb les identifica-
cions considerades, hereta la métrica Euclidiana de 1R2 i te-
nim doncs un tor amb una métrica de curvatura zero. En direm

tor pla.

En un llenguatje més precis la situacid é&s la segiient:



El grup fonamental del tor, Z ® Z, actua per traslacions sobre
IRZ (recobriment universal del tor) i el tor &s justament el

quocient 1R2/Z o 7.

Els raonaments anteriors al que diuen &s que la métrica

Euclidiana de IR2, degut a que és constant sobre les fibres de

la projecciS canénica T ZIRZ-——-—-> IRZ/Z ® Z, indueix una mé-
trica en el quocient. Aquest fet estd relacionat amb la posibi-
litat de pavimentar ®r? per quadrats (imatges de [0,1] x [0,1]

per l'accib de Z o Z).

El fet de que el doble tor s'obtingui d'un octdgon amb
certes identificacions en els costats i el fet de que JR2 no
es pot pavimentar per octogons regulars, fa que no poguem repe

tir sobre el doble tor el mateix procés que sobre el tor.

No obstant, veurem mis endavant com actia el grup fona-

mental del doble tor (grup amb quatre generadors A,B,C,D i

una relacié aBcDA 1p ic ip~l

2

= E) sobre el seu recobridor uni

versal, que torna a ser IR

A partir d'aqui podrem construir una métrica sobre el

doble tor amb corvatura constant negativa a tot arreu.
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§3. GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN

3.1. El 10 de juny de 1854 a la Universitat de G&ttin-
gen hi ha una "lectura inaugural". Es titula "Sobre les hipslte
si que estan a la base de la Geometria" i el seu autor és B.

Riemann.

Recordem breument gque Riemann llegeix la tesi el 1851,
sobre funcions d'una variable complexa, i1 que per aspirar a ser
"privat docent" (professor qgue cobraba directament dels alum-
nes) habia presentat un treball sobre la representabilitat de
funcions per series trigonométrigues. Perd també havia de fer
una 11li¢d inaugural, el tema de la gqual, l'elegia la Universi-

tat, entre tres proposats pel candidat.

En aquesta ocasif, Gauss va elegir el 3®Y (contra el cos
tum d'elegir el 18F) i d'aguesta manera Riemann va obrir una

nova etapa en el desenvolupament de la Geometria no Euclidiana.

Aquest treball consta d'una petita introduccid ("Pla

d'investigacidé") 1 tres parts.

A la introduccid fa una mica de filosofia sobre les difi
cultats trobades pels gedmetres per a fomentar la Geometria,
atribuint explicitament les causes al fet de no haver definit

mai ESPAI.
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Els gedmetres només donen propietats de l'espai perd la relacid
entre les propietats i el concepte d'espai resta sempre a la

foscor.

Perqué no s'ha definit espai?. Esencialment perqué el
concepte de "quantitat mltiplement extesa" no ha sigut explo-

rat (paraules de Riemann).

Es proposa ell mateix dos problemes: Construir el concep
te de "quantitat mGltiplement extesa" i veure que sobre una ma-
teixa "varietat" podem posar-hi diferentes "relacions métri-
ques". Per tant, els teoremes de la geometria Euclidiana no els
podem dedulr només de les propietats topoldgiques de 1l'espai.
Ha d'esser l'experiencia qui ens digui a quina 3-varietat vi-

vim.

Fetes aquestes consideracions filosdfiques, dedica
l'apartat I a definir varietat. Pensa una superficie com una
corba que es mou sobre una altra corba, una varietat de dimen-
si6 3 com una superficie que es mou sobre una corba etc....

El procés invers &s el procés de prendre coordenades. Parla ex-
plicitament (remarcant la seva importdncia) de varietats de di-

mensid infinita.

L'apartat II es titula "Relacions mé&triques de les
quals una varietat de dimensié n &s susceptible, sota les
hipdtesi de que les linies tenen una longitut independent de la
seva configuracif, de manera que tota linia pot &sser mesurada
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per qualsevol altra".

Aixi fa referé&ncia a que en Geometria Euclidiana, assig-
nem primer longitud a les rectes (distancia entre dos punts) i

després calculem longituds comparant amb rectes.

El que fa Riemann &s generalitzar els treballs de Gauss,
introduint, sobre una varietat on hi té& coordenades locals,

xl,...,xn un element d'arc (o mé&trica) de la forma

D'aguesta manera pot parlar, igual com ho fa Gauss, de

longitud de corbes, geodésiques, etc.

Riemann deixa la porta oberta a posteriors generalitza-

cions quant comenta gque podria prendre ds? semidefinit positiu,
en lloc de definit positiu o gue podria prendre ds com arrel

quarta d'una expresidé de quart grau en les diferencials... .

La pregunta central del treball de Riemann &s la seglient:
¢Existeix un sitema de coordenades yl,...,yn tal que

z gij axt axI = Zdyi dyi ?

Riemann diu que en general aixd no ec podrd fer, doncs
tenim donades n(n+1)/2 funcions (les gij) mentre que te-
. . P . i
nim lliures només n funcions (les vy ), de manera que resten

n(n + 1) _ . _ n(n - 1)

5 = 3 lligadures.
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Proposa anomenar varietats planes aquelles on aixd sigui

possible.

En dimensidé 2 tindrem concretament gi%:l)= 1 1lligadu
ra. Aguesta condicid resulta ser ’K = 0. Generalitzant aquest
fet, Riemann defineix el concepte de curvatura per a una varie-
tat de dimensi® n com una obstruccid a que la métrica sigui

plana.

De fet el problema plantejat per Riemann no &s més que
una equacidé en derivades parcials
3 xt 3 xJ

2 g, = §
ij ayk ays

ks

que té solucid si i només si certes funcions R;kl s'anul-len.

si RY.. = 0 en un entorn, llavors RY = 0. Es a dir, no te
Jij jkl1 €

nim n4 condicion d'integrabilitat (R;kl’ i,j,k,1 =1, ,n)

n(n-1)

R P i
sind només — (R

515 i,j=1,...,n amb ri = RJ..)

jij iji
com espera Riemann.

Les funcions sén les curvatures seccionals i les

RY. .
. Ji]
funcions R%kl sén les components d'un tensor. No obstant, el

cdlcul tensorial no apareix fins els anys 1885-1890 amb Ricci

i Levi-Civita.

A continuacid Riemann es fixa en les varietats de curva-
tura constant. Diu concretament que les varietats de curvatura
zero (té l'exemple del pla Euclidid) sén un cas particular de
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Aquestas varietats tenen en comi una important propietat:
L'existéncia de moviments rigids, &s a dir podem moure s&lids

rigids en totes direccions.

Demostra que sobre aquestes varietats podem trobar coor-

n Ny
denades locals xl,...,x tals que la métrica s'expressa com

2 1 i,2

ds
{1+]—jz(x) }

Aix6 dona doncs una classificacid local de les varietats de cur
vatura constant. Es pot veure que si k>0 estem a s™ si
k =0 estema R (amb 1'Euclidiana) i si k<0 ja en parla

rem tot sequit.

Fixem-nos en que si pensem que GEOMETRIA és l'estudi de
les propietats d'un espai invariants per l'accidé d'un grup, lla
vors GEOMETRIA REIMANNIANA é&s l'estudi de les propietats de la

varietat invariants per l'accid del grup d'isometries.

Si volem tenir una geometria on poguem "comparar punts”

(portar figures d'un punt a l'altre) és clar que necesitem que

l'accid sigui transitiva, és a dir, donats dos punts arbitraris
p 1 g existeix un element del grup (una isometria en el cas
Riemannid) que porta p a g. Pensem en el grup euclidid E(R)

actuant sobre RT,

8i a més volem portar rectes a rectes, plans a plans etc,.
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necesitem tenir "girs".

Es a dir, per poder comparar la semirecta a amb ori-
gen el punt A, amb la semirecta b amb origen el punt B ne-
cesitem un element del grup (isometria) que porti A a B i des

prés un "gir" per fer coincidir la recta imatge de a amb b.

Aixi doncs, per fer geometria neutra (on compardvem rec-
tes) hem d'exigir que el grup d'isometries actui transitivament
Perd si existeix una isometriaAque porta A a B, la curvatura
de A i de B &s automdticament la mateixa, doncs ja hem dit

que depén només de la métrica.
Per tant per fer geometria Euclidiana, Hiperbolica &

El-liptica ens hem de situar d'entrada sobre espais de curvatu

ra constant. Haurem d'imposar alguna condicid més.
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§4. Model hiperbdlic.

4.1. Ara construirem una varietat de Riemann de curvatu
ra constant negativa que correspondrd al model semipld estudiat

per J. Girbau el dia anterior.

L'any 1882, H. Poincaré, estudiant 1l'equacid diferencial
a(z)w" + b(z)w' + c(z)w =0

necesita estudiar els subgrups discrets del grup de transforma-

cions conformes

El fet de que aquest grup deixi invariant el disc de cen
tre l'origen, el porta a considerar una distdncia (o métrica)

sobre aquest disc que sigui també invariant pel grup.

Obté d'aquesta manera la seguent métrica (anomenada mé-

trica ae Poincaré) sobre el disc de radi 2

as? = 1 % 5 (dx ® dx + dy ® dy}
{l-z(x +yT)}

La varietat de Riemann formada pel disc i aquesta métri-

ca, es diu "DISC DE POINCARE"

140



Les geodé&siques resulten ser els didmetres i els semicexr

cles perpendiculars a la vora del disc.

Fixemnos que si ens col-loquem en una d'aguestes geod&-
siques i anem en direccié a la vora del disc amb velocitat cons
tant, maj arribem a la vora. Aixd &s degut a que d52 és molt
gran en acostarnos a la vora. Correspon a dir que les rectes

(geodésiques) sbn no acotades.

Resulta que a través de la transformacid de Cayiey, el

semipld &s el mateix que el disc. La transformacid de Cayley

~ .oz + i . . s
z = -1 -——7 es pot visualitzar de la seglient forma

DISC RADI 2 (imatge de
l'equador per projeccid
estereogrdafica des de

P = (001)).
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FUNCIONAMENT.

Sigui A un punt del disc de radi 2. Llavors A' &s el
punt de l'hemisferi sud, antiimatge de A per la projeccid es-
tereogrdfica des de . A" &s el punt imatge de A' al fer
girar 1l'hemisferi sud al voltant de l'eix e (paral-lel a
l'eix x per (001)) de manera que passi a P. Llavors
la imatge de A per l'aplicacid de Cayley é&s el punt A"™ ob-

tingut de A" per projeccid estereogrdfica des de P.

A través d'aquesta aplicacid passem la mé&trica de Poinca
ré del disc a una métrica sobre el semipld {(x,y)EJRZ: y>0}.
Concretament s'obté

2

ds® = {dx ® dx ® dy + dy!}

L
2
y
Les geodésiques sén ara les rectes y = constant i les
semicircunferé&ncies perpendiculars a x = 0. La curvatura d'a-

questa varietat de Riemann resulta ser k = -1l.

Hem obtingut doncs el "model semipld" de la geometria
hiperbdlica utilitzat el darrer dia per J. Girbau, com una varie
tat de Riemann de curvatura constant negativa (en direm semipla

de Poincaré& o pla hiperbdlic).
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4.2. Situem-nos al semipld amb la mé&trica

2
dsz = 57 {dx ® dx + dy ® dy} R = constant
Yy
i fem un parell de calculs. Ara la curvatura és K = - R2, cal

culem primerament la distl@ncia entre dos punts. Veurem que coin
cideix amb els calculs fets per J. Girbau. Per fer-ho més facil
estudiarem el cas on els dos punts P i Q estan sobre una geo-

désica (recta) que &s un semicircle de centre l'origen i radi a.

Prenem 7Y (t) = a cost +ai sint
llavors 7(61) =P i 7(02) =Q
a
62 0 J i per tant d(P,Q) = Longitud de
P
: _ .0
61 Y entre P i Q = Lp.
S T
\
Q 62 62 R t 02
Lp =J l(-a sint, a cos t)ll dt=f snt dt =R{lnltg 5”0
% %_ 1

Aixd diu que la constant R que apareixia a la conferéncia an-
terior es pot interpreta com l'arrel gquadrada de menys la cur-

vatura, doncs &s obvi que la rad doble (PQST) &s igual a
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Finalment calculem l'angle de paral-lelisme ajudant-nos

del seguent dibuix

recta s punt exterior
a la recta s

Paral.lela a s per Q
angle de [II(r)
paral.lelisme

C = centre de
la paral.lela
a s per Q.

tg w/2
r = distancia hiperbdlica entre P i Q = R 1ln __—ﬁ%?T =
n(r) tg 5
= - R 1ln Itg ——7—-|
=M (r) = 2 arc tg eTE/R
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§5. El problema de Klifford-Klein.

Ja hem vist que les varietats de Riemann que poden ser,
a priori, models de les geometries cldssiques sbén les de curva

tura constant que tenen geodésiques no acotades (completes).

El problema de Klifford-Klein consisteix en classificar

les varietats de Riemann completes connexes i de curvatura cons

tant.

Va ser proposat explicitament per Killing, l'any 1893
amb el nom "The Clifford Klein space form problem" despré&s que
Clifford publiqués un treball sobre superficies de curvatura ze

ro finitament exteses i Klein un sobre geometries no euclidia-

nes.

soLuci® LOCAL. La solucid local 8&s ja de Riemann, molts
anys abans de Killing, doncs diu ja com s'escriu la métrica en
un cert sistema de coordenades. A la vista d'agquesta expressid
(apartat 3) &s clar que la varietat en questi6 &s localment iso

métrica a s%, ®R" & " (espai hiperbdlic = {(yl...yn) eRr": yﬁ>o}

amb al métrica ds? = L 5 2(dyi)z-
(y )

n

SOLUCIO GLOBAL. Degut inicialment a Ricci i finalment a

Hopf 1l'any 1925. Diu concretament que M &s isométrica a

a) s™/r, Tr Co(n+1l) K> 0
bp) RY/r, T C E(n) K =0
c¢) ®HY/r, T C1Iso H", K <0
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onI' & un subgrup del grup d'isometries respectiu que actfia
lliurement i prdpiament discontinuament sobre Sn, r? 5 HO.
Que l'acci6 sigui lliure i proOpiament discontinua asegura que

el quocient &s una varietat.

COMENTARI. Es pot comprobar facilment que els Gnics bons
models per a les geometries cldsiques son Sn, R" i B, Fixem-
-nos, per exemple, que el tor pla no funciona doncs no tenim
"girs" (&s a dir, el grup d'isometries actfia transitivament a
nivell de punts perd no a nivell d'espais tangents). En efecte,
es suficient observar gque per un punt qualsevol del tor pla pa-
ssen geod&siques (sbn rectes!) que tanquen i altres (les de pen-

dent irracional) que no tanquen. No puc doncs passar d'una a

l'altre per isometria

La solucid total del problema de les formes de l'espai depén

essencialment doncs de dues preguntes

QUINS GRUPS ?

QUINES ACCIONS ?
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Exemple 1. El tor pla. El grup és Z ® Z i l'accid

la natural per traslacions.

Exemple 2. Problema esfdric de dimensid parella. Es a
dir quins grups i quines accions podem tenir sobre Szn. El
grup que busquem, I', estd contingut a 0(2n + 1). Per tant

det Yy=+*1VY verTl.

Si det v = 1, per ser 2n + 1 imparell, existeix un
vector propi de valor propi 1, &s a dir un punt fix per 7.

Perd com 7Y actua lliurament, aixd implica que v = id.

Si det 7= -1, llavors det 72 =1 1 pel raonament ante

rior 72 = id i per tant v = % id.

Conclusid: E1l grup que actia és el neutre o 22 i la ma
nera d'actuar &s com {id} & com {*id}. Per tant les fniques
varietats de Riemann completes convexes de corvatura constant
positiva i dimensid parella sdn les esferes i els projectius

p2D = g2 r4iq),

La geometria projectiva es pot pensar com la part de la

eometria el-liptica (la de Pn) ue es preocupa de les realcions
g p q p p

d'incidéncia.

El problema esféric de dimensié imparella, el problema
euclidiid (grups i accions sobre S%) i el problema hiperbdlic
(grups i accions sobre H") sén perd molt més dificils. Comen-
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tem-los breument.

PROBLEMA ESFERIC.

Els primers resultats sén de Seifert i Threlfall publi-
cats a Math. Annalen el 1930. Resolen el problema en dimensid
tres i apareixen espais lenticulars. L'any 1946 apareixen als
Comm. Math. Helvetici els treballs de Vincent que estudia el
problema en dimensié 4k + 1. La classificacidé completa és de
guda a Wolf l'any 1967 que la fa aplicant resultats de Zasen-
haus, sobre grups resolubles amb subgrups de Sylow ciclics, al

grup fonamental de la varietat.

PROBLEMA EUCLIDIA.

La classificacid isom@&trica completa en dimensid <3 é&s
deguda també@ a Wolf. Utilitza grups cristal.logrdfics (subgrups
discrets de E(n) de guocient compacte). Demostra, per exemple,
que des d'el punt de vista afi, hi han 6 varietats de Riemann
3-dimensionals planes, que sdn les gue corresponen als grups

. .
d'holonomia 1, Z2, Z3, Z4, 26’ 22>< 12.

No donem més informacid sobre aguests punts doncs hauriem

d'entrar forgosament en guestions massa té&cniques.

PROBLEMA HIPERBOLIC
Es coneix relativament poc d'aquest problema. No obstant
ha rebut un gran impuls aquests darrers anys degut al gran ged-

metre W. Thurston.
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Els primers resultats eren sobre condicions necesdries
perqué una varietat fos hiperbdlica, &s a dir admetés una métri
ca de Riemann completa de curvatura constant negativa. L'any
1977 Thurston publica un teorema d'existéncia de métriques hi-
perbdliques sobre 3-varietats. D6na condicions topoldgiques su
ficients (grup fonamental no abelid, infinit,...) per a l'exis

téncia d'una tal métrica.

Sobre 2-varietats el problema &s perd més senzill. A
1'apartat seglient donarem una classificacid completa de les su

perficies hiperbdliques de volum finit.
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§6. Superficies hiperbdliques.

6.1l. Sigui V una varietat de Riemann de dimensid 2,
completa convexa y orientable, de volum finit i curvatura consg

tant -1 .

Del teorema de Gauss-Bonnet es dedueix que vol (V) =
= 27 X(v) i que per tant els possibles valors de vol(V) sdn
2n, 4w, 6m,... (Ja hem vist que el tor i SZ, amb caracteristi
ques d'Euler 0 i 2 respectivament, no admeten métriques de cur
vatura negativa. També podriem veure que 82 amb un o dos fo
rats, caracteristica d'Euler 1 i 0 respectivament, tampoc

admet métriques hiperbdliques).

També& es pot veure que fixat un volum 27k, hi ha només
un nfmero finit de V'S topoldgicament diferents amb aquest
volum. De fet si k &s imparell, en tenim (k+3)/2 1is si k

és parell (k/2) +2.

La demostracid es basa en que V = H/I' i que podem pen-
sar que I' admet una regid fonamental formada per un poligon,
de manera que podem pensar V com un poligon hiperbdlic amb

certes identificacions sobre els costats.

Abans de continuar construirem amb detall una mé&trica

hiperbdlica sobre el doble tor perqué serveixi com a exemple.
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CONSTRUCCIO DEL DOBLE TOR HIPERBOLIC

Igual com les superficies topoldgicament es pensen com
poligons amb costats identificats, les superficies hiperbd&liques
les pensarem com poligons del pla o disc hiperbdlic amb costats

identificats.

Recordem també que per posar una métrica plana sobre el
tor hem necesitat considerar gquadrats (costals iguals i angles
iguals). Tamb& hem comentat que si poguéssim dividir el pla en
octdgons regulars (costats iguals i angles interiors iguals i de

suma 27) podriem posar una métrica plana sobre el doble tor.

Considerem un poligon regular sobre el disc de Poincaré
de 4g costats (g és el génere de la superficie). Imaginem-lo
centrat a l'origen i diguem r a la distdncia del centre als
vertexs. Per aplicacid directa del teorema de Gauss-Bonnet te-

nim.

Suma angles interiors del poligon = Z(r) = (4g~2)m -
- drea del poligon. Observi's que Z(r) &s realment funcid de
la distdncia i1 que quan r —> o, X(r) — 0 i que guan

r — 0, Z(r) — (4g-2)7.

Aixi, sempre que g = 2 (aixd elimina el tor) tenim
(4g - 2)7 > 27 i existeix, per continuitat, un r tal que

Z(r) = 2rm.
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En particular, tornant al doble tor, podem construir un

cctdgon regular amb Z(r) = 27. Fem-ho

EXPLIQUEM LA FIGURA
Quan posem Al volem dir "translacid hiperbdlica de vec-
tor Al". Es a dir simetria primer respecte P i després res-

pecte Q. Simetria vol dir obviament simetria hiperbdlica (les

rectes sbn les geodé&siques) .

AixiI per exemple, el punt 5 passa per simetria respecte
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P al punt 1 i aquest, per simetria respecte Q, al punt 4.
Escriurem Al(S) = 4. També A(8) = 1. Com que &s una isome-
tria, porta geodé&siques a geodésiques i per tant el costat 5 8

al costat 4 1.

El punt M, passa primer a M' 1 després a M", Al(M) =
= M" 1 en el dibuix es mostra el transformat de l'angle 5.
Es facil veure que Al(poligon donat) é&s un poligon petitet si-

tuat a sobre del poligon donat.

Si fem les 8 traslacions hiperbdliques seguides

) , , R _ a1
A1A2A3A4A5A6A7A8 resulta la identitat. Com A5 = Al ’ A6 = A2 p

oA . R . -1 ,.-1 -1 -1 _ .
A, = A i A, = A4 tenim A1A2A3A4A1 A2 A3 A4 = id.

Es a dir, el grup donat pels quatre generadors A1A2A3A4
. . -1 -1 -1 -1 _

i la relacid A1A2A3A4A1 A2 A3 A,” =E (E1 grup fonamental
del doble tor!) actua sobre el DISC de Poincaré (homeomorf al
pla, recubriment universal del doble tor) i indueix sobre 1l'oc-
togon regular de la figura les identificacions en els costats

propies del doble tor.

L'actuacid d'aquest grup sobre 1l'octdgon de la figura
ens ddna una descomposicid del disc en octdgons regulars tots

ells isomé&trics al donat, encara que aparentment euclidianament

siguin més petits.

Aix{ doncs, pel mateix raonament que en el cas del tor,
el doble tor hereta la métrica hiperbdlica del disc. Es a dir,
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la métrica hiperbdlica del disc és constant sobre les fibres de

la projeccid candnica

DISC —> DISC/GRUP

i indueix per tant una métrica en el quocient (el doble tor) amb

la mateixa curvatura.

Un cop vist que el doble tor é&s una superficie hiperbdli
ca tornem al problema de classificar les superficies hiperbdli-

ques de volum finit.

6.2. Sigui V wuna superficie hiperbdlica de volum 2nk.
Podem pensar que V s'obté d'un poligon hiperbdlic amb els cos

tats convenientment identificats.

Teniem Z(r) = (4g - 2)n- &rea

Perd tamb& Z(r) = 27 (perqué pugui heretar la métrica)

i &drea = 2mk. Per tant obtenim

(*) 4g = no de costats = 4 + 2k

Ara bé, si Z(r) = 0 (no hi ha vértexs en el poligon)
podem obtenir també tesselacions del disc hiperbdlic (descompo-
sicid en figures regulars) de manera gque podrem passar al quo-
cient com abans i obtindrem métriques hiperbdliques sobre super

ficies que no seran compactes perd si completes. (Mireu dibuixos
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posteriors).

En aquest cas (no compacte) el génere g no cumpleix

4 g = no de costats, perd tenim igual que abans

0= (n- 2)r - 27k (n = no de costats)

i per tant

(*%) n =2+ 2k

Exemple.k = 1. En aquest cas estem forgosament a la

fdrmula (**) i per tant n = 4. Estem doncs parlant d'un qua-
drat amb vertexs a l'infinit. Es ficil veure que les possibles
identificacions sobre els costats sdn només les dues mostrades

a la figura (qualsevol altra é&s una d'aquestes).

Esfera 3 punxes 4/4;££ii;_—§§::>-§

Tor 1 punxa
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Observem que en el primer cas hi ha 3 vértexs a 1'infi-

nit (degut a les identificacions) i en el segon cas tan sols un.
Recordem també que igual que parlem de identificar cos-
tats, podem parlar d'un grup que actua sobre el disc donant

lloc a aquestes identificacions.

Exemple.k = 2. En aquest cas podem estar a (*) o a

(). Si estem a (%), llavors n = 8 per tant estem parlant
d'un octdgon, amb els vertexs a l'interior del disc i podriem
veure com abans que l'linica identificacid possible é&s la que

dona lloc al doble tor ja estudiat

Doble tor

Si estem a (#%) llavors n= 6 i com estem sempre en el

cas orientable les dues Gniques posibilitats soén
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D'aquets exemples es dedueix facilment que els diferents
tipus topoldgics amb volum fixat 27k s'obtenen a partir del
tor amb k punxes ajuntant-les de dos en dos per a obtenir

nous tors. Si k = 4 obtindriem doncs

Z

i trencant el tor inicial, l'esfera amb 6 punxes

Es obvi doncs que si k é&s parell tenim % + 2 posibilitats
i que si k @&s imparell en tenim k ; 3.

NOTA. Els dibuixos seglients mostren que totes les super
ficies anteriorment citades admeten un continu de métriques
completes de curvatura constant negativa, excepte l'esfera amb
3 punxes. Bs interesant recalcar-ho doncs no &s pas la situacid

que tindrem en dimensid 3.

No puc pas identificar com
ho feiem amb l'esfera de 3 punxes
b doncs a i b tenen longitud dife-

rent.

Tor 1 punxa
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§7. Teoremes de Rigidesa.

Les varietats de dimensié >4 es comporten devant la

funcidé vol (V) de manera semblant a la dimenssié 2.

Teorema de Wang (1972). Si n =4, el conjunt de valors

de vol (V) (V variant en el conjunt de les varietats hiperbd-

liques de dimensid =>4) &s un subconjunt discret de R.

Aixd és el que passa també en dimensié 2.

No obstant el teorema de Wang també& diu que hi ha un nom
bre finit de classes d'isometria amb un volum fixat, mentre que

en dimenssidé 2 hi havia un nombre finit de classes topoldgi-

ques perd no isométriques com hem dit.

Tenim de fet el segilient increible teorema de rigidesa.

Teorema de Rigidesa (Mostow-Prasard) (1971-1973). Si

dues varietats hiperbdliques de volum finit i dimensid =3 te-

nen grups fonamentals isomorfs, son isométriques.

En particular, invariants geométrics com vol, longitut
de geod&siques tancades, valors propis de la Laplaciana, sbn

també invariants topoldgics.

Vigneras, l'any 1980, en els Annals of Math. déna un
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exemple per a demostrar que aquests particulars invariants mé-

trics no determinen la topologia de la 3-varietat hiperbdlica.
Finalment i en contrast amb el teorema de rigidesa tenim.

Teorema de no Rigidesa (Thurston. 1978). Sigui M = H?/F

una 3-varietat hiperbdlica no compacta perd amb volum finit.
Llavors existeix una successid infinita de varietats hiperbdli-
ques Mj = H3/hj(F) amb volum estrictament més petit que vol
de M 1 tals que Mj —> M.

COMENTARIS. 1. El grup d'isometries de H3 és PSL(2:C).
Dixi I' € PSL(2:C) i els hj son morfismes (representacions) de
I'a PSL(2:C). Quan diem Mj——+ M volem dir exactament que
els morfismes hj tendeixen a la inclusib candnica en la topo

logia de la convergéncia puntual. Aixd implica vol(Mj)——* vol (M).

2. Les M, tenen volums diferents, de manera que, pel
teorema de rigidesa, no sén homeomorfes entre si ni homeomorfes

a M.

3. Els valors de la funcid vol(V), quan V varia en el
conjunt de les varietats hiperbdliques de dimensidé 3 i volum

finit, formen un subconjunt tancat no discret de IR, ben orde-

nat i d'ordinal % ( = ordinal de I ) concretament tenim

w
(0]

2 [&] 2w XQQ
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amb X, = lim Xi' X, = vol(vi).

x,, representa el volum d'una varietat hiperbdlica comple

ta no compacta, x és el volum més petit (:>Xw) "d'una com-

2w
pleta no compacta, etc.

X 2 correspon a la primera varietat amb dues clspides o
capcinells. La clispide ve a é&sser la punxa de les superficies,
perd en dimensid 3. Es pot definir com el (tor pla) x IR amb

2 on d52 és la métrica del tor i dr2

la mdtrica e © d52 + dr
la usual de WR. Es important de recalcar que els capcinells
tenen volum finit. Les trajectdries ortogonals a les geodési-
ques que van cap a l'infinit son tors plans. El grup fonamen-

tal d'un d'aquests tors plans (Z ® Z) es diu grup periféric

i el podem pensar sumergit en el grup fonamental de M.

La idea de Thurston &s modificar la varietat inicial

tallant el capcinell "prop de l'infinit" de manera que la sec-
cid sigui un tor pla i enganxant en aquest tor un tor solid
(modificant aixi el volum). Ara b& s'ha d'enganxar "rebregat",
és a dir de manera que s'introdueixi la relacid xpyq = id on
x,y s0n els generadors del grup periféric. Aixd modifica el
grup fonamental i en particular les hj i &s el procés utilit
zat per a construir les Mj del teorema. Aguest mé&tode de ta

llar i cosir es diu cirugia de Dehn.
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Citem finalment la conjectura de Thurston, publicada en

el Bull. Amer. Math. Soc. el maig de 1982.

"L'interior de tota 3-varietat compacta admet una descom

posicibd en peges les quals admeten una estructura geomé&trica".

Una estructura geométrica vol dir una mé&trica de Riemann
completa i localment homogénia (el grup d'isometries actua lo-
calment transitivament). Aquesta conjectura estd intimament
relacionada amb la conjectura de Poincaré i Thurston espera

que, en quan a l'estudi de 3-varietats, sigui més productiva.

Per donar aquestes estructures geométriques es necesi-
ten 8 geometries (o espais homogénis). Entre elles apareixen

3

S3/SO(4) (geometria elliptica), R~ x SO(3)/E3 (geometria eu-

clidiana i {(x,y,z)ejm3: z>01}/ PGL(2;C) (geometria hiper

bdlica).

No entrerem perd en més detalls, gue ens portarien sens
dubte massa lluny. Serveixi no obstant, aquesta conjectura com
exemple que en el camp de les geometries no euclidianes en-

cara hi ha moltes coses a dir. Endavant doncs!
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