Organitzat per la Societat Catalana de Matemati-
ques, s'ha dut a terme durant el mes de maig de
1992 un curs sobre Geometria Axiomatica amb
especial émfasi en la Geometria Hiperbolicaienla
relacié entre les Geometries Classiques i la Geo-
metria Riemanniana. Donada la importancia del
tema en el context de la fonamentacio de la Geo-
metria i en el de la historia de la matematica ens
ha semblat oports demanar al seu autor, Agusti
Reventos, catedratic de Geometria i Topologia a la
UAB, una exposicio resumida i divulgativa del seu
contingut.

Es ben clar que no es pot comencar a explicar Geometria a un
noi jove a partir d'un sistema d’axiomes. Si no té abans unes nocio-
ns intuitives del que pot ser una recta, un angle, un segment, efc.,
dificilment ens entendra | molt possiblement pensara que astem
bofos quan ens senti a dir amb tota serietat .. demostrem ara que
tots eis angles rectes son iguals» (nomes fattaria 1

Tampoc historicament es va anar per aquest cami, ia que a
I'epoca d'Euclides eren molts i malts els teoremes de Gecmetria
coneguts sense que shagués parlat encara d'axiomes.

A partir de teoremes coneguts efs grecs eren capacos de de-
mostrarne de naus i a partir d'aquests nous en demastraven d'altres,
etc Justament en seguir aquesta cadena de resultats en sentit in-
vers €s quan es veu la necessitat d'aturar-se en un lloc o altre i po
sar alla una «primera pedra» on fanamentar la Geometria_ Attrament
diriem: Per qué és cert el teorema A? Perqué es dedueix per rao-
naments logics a partir del teorema B. Per qué és cert el teorema
B? Perqué es dedueix per racnaments logics a partir del tecrema C .
On acaba aixo? No dever ser en un cercle vicios?

Una situacié ideal penso que fora que aquesta necessitat im-
periosa d'axiomatitzar que van tenir els grecs s'arribés a reproduir
en cada alumne. Que arribés un moment en qué 'alumne es pre-
guntes: Els angles d'un triangle sumen 180 graus pergué per un punt
exterior a una recta passa una tnica paral lela o és al revés, és a dir,
Gue com qgue els angles d'un triangle sumen 180 graus hi ha una
gnica parallela?

Jaimagino que aguest alt nivell de maduresa matematica no as
deu donar mai fins al nivell universitari, perd potser convenientment
rotivats es podria donar entre els alumnes més interessats de Cou

No obstant aixd, crec del tot imprescindible que ef profes-
sor de matematiques de qualsevol nivell conegui perfectament els
fonaments de la geometria.
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Aix0 es fa cada cop més dificil ja que la geometria no solament
ha estat erréniament menysvalorada en els programes
d'ensenyament mifja, sind que aquest error stha estés als programes
de les llicenciatures en matematiques, on cada cop ha passat a jo
gar un paper més marginal {assignatures de menys hores, opiati
ves,...)

Es per aixd que molts professors de matematiques, ja llicen-
ciats, senten un dia o aftre la necessitat de revisar els fonaments de
la geometria. Si en aquest moment recorren a la font per excel lencia
+ «Els fonaments de la geometria» de D Hilbert, es frobaran amb una
obra excel lent pert dura i dificil de llegir.

Amb la idea de posar a l'abast I'obra de Hilbert, de manara en-
tenedora perd sense trencar fesperit del metode axiomatic és amb
la que he elaborat aquest curs. La simplificacid més gran consisteix
a suposar coneguts els nombres reals. Aixd simplifica notdriament
els axiomes d'ordre | elimina els de continuitat. Procedim concreta-
meant de fa segiient forma:

Axiomatica

Amb T'objectiu de fonamentar la Geametria Plana suposarem
que tenim dos conjunts d'objectes. Els elements del primer conjunt
s'anomenaran punts i els del segon, rectes. Suposarem que entre
punts i rectes hi ha definida una certa relacio és a dir, un subcon-
junt del producte cartesia d'aquests dos conjunts} gue anomenarem
pertanyer a, que compleix:

1.1 Donats dos punts diferents A i B existeix una tnica recta r tal
que <A pertany ar»i «B pertany a ra.

1.2 Existeixen tres punts A, B i C tals que A no pertany a la rec-
ta determinada perBi C.

Observeu gute no es defineix punt, ni recta, ni tampoc la refacio
pertanyer a Qualsevol relacit sera acceptada sempre que com-
pleixil 112 Aixb noens ha d'estranyar gaire, ja que per ensenyar
a jugar per exemple a escacs no ens entretindriem pas a descriure
fisicament les peces sind a donar les propietats que tenen.

Suposarem també que existeix una relacio ternaria entre els
punts d'una recta (8s a dir, una relacio entre els punts d'una recta i
parelles de punts de la mateixa recta) que anomenarem estar en-
tremig, que compleix;

il.1 Existeix una correspondéncia bijectiva entre el conjunt de
punts de qualsevol recta i el conjunt dels nombres reals que con-
serva la relacio d'estar entremig.

Aquesta correspondéncia depén de la recta i no és canonica,
S'ha d'entendre que en el conjunt dels nombres reals hi ha definida
de manera natural una relacio d'estar entremig: a ests entremig de
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bic siinomessic<a<h 0 h<a<c. Apartir daquija es pot parlar
de segment.

També imposem que aquesta relacio compleixi:

IIl.2 {Axioma de Pasch), Siguin A, B i C tres punts no alineatsir
una recta gque no passa per cap d'aquests. Liavors, sir {alla el
segment AB, talla un i només un dels segments BC i AC.

A partir d'aquf es pot pariar de semipla i, en consegiiéncia,
d'angle

Eis axiomes |1 12 reben el nom d'axiomes d'incidénciaiels
L1 i12 el daxiomes d'ordre.

Com a introduccid al tercer grup d'axiomes, &ls de con-
gruéncia, deixeu-me fer uns comentaris sobre els cinc postulats
d'Buclides. Eis tres primers son una manera de dir que ens disposem
a fer geometria amb una regla i un compas: {1} Per dos punts hi
passa una recia; (2) Les rectes €5 poden prolongar indefinidament;
{R) Podem fracar circumferéncies de centre i radi arbitraris.

£l cinqué postulat fa referéncia a la teoria de les paral leles. La
seva impartancia ha ulirapassat 'ambit de la geometria ifins i tot el
de la matematica, ja que ha estat un punt ciau en el desenvoiupa-
ment del pensament modern,

El que sovint queda injustament oblidat és el quari postulat que
diu: {4) Tois els angles rectes son iguals. Motis autors ef consideren
un error d'Euclides, ja que es pot demostrar amb un rigor semblant
a lutilitzat en altres parts dels “Elements”. No abstant aixd, jo vull
reivindicar des d'aqui la importancia del quart postulat, ja que por-
ta impiicit el problera del moviment, En efecte, qué vol dir que dos
angles son iguals? Hemn d'interpretar que aguests dos angles es
poden fer coincidir, pero aixd pressuposa ia idea de moviment, ja
gue hem d'agafar un dels angles i portardo sobre Valtre

Ef moviment, punt cendral en ! programa d'Erlangen!, queda
amagat a l'obra de Hilbert en els axiomes de congruéncia. Concre-
tament, suposariem que hi ha una relacid entre els segments -
congruéncia de segments- i una altra entre els angles - con-
gruéncia d'angles- subjectes a complir uns axiomes gque no expik
cito agui, perd gue venen a dir que tot segment (resp. angle} es pot
portar a quaisevo! punt del pla en gualsevol direccit i que aquestes
relacions son compatibles amb la suma de segments i angles res-
pectivament.

Tots els resultats que es van obtenint a partir dels anteriors fres
grups d'axiomes -incidéncia, ordre i congruencia- formen part de
f'anomenada Geometria Absoluta.

Durant el curs es van obtenir, per exemple, els critetis de con-
gruéncia de triangles, el quart postulal {tots els angles rectes sén
congruents). ., fins a arribar a demostrar que per un punt extericr a
yna recta hi passa almenys una paraliela

Justament, en tractar de demostrar la unicitat d'aguesta
paral lela {sense aconseguirho ) és quan es posa de manifest la
necessitat d'un postulat o axioma de ies paral leles, bé en el sentit
que només n'hi ha una -Geometria Euclidiana bé en el sentit que
n'hi ha moltes -Geometria Hiperbdlica-

Durant molts anys es va pensar que aquesta darrera suposicid
portaria a contradiccio. £s a dir, que el sistema axiomatic format
pels tres primers grups d'axicmes, més la suposicio que per un punt
exterior a una recta hi passen moltes paral. leles (Geometria Hiper-
bolica), no era consistent En general, up sistema axiomatic es diu
consistent quan a partir dels seus axiomes ag es pot arribar mai a
demostrar un teorema i la seva negacia. Dit aixi, sembla molt dificil
poder assegurar la consistancia d'un sistema, ja que mai arribem a
tenir tats els feoremes per poderdos comparar. Aquest problema es
reso! habitualment donant un model. Es a dir, una realitzacio con-
creta dels objectes i relacions involucrats en els axiomes.

Model Hiperbolic

Fig 2

punt exterior

rectar

recta hiperbolica
X=a

recta hiperbolica

£

Fig 1

Considerem el semiptd H= {(x,y) ¢ R2 : y>0}. Anomenem
punts thiperbolics) als punts d'H. Anomenem recies {hiperboliques)
les semicircumferencies de centre sobre l'eix y=0 contingudes a H
itambé a les rectes d'equacio x=const. contingudes a H (fig. 1)

Les definicions naturais de pertanyer a i estar entremig
compieixen els dos primers grups d'axiomes

Direm que dos segments ¢ dos angles son congruents quan
podem portar 'un sobre faltre per un producte d'inversionsa res-
pecte rectes hiperboliques. Amb una mica de feina es comprova gue
s compleixen també els axiomes de congruéncia. A més, es com-
nleix trivialment que per un punt exterior a una recta thiperbolica) hi
passen moltes rectes que no la talien {fig 2}




Tots els elements involucrats en aquesta construccio pertanyen
a la Geometria Euclidiana {rectes, circumferencies, inversions, ..} i,
no obstant, formen un modef de la Geometria Hiperbalca. Ak prova
la consisténcia d'aquesta datrera geometria en el sentit que és tan
consistent com l'euclidiana.

Utilitzant aquest model ens va ser senzili calcular I'angle de
paral lefisme. Per entendre la farmula, suposem que P és un punt
exterior a una rectar i racem la perpendicular PQ de P ar {fig.3).
De totes les rectes que passen per P no tallen r nhi ha només dues
gue reben el nom de paral leles. San f'extrem inferior de les gue no
tallen per la dreta i I'extrem inferior de les que no tailen perlesquerra
(fig.4). Es pot veure que els angles que aquestes dues rectes formen
amb PQ sdn iguals i a més a més que aquest angle o depén no-
més de la distancia x del punt a la recta. Per distancia entenc dis-
tancia hiperbolica, és a dir, linica manera (levat d'un factor d'escala)
d'assignar un ndmero real a cada segment de manera gue segments
congruents tinguin associats nimeros iguals i que a la suma de
segments correspongyi la suma de numeros reals,

La formula que s'obté per a l'angle de parallelisme o és
concretament;

a =2 arctg e X/R

on R és una constant que dependra de! factor d'escala, Aguesta
formula és filosoficament molt interassant jaque permet entendre
la carta de Gauss a Taurinus quan | diu que li agradaria viure en un
mon hiperbalic, ja que d'aguesta manera tindria una unitat de longk-

Fig. 3

Fig. 4.1
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Fig. 4.2

tud fixada a priori, és a dir una unitat de longitud candnica.

En Geometria Absoluta no existeix cap manera privilegiada de
fixar un factor d'escala. Qualsevol segment és igualment bo a thora
d'escollir una unitat de mesura. No obstant aixd, hi ha un angle ab-
solutament privilegiat: f'angle recte. U'hem definit a partir dels axio-
mes sense necessitat de parlar de graus, ni radiants. Per tart, el
podem utilitzar per mesurar angles. Aixl padrem dir que un angle
mesura dos rectes, o mig recte, eic.

En Geometria Hiperbolica, i gracies a la formuia de fangle de
paral.lelisme que refaciona angles amb segments {relacio que no
existeix en absolut en Geometria Euclidia) podem transposar
l'especificitat de Yangle recte a una especificitat de segments.
Concretament, podem parlar, per exemple, del segment que déna
ioc a un angle de paral lelisme de mig recte:

n/4 =2 arctg eX/R o equivalentment: x =- R Ln tg (1/8)

Siera agafem aquest segment com a unitat de mesura podem
posar x=1 a la formula anterior | calcular e! factor d'escala R.

Finalment, espero que aquestes poques linies serveixin per
despertar finterés per la Geometria a tots els lectors d'aquesta re-
vista a ia qual desitjo molts anys d'éxits.

Agustf Reventds i Tarrida

NOTES:

1. E1 1872, F. Klein es va presentar a una placa de professor
a Erlangen. Per aquest motiu va donar una llicé titulada "Revisio
comparada de les investigacions recents en Gecmetria® qte s'ha
conegut seripre més com a "Programa d'Erlangen’. La idea esen-
cial rau en definir la Geometria com l'estudi de les propietats de les
figures d'un espai invariants per I'actuacio d'un grup de transfor-
macions.

2. L'invers d'un punt M respecte d'una circumferdncia de cerr
tre O iradir és I'inic punt M’ de la recta OM tal que OMeOM' = r2




