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Capitol 1

Derivades 1 integrals

Un dels problemes fonamentals que va donar lloc al naixement del calcul
diferencial va ser el calcul de tangents a diverses corbes. La més fonamental
va ser la cicloide, és a dir la corba descrita per un punt d’'una roda quan
aquesta gira sobre un terra pla. Per exemple la trajectoria descrita per la
valvula d'una roda de bicicleta.

Per exemple, molt abans dels creadors del calcul diferencial (Newton i
Leibnitz), se sabia (Wren 1670) que la tangent a la cicloide en el punt C' es
tracava de la manera segiient: Tracem la paral-lela al terra per C. Aquesta
talla la roda (en la seva posicid inicial) en el punt B. A continuacié unim el
punt més alt de la roda, A, amb B. Doncs bé, la tangent a la cicloide per C'
és la recta per C' paral-lela a AB.

NN

També van ser capagos de demostrar, sense derivades ni integrals, que la
longitud de la cicloide entre els punts A i C' és justament 2DC'.

Aquests dos resultats tan elegants i sorprenents ja fan veure que els ma-
tematics pre-Newtonians havien treballat a fons la cicloide. Pero els metodes
usats per a la cicloide no els ajudaven gaire per a resoldre el mateix tipus de
problema sobre una altra corba.




La gracia del calcul diferencial va ser, entre d’altres, la unificacié de pro-
blemes aparentment diferents en un sol problema: el calcul de derivades (o
integrals).

Aixo va simplificar de tal manera els problemes que va fer que qualsevol
matematic podés resoldre problemes que abans tan sols podien resoldre els
grans matematics: es va democratitzar el Calcul.

Es un procés semblant al que va passar amb la introduccio de coordenades
a la geometria: es va posar la geometria sintetica a 1’abast de tothom.

Pero es va pagar un preu: cap matematic actual! coneix les corbes una per
una com les coneixien els nostres precursors!. Derivar i integrar és com usar
un mena de caixa negra en la que entra un problema i surt la solucié, pero
si no s’analitza detalladament, no se saps molt bé que ha passat. L’exemple
anterior de la cicloide és paradigmatic: avui tothom sap calcular la longitud
AC pero quasi ningu s’adona que el resultat numeric que obté integrant és
2DC.

1.1 Tangent a una grafica

La tangent a la grafica de la funcié y = f(z) en el punt A és la recta que
s’obté com posicié limit de les rectes AB, on B és un punt sobre la corba
que es va apropant a A.

IPotser exagero una mica, perd no massa.
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Si denotem per a ’abscissa del punt A, i per b ’abscissa del punt B, és a
dir A = (a, f(a)) i B = (b, f(b)), el pendent de la recta AB val

_BC _ f(b) — fla)

t =
W= Ao b—a
Per tant, el penent de la tangent a la grafica en el punt A val
b) —
)t TO = F0)

b—a b—a



Es diu que f’(a) és la derivada de la funcid y = f(x) en el punt A.
També és usual denotar h = b — a de manera que també tenim

fla+h) = f(a)
h

f/ (CL) = lil’nh*}o

1.2 Velocitat mitjana

Si ens desplacem en cotxe entre dues ciutats distants entre si 100 km i triguem
1 hora, diem que la nostra velocitat mitjana ha estat de 100 km/h. Estem
usant la definicié de velocitat que ens diu

espal
velocitat = P

temps

Denotem per s(t) I'espai recorregut pel cotxe quan fa t hores que ha sortit
de la primera ciutat. Aixi s(0) =01 s(1) = 100.

Quina velocitat mitjana hem portat entre els instants tg i t; = to + h?

Novament

espai t1) — s(t
velocitat = pat _ s(t) = s 0).
temps t1 —to
A quina velocitat anavem justament quant t = 37 Aquest és el concepte
de velocitat instantania. La idea és que la velocitat instantania en ¢ = ¢, és

la velocitat mitjana entre t =ty it = t; quan ¢; és molt i molt proxim a t,.

Escriurem . .
S — s
v(tg) = lim (t) = s(to)
t1—to tl — to
Equivalentment
_ s(tg+ h) —s(t
’U(to) = hmhﬂo ( 0 ) ( 0)
h
Aixi doncs, la velocitat instantania és la derivada de ’espai respecte del
temps.

Tenim definida dons una funcié ¢, v(t), anomenada velocitat instantania
o simplement velocitat, donada per




1.3 Derivades i integrals d’algunes funcions

En aquesta seccié recordem breument i sense demostracié les derivades i
integrals d’algunes funcions d’us freqiient.

Taula 1| Funcid Derivada
y — l.n ,y/ — nx”fl
y — ea: y/ — eaz

y=Inzx y:%

y=sinz | y =cosx

Usant la regla de la cadena, que recordem en el peu de pagina de la pagina
88, tenim que si f(x) és una funcié de z derivable, llavors

Taula 2 Funcié Derivada

y=f@)" |y =nf(x)"""f(z)

Yy = ef(m) y/ — f/(x)ef(m)

y =1In f(x) y' = o)

y =sin f(z) | y' = f'(z) cos f(x)

La primitiva (o integral) d’una funcié f(x) és una altra funcié F(z) tal
que F'(z) = f(x). Aixi que per trobar primitives de funcions només hem
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de llegir les dues taules anteriors de dreta a esquerra: les primitives de les
funcions que apareixen a la dreta sén les respectives funcions que apareixen
a l'esquerra.

La primitiva de f(z) es denota per F(z) = [ f(z)dx. Potser la notacié
F(z) = [ f(z) sembla més adequada en aquest moment, pero per diverses
raons, entre elles raons historiques usem la notacié anterior, que es llegeix
integral de f(x) diferencial de .

Taula 3 Funcid Primitiva

y =na"! /nx"‘l dr =a2"+C

y=e" /exdx:em—i—C

1
y=1 /—dmzlnx—i—C’
x

Y = CoST /cosxdx:sinx—f—C

Observem que la integral de la primera fila s’escriu també com
xn
/x"‘l de = — 4+ C,
n

formula valida per a tot n € R, n # 0. Per aixo la tercera fila de la taula no
¢és un cas particular de la primera.
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Funcié Primitiva

y=nf(@) ' f(2) /%ﬂ@%vw»mzf@w+o

y = f(z)el® / F(2)el® dp = f® 1 ¢
s L
Y= T [ T e =msar e

y = f'(x)cos f(x) /f'(:x) cos f(z) dr = sin f(x) + C

Taula 4

Observem que la integral de la primera fila s’escriu també com

[rartrw =L

n

formula valida per a tot n € R, n # 0. Per aixo la tercera fila de la taula no
és un cas particular de la primera.

A la ultima columna hi hem sumat a cada funcié una constant ja que la
derivada d’una constant és zero. El fet de que una funcié tingui una tnica
derivada pero moltes primitives jugara un paper important més endavant en
I’estudi de les equacions diferencials.

Hi ha molts metodes per calcular primitives que no explicarem aqui. La
majoria es basen en transformar el problema en el calcul d’alguna de les
quatre primitives anteriors.

Programes com Mapple calculen forga bé primitives elementals. Pero el
metode més potent que els enginyers i cientifics en general han de saber és
el metode PAMA .2

2 Prequnta al matematic adequat. Fins al moment els matematics, a diferéncia de la
majoria de professions, no cobren pels seus coneixements, es consideren ben pagats pel
repte que representa per a ells resoldre un problema. Si us donen les gracies per haver
proposat un calcul tan interessant només heu de dir: de res.
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Exemple 1.3.1 Trobeu una primitiva de v/2x + 1

Solucio. Mirem si aquesta funcié apareix a la columna de la dreta de la
taulea 4. Posem f(x) = 2z + 1, de manera que f’(z) = 2. Llavors

/\/mdx = /f(ac)l/2 dz

[ oty is@ o

que apareix a la taula 4, escrivim

/\/mdxz/f /2 g /f )2 () da]

= 3f( z)*? 4+ C = 3(2m+1)3/2+0

Comparant amb

1.4 Metode del canvi de variable

Observem que podem passar de la taula 4 a la taula 3 de la manera segiient:
Posem

flx) =t
f(x)de = dt
La segona fila s’obté derivant la primera igualtat respecte de x:
dt
/ —

pero que escrivim com f'(x)dx = dt, és a dir, manipulem el signe de derivacié
dt com si fos un quocient. Aquest és el motiu d’usar la notacié f f(z) dz en
Hoc de [ f(z

Amb aquest canvi de variable transformem la segona columna de la taula
4 en la segona columna de la taula 3.

/nf(x)”_lf’(x) dr = /nt”_ldt =t"+C=f(x)"+C

/f/(x)ef(x) dr = /et dt:€t+0: ef(x) —|—C
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fla) o fd_ 10 s
/f(x) d:z:—/t_l t+C=Inf(x)+C

/f'(:z:)cosf(a:) dx:/costdt:Sint—l—C:Sinf(:L‘)+C’

Exemple 1.4.1 Trobeu una primitiva de /2x + 1

Solucio. Posem

20+1 = ¢t
2dxr = dt
1 substituim
dt 132 1
2x +1)2d :/tl/Q—:—— C=_-(2x+1)7%*+C.
/(x+) x 5 23/2+ 3(x+) +

%
Exemple 1.4.2 Trobeu una primitiva de ze®.

Solucid. Posem

1 substituim

O
Exemple 1.4.3 Trobeu una primitiva de tanx.
Solucio. Posem

cosxr = t
—sinzxdx = dt
1 substituim

/tanxdx:/smx dx:—/%:—lnthC:—ln(cosx)jLC.

COS T

O
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Exemple 1.4.4 Trobeu una primitiva de cos(3z + 1).

Solucio. Posem

3r+1 = ¢
3dr = dt

1 substituim
a1 . I
cos(3x + 1) do = costg = gsmt +C = 3 sin(3x + 1) + C.

O

En canvi, petites modificacions de les funcions anteriors, com ara v/2x2 + 1,
cos(3z2 4 1), tanz?, ¢*”, donen lloc a funcions dificilment integrables. La
ultima d’elles fa més de cent anys que es va demostrar que la seva integral
no és expressable per funcions elementals. Mireu com de nerviés es posa el
Mapple quan li fem fer aquestes integrals!

> int(tan(x- x),x);

—Ix—1 | — dx 1
x IR M
T+

> int(exp(x- x),x);

- % 1./7 erf(Ix) ©)

> int(cos(3-x-x+1),x);
éﬁ \/; \/g (cos(l)FresnelC{ \/E\/L/EXJ - sin(l)FresnelS( ﬁ \/EXJJ 3)
T

N
> int(sqrt(2x”2 + 1), x);

%xN/szle + }‘\/Earcsinh( 2x) “4)

Si voleu anar més lluny, és un bon moment per usar el metode PAMA.
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1.5 Teorema fonamental del calcul

Recordem la definicié d’integral definida.

b
/ f(z)dz = area sota la grafica de la funcié y = f(x),

entre els punts x = aix =b.

Area=Integral

x=a x=b

Per tal de calcular-la dividim linterval [a,b] en n parts iguals. Cada part

a o
i aquestes parts estaran delimitades pels punts

h—
tindra longitud

b—a

n

rr=a+k k=0,1,...,n.

Observem que o =a i x, = b.
L’area que busquem és aproximadament igual a la suma de les arees dels

rectangles de base ; ;i altures respectives f(x1), f(x2),..., f(x,)
Aixi
b —a b—a b—a —
[ e e o ) = TS
k=1

Si la n és molt gran 'error sera molt petit, i tindrem

[ e = pm °

que prendrem com definicié d’integral (definida) d’una funcié.
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Exemple 1.5.1 Demostreu, sense usar induccio, que

—~ , n(n+1)(2n+1)
2T

Posem

P =1
(1+1)° = 1°4+3-1°+3-1+1
(2+1)?° = 2°4+3-22+3-2+1
P = 3 +3.32+3-3+1

(n+1)?* = n*+3-n*+3-n+1

Sumem totes aquestes igualtats i observem que el terme 12 de la primera fila
a l'esquerra es simplifica amb el terme 12 de la segona fila a la dreta; el terme
23 de la segona fila a I'esquerra es simplifica amb el terme 23 de la tercera
fila a la dreta; el terme 3® de la tercera fila a 'esquerra es simplifica amb el
terme 3% de la quarta fila a la dreta; i aix{ successivament.

De tots els termes de I'esquerra només queda sense simplificar I'iltim (ja
que no té cap més fila per sota). Aix{ tindrem

(n+1)3:3(ik2)+3w+(n+1)

Afllant

s n+1 ) 3n,  nn+1)(2n+1)
D K=+ 1) =1 ) = ;

k=1

Exemple 1.5.2 Trobeu l’area sota la parabola y = 2% entre x = 0 i x = 1.

1k
En aquets cas zp, = 0+ k— = —. Per tant tenim
n o n

! 1 & 1 - k2 In(n+1)2n+1) 1
2dr = lim — 2= lim — Y - = lim — =,
/Ox = gim 3 = m LY im :

- n? noocomn 6m2



Exercici 1.5.3 Doneu un valor aproximat de

1 2
/ e " dx
0

Teorema 1.5.4 (Teorema fonamental del calcul) La derivada de ’area
sota la grafica d’una funcio és igual a la propia funcio.

Sigui A(t) la funcié que ens déna I'area sota la grafica de la funcié y = f(x)
entre els punts x = aix =t.
Observem doncs que A(a) =01 que

A(t) = /atf(x) dx

Llavors
t+h ’
A/(t) _ }ILH% A(t + h]’)b — A(t) _ }LE% fa f(I) dl‘h— fa f(l') dx
t+h
= lim m = lim m
h—0 h h—0

on £ és un punt entre ¢ i t+ h (tendeix doncs a t quan h tendeix a zero.) Per

tant hf(ﬁ)
/ R T _
At) = lim === = f(2)
com voliem demostrar.

Teorema 1.5.5 (Barrow)

/ f(x) dx = F(b) — F(a),

on F és qualsevol primitiva de f, i.e., F'(x) = f(x).

Demostracio. Si A(z) denota la funcié area entre a i x, sabem que A'(z) =
f(x). Per tant, F'(x) = A(z) + ¢, on ¢ és una constant, ja que funcions amb

la mateixa derivada difereixen en una constant.
Com que F(a) = A(a) + ci A(a) = 0, tenim que ¢ = F(a).
Per tant

b
/ f(x)dr = A(b) = F(b) —c= F(b) — F(a).

Aquest resultat és el que dona importancia al calcul de primitives.
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Exemple 1.5.6 Calculeu l’area del triangle curvilini limitat per la recta x =
0, i per les grafiques de les corbes y = a3, y = —x% + 2.

Solucio. Primer busquem el punt on es tallen aquestes dues corbes.
= -2 +2

Com que no recordem la férmula de I'equacié de tercer grau, mirem si, per
casualitat el polinomi 23 4+ 22 — 2 = 0 admet una arrel entera. Ha de ser un
divisor del terme independent.

8

Ara ja es veu facil que x = 1 és una arrel. I no n’hi a més.
Aixi

1 3 471
17
A= [ (~22+2)—a¥de = |- yor - 2| =L
[ en -yt |z -4

Exemple 1.5.7 (Arquimedes) Tallem una pardbola per una recta perpen-
dicular al seu eix. Demostreu que [’area del sector de parabola aizi determinat
és igual a 4/3 de larea del triangle que té la mateiza base i altura que aquest
sector.
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Adjunto la feina d’Arquimedes pesant la parabola. El triangle a que es refe-
reix el problema és el BT'G. B és el centre de la bascula. Els pesos QRS JX
penjats a A equilibren el triangle BG'D. A partir d’aqui, Arquimedes, usant
sumes de Riemann (2000 anys abans de Riemann!!) calcula l'area de la
parabola, i sense el teorema fonamental del calcul!!

A

SRS

1.6 Arees i Volums

La idea d’aquesta seccio és demostrar que l'area d’un cos pla és la integral
de les longituds de les seves seccions rectes, i que el volum d’un cos de I'espai
és la integral de les arees de les seves seccions rectes.

Suposem que volem calcular ’area del recinte R limitat per les grafiques
de les funcions y = f(z) i y = g(z) entre els punts z = a i z = b.

Suposem, només per simplificar I'explicacié, que f(z) > g(x) per tot x.
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Sabem que

hrea = [ (7(2) = gla))do
Pero
(o) = f(wo) — g(wo)

és justament la longitud de la secci6 que obtenim al tallar el recinte R amb

la recta vertical x = xg.
Aixi,

b
Area = / [(x)dx = Integral de la longitud de les seccions.

Teorema 1.6.1 L’area A d’un cos del pla és igual a la integral de les longi-
tuds de les seves seccions rectes.

Exemple 1.6.2 Calculeu [’area del triangle curvilini format per les rectes
r =4,y =0 1la grafica de la funcid y = ++/x, tallant per x = constant i
tallant per y = constant.

Solucié 1.Sigui ¢(zy) la longitud del segment que obtenim en tallar el triangle
curvilini donat amb la recta x = .

! ! 16
A:/ c(a:)dx:/ Vrodr = —.

0 0 3
y=2

c(x)
c(y)
y
x=y?2 x=4

Solucié 2. Sigui c(yo) la longitud del segment que obtenim en tallar el triangle
curvilini donat amb la recta y = yp.

Llavors
2 2 ].6
Az/ C(y)dyI/ 4-y*)dy =~
0 0 3

El teorema 1.6.1 es generalitza al calcul de volums. Concretament tenim
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Teorema 1.6.3 El volum V' d’un cos de [’espai és igual a la integral de les
arees de les seves seccions rectes.

Concretament, si el cos esta encaizat entre els plans y = a (tangent per
Uesquerra) i y = b (tangent per la dreta), i denotem per

A(yo) = Area de la interseccié del cos amb el pla y = yo

tenim

v | Ay

Demostracio. Només hem d’aproximar el volum V' del cos com a suma dels
volums dels cilindres de base la seccié d’area A(y) i altura (b — a)/n.

El volum d’aquests cilindres és base X altura, de manera que si dividim,
com sempre, U'interval [a, b] en n parts iguals, i denotem els punts intermitjos
per y, el volums de cadascun d’aquests cilindres és

b—a
Vi = Alyx) - :
n
Sumant,
V= lim > Alys) = / A(y) dy
n—o0 n 1 a
z
/ Y
y=a y=b
X



Exemple 1.6.4 (Esfera) Calculeu el volum d’una esfera de radi R.
Solucio. Observem que en tallar 'esfera

? +y* 42" =R
pel pla y = yp, obtenim una circumferencia de radi r = r(yy) donat per

r= \/RQ_y(Q),

i per tant, d’area A(yy) = mr.

(el triangle OPQ de la figura és rectangle en @, OP = R, PQ = ).
Per tant,

R R3 4
V= / 7 (R? — y*)dy = TR*(2R) — 27‘('? = §7TR3.
R

Exemple 1.6.5 (Con inclinat) Calculeu el volum d’un con d’altura h i
area de la base A.

Solucio. Només ens hem d’adonar que les figures que s’obtenen en taller el
con pels plans z = 2y i z = h sén proporcionals, i el factor de proporcionalitat
és % Es el Teorema de Tales.
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Recordem també que quan tenim triangles semblants i el factor de propor-
cionalitat entre els seus costats és una constant A, llavors la proporcionalitat
entre les seves arees és \2.

Com que l'area de qualsevol figura es pot pensar com suma d’arees de
triangles, també és cert que figures semblants amb factor de proporcionalitat
)\, tenen arees proporcionals amb factor de proporcionalitat \2.

I —— 4
-
~
"
A(z) /{//

Per tant, si denotem per A(z) I'area de la figura que s’obté en tallar el con
amb el pla z = zg, tenim

I per tant

h h 22 1
V = A(z)dz = A—dz = - Ah.
/0 (2)dz /0 2dz =3
Teorema 1.6.6 (Volum de revolucid) El volum V del cos de revolucid

que s’obté en girar la grafica de la funcid z = z(y), entre y = a i y = b, al
voltant de l'eix de les y's, és igual a

b
V = 7r/ z(y)Qdy
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Demostracio. Conseqiiencia immediata del teorema 1.6.3, ja que en aquest
cas I'area de la secci6 recta val A(y) = 7z(y)?.

Exemple 1.6.7 (Esfera) Calculeu el volum d’una esfera de radi R.
Solucio. Observem que 1'esfera

2 +y* + 22 = R
s’obté al fer girar la grafica de la funci6 z = \/}%27—y2 al voltant de l'eix de

les y's, variant y entre y = —R iy = R.
Per tant

R R 4
V:ﬂ'/ z(y)Qdy:W/ (R* —y*)dy = ~TR>.
R R 3

Exemple 1.6.8 (Con) Calculeu el volum d’un con d’altura h i radi de la
base R.

Solucio. Observem que aquest con s’obté al fer girar la grafica de la funcié

z = %y al voltant de 'eix de les y's, variant y entre y =01y = h.
Per tant

h h R2 1
V= 7r/ 2(y)? dy = 7r/ (—2y2) dy = —TR?h.
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Capitol 2

Corbes

Un cordill embolicat al pla o a I’espai és una corba. Pero als matematics ens
agrada complicar-nos la vida i diem que una corba plana és una aplicacio

v : [a,b] — R?

que associa a cada punt t € [a,b] un punt

del pla. Suposarem que les funcions x = z(t),y = y(t) es poden derivar.
Analogament, una corba a ’espai és una aplicacid

v [a,b] — R?
que associa a cada punt ¢t € [a,b] un punt
V() = (x(t),y(1), 2(t))

de Tespai. Suposarem que les funcions x = z(t),y = y(t), z = 2(t) es poden
derivar.

Exemple 2.0.9 Considerem la corba
() = (cost,sint); t € [0,2n]

Si dibuixem els seus punts veiem que tots cauen a la circumferencia d’e-
quacié 2 + 3% = 1 (i tot punt d’aquesta circumferéncia es de la forma ~(t)
per a algiin t € [0,27]), ja que z(t)? + y(t)? = cos?(t) + sin®(t) = 1.
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Exemple 2.0.10 Considerem la corba
v(t) = (cos2t,sin2t); t € [0,27]

Si dibuixem els seus punts veiem que tots cauen a la circumferencia d’e-
quacié 22 + % = 1, ja que z(t)? + y(t)? = cos?(2t) + sin*(2t) = 1. Pero ara
cada punt de la circumferencia és imatge per 7 de dos punts diferents de
I'interval [0, 27]. El cordill déna dues voltes sobre la circumferéncia.

Exemple 2.0.11 (Cicloide) Tal com es veu en el dibuiz, tenint en compte
que per construccio de la cicloide AB = CD (i.e. el segment AB té la
mateiza longitud que l'arc CD), tenim que les coordenades del punt D de la
figura son

xz(t) = Rt+ Rsint
y(t) = R+ Rcost

y
C
R R D
X
A B

Exemple 2.0.12 (Helix)

xz(t) = Recost
y(t) = Rsint
z(t) = at

Observem que z(t)* + y(t)> = R?, és a dir, la corba esta situada sobre el

cilindre d’equacid x* + y? = R%.
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Podem pensar que t és qualsevol nombre real. A mesura que ¢ creix la corba
va girant (perque hi ha sinus i cosinus) perd també va pujant, ja que la z
depen linealment de t.

www.biotechnologyonline.gov.au
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2.1 Tangent

La idea intuitiva de tangent a la corba ~(t) en el punt ¢ = 0, és que és la
posicié limit de les rectes determinades pels punts y(¢) i v(0), quan ¢ s’acosta
a 0.

Per evitar el problema de que

lim(y(t) —7(0)) =0

t—0

i tenint en compte que els vectors y(t) — v(0) i

(t) —(0)
t

tenen la mateixa direccid, definirem la recta tangent a la corba 7(t) en el
punt (0) com la unica recta que passa per aquest punt amb vector director
donat per
t) —~(0
() =9(0)
t—0 t

=7'(0).

y(0)

Obviament, el paper jugat pel punt v(0) pot ser jugat per qualsevol altre
punt 7(to) de la corba.
Resumint, el vector tangent a la corba (), en el punt ¢ = ¢y, és el vector

Y (to) = (2'(t0), ¥ (to), 2 (t0))

Els comentaris anteriors sén només per justificar el nom de wvector tangent
que donem a /().

28



2.2 Velocitat

Considerem la corba (plana o de 'espai) y(t), i pensem que t és el temps, de
manera que la corba és la trajectoria que descriu un punt que es mou en el
pla o l'espai.

Per saber a quina velocitat (instantania) es mou aquest punt, només hem
de posar

espai Y longitud de la corba entre () i v(0)
= lim

- temps  t—0 t

Aix0 ens donaria la velocitat en el punt +(0).
Pero com que aquest quocient es calcula per a valors petits de ¢t podem
aproximar la longitud de la corba entre (¢) i 7(0) per la distancia entre els

punts y(t) i v(0).

Per tant
v o= limM
t—0 t
I € e O eRa O O M E R U)
t—0 t
o VT @P Y P 1 (P
t—0 t

= Va'(0)2+y/(0)2 + 2/(0) = |7/ (0)]

on hem utilitzat tres cops el teorema del valor mitja, i 0 < a,b,c < t (per
tant, tendeixen a 0 quan ¢ tendeix a 0). Recordem que «/(¢) vol dir

Aquest calcul justifica anomenar velocitat a la norma del vector tangent
a una corba.

2.3 Longitud d’una corba

Teorema 2.3.1 La longitud L d’una corba y(t) entre els puntst =a it =10
(0, equivalentment, entre els punts v(a) i (b)) és igual a la integral entre a
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1 b de la norma del vector tangent a la corba.

b
L= / I 0] dt

Demostracio. Com que

tenim

1Y (Ol = V' ()2 + y/(£)? + 2 (1)

de manera que ’enunciat també s’escriu com

L= / VIR ()7 + 707 di

La idea de la demostracio és molt simple, ja que només hem de pensar
que L es pot aproximar per la longitud de poligonals que tenen cada cop més
i més costats.

Concretament, prenem els punts

b_
th=a+k—2 k=0,1,...,n.
n

Quan n és gran, la longitud de la corba entre y(ty) i y(tx41) és aproximada-
ment igual a la longitud del segment rectilini que uneix aquests punts.
Per tant, igual a

V(@ (tir) = 2(t)? + (y(tan) — y(te))? + (2(tee) — 2(t))?.
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Pel teorema del valor mitja aquest valor és igual a

b a\/55'<§k)2 + 4 ()? + 2 ()2,

n
on &k, Mk, Vi SON valors desconeguts situats entre ¢ i tgyq.

Si denotem per L, la longitud de la poligonal que obtenim en unir per
segments rectilinis els anteriors punts ~y(x) tenim

“b—a
Ln — X' 2 + 2 + 2 (v 2
; - V' (&)? + v () (Vi)
i per tant, acceptant que la longitud L de la corba s’aproxima per L, quan
n és molt gran, tenim

b _
L = lm L, = lim Y = /oG +y/(m)? + ()

n

D =N e e e W AT
k=1 a
Hem usat que els punts &, ng, V% s’acosten a t; quan n tendeix a infinit. I la
definicié d’integral donada a la pagina 15.
Exemple 2.3.2 (Longitud d’un pas de rosca de 1’hélix)
En aquest cas, a partir de les equacions donades a I'exemple 2.0.11, tenim
()] = VR e
i per tant

27
L= VR?2+a?dt =27V R?+ a?

0

Exemple 2.3.3 (Longitud d’un arc de cicloide)

En aquest cas, a partir de les equacions donades a I’exemple 2.0.12, tenim

17/ (1)]] = RV2V/1 + cost

1 per tant

L= /7r RV2V/1 + cost dt = /W RV2v/2 cos(t/2) = 2R[2sin(t/2)]2' = 4R.

31



32



Capitol 3

Funcions de diverses variables

3.1 Definicié i grafica
Una funcié de dues variables és una aplicacié

f: R — R
(z,y) — f(z,y)

Per exemple, la funcié volum d’un cilindre, és una funcié de dues variables:
el radi de la base i ’altura. Tenim concretament

V =V(r,h) = 7r’h

Altres exemples serien

flay) = 2" +y

f(z,y) = sin(zy)

flry) = V1-a?—y?

Observem que el tercer exemple només té sentit quan el punt (z,y) al qual
s’aplica la funcié f, pertany a l'interior o a la vora de la circumferencia de
centre l'origen (0,0) i radi 1.
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Definicié 3.1.1 (Grafica) La grdfica de la funcié f(x,y) és el conjunt de
punts (z,y,2) de R® tals que

Per exemple, la grafica de f(z,y) = /1 — 22 —y? és 'hemisferi nord de
I'esfera de centre (0,0,0) i radi 1.

La grafica de f(z,y) = /22 + y? és un con de vertex (0,0,0), com es
veu trivialment tallant la grafica amb el pla = 0 (obtenim z = 4y, dues
rectes del pla z — y), amb el pla y = 0 (obtenim z = +z, dues rectes del pla
z—x),1iamb el pla z = R (obtenim, per a cada R, la circumferencia de radi

R, 2+ y* = R*).!

3.2 Derivades parcials

Si, a la funcié f(z,y), mantenim la y constant, podem pensar que tenim una
funcié d'una sola variable, la x, i la podem derivar sense problemes.
Analogament, si mantenim la x constant, podem pensar que tenim una
funcié d’una sola variable, la y, i la podem derivar sense problemes.
Per saber si derivem respecte de la x o respecte de la y utilitzarem la
notacio

) )
ai( ), a—i(z,y)-

Aixi, per exemple, si f(z,y) = 2% + y, llavors

o) = 2
) = 1

La definicié precisa de derivada parcial en un punt és la segiient.

of . fl@o+t,90) — f(20,%0)
%(x&yO) = tlj% y
of . fl@o,yo + 1) — f(z0,90)
a_y(%,yo) = 11_{% ;

!Dibuixeu més grafiques amb Maple.
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3.3 Regla de la cadena

L’increment que experimenta el valor d'una funcié f(x,y) quan z experimen-
ta un increment Az i y experimenta un increment Ay, és, per definicio,

Af = flx+ Ax,y + Ay) — f(x,y)

Pero sumant i restant la mateixa quantitat tenim

Af = flr+ Azx,y+ Ay) — f(x + Az, y)
+ f((lf—i-A[E,y)—f(CL’,y)

Pel teorema del valor mitja tenim
of
flz+Az,y+ Ay) — f(z + Ax,y) = 8—y(x + Az, §) - Ay,

amb £ entre y i y + Ay; i també

of
flz+Az,y) = fz,y) = 5-(1.y) - Az,
amb 7 entre x i x + Az. Per tant,
of af
Af =— A Ay 4+ — -A 1
f ay(l”r z,€) - Ay + 5-(n,y) - Ax (3.1)
fx+dx,y+dy)
(x+dx,y+dy) x,)

(xy) (x+dx.y)

/
x.y)
/ / (x+dx,y+dy)
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Suposem ara que els punts (z + Az, y + Ay) i (z,y) estan units per una
corba (z(t),y(t)) de manera que a U'instant ¢ estem en el punt (z,y) (z(t) =
z,y(t) = y), i que al cap d'una petita estona At estem a (z + Az, y + Ay)
(x(t+ At) =z + Az, y(t + At) = y + Ay). Aixi

Ar = z(t+ At) —z(t) = 2'(€) - At
Ay = y(t+At) —yt)=y'(n) At

Substituint aquests valors a (4.2) tenim

of of
Af =— A () - At + ==(0,y) - 2'(€) - At
f ay(:H €)Y (n) - At + 220, y) - 2'(€)
on €, estan entre ¢ i t + At.
Observem que quan At tendeix a zero, també Ax i Ay tendeixen a zero,
ipertant £ — vy, n—x, e—t, 10— t. Per tant

Af _9f of
lim — = —(z,9) -y (t) + = (x,y) - 2'(¢
Jim = 8y< )y () + 5 -(2y) - 2(t)
Resumint, si tenim una funcié de dues variables f(x,y), pero cadascuna
d’aquestes variables depen d’una altra variable ¢, de manera que tinguem z =
z(t), y = y(t), tenim de fet una funcié d’una sola variable ¢, que continuem

denotant per f,

i es compleix que

P~ L w900 v+ L w0.v0) -0

A vegades només posem

& _0f dy Of dn
dt  dy dt Oxr dt

que és 'anomenada regla de la cadena.

Exemple 3.3.1 Sigui f(z,y) = x> + xy. Sigui x = sint, y = t>. Trobeu,
directament, 1 aplicant la regla de la cadena la derivada de f respecte de t.
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Solucidé 1. Directament. f(z(t),y(t)) = z(t)?+x(t)y(t) = sin® t +t?sint. Per
tant

Z—]; — 2sintcost + 2tsint + t* cost.
Solucio 2. Regla de la cadena. Com que
of
— = 2
I r+y
o _
oy
d_x = cost
dt
dy
— = 2t
dt
tenim
df
il (2x(t) + y(t)) - cost + x(t) - 2t

= (2sint +t?) - cost +sint - 2t.

3.4 Derivada direccional 1 Gradient

Les direccions es poden pensar com els punts d’una circumferencia de radi 1
de la qual I'espectador n’és el centre. Les identificarem doncs amb els vectors
de modul 1.

Sigui f(z,y) una funcié de dues variables i v un vector de modul 1, i.e.
Jull = 1.

Definim la derivada direccional de f(x,y) en el punt (g, yo) i en la direccid
del vector u = (uy,us), amb u? + u3 = 1, per

f(zo + tuy, yo + tus) — f(zo, Yo)
t
Observem rapidament que si v = (1, 0) aquesta definicié coincideix amb al
derivada parcial respecte de x, i que si u = (0, 1) aquesta definici6 coincideix
amb al derivada parcial respecte de y.

Duf(x(]?yO) = 11_{%

Teorema 3.4.1
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Demostracio. Fixem el punt (z,y) i considerem la funcié
g(t) = flx 4+ tuy,y + tug), u= (u,us) |ull=1.

Per la regla de la cadena

of d(x +tuy) Of d(y + tus)
/ e —ee —_—
Jgt) = ax(x+tu1,y+tu2) p + ay(x—i—tul,y—l—tuQ)—dt
Per tant
9'(0) = Vf(z,y) - u
Per altra banda
4(0) = lim {0 =90y flettunyttu) = foy) _p ey

t—0 t t—0 t

Teorema 3.4.2 El gradient d’una funcio en un punt és ortogonal a la corba
de nivell que passa per aquest punt. Es a dir,

Vf(z,y) - w=0,
quan w és un vector tangent a la corba de nivell de f, en el punt (x,y).

Demostracio. Sigui v(t) = (z(t),y(t)) una corba continguda en la corba de
nivell f(z,y) = a. Llavors

f(x(t),y(t)) = a, per a tott,
i per tant, derivant als dos costats d’aquesta igualtat tenim

O w0a) - 20+ 2 o) oy 240 o,

Pero aquesta igualtat es pot escriure com

V(x(t),y@) - (@' (t),y(t) =0

1 hem acabat. (J

Teorema 3.4.3 Fizem un punt (x,y). La direccid u en la que la derivada
direccional

Dy f(x,y)

és mazxima €s la direccio del gradient V f(x,y). I minima en la direccid de

—Vf(x,y).
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Demostracio. Com que

Duf(z,y) =V f(x,y) -u=Vf(zy)|-ull-cosa=[|Vf(z,y) cosa

i el punt (z,y) on es calcula el gradient esta fixat, és clar que el valor maxim
d’aquest producte s’agafa quan cosa = 1, és a dir, quan o = 0. Com que
« és I'angle entre V f(z,y) i u, el maxim s’agafa quan u té la direccié del
gradient.

El minim s’agafa quan cosa = —1, és a dir quan u té la direccié oposada
del gradient. [J

Exemple 3.4.4 Sigui 1l el pla perpendicular al pla x—y que passa pels punts
P =(1,2,0), Q@ = (3,4,0). Sigui S la superficie donada com a grafica de
la funcié f(x,y) = 42* + y*. Trobeu l'equacid de la recta tangent a la corba
C =SSN en el punt P = (1,2,8).

Solucio. Denotem

\)

—

PQ V2
2

| PQ|

La corba

o(t) = P+tu

= (1,2,0) +t(u1,u2,0), Uy = U =

?

V2
2
uneix els punts P i ). Si la pugem a la superficie obtenim
Y(t) = (14 tug, 2 + tug, f(1 4 tug, 2 + tuy))
i per tant

7' (0) = (w1, u2, Dy f(1,2))

Com que

Duf(1,2) = VF(1,2)-u = (8,4) - ( ) = 62,

)

V2
2

“I%

la recta demanada és




Recordem que la recta

T—To  Y—Y% _ =<0

(51 U2 Uus

és la recta de l'espai que passa pel punt (zg,yo,20) amb vector director
(u17u27u3)-

3.5 Pla tangent. Punts critics
El pla tangent és el pla que conté les tangents. En efecte, fixem un punt
P = (z0,90, f(x0,%0)) de la grafica de la funcié f(x,y). Considerem una

corba (t) de R?® continguda a la superficie i tal que v(0) = P. Per estar
continguda a la grafica tenim

on

p= @050, 1= G ((0).4(0)

(regla de la cadena).
Traient factor comu

7'(0) = 2'(0)(1,0,p) + ¢'(0)(0,1,q)

Es a dir, el vector tangent a tota corba dins la superficie en el punt P és
combinacié lineal dels vectors (1,0,p) i (0,1,¢)% Es natural doncs dir que el
pla tangent és el pla que passa per P paral-lel al pla per I'origen generat per
aquests dos vectors.

Observem que el vector

N = (_p7 —q, 1)

2Que depenen de la superficie perd no de la corbal
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és ortogonal als dos vectors anteriors. Es diu que és el vector normal al pla.
Observem que

IN|| = vVp*+¢*+1.

L’equacio del pla tangent és doncs

—p(x —x0) — q(y —yo) + (2 — 20) = 0

amb zo = f(%o, Yo)-
Observem que aquesta equacié expressa que els vectors N i (z — zg,y —
Yo, 2 — 2o) son ortogonals, ja que I'anterior equaci6 es pot escriure com

(—p, —q, 1) (& — 0,y — Yo, 2 — 29) = 0.

— —

P:(ilfo,yo,Zo), Q:(xayaz)a PQ:(UTJ—%,Q—ZJO,Z—ZO)» PQNZO

Si P és un maxim o un minim, és clar intuitivament que llavors el pla
tangent a la grafica en P és paral-lel al pla z — y. El seu vector normal és
dones (0,0,1). Per tant, p = ¢ = 0.

Teorema 3.5.1 En els mazims i minims (locals) de la funcid f(x,y), el seu
gradient s’anul-la.
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Definicié 3.5.2 Direm que el punt (0,Y0) €s un punt critic de la funcio
f(xvy) quan Vf(%ayo) = (070) Es a di?“,

0
a_i(x(]?y()) =0
0
a—£<xo,yo> ~ 0

Els punts critics poden ser maxims, minims o ni maxims ni minims. Un
punt critic que no és ni maxim ni minim s’anomena punt de sella.

Exemple 3.5.3 Estudieu els punts critics de f(x,y) = 22 + y?

Solucio. Calculem els punts critics.

of

_— — 2 —
p z=20
of

— p— 2 p—
ox y="0

Per tant, 'inic punt critic és (0,0). En aquest punt la funcié val 0, i en
qualsevol altre punt la funcié és positiva (suma de quadrats), per tant aquest
punt critic és un minim.

Exemple 3.5.4 FEstudieu els punts critics de f(x,y) = —x? — y*

Solucio. Calculem els punts critics.

of _ _
e 2 =0
of _ _
— = —2y=0

Per tant, 1'inic punt critic és (0,0). En aquest punt la funcié val 0, i en
qualsevol altre punt la funcié és negativa (resta de quadrats), per tant aquest
punt critic és un maxim.

Exemple 3.5.5 Estudieu els punts critics de f(z,y) = x* — y?
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Solucio. Calculem els punts critics.

aof

_— — 2 —
B x=0
of

_— — —2 —
ox y="0

Per tant, I'inic punt critic és (0,0). En aquest punt la funcié val 0. Veiem
pero que molt a prop de (0,0) la funci6 agafa valors positius i negatius, ja
que f(0,¢€) = —€2, que és negatiu, i f(e,0) = €2 que és positiu, per a qualsevol
valor de € tant proper a 0 com vulguem. Per tant (0,0) és un punt de sella.

Observacié 3.5.6 En els maxims i minims la superficie queda a un costat
del pla tangent. Pero en els punts de sella no. FEstudieu el pla tangent a
l'origen en els tres exemples anteriors.

3.6 Taylor per a funcions de dues variables

Si volem aproximar f(z,y) per un polinomi en les dues variables z, y tindrem
una expressio del tipus

f(z,y) = ao + arx + agy + asx® + agzy + asy® + . ..

I aquests coeficients es calculen facilment ja que

%(yg,y) = aj + 2a3x + agy + . ..
g_ch(Ly) = a9+ ayx + 2a5y + . ..
%(%y) = 2a3+ ...
Pl ) = e
Pl = 2t
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I per tant,

% 0.0) = o
Zo0 - a
%(0,0) = 2ajs
%(070) Q4
giy];(o,()) — 4

De manera que el polinomi que (eventualment) aproxima f(z,y) al voltant
del zero (ja que prenem derivades en el (0,0)) és
of of
= 0,0) 4+ =(0,0 —(0,0
f(z,y) £(0,0) + =-(0, )x+8y(’ )y +
102 0?
oot s &1

02 f
392 00T+ 505,

1
(0,0)2y + 5 520,00y + ...

+ 2 0y?

3.7 Criteri del Hessia

Si suposem f(0,0) = 0 i que (0,0) és un punt critic de f(z,y),® el desenvo-
lupament de Taylor de f(x,y) al voltant de 'origen té la forma simple

f(z,y) = ax® +bxy + cy* + . ..
on hem posat, per simplificar, a = a3, b = a4, ¢ = a5. També escriurem
f(z,y) = ax® + bay + cy® + Q

on €2 engloba termes en x,y de grau superior a dos.

3 Aixd sempre ho podem aconseguir, ja que si (zg,yo) és un punt critic, només hem de
traslladar la grafica de f(x,y) fins a fer coincidir el punt (zo,yo, f(zo, yo)) amb (0,0,0).
Aquesta translacié no afecta al tema que ens preocupa, que és saber si els punts critics
sén maxims, minims o punts de sella.
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Estudi de la part quadratica

Escrivim ara la part quadratica de f(z,y), az® + bxy + cy?, com a suma o
resta de quadrats:
Suposem primerament a # 0.

Completacio de quadrats.

ar® +bry +cy® = a(v+ ;)—Z)Q - b4—’Z + cy?
= a(x+ g—Z)Q + (;—ZQ + ¢)y?
= oot P (S
on A = 4ac — b? és igual al determinant
2 2
(2 0)- %(mm az?a;w,m
8x—8y(0’ 0) a_:yg(()?O)

Aquest determinant s’anomena Hessia de la funcié f(x,y) en el punt (0,0).
Estudi del signe de la part quadratica.

e Sia>01A >0, I'expressio

Al

alw+ 207+ (D

x
2a
és sempre positiva, i com en el (0,0) val zero, aixo vol dir que (0,0) és
un minim.

e Sia>01A <0, I'expressio

by

a(w+52)" + ()Y

4a

és del tipus X? — Y2, que pren valors positius i negatius prop de (0, 0).
Aixi, (0,0) no és ni maxim ni minim. Es diu que és un punt de sella.
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e Sia<0iA >0, I'expressié
by o A,
55)'+(15ﬁ/

és sempre negativa, i com en el (0,0) val zero, aixo vol dir que (0,0) és
un mazrim.

a(z +

e Sia<0iA <0, 'expressi6

by .o

a(x + == —

(z+ 2a) + (4a

és del tipus —X?+Y?2, que pren valors positius i negatius prop de (0, 0).
Aixi, (0,0) no és ni maxim ni minim, torna a ser un punt de sella.

)y

e a =0. En aquest cas A = —b% < 0.
Si A <0, (b#0) la part quadratica queda reduida a

bry + cy* = y(cy + bx)

que pren valors positius i negatius tan a prop de zero com vulguem.
Es a dir, (0,0) és en aquest cas un punt de sella. A la figura es veu
com aquesta funcié té signes oposats en els punts A i B, que podem
suposar tant proxims a (0,0) com vulguem, fent-los variar dintre de la
regié limitada per la rectes y = 0 i cy + bx = 0.

cy+bx=0
cy+bx>()

cy+bx<0

46



Si A =0, (b=0) la part quadratica queda reduida a

Cy2

que és positiva si ¢ > 0 (i llavors (0,0) és un minim), i negativa si ¢ < 0
(i llavors (0,0) és un mazxim).

e a #0, A =0. En aquest cas tenim

b
az® + bry + cy® = a(z + Q—y)2
a

que és més gran o igual a zero si a > 0 (i llavors (0,0) és un minim), i
més petita o igual a zero si a < 0 (i llavors (0,0) és un mazim).

Resumim aquests sis punts en la taula segiient.

a | A (0,0)
>0|>0 minim
<0|>0 maxim

<0 sella
0 | maxim o minim

Exemple 3.7.1 Estudieu els mazims i minims, i el Hessia, de f(x,y) =
ax?® + 2\/acxy + cy?.

Solucio. Calculem els punts critics.

% = 2ax + 2vacy =0
ox
ﬁ = 2vacx +2cy =0
ox

Tenim tota una recta de punts critics: Qualsevol punt de la forma

(—v/c/ay) ye€R

és punt critic.
Calculem el Hessia.
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2a  2+/ac
2\/ac  2c

Com que el Hessia és zero, els punts critics poden ser maxims o minims.
Mirem quin és el cas. Hem vist, en fer la completacié de quadrats, que

vacy

a

=0.

)2

f(z,y) = ax® + 2v/acry + ¢y = a(x +

Aixi, si @ > 0, aquesta expressié és positiva i els punts (—y/c/ay) sén
minims.* Si a < 0, aquesta expressié és negativa i els punts (—+/c/ay)
son maxims.

1 ¥y

2% + 2zy + 1y

Estudi del cas general: f(z,y) = ax® + bxy + cy? + Q

El comportament de la part quadratica az?+bxy+cy? que acabem d’estudiar,
es trasllada essencialment (perd no completament) al comportament de

f(z,y) = az® + by + cy* + Q.

4Si prenem com definicié de minim local que el valor de la funcié en aquest punt
és menor o igual que el valor de la funcié en un petit entorn d’aquest punt. Pero si
prenguéssim com a definicié de minim local que el valor de la funcié en aquest punt és
estrictament menor que el valor de la funcié en un petit entorn d’aquest punt, llavors els
punts (—+/c¢/ay) no serien minims locals.
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La idea intuitiva és que {2 és petit en comparacié a la part quadratica, i
podem menysprear la seva aportacié al fet que un punt sigui maxim, minim
o sella.

Que 2 és petit en comparacié a la part quadratica es dedueix del fet
que ) és suma de termes en x,y de grau superior a dos, i les potencies
o3, 2y, xy? y3 ot 2y, 2?y? oy, gt ... sén petites al voltant del (0,0) en
comparacié amb 22, zy, y?.

L’inic problema que pot haver és que la part quadratica estigui formada
només per z2 o només per y2, ja que llavors no és cert que, per exemple y3
sigui molt petit respecte de 22 ja que no podem comparar z2 amb y3 (la z i
la y s6n independents).

Acceptarem sense demostracid que quan el Hessia és diferent de zero (A #
0) el comportament de la part quadratica ax® + bxy + cy® es trasllada al
comportament de la funcid.’

En canvi, quan A = 0, hi ha casos en que el comportament de la part
quadratica az? + bzy + cy? es trasllada al comportament de la funcié i casos
en que no.

Veiem un parell d’exemples d’aquesta situacio.

Exemple 3.7.2 Estudieu els mazims i minims, i el Hessia, de f(z,y) =
2 .3
e+ Y.

Solucio. Calculem els punts critics.

8f_

%—237
of L
o - Y

5Aix0 és degut a que la part quadratica es pot escriure, fent un canvi de variables, com
suma de quadrats. Concretament, podem posar

f(X,Y) = £X? 4+ Y? + termes d’ordre superior

on

by
X = —),Y = —
\/6($+ 20,)’

quan a > 0, i expressions semblants quan a # 0.

Ara és clar que les poteéncies X3, X2Y, XY?2,Y3,... sén petites al voltant del (0,0) en
comparacié amb +X2+Y?2, i que per tant els maxims, minims i selles de la part quadratica
continuen sent maxims, minims i selles de la funcid.
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Per tant, I"inic punt critic és (0,0). El Hessia en aquest punt és
2 0
‘ 20 ‘ o

Veiem que molt a prop de zero la funcié agafa valors positius i negatius,
ja que
f(0,€) =€ ¢ petit

que és positiu si € és positiu i negatiu si € és negatiu.
Per tant (0,0) és un punt de sella (era un minim de la part quadratica).

7

n
i

ll
/////////////////////

0.3 05 0-05-b5 1

flz,y) =2

Exemple 3.7.3 Estudieu els mazims i minims, i el Hessia, de f(x,y) =
22 + .

Solucio. Calculem els punts critics.

of

R
ox T
af .,
o =W

Per tant, I"inic punt critic és (0,0). El Hessia en aquest punt és
2 0
5ol
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Pero ara és clar que (0,0) és un minim (també era minim de la part
quadratica), ja que f és suma de quadrats i per tant, sempre és positiva.

Aixi doncs, si en 'estudi dels punts critics d’una funcié, trobem que el
Hessia s’anul-la en aquests punts, no podem saber (sense un estudi detallat
de la funcid) si aquells punts critics sén maxims, minims o sella.

En canvi, en els casos en que A # 0, el comportament de la funcid €és
tgual al comportament de la seva part quadratica.

Resumim els comentaris anteriors en el teorema segiient.

Teorema 3.7.4 Sigui (xg,yo) un punt critic de la funcié f(x,y), és a dir,
un punt tal que

a0, 0) = (2L v, ), 2 v, ) = (0,0).

Llavors, per saber si (xo,vo) €s mazxim, minim o punt de sella mirarem la
taula segient.

o*f
@(‘T()a Yo) A(xmyo) ($0, Yo)
>0 >0 minim
<0 >0 mazim
<0 sella
0 depen

Acabem amb aquests dibuixos de les funcions 22 +y2, 2% +3%4+9°, 22 +y> +
2y per tal que es vegi com, en el cas en que la part quadratica és suma de
quadrats, sumar termes de grau superior no afecta al fet que (0, 0) sigui minim

de la funcié considerada. La grafica canvia una mica pero practicament gens
al voltant del (0,0).
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2® +y’ + 2Py

+ 10

2

x2+y
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Capitol 4

Integracié de funcions de
diverses variables

4.1 Definicid

Aixdi com

/abf(a:)dx

representa l’area sota la grafica de la funcié y = f(x), quan z varia a I'interval

[a, b], expressié
//f(x,y)dxdy
R

representa el volum sota la grafica de la funcié z = f(z,y), quan (z,y) varia
dins del recinte R C R2.

Com que aquest volum no el sabem calcular, el que farem sera dividir
el recinte R en petits rectangles i aproximar el volum buscat per la suma
dels volums dels prismes amb base aquests rectangles i altura fins a tocar la
grafica z = f(z,y). El volum d’un prisma es calcula facilment multiplicant
I’area de la base per 'altura.
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z = fx.y)

=
V

—

4.2 Integracié sobre un rectangle

Comengarem estudiant un cas senzill: quan R és un rectangle, és a dir
R = [a,b] x [c,d]
Dividim [a, b] en n parts iguals. Es a dir, considerem els punts

h—
rr=a+k a, k=0,1,...,n.
n

Dividim [¢, d] en m parts iguals. Es a dir, considerem els punts

d—c
yj=c+j
m

i=0,1,...,m.

D’aquesta manera R queda dividit en petits rectangles d’area
b—a d-c
X :
n m

Com altura de cada prisma amb base aquests petits rectangles agafarem
I’altura fins a la grafica del punt

(xk,y;), k=1,...,n;j=1,....,m.
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Observeu que em eliminat els casos £ = 01 57 = 0, ja que tenim n x m
rectangles, i cadascun d’ells l'individualitzem per un i només un dels seus
vertexs.

Aix{ doncs, la suma dels volums d’aquests prismes val (area de la base

per l'altura)
b—a —c
V(P) = ZZ f (x5

k=1 j=1

Observem que el doble sumatori vol dir sumar tots els elements de la
matriu

fle,) flenye) 0 f(@,Ym)

flazn) flazg) o flz2ym) (4.1)

Si organitzem aquesta suma en files (sumem primer cada fila) tenim

Vi) ="ty (d;f Zf(:ck,yj))

k=1

Quan m i n s6n molts grans V(P) és practicament igual a V', el volum sota
la grafica buscat.
De manera que tenim

V o= 1 1 ~
ngoo (mgoo 2 (mﬂ;))

= 1 < fzr,y dy)
n—oo k c

La primera igualtat es pot considerar com la definicié d’integral doble

[ [ steops - 55 s 05 )

k=1 =

3
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Observeu que
d
/ far,y) dy

és una funcio de xy.
Resumint,

[ ][ rena)a

Si repetim els calculs, pero organitzant ara la suma dels elements de la
matriu (4.1) en columnes (sumem primer cada columna) tenim

v(p) =0 (b_afokv%)

Com abans, tindrem

vV = A
moco M . <n~>oo (:Eka Yj )>

s m(/fw )
. /d</ f(x,y)dx)dy

Resumint,

[ fopoa= [ ([ 0005)

D’aquesta manera no sols hem donat dues maneres de calcular una in-
tegral doble com dues integrals simples, siné que també hem demostrat el
resultat segiient.
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Teorema 4.2.1 (Teorema de Fubini)

/ab (/jf(:c,y)dy) dx:/cd (/abf(x,y)dx) 0

Exemple 4.2.2 Calculeu

Ty
————dxd
//Ql+x2+y2 o
on @ =1[0,1] x [0, 1].

Solucio. Sabem que aquesta integral és igual a

1 1
/ /Ldy dx.
0 o 1+az%+y?

Calculem primer la integral que esta entre parentesis (que és una funcié
de z).

1 1
Yy y
— 7  _dy = x| ————d
/0 T+ g2 /0 Tra? 2"

y=1
= z|=In(1+2%+y?)
2 —0
y_
x. 2+ 22
= —1In
2 1422

I ara calculem
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4.3 Integracid sobre un recinte limitat per les
grafiques de dues funcions

Considerem el recinte R limitat per les grafiques de les funcions y = h(x) i
y = g(x), entre els valors = a i = b. Volem calcular

/ /R f(,y) dody

per a una certa funcié f(x,y).

Com que de moment només sabem integrar sobre rectangles, prenem
punts ¢, d tals que R C @ = [a, b] X [c,d].

Ara ens inventem una funcié f(z,y) que coincideixi amb f(z,y) sobre R
i valgui zero fora de R.

D’aquesta manera tindrem

//Rﬂx,y)dxdy://Qﬂx,y)dxdy:/ab (/Cdﬂx,y)dy)dx

Pero observem que (imagineu z fixat entre a i b)
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g(x)

d 5 5 h(zx) 5 d 5
/ fz,y)dy = f(ar,y)der/ f(w,y)dy+/ f(z,y)dy
¢ 9(z) h(z)

¢

I, com que f (z,y) és zero fora de R, només queda la integral del mig, en
la qual f(x,y) = f(z,y). Es a dir

d _ h(zx) 5
/ Fx.y)dy = / Fle.y)dy

g(z)

Per tant

[ [ raadeay= [ b ( / :j)ﬂx,y)dy) d

Exemple 4.3.1 Calculeu

// xy dx dy
R

on R és el quadrilater de vertexs A= (1,1),B = (4,1),C = (3,2),D = (2,2).

Solucio. En aquest cas ens resulta més comode pensar aquest recinte com
limitat per dues grafiques del tipus = = ¢(y), * = h(y) (i no y = g(z),
y = h(z)). Els mateixos arguments anteriors ens diuen que

2 h(y)
//xydwdy:/ / xydx | dy
R 1 9(y)

on x = ¢g(y) és la funcié que té per grafica la recta AD, i x = h(y) és la
funcié que té per grafica la recta BC.

Observem que la recta AD té equacié y = x, i la recta BC' té equacio
y = —x + 5. Per tant, g(y) =y, 1 h(y) =5 —y.
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Aixi,

2 5—y
// rxydedy = / / xy d:c) dy
R 1 Y

2 2 2
_ /1y((5 2y) —%)dy
o [? 25— 10y
_/ly .
7535
43

Exemple 4.3.2 Calculeu el volum d’una esfera de radi R.

Solucid. Si aquesta esfera estd centrada a 'origen de R?, la seva equacié és
2?4+ 9%+ 22 = R%. El volum demanat és el volum sota la grafica de la funcié
z =+/R? — 22 — y? quan (z,y) pertany a la regi6

R={(z,y) € R% 2" +y* < R’}

Com una esfera té vuit quadrants ) tenim?

V = 8//\/R2—:c2—y2dxdy
Q
R VR =2
= 8/ VR?— 2?2 —y?de | dy
0 0

Els limits d’integracio es veuen bé en el dibuix, on es veu que per a una
y fixada (imaginem que estem en el punt A = (0,y)) la x varia des de 0 fins

a\/R?>—1y? (jaque anem de Aa BiB=(\/R?>—19%y))

LConsiderem un quadrant i no I'esfera sencera directament per simplificar una mica els
limits d’integracio.
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Perd la integral entre paréntesis és ben coneguda, i tenim?

787r

=1

R
/ (R* —y*)dy = 27(R* — =) = -7 R".
0

Observacié6 4.3.3 En el cas particular de que f(x,y) sigui la funcié constant
1, és a dir, f(z,y) =1, per a tot valor de (x,y), resulta que

// ldxdy = // dzx dy = Volum del cilindre de base R 1 altura 1
R R

Com que el volum d’un cilindre €s igual a l’area de la base per laltura,
tenim (denotant per A l'area de R)

//dxdy:Axle
R

De manera que les integrals dobles, que en principi representen volums, es
poden usar també per a calcular arees. Només hem d’integrar la funcio 1.

2Utilitzant el canvi de variable

asint

X

dzx acostdt

tenim

a /2 T
/ \/a2—x2d:v:/ a’cos’ tdt = —a?.
0 0 4

En el nostre cas a2 = R? — 2.
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4.4 Aplicacions lineals i area

Recordem primerament la férmula segiient.

Teorema 4.4.1 Siguin u = (a,c), v = (b,d) dos vectors del pla R?. Llavors
Uarea A del triangle de vértexs (0,0), (a,c), (b,d) és igual a

b
2|l

Demostracio. Si denotem per a I’angle entre els vectors w i v, i per h I'altura
corresponent al vertex (b, d) tenim

1 1
A = §|det(u,v)] = §|

v=(h,d)

¢ u=(a,c)

A = ]u\ h——\u! v|-sina

= IUI il
IUI |v

— VIR = op

b
= d |
La ultima igualtat es deguda a que
|u|2 _ CL2 +62
v = b+ d?

(u-v)? = (ab+ cd)® = a®V® + *d* + 2abed
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Per tant

[ul?Jo]* = (u-v)?

= (a®* +A)* + d*) — a*b* + Ad* + 2abed
= (ad — be)*.

Teorema 4.4.2 Sigui F : R? — R? l’aplicacid lineal donada per

'\ [a b x
y ) \cd y
Sigui R una regié de R?. Llavors
Area de F(R) = |det F| - Area de R

Demostracio. Estudiarem només el cas en que R és el triangle de vertexs
O =(0,0),A=(1,0),B=(0,1). A partir d’aqui i del fet que tota regié és
pot dividir en triangles petits obtindriem el resultat general considerat en el
teorema.

La imatge per F dels punts O, A, B sén respectivament els punts O =
(0,0), A" = (a,c), B = (b,d). Sigui T" el triangle de vertexs O, A’, B'.

F(A)
A F F(B)

0 B F(0)

Com que les aplicacions lineals porten rectes a rectes, resulta que F(R) =T"
i, pel teorema anterior,

N 1
Area de F(R) = |

5 e all= |det F| = | det F| - Area de R.

T2

ab" 1

Exemple 4.4.3 Demostreu que les homotecies de rac N multipliquen les
arees per \2.
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Solucio. Una homotecia és, per definicié,” una aplicacié lineal donada per

()= 3)(6)

I el determinant d’aquesta matriu és \2.

4.5 Canvi de variable en integrals dobles
Sigui
F: R — R?
(u,0) = (z,y)
una aplicacié del pla en el pla, que porta el punt de coordenades (u, v) al punt
de coordenades (x,y). Com que les coordenades (x,y) de la dreta depenen

de les coordenades (u,v) de I'esquerra, també direm que l'aplicacié F' esta
donada per les equacions

{ v = 2(u,v)

Yy = y(“: U)

Sigui R C R? un recinte del pla. Sigui f : R? — R una funcié de dues
variables.
Es compleix la relacié segiient.

Teorema 4.5.1 (Del canvi de variable)

= r\u,v uU. v 8($,y> u dv
[ [, rezds= [ [ et poG e

Nz, y)
(u, )

La notacié vol dir el determinant

0 0r
Ox,y) | du v
O(u,v) 8y Oy
du v

1 es coneix com el Jacobia de F'.

3De fet, expressié que donem és la d’'una homotecia de raé A que té origen (0,0) com
a punt fix.
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Observacid 4.5.2 En el cas particular de que Fés lineal, és dir, esta donada
per

x = au + bv
y=cu+dv

tenim que

o,y) _
O(u,v)

Observacié 4.5.3 Si F' és lineal i f(x,y) = 1, el teorema 4.5.1 diu
// dxdy—//|detF|dudv

Area de F(R) = |det F| - Area de R
que €és la formula 4.4.2.

Jacobia de F =

a b
. d‘—detF

Es a dir

Exemple 4.5.4 Calculeu independentment les dues integrals que apareizen
en el teorema 4.5.1 en el cas particular seguent.

R = Triangle (0,0),(1,0),(0,1)

F(u,v) = (au,bv)

flzy) =
Solucio. Observem primerament que la imatge per F' del triangle donat R és
el triangle F'(R) de vertexs (0,0), (a,0), (0,b). La recta que uneix els punts
A= (a,0),B=(0,b) té equacié y = — 2z +b.

La situacié és lleugerament diferent segons si a i b tenen el mateix signe

o no. Els limits d’integracié en cada cas es dedueixen del dibuix segiient.

N A

A A
B B

a>0, b>0 a>0, b<0 a<0, b>0 a<0, b<0

65



Primer cas. a > 0, b > 0. En aquest cas tenim

a fga:er
/ / rdrdy = / / xdy | dz
F(R) 0 0

a b b2
_ /x(——x—i—b)dx—i.
0 6

a

Segon cas. a >0, b < 0. En aquest cas tenim

a 0
/ / rdrdy = / / xdy | dz
F(R) 0 —batb

“ b ba?
/0 x( o+ Ydx G

Tercer cas. a < 0, b > 0. En aquest cas tenim

0 —batp
/ / rdrdy = / / xdy | dz
F(R) a 0

. b ba?
= — —— b)dr = ——.
/o x( a:c—l— Ydx G
Quart cas. a <0, b < 0. En aquest cas tenim
0 0
// rdrdy = / / xdy | dz
F(R) a —batp
0 b ba?
= — —— b)dx = —.
/a x( T+ Ydx G

I el segon terme val (en tots els casos)

1 1—u 1
// au-|ab| du dv = / (/ au - |ab| dv) du = / a*bu(1—u)du
R o \Jo 0
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Exercici 4.5.5 Calculeu independentment les dues integrals que apareizen
en el teorema 4.5.1 en el cas particular seguent.

R = Triangle (0,0),(1,0),(0,1)
F(u,v) = (au,bv)
flzy) = pr+aqy

Observacié 4.5.6 L’exercici anterior demostra el teorema 4.5.1 per a tri-
angles, quan F i f son lineals. Com que tota regio es pot triangular i les
funcions es poden aproximar per funcions lineals (primers termes de Taylor)
el teorema 4.5.1 queda gairebé demostrat. No fem els detalls.

Exemple 4.5.7 Calculeu ’area del recinte R' limitat per les rectes y = 3z,
Yy = %x, i les hipérboles y = %7 y = %

Solucio. Sobre les hiperboles el producte xy és constant, sobre les rectes per
l'origen el quocient y/x és constant.

Aix0 suggereix el canvi

8
HI@E

I si volem x,y en funci6 de u,v (és a dir, les funcions z = z(u,v), y =
(u,v)), només hem de multiplicar (resp. dividir ) u per v.

Tenim



/——-i

; I y=(1/2)x
1 u xy=1xy=2
12 g
Llavors, si denotem
Flu) = (% v
veiem que el recinte
Rz{(u,v)€R2;1§u§2,%§v§3}

compleix que
F(R)=R.
Només hem de substituir la x i la y pels seus valors en funcié de u i v a
la descripci6 de R':

R ={(z,y) eR}1 <oy <2,-<Z <3}

N | —
] |<

El Jacobia val
1 _1 Vu
Oay) | 2V Zovv

0(u,v) /o Ji 2v
2V/u 2V

Denotant per A I'area del recinte R’, tenim

A:// da:dy://\i]dudv://idudv
/ RQU R2'U
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ja que v és sempre positiu en el recinte d’integracio.
Aplicant Fubini

37121 1 Pdv 1 In6
(/1 2Ualu)alv 2, 2(n3—|—n) 5

i
I
m\»—-\»

Exercici 4.5.8 Calculeu

// z*ydx dy

on R' és el recinte de ’anterior ezemple 4.5.7.

Exemple 4.5.9 Calculeu [’area del recinte R’ limitat per les quatre rectes,
paral-leles dos a dos, y=x+1,y=ax—1,y=—x+2,y=—x+ 1.

Solucio. Amb la mateixa filosofia que a l'exemple 4.5.7 fem el canvi de
variable

y—xr = u
y+wr =
ja que y — x és constant sobre les rectes d’una de les families de rectes

paral-leles i y + x sobre és constant sobre les rectes de ’altre familia.
Aillant tenim

v—u
X =
2
vt u
Y7 T
Llavors, si denotem
vV—Uu vt+u
F(u,v) = ( )

veiem que el recinte
R={(u,v) eR}-1<u<1,1<v<2}

compleix que

F(R) =R
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Només hem de substituir la = i la y pels seus valors en funcié de u i v a
la descripci6 de R':

R={(z,y) eR*}-1<y—-a2<1,1<y+z<2}

El Jacobia d’aquest canvi de variables és

b1
Oy | 2 2|_ 1
O(u,v) 1 1 2
2 2

Denotant per A 'area de R’ tenim

/ 1 1 2 1
R = dxdy = | — =] dudv = - du | dv = 1.
4 R 2 2 ) -1

Exercici 4.5.10 Calculeu

///(a:jty)dxdy

on R és el recinte de 'anterior exemple 4.5.9.

Exemple 4.5.11 Calculeu el volum de la volta de Viviana.

Solucio. Ens referim al volum del cilindre
?+(y—a)P=d
que esta dins de la semiesfera

22 +y* + 22 = (2a)*; 2 >0.
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Pensem la semiesfera com la grafica de la funcié
z = \/4a®> — x? — 9.

El volum que ens demanen és doncs

V://\/4a2—x2—y2da:dy
D

on el domini d’integracié és el disc D del pla x — y de centre (0,a) i radi a.

En coordenades polars r, a aquest disc esta descrit pel fet de que a pot
variar entre 0 i 7, i per a cadascun d’aquests valors de « el valor de r pot
variar des de 0 fina a la distancia OP de la figura. Si r < OP estem dins
del disc, si 7 = OP estem a la frontera del disc i si 7 > OP ja estem fora del
disc.

L’angle OPQ de la figura és recte, ja que és un angle inscrit a una cir-
cumferencia que abraga un diametre.
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Recordeu que els angles inscrits valen la meitat dels angles centrals que
determinen.

En particular, 'angle OQP és igual a a (angle que forma OP amb 1'eix
de les 2's), per ser angles de costats respectivament perpendiculars.
En particular

sina—g—i
0Q 24
a
a P
a r
(04

o

Aixi doncs, aplicant Fubini tenim

T 2a sin o
V:/ ( \/4a2—r27‘d7‘) da
0 0
Fent el canvi

40> —1r* = 2

—2rdr = 2tdt
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obtenim pus
asin « 8@3

Vda? —r?rdr = ?(1 — cos® ).

0
Per tant,

™ 8a? 8
V= / i(1 — cos® a)da = T
0 3
Observem que, sense fer calculs, sabem que

/ cos® ada =0
0

ja que el valor de la integral d’aquesta funcié entre 01 7/2 és el mateix, pero
canviat de signe, que el valor de la integral d’aquesta funcié entre 7/2 i 7.

(B

0.5 1

4.6 Centre de masses

Cas discret

Els Fisics? defineixen Moment d'una particula de massa m respecte d’un eix
e com
me=m"-d

4 Aquests senyors tan savis.
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on d és la distancia de la particula a 1’eix.
Si tenim n particules de masses m;, el Moment del sistema respecte de

I'eix e és
n
Me = E mzdz
=1

Observem que si e és l'eix de les 2's (y = 0) i les masses m; estan situades
en els punts P; = (z;,y;) tenim

n
i=1

I sieésleix de les y's (x = 0), tenim

n
my = E m;x;.
=1

La observacié interessant és que si, per a un sistema de particules, conei-
xem m, 1 m,, llavors ja coneixem m, per a qualsevol eix e.
En efecte, si I'equacié de e és ax + by + ¢ = 0, amb a? + b? = 1, tenim

Me = z”: m;d; = Zn: m;(az; + by; + ¢)
i=1 i=1

= amy+bm, +c.

Definicié 4.6.1 FEl centre de masses d’un sistema de particules és un punt
teoric G tal que si tota la massa del sistema estigués concentrada en aquest
punt, aquest punt tindria el mateix moment respecte d’un eix donat e que el
sistema.

Es equivalent a dir que aquest punt té el mateix moment que el sistema
respecte dels eixos z i y.
Per tant, si aquest punt té coordenades

G=(z,9)
tenim
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i=1 i=1
Z my; = (Z m;)y
i=1 i=1

Equivalentment, les coordenades x, i, del centre de masses G de n punts
estan donades per:

7 = D iy T
D iy M
j = Z?:1 m;Y;
D iey M

Si totes les particules tenen la mateixa massa m tenim

- Z?:l Li

m =
n
g = > i1 Yi
n
Si, a més n = 2, tenim
T T + T2
N 2
. _ W + Y2
Y 2

ies diu que G = (Z,9) és el punt mitja de (z1,v1), (22, y2).
Si, n = 3, tenim

1+ To+ X3

T = 3
Y1t Y2+ Y3
vo= 3

ies diu que G = (z,9) és el baricentre de (z1,v1), (22, y2), (x3y3).

Exemple 4.6.2 Sigui G = (z,7) el baricentre dels punts A = (z1,y1), B =

(x2,Y2), C = (x3,y3). Sigui M el punt mitja del segment AB. Demostreu
MG 1

cG 2
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Solucio. Per Tales sabem que

C B

A
D EF
MG FE
CG ~ DE’

Calculem separadament FIE i DE.

:x1+x2 _I1—|—SL’2+ZJ3 :(:1:1+932—2:1:3)/6

FE
2 3

DE = W—Ig— <$1+$2—2I3)/3

Dividint obtenim el resultat.

Exemple 4.6.3 Suposem que en un punt A tenim una particula de massa
a-m, i que en un punt B tenim una particula de massa b-m. Sigui G = (Z, )
el centre de masses d’aquest sistema. Demostreu que

Solucio. Si A = (z1,y1) i B = (x9,y2), tenim

_amzi + bmaxs
rI=————-—=
am + bm

Per Tales tenim
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X2 X X]

AG_ZL‘l—f
BG—f—l’Q

a
b .

Cas continu

El pes d’'una lamina rectangular plana de densitat variable p es pot trobar
facilment de la manera segiient. Dividim la lamina en petits rectangles com
hem fet a la seccié 4.2, pagina 54. Sobre cadascun d’aquests petits rectangles
podem suposar p constant, de manera que

Pes de la lamina = Mg = Z Pesos de les lamines petites

= kag = Z kPrY
k

on ay és I'area® de la k-essima lamina petita.
Simplificant la ¢ i recordant la definicié d’integral doble, pagina 55, tenim
que la massa total M de la lamina rectangular R és

M://pdxdy.
R

5Massa=Volum x Densitat; perd pensem que la lamina és plana, de manera que canviem
volum per area. Podem pensar també que la lamina té un espessor petit i homogeni € de
manera que Volum=Areaxe. Aquesta e apareixera als dos costats de la igualtat i es
simplificara.
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De manera analoga obtenim les coordenades Z, y, del centre de masses G
d’una lamina plana de densitat variable p = p(z,y).
Concretament

- ffRa:pdxdy
J Jrpdzdy
J Jrypdzdy
[ Jrpdzdy

NSy

Si p és constant,

_ 1

x—z//Rxdxdy
1 = 5[ v
y_A Ry$?J

Exemple 4.6.4 Calculeu el centre de masses d’un semidisc homogeni.

on A és ’area de R.

Solucio. Suposem que el semidisc D té centre 'origen, radi R, iy > 0. L’area
val (mR?)/2. Per calcular el centre de masses només hem de calcular 7, ja
que = = 0 per simetria (la funcié a integrar, x, canvia de signe en canviar x
per —x).

1 2 T R
j = — de dy = — i dr | d
Y (WR2)/2//Dy x dy WRQ/O </0 rsin ar r) «Q
2 [RR3

= 7T_R2 ; ?sinadazg—ﬂ_

Per tant, el centre de masses G és el punt

4R
G=(0,—).
0,5-)
Exemple 4.6.5 Calculeu el centre de masses d’un semidisc de centre [’ori-
gen, radi 1, y > 0, i tal que la seva densitat en cada punt (x,y) esta donada
pel quadrat de la distancia entre el punt (x,y) i el punt (0,—1).
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Solucio. La densitat ésta donada per
ple,y) =2° + (y +1)%

Per tant, la massa és

M—//Dpdxdy—//D(Jc2+(y—i—1)2)dxdy

Fent el canvi a polars

r = TcCosw

= rsina

El Jacobia del canvi és r, ja que

ox 8_30
z,y) | Or da | | cosa —rsina|
8(r,a)_ oy Oy = | sina rcose |
or oa

Per tant,

Per calcular el centre de masses només hem de calcular 7, ja que z = 0
per simetria (la funcié a integrar, zp, canvia de signe en canviar z per —z).
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Tenim

g 1
/ypdxdy—/ (/ (r3+r+2r281na)rsinad7“) do
0
™ 1
( (r'*sina dr) doz—i—/ </ (r? sina)dr) dov
0 0

(27" sin? dr) do

1 g 1
sin ov— da+/ sma—da—i—/ 2sin? o= do
0 3 0 4

_|_
o«lwc\\\\

Resumint,

716 + 157r)

Exercici 4.6.6 (Proposat per Girbau en un examen) Tenim un qua-

drat metal-lic de costat 1 metre. El col-loquem sobre dos eixos perpendiculars
de coordenades tal com indica la figura.

y

(0,1) (1,1)

(0,0) (1,0)
Se sap que la densitat superficial del quadrat és un polinomi de la forma
p(x,y) = axy + bxr + cy + d.
Se sap que p(0,0) = 1Kg/m? p(1,0) = 2Kg/m? p(0,1) = 3Kg/m?,

p(1,1) =5Kg/m*.
Calculeu la massa i el centre de gravetat del quadrat.
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4.7 Un teorema de Pappus

Comencem calculant l'ordenada ¢y del centre de masses d'una lamina ho-
mogenia plana limitada per la grafica de dues funcions.

Sigui R el recinte limitat per les grafiques de les funcions y = f(x) i
y = g(x), entre els valors © = a 1 = b. Denotem per A l'area d’aquest
recinte.

Sabem que

()
= o [P - g

Per la féormula del volum d’un cos de revolucié, teorema (1.6.6), pagina
23, tenim

1V

C2mA
on V és el volum del cos de revolucié generat per la lamina la girar al voltant
de l'eix de les x’s.

Teorema 4.7.1 (Pappus/Guldin) El volum V' de la figura que s’obté en
girar una lamina d’area A al voltant d’un eix val

V=A-d

on d és la distancia recorrequda en aquest gir pel centre de masses de la
lamina.

Com aplicacié repetim 'exercici 4.6.4.
Exemple 4.7.2 Calculeu el centre de masses d’un semidisc homogeni.

Solucid. Ara la lamina és el semidisc 2% + y? < R?;y > 0, i si gira al voltant
de l'eix de les 2’s genera una esfera que té volum V = §NR3.
Per tant,

1V 137R* 4R
V=5 A 27”732—37?'

81



Exemple 4.7.3 Calculeu el volum d’un tor.

Solucio. Un tor és la figura de revolucié que s’obté en fer girar un disc de
radi r al voltant d’un eix a distancia R del centre del disc. El centre del disc
és el seu centre de masses.

Per tant,
V = (7r?) - 27 R = 2n*Rr?.

Observeu que coincideix amb el volum d’un cilindre recte de base el disc
donat i altura 2rR. Aquesta és la figura que obtindriem en taller el tor i
posar-lo recte. Aquest procés no conserva distancies, pero casualment® si que
conserva el volum.

6Res de casualitat. Es un dels resultats basics de la teoria de tubs.
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Capitol 5

Equacions diferencials de
primer ordre

5.1 Definicio 1 teorema d’existéncia 1 unicitat

Una expressio del tipus
y' = flz,y)

on f és una funcié diferenciable de dues variables (que anomenem x,y) es
diu que és una equacié diferencial de primer ordre. De moment 3y’ és només
un simbol.

Per exemple,

y =
y = xz+y
y =y +sin()

son equacions diferencials de primer ordre.

Resoldre una equacié diferencial de primer ordre y' = f(x,y) vol dir trobar
totes les funcions y = y(z) tals que en substituir la variable y per y(z), la
variable y' per y'(z) = d?é—(xx), obtinguem una identitat certa per a tots els

valors de z. Es a dir, s’ha de complir




Aixi, resoldre les anteriors equacions diferencials vol dir trobar funcions
y = y(x) tals que

y'(z) = =
x4+ y(x)
y'(x) = y*(x)+sin(z)

@\
—
8
S~—
Il

Per exemple, y = e” és una solucié de 'equacié diferencial

Y =y,

jaquey/(x) = d%ex = ¢e”. De fet, qualsevol funci6 del tipus y = ke® és solucid
de ¢y = .
També, y = %:pz és una solucié de I'equacié diferencial

’
Yy =1z,

ja que ¥'(x) = %(%ﬁ) = x. De fet, qualsevol funcié del tipus y = %.’Ez +C

és soluci6 de ¢/ = .
Aquests dos exemples ens fan pensar que les equacions diferencials tenen
moltes solucions. Tenim concretament el resultat segiient.

Teorema 5.1.1 (Existéncia i unicitat) L’equacid diferencial de primer or-
dre y' = f(z,y) té infinites solucions, pero només una y = y(x) tal que
y(x0) = o

Comentaris. Hem de suposar que la funci6é de dues variables f(z,y) és prou
bona. Podem pensar f : R?> — R, perd podria no estar definida sobre tot
R2. Per exemple, f(x,y) = £ no esta definida quan z = 0.

Suposarem que és derivable respecte cadascuna de les dues variables, i,e,
si fixem x és derivable respecte y, i si fixem y és derivable respecte x.

A més el valors g, yo que apareixen a la condicié inicial han de pertanyer
al domini de definici6 de f.

Tampoc especifiquem quin és el domini de definicié de la funcié solucié
y(x).

Identificant la funcié y = y(z) amb la seva grafica, el teorema diu que hi ha
infinites corbes del pla que s6n solucions de I'equaci6 diferencial iy = f(x,y),
pero per cada punt (zg,yo) del pla n’hi passa només una.
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Per exemple, I'equacio diferencial

admet les infinites solucions y(z) = kz? (comproveu-ho). Infinites perque
n’hi ha una per a cada valor de k. Pero és clar que per cada punt (zo,vo)
del pla passa una unica parabola. Per exemple, si volem que passi pel punt
(4,32) hem d’imposar 32 = k42. Tenim k = 2, és a dir y(z) = 222 és la tinica
soluci6 de I'equacié diferencial y' = 2 tal que y(4) = 32.

Queda exclos d’aquest comentari tot punt del pla amb x = 0 (I'eix de les
x) ja que aquest eix no pertany al domini de definicié de la funcié f(z,y) = %y
que determina I’equacié diferencial. Observeu en el dibuix com pel punt (0, 0)
passen infinites paraboles. Sembla que aix0 vagi en contra de la unicitat pero

no és aixi, pel que estem dient.

\ 40

5.2 Interpretacié geometrica

Ja hem vist que resoldre una equacié diferencial és trobar una funcié y = y(z)
que compleixi la condicié y'(x) = f(x,y(z))
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Si identifiquem les funcions amb les seves grafiques, sabem que y'(z¢)
és el pendent de la grafica de y = y(z) en el punt d’abscissa = = xy. O,
equivalentment, en el punt (zg,y(xg)).

Per tant, trobar una solucid de y = f(x,y) que compleizri la condicid
inicial y(xg) = yo vol dir trobar una corba del pla R?, parametritzada per
x, (z,y(x)), (és a dir, la grafica d’un funcié) tal que en el punt (zo,yo)
tingui pendent donada per f(xo,yo)-

Per exemple, resoldre I'equacié diferencial 3y’ = xy, amb la condicié inicial
(20, Y0), vol dir trobar corbes (x,y(z)) tals que la seva pendent en el punt
(0, yo) valgui zoyo.

Per exemple, si xqg = 0, sigui qui sigui yg, les corbes que busquem tenen
pendent 0.yo = 0 en (0, yo). Es a dir, tallen l'eix de les y's amb pendent zero.
Si xg = 1, sigui qui sigui ¥, les corbes que busquem tenen pendent 1.y9 = o
en (1,yo). Es a dir, tallen la recta x = 1 amb pendents iguals a la ordenada
del punt de tall. Si dibuixem una quadricula de R? i en cada punt (zg,yo)
de la quadricula hi dibuixem un petit segment de pendent zyy, ens fem una
idea de com han de ser les corbes solucié.

A la figura es veu primer aquest esquema i a continuacié la veritable
solucié d’aquesta equaci6 diferencial, formada per les infinites corbes y =
ke®’/2, vegeu lexercici 5.3.1.
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O directament amb Maple

> with( DEtools) :

=i (r(x), x) =xp(r);

> equacio

d

M

= ) =)

equacio :

r(x),

0,

X

> DEplot(equaci
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5.3 Equacions de variables separables

En el cas particular de que la funcié f(z,y) que defineix I'equacié diferencial,
sigui producte (o quocient!) de dues funcions, una de x i una altre de y,
I'equacié és pot resoldre facilment per I’anomenat meétode de separacio de
variables.
Suposem
,_ 9(x)

h(y)

Resoldre aquesta equacié diferencial vol dir trobar una funcié y = y(x) tal
que
()

V) = Ry
és a dir
hy(x)) - y'(x) = g(2).

Simplement comparant amb la regla de la cadena? veiem que el primer
terme és la derivada de la funcié composta H(y(z)) on H = H(y) és una

'El quocient de dos nombres es pot pensar com el producte d'un d’ells per I'nvers de

’ a_,.1
laltre, ¢ =a- 3.

2La regla de la cadena diu que si tenim una funcié d'una variable H(y)

H: R — R
y +— H(y)

perd la variable y depén al seu torn d’una altre variable z, y = y(z), llavors la derivada
de la funcié composta H(y(x)) esta donada per

[(Hoy)(2) = H'(y(x)) -y (@). |

Més concretament
d(H(y(z))) _ dH dy

La notacié d—(y(x)) vol dir derivar H respecte de y i a continuacié substituir en el resultat
y per y(x). Abusant de la notacié la regla de la cadena s’escriu com

dH dH dy

dr — dy dx’

facil de recordar ja que només “multipliquem” i “dividim” per dy.
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primitiva de h(y), i.e. H'(y) = h(y) o

Tenim doncs

Per tant, llevat de constant tenim

H(y(@) = [ gla)de.

([ nty) () = [ atwras

La notacié de l'esquerra vol dir calcular [ h(y)dy i a la funcié que obtinguem
substituir y per y(x).
Si tornem a l’equacié inicial

Equivalentment

dy _ g(x)

)

velem que tractant el primer terme com un quocient de diferencials (i no
com un signe unic de derivacié %) I’anterior igualtat déna

h(y)dy = g(x)dz,

que integrant a cada costat (i canviant y per y(x)) ens déna el mateix resultat
que l'obtingut rigorosament usant la regla de la cadena.

Per resoldre
dy _ g(x)

dr — h(y)

posarem a un costat les y i dy i a 'altre les x i dz,

i integrarem a cada costat

/h<y)dy= /g(x)dfc-
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Exemple 5.3.1 Resoleu 'equacid diferencial y = xy.

Solucid. Escrivim

dy
— =
dx J
i separem variables
dy
— = xdx.

Integrant als dos costats, tenim

d 2
/Ey:ln\yH—Cl; /xdx:%—i-CQ

Per tant )

e
ln’y‘:?—i_c& 03202_017

d’on
ly| = Cye” 2, Cy = .

Observem que Cy és sempre positiva. Pero el que busquem és y, i no |y|.
Com que la diferéncia esta només en el signe podem escriure (canviant com
sempre y per y(z))

y(x) = ke”/?, ke R.

¢

Exemple 5.3.2 (Refredament d’un cos) Suposem que la temperatura de
Uaula és de 20 graus. Situem un petit objecte sobre la taula a 100 graus (amb
una planza de ferro a sota per no cremar la taula i evitar aixi que el dega
s’enfadi). Suposem que al cap de 20 minuts la temperatura de l’objecte és de
60 graus. Trobeu la temperatura del cos al cap de 30 minuts. Quant trigara
en estar a 30 graus?

Informacié addicional. La llei de Newton de refredament d’un cos diu que
un cos es refreda a una velocitat proporcional a la diferencia de temperatura
entre el propi cos i 'ambient.

Solucio. Sigui T'(t) la temperatura del cos a 'instant ¢. La llei de Newton

diu
dl’"

— =kT(t)~20), keR
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Separant variables

dTl
= kdt.
T — 20
Integrant
In(T" — 20) = kt + C,
equivalentment

T(t) =20+ ae™, a=e°.

Tenim dues constants desconegudes: a i k. La k depen del material, ja
que hi ha materials que es refreden més rapid que altres, i a és una constant
que ha aparegut en integrar.

Per tal de determinar-les usarem tota la informacié que ens déna el pro-
blema.

La temperatura del cos en el moment de introduir-lo a 1'aula és de 100
graus. Aixo vol dir

T(0) = 100 = 20 + ae™® = 20 + a,

i per tant a = 80.
Al cap de 20 minuts la temperatura del cos és de 60 graus. Aixo vol dir

T(20) = 60 = 20 + 80e%%%.

Per tant
20k
e’ =~
2
D’aqui deduim directament
In0.5
k= ,
20
perd és millor no aillar k£ siné e* que és el que ens fara falta més endavant.
Com que

eQOk — (ek)QO

tenim que
1
e’ = (0.5)2

Aixi
T(t) = 20 + 80e = 20 + 80(e*)! = 20 + 80 (0.5)0
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Observem que quan t es fa molt gran, (0.5)2% es fa molt petit, i la tem-
peratura del cos tendeix a 20 graus, és a dir, tendeix a igualar-se amb la
temperatura de I'aula, com era de preveure sense necessitat de fer cap calcul.

La temperatura del cos al cap de 30 minuts és

T(t) = 20 + 80 (0.5)20 ~ 48, 28 graus.
Finalment, perque sigui 7'(t) = 30 ha de ser
30 = 20 + 80 (0.5)

és a dir .
- = 0-5 t .
3 ( )20

Prenent logaritmes obtenim finalment

t = 60 minuts.
0

Exemple 5.3.3 (Mort del forense) La sala de disseccié es manté a una
temperatura constant de b graus. El forense es queda sol treballant per la nit.
L’endema a les 10 del mati, I’ajudant del forense arriba a la sala i es troba
el forense mort. Comprova que el cadaver esta a 23 graus.

A les 12 arriben els mossos d’esquadra i comproven que el cadaver esta a
18.5 graus. A quina hora va morir el forense?

Informaci6é addicional. Suposarem que el forense estava a 37 graus de
temperatura just abans de morir.

Solucio. Sigui T'(t) la temperatura del cos del forense a I'instant t. Comencem
a contar el temps en el moment de la mort, de manera que tindrem 7°(0) = 37.
Si entre la mort i les 10 del mati passa un temps (encara desconegut per
nosaltres) to, tenim 7'(ty) = 23 i T'(tp + 2) = 18.5.
Per la llei de Newton del refredament d’un cos tenim
dT(t)

= = k(T(t) = 5)

Separant variables

dr
— = kdt.
T—-5
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Integrant
In(T —5) =kt +C,

equivalentment
T(t) =5+ae, a=e".

Com que T'(0) = 37, tenim 37 = 5 + ae’, és a dir, a = 32. Aix{

T(to + 2) = 185 =5H+ 39k (to+2)

Sistema de dues equacions amb dues incognites, ¢ i k.
De la primera deduim

ekto — 2
16
i de la segona
9
13.5 =32 — . ¢*
3.5=3 6 ©
Aillant obtenim
k= —0.1438
Per tant,
1. 18
to=—In— =4.00
"T k32

Es a dir, el forense va morir a les 6 del mati.

Exemple 5.3.4 (Elements radioactius) Suposem que inicialment tenim
100 grams d’una substancia radioactiva. Al cap de 6 hores la mostra ha
disminuit un 4%. De quin material es tracta? Quina quantitat de material
tindrem al cap de 24 hores?

Informacié addicional. Hauriem de tenir a ma una taula amb la vida
mitja dels materials radioactius.

Solucio. Sigui z(t) la quantitat de material a l'instant ¢, de manera que
z(0) = 100 grams. Com que els materials radioactius disminueixen a una
velocitat proporcional a la quantitat de material existent en cada moment
tenim

2'(t) = kx(t),
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equacié diferencial de variables separables

dx

— = kx(x
i (z)
que es pot escriure com
d
& kat,
X

que integrant déna
In(z(t)) = kt +b, b una constant.
Per tant,
x(t) = M = ceM | ¢ = e’ una constant positiva.

Per calcular ¢ posem
100 = 2(0) = ce™ = c.

Per calcular k£ posem
96 = x(6) = ce% = 100,

Aquesta ultima equacié expressa que al cap de 6 hores (¢ = 6) la materia a
disminuit un 4%, i.e. (6) = 100 — 4%(100) = 96. Aixi,
1. 96
k=—-In——
6 100
Com que el logaritme neperia d’'un nimero més petit que 1 és negatiu, la
constant k és negativa.
Esta molt bé coneixer la k, pero si som una mica previsors veurem que
més que necessitar coneixer k el que realment necessitem és coneixer e*. Com
que

%6
T
tenim
96 96
k_ (2916 _ s/ IO
¢ = (Tg0/ 100

k

Aix{ Pequacié z(t) = ce™ s’escriu com

z(t) = 100(e™)! = 100(-)"C.

94



Per tant, al cap de 24 hores tindrem una quantitat de material igual a

9%
x(24) = 1()0(@) = 84,93 grams

I la vida mitja T és el temps que triga en reduir-se a la meitat. Es a dir,

96 1
z(T) 00(100) 5 00
Deduim,
— =1
<100)
T 96 1
—In(—)=In=.
6 100 2
I per tant,
—0.6931
T=6 00408 — 101, 92 hores ~ 4 dies i unes hores.

Un material que té una vida mitja de quasi 4 dies és el radon 222. Per
tant, és molt probable que el nostre material inicial sigui radon 222. Hauriem
de saber si hi ha altres materials amb una semblant vida mitja. Hi sén?

Exemple 5.3.5 (Datacid) 3L ’any 1950 es va comprovar que el Cy4 present
al carbo d’alzina usat per pintar les pintures paleolitiques de Lascauz, es
desintegrava a rao de 0.97 desintegracions per gram i minut. Quants anys
tenen aquestes pintures?

Informacié addicional necessaria: 1) El Cy4 present a la fusta viva es
desintegra a raé de 6.68 desintegracions per gram i minut. 2) La vida mitja
del C14 €s d’uns 5568 anys.

Solucid. Denotem per z(t) la quantitat de carboni 14 present en el carbé
d’alzina a l'instant t. Prenem com origen del temps el moment en que es
mata la fusta, és a dir, quan es fa el carbd, que identificarem amb el moment
en que es dibuixen les pintures de Lascaux.

Com que els materials radioactius es desintegren a una velocitat propor-
cional a la quantitat de material en cada moment, tenim

2/ (t) = kx(t).

3Tret del llibre Ecuaciones diferenciales y sus aplicaciones, de M. Braun.
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Resolent, obtenim

x(t) = ae™, a,k € R constants desconegudes.
La nostra incognita és el periode de temps T transcorregut des de 'inici
(t =0) fins el 1950.
Sabem 2/(T) = 0.97 i 2/(0) = 6.68 (ja que quan t = 0 la fusta encara
estava viva.)
Derivant z(t) = ae*® tenim 2/(t) = akeF® i per tant

0.97 = ake*”
6.68 = ak
Dividint tenim
0.97 T
— =
6.68
Aixi,
ro 1,09
k  6.68

Per trobar k hem d’usar la informacié sobre la vida mitja:
1 1 5568 k
x(5h68) = §$(O) =—a=ae :

Simplificant a i prenent logaritmes

1
In 3= 5568 k
Per tant
1 5568
k —In2
Substituint a (5.1) tenim
T = 551?2 In 2_287 ~ 15498 anys.

O

Nota 5.3.6 El primer d’estudiar la datacié per radiocarboni (C}4) va ser W.
F. Libby. Ell va usar la vida mitja de 5568 anys que es continua usant per
raons hitoriques, pero és més exacte el valor de 5730.
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Dactor Williard F Libby, nacido en el estado de Coloredo de Estados Unidos, gradund

N L . o en |

sidad de California, premio Nobel de Oulmlca.Jnlzl:_gudwr de la dataclon rudlognrbdnfcn Ac\? unlgen
o

en el Instltuto ds Geofisica de fa
mla Neclonal de Clenclas de Bollvia.

Miambro corr

2.~ Libby, Dat. radiocar.

Nota 5.3.7 Informacio de la web de la cova: Las primeras proposiciones
cronoldgicas.

Henri Breuil y Denis Peyrony establecieron una relacion con el Grave-
tiense. Para Breuil, la cronologia del arte parietal paleolitico se basaba en
la existencia de dos ciclos, uno aurinaciense-perigordiense, otro solutrense-
magdaleniense. Puso en relacién con Lascaux las figuras pintadas sobre blo-
ques encontrados en estratigrafia -y bien datados- del abrigo de Labattut
(Perigordiense) y del abrigo de Blanchard (Aurifiaciense). Una evaluacién
mas matizada fue realizada por Annette Laming, quien senalé que esta ico-
nografia mostraba tantos caracteres que podian ser atribuibles tanto al uno
como al otro de estos dos grandes ciclos. Para Séverin Blanc, la mayoria
de indicios tendian a atribuir a una parte de este arte un origen mas bien
solutrense-magdaleniense.
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Primera datacion de radiocarbono. En 1951, un cierto nimero de frag-
mentos de carbones de madera que provenian de las excavaciones del Pozo
fueron analizados en Chicago, en el laboratorio del Dr. W. Frank Libby, ini-
ciador del método. Los resultados aportaron nuevos argumentos en favor de
la ultima propuesta. La fecha obtenida, en torno a 15.500 anios BP, colocaba
a Lascaux en la cultura Magdaleniense.

Sala dels torus de Lascaux

André Glory hizo datar nuevas muestras de carbones de madera, tomadas
durante las excavaciones en el Pasaje y en el Pozo, que dieron respectivamente
17.190 £+ 140 BP y 16.000+£500 BP, fechas que confirmaban la atribucién de
los artefactos a un periodo antiguo del Magdaleniense. André Leroi-Gourhan,
se basé en datos estilisticos; los yacimientos de Fourneau du Diable, en Bour-
deilles (Dordona) y de Roc-de-Sers (Charente), bien datados, sirvieron de
elementos de referencia. Le permitieron precisar que Lascaux era Solutren-
se. Sin embargo, algunos anos mas tarde, el estudio de la industria litica y
Osea, asi como el andlisis estratigrafico de los cortes practicados por André
Glory, introdujeron modificaciones a este esquema. Los trabajos, dirigidos
por Arlette Leroi-Gourhan y Jacques Allain, precisaron y estrecharon la esti-
macion cronolédgica y el conjunto de Lascaux fue atribuido al Magdaleniense
II. André Leroi-Gourhan suscribi6 esta propuesta. Estos ajustes sucesivos
muestran las dificultades encontradas para establecer un diagndstico preciso,
suficientemente argumentado.
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1998, 2002, nuevos andlisis. En 1998, y mas adelante en 2002, dos dataci-
ones radiocarbonicas realizadas a partir de fragmentos de varilla de cuerno de
reno hallados en las excavaciones de Henri Breuil y Séverin Blanc, tienden a
envejecer las ultimas estimaciones, con una edad situada entre 18.600 y 18900
BP, en el limite entre el Solutrense superior y el Badeguliense.El analisis for-
mal de las figuras de Lascaux hace pensar que este arte perteneceria a una
tradicién solutrense. Obviamente, estas figuras evocan mas bien las obras de
Fourneau-du-Diable o de Roc-de-Sers, yacimientos perfectamente datados de
este periodo, que cualquier ejemplo magdaleniense. Los signos geométricos
participan en la aproximacion del arte de Lascaux con el del Solutrense.

Nota 5.3.8 El valor de 6.68 desintegracions per gram i minut em sembla
molt petit. Hi ha diverses fustes que es mouen sobre 14 o 15 desintegracions
per gram i minut. Per exemple, avet blanc, om, roure, etc. Si repetim els
calculs del problema canviant el 6.68 per un valor entre 14 o 15 obtenim per a
T un valor proxim als 20000 anys (en lloc del 15498 obtinguts). Ens movem
dintre dels periodes que trobem a la web de la cova.

Nota 5.3.9 Cada atom de (4 es transforma en un atom de nitrogen Ny
i emet una particula § (de fet, un electrd), de manera que quan parlem de
desintegracions per gram i minut (o gram i segon) ens referim al nombre
de particules  emeses per tots els atoms de (74 que hi ha en un gram
(concretament 0,42 x 10?3 atoms, ja que aquest nombre s’obté dividint el
nimero d’Avogadro pel pes atomic del Cyy que és 14,003). Per comptar
les particules 3 es mesura la seva energia amb un comptador Geiger. Cada
particula 3 produeix una energia de 0, 156 MeV .

L’activitat especifica del C4, segons les taules de propietats nuclears dels
elements, és de 1,67 - 10" Bq/g

La notacié Bq vol dir Becquerel. Un cos té una activitat especifica d’un
Becquerel quan emet una radiacié per segon. La notacié Bq/g vol dir Bec-
querels per gram de Chy, no per gram de mostra.

Com que en el problema de Lascaux s’esta parlant de 6,68 desintegracions
per gram i minut (0,111 desintegracions per gram i segon = 0,111 Bq per
gram) de MOSTRA, aixo vol dir que que la proporcié de Carboni 12 a la
mostra és del 66% ja que llavors en un gram de mostra hi ha 0.066 grams de
carboni 12, i per tant aproximadament 0.066 x 1072 grams de C\4.

Per tant, cada gram de mostra emet (1.67x 10'1)x0.66 x 1072 = 0,11 Bgq
que quadra amb la dada del problema.

99



Exemple 5.3.10 En unes ruines es va trobar carbo vegetal que contenia una
relacio Ch4/Chay igual a la cinquena part de la que es troba en la materia viva.
Calculeu ledat de las ruines.

Informacié addicional necessaria: El quocient C14/Cho €s constant en els
€ssers vius.

Informacié addicional no necessaria: El quocient C14/C1s €s igual a 10%
en els éssers vius.

Solucio. Denotem per Cy(t) la quantitat de C14 que hi ha a la mostra de
carbd vegetal a l'instant ¢.

La quantitat de C'4 en els éssers vius és constant. De fet, la velocitat amb
que un ésser viu assimila C4 de 'atmosfera és igual, pero de signe contrari,
a la velocitat amb que el perd (per desintegracié radioactiva). Es a dir, la
velocitat global de variaci6 és zero.

Com que el (5 no és radioactiu, la seva quantitat en els éssers tan vius
com morts és constant, i la denotarem simplement per C}s.

Un cop l'organisme mort, sabem que ’element radioactiu C'4 decau se-
guint la llei

014(t) = 014(0)€kt

on

In2 ) ...
k= ~Tmag 5730 = vida mitja C4

Per tant
Cua(t) _ Cha(0)er _ 014(O)€kt
012 012 Cl2

El problema ens diu que en el moment 7' de ’estudi tenim

014(T) _ 1<014(0)
012 5 012

Comparant aquestes dues ultimes igualtats tenim

— 6kT

1
)
Per tant,
1.1
T = z ln(g) = 8266, 642 - 1,6094 = 13304, 64
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Exemple 5.3.11 (Esta nevant) * Estd nevant amb regularitat. A les 12
surt una maquina llevaneus. La primera hora recorre 2 km, pero la segona
només 1 km (degut als problemes que té en avancar, per la neu acumulada).
A quina hora va comencar a nevar?

Informacié addicional necessaria. 1) La velocitat de la maquina llevaneus
és inversament proporcional a altura de la neu acumulada (aizi traduim
Pexpressio degut als problemes que té en avancar ...). 2) L’altura de la
neu és proporcional al temps que fa que neva (aixi traduim [’expressic Esta
nevant amb regularitat. )

Solucio. Sigui z(t) I'espai recorregut per la maquina llevaneus quan han
transcorregut ¢ hores des que va comencar a nevar.
La grafica d’aquesta funcié sera doncs del tipus

x(1)

tp

on ty és la nostra incognita: el temps que passa des de que comenca a nevar
(t = 0) fins que surt la maquina llevaneus. Com que la maquina surt a les
12, sabem que va comencar a nevar a les (12 — t,) hores.

Si denotem per h(t) altura de la neu acumulada a 'instant ¢, tenim

h(t) = at, a una constant.

Aixo0 és el que diu la frase L’altura de la neu €s proporcional al temps que fa
que neva.
També tenim

b
2 (t) = —,
Aix0 és el que diu la frase La velocitat de la maquina llevaneus és inversament
proporcional a altura de la neu.

b una constant.

4Tret del llibre Ecuaciones Diferenciales de Puig Adam.
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Per tant .
2 (t) = 5 cuna constant (¢ =b/a).

Integrant tenim
z(t) = cln(t) + k, Kk una constant.
Per determinar c, k, ty necessitem tres equacions. Sén les segiients:

z(t)) = 0 =cln(ty) +k
x(to + 1) 2 =cln(to+1)+k
x(to+2) = 3 =cln(to+2)+k

Observem que z(ty+2) és I'espai recorregut per la maquina dues hores despres
de sortir. Com que la primera hora avanca 2 km i la segona 1km, en dues
hores ha avangat 3 km.

Aillant £ de la primera equacié i substituint-la a les altres dues equacions
tenim

to+1 1

2 = cln(to+1) —cln(ty) =cln 0: :cln(l—l—t—)
0 0

to+2 2

3 = cln(to+2) —cln(ty) =cln 0: :cln(l—l—t—)
0 0

Posem 7 = % Tindrem

2 = cln(l1+7)

= cln(l+27)
Per tant
2 In(l1+7)
3 In(1+27)
Equivalentment,
2In(1+27) =3In(l +7)
o bé
In(1+27)%* =In(1 + 7)?,
1 per tant
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(1+27) = (1+7)°
1+47+47° = 14+37+372+7°
4441 = 3437+72

P?—7r—1 =0

Per tant,
1
T = V5 =1,618..

2
15

1

to = — =0,618..
T

Per tant va comencar a nevar a les 12 — 0,618 = 11, 382 hores, i.e. a les
11h 22,8 = 11h 22’ 48” aproximadament. ¢

Exemple 5.3.12 (Diposits) Tenim un diposit de 200 litres ple d’aigua. Hi
tirem 30 grams de sal. A continuacié obrim una aiveta per la que entra
dissolucio d’aigua amb sal, que té una concentracio de 1 gram de sal per
litre, a una velocitat de 4 litres per minut i obrim al mateiz temps una altra
aizeta per la que surt el contingut del diposit a una velocitat també de 4 litres
per minut.

Suposem que la mescla de les dues dissolucions, la del diposit i la que
entra, es fa de manera instantania.

Estudieu la quantitat de sal que hi ha en el diposit en cada moment. En
quin moment hi haura 60 grams de sal al diposit?

Solucio. Sigui x(t) la quantitat de sal dins el diposit a U'instant ¢. En parti-
cular, z(0) = 30 grams.

—— 4 Um

4 l/m

x(1)

5Casualment ha sortit que 7 és la raé aurea o nombre d’or. Aixi que ja sabem que val
1.618 i que el seu invers s’obté restant 1, és a dir és igual a 0, 618.
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La concentracié de la sal al diposit (quantitat de sal per litre) és doncs
q(t) = x(t)/200 grams/litre.

A quina velocitat surt la sal? La dissolucié surt a raé de 4 litres/minut,
pero la dissolucié que surt a U'instant ¢ té una concentracié de sal ¢(t), per
tant la sal surt a raé de

4 litres/minut X q(t) grams/litre = 4q(t) grams/minut

(veure aclariment més avall).

Ara escrivim que la velocitat de variacié de la quantitat de sal dins el
diposit (x(t)) és igual a la velocitat en que entra sal (4 grams/minut) menys
la velocitat en que surt (4q(t)).

t) x(t)
"(t) =4 — 4q(t :4—4i:4——.
() a(t) 200 50
Separant variables
dx
— = dt,
i-%
i per tant
—501In(4 — %) —t+C.
Equivalentment,
In(4 — ;—0)—50 —t+C,
i per tant
_ L \-50 _ t+C

Elevant a —1/50, tenim

4 — 53:_0 _ k€_t/50, k= 6_0/50.

x(t) = 200 — 50 k e7t/50

Observem que aquesta funcié és creixent (sempre hi haura més de 30
grams de sal al diposit), i que a la llarga s’estabilitzara en 200 grams de sal,
és a dir 1 gram de sal per litre, cosa raonable ja que aquesta és la concentracio
de la sal que entra.

104



Quan diem a la llarga volem dir

tlim x(t) = 200,
ja que limy_,o e7¥/%0 = 0.
Si ara volem saber quan hi haura 60 grams de sal al diposit només hem

de posar
60 = 200 — 170e¥/%,

Per tant t = 50 1In % = 9,7 minuts.

O

Aclariment. La quantitat de sal que surt entre to @ to + At és igual a
4LZO+Atq(t)dt. I per tant, la velocitat de sortida de sal a l'instant t és 4q(t).

En efecte, en I'interval de temps At, surten 4At litres de dissolucio. A
I'instant to esta sortint dissolucié amb una concentracié ¢(tp) i a l'instant
to + At esta sortint dissolucié amb una concentracié q(to + At).

La idea intuitiva és que com At és molt petit podem suposar ¢(t) constant
en aquest petit interval. Pero precisem-ho millor.

Posem

Q(to, At) = Quantitat de sal que surt entre tg i ¢y + At.

Si dividim 'interval [to, to+At] en n parts iguals i considerem ¢(t) constant
en aquests petits intervals tindrem

Q(to, At) ~ Z quantitat de sal que surt durant U'interval [t; 1, ;]
i=1

“LAt At
= ) 4—q(ts), ti=to+i—
- n n

Per canviar el signe ~ per = només hem de fer que n tendeixi a infinit.

Aixi

Q(to, At) = 4lim§2q(ti)
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(La dltima igualtat és la definicié d’integral.)

qt]
q[g ‘

tp 1
— At —>

Si denotem per y(t) la sal que ha sortit al cap de ¢ minuts, la velocitat de
sortida de la sal és

_ylto + At) —yl(to)
yl) = lim, At
. quantitat de sal que surt entre ¢y i tg + At
= lim
At—0 At

i o S ()t
- At—0 At
N 7AN

= 4q(to).

5.4 Equacions diferencials lineals de primer
ordre

Reben aquest nom les equacions diferencials del tipus

Y +p(z)y = q(x)

on p(z),q(x) sén funcions arbitraries.
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Per exemple

y+y = 0
y/ +ay = €
y +sin(z)y = cos(z)
etc

El que fa senzilles aquestes equacions és que en el cas particular ¢(x) = 0
I'equacié que tenim, y' + p(x)y = 0, és de variables separables. Es diu que
y'+p(x)y = 0 és'equacié diferencial homogénia associada a y'+p(x)y = q(x).

Que la homogenia és de variables separables és facil de veure ja que

dy

o = ~p(a)y
1 per tant

dy

— = —p(x)dz

) ()

i ja tenim les variables separades. Integrant,

Iny =— /p(x)dx +C,
és a dir
y(a) = ke~ J s
Denotem per P(z) una primitiva de p(x) (en cada cas particular tindrem
el problema de calcular explicitament aquesta primitiva P(z)), i posem

y(z) = ke @),

Es diu que y(z) = ke @ és la solucid general de I'equacié diferencial

homogenia 3" + p(z)y = 0. Pel teorema d’unicitat, tota solucid és d’aquesta
forma, per a un valor adequat de la constant k que es determina a partir de
les condicions inicials.

Es a dir, que si sabéssim que una certa funcié y = f (x) és solucié de
v + p(x)y = 0, calculariem f(z¢), per a un cert valor o, i posariem y, =
f(xp). A continuacié buscariem k per tal de que

y(xo) = k/'e_P(xO), le k‘ = y(xo)ep(xo)

Llavors f(x) i y(x) = ke @ amb aquesta k que acabem de trobar, sén
solucions de la mateixa equacié diferencial amb la mateixa condici6 inicial, i
per tant son iguals.
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Proposicié 5.4.1 Siy;(x) iys(x) son dues solucions de l'equacio diferencial
lineal y' + p(x)y = q(x), llavors existeix k tal que

yQ({L') =" (l’) + kje_fp(x)da:‘

Demostracio. Només cal veure que y(x) = ya(x)—11(z) és solucié de 'equacid
diferencial homogenia y' + p(x)y = 0. Perd aixo és clar, ja que

(Y2 = v1)" + p(@) (Y2 — y1) = (W — p(2)y2) — (41 + p(x)y1) = q(x) — g(x) = 0.
Com que tota solucié de la homogenia és de la forma ke~ /?(#)4  tenim
Yo () — y1 (x) = ke I P
i hem acabat. [J

Corol-lari 5.4.2 La solucid general de y' + p(x)y = q(x) és igual a una
solucid particular de y'+p(x)y = q(x) més la solucid general de la homogeénia

Y +p(x)y = 0.

Demostracio. Conseqiiencia immediata de la proposicié anterior, ja que si
coneixem una solucié y;(z) de ¥’ + p(x)y = q(z), la igualtat

yo(z) = y1(x) + ke_fp(x)dx,

ens déna qualsevol solucié yo(x). O

La soluci6 general de la no homogenia és igual a la solucié general de la
homogenia més una solucié particular de la no homogenia.

Per tant, per resoldre y' + p(z)y = ¢(z) tant sols hem de donar algun
metode que ens permeti trobar una solucié particular. Despres només hi
hem de sumar la solucié general de la homogenia. Explicarem ’anomenat
meétode de variacio de les constants.

5.4.1 Metode de variacio de les constants.

La idea és que si ke P® és solucié de la homogenia, la solucié de la no

homogenia no sera massa diferent d’aquesta. Podem provar si hi ha alguna
solucié de la no homogenia que sigui del tipus k(z)e* (@) per a una certa
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funcié k(x) que s’ha de determinar. Com que el que fem és canviar k per
k(x) el metode es diu de variacié de les constants.
Posem y,(7) = k(x)e @), Llavors

yi(z) = K (2)e " — k(z)P'(2)e "™ = K/ (2)e” "™ — k(2)p(x)e "™,
i per tant
i (@) +p(@)y (@) = K (2)e PO k(@)p(@)e " p(a)b(a)e " = K(z)e ",
Com que volem que y; + p(z)y; sigui igual a g(x) imposem
K(2)e P = q(a),
és a dir
K (x) = q(x)e™™),

i per tant podem trobar k(z) simplement integrant (en cada cas particular
aquesta integral pot ser dificil de calcular)

k(x) = /q(a:)ep(x) dx
Aixi,
n(e) = ([ ala)e"™ daje "
és una soluci6 particular de y' + p(z)y = q(z).

Exemple 5.4.3 Trobeu la solucié general de iy + 2xy = 2z i la solucid
particular tal que y(0) = 2.

Solucid. Resolem primerament I'equacié homogenia i + 2zy = 0. Separant
variables tenim
dy

— = 2zxdx.
Yy

Integrant independentment els dos costats d’aquesta igualtat obtenim
Y= ke ™",

Ara busquem una solucié de 3y’ +2zy = 2ze™" que sigui del tipus y;(x) =

k(z)e=*" (variaci6 de les constants). Derivant tenim

() = K (z)e ™ — 2ze " k(x),
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1 per tant

2

Yo+ 2wy = K (2)e™ — 2ze ™ k(z) 4 2zk(z)e ™™ = K (2)e ™.

T

Ara imposem que y; + 2zy; sigui igual a 2ze” *. Tenim

K(z)e ™ =2z,

1 per tant
k(z) = 2%

(En aquest cas ens podem oblidar de la constant d’integracié.)
Per tant, la solucié particular buscada és

i la solucié general (suma de la particular més la general de la homogenia)
és doncs
2 2 2
y(z) = 2% +ke™ = (k+a%)e ™.

Per trobar la solucié que compleix y(0) = 2 substituim = = 2 a la férmula
solucié general i obtenim

2= (k+0%)e " =k
Per tan la solucié particular demanada és
y(z) = 2+ 22)e ™,
0

x

Exemple 5.4.4 Sabent que y(x) = xe " és solucid de y +y = e~
la solucio de y' +y = e™* tal que y(0) = 1.

, trobeu

Solucio. La solucié general de la homogenia 3’ +y = 0 és y(z) = ke™™. Per
tan la solucié general de la no homogenia és

y(x) =xe ™ + ke ".

Imposem y(0) = 1 i obtenim k£ = 1, de manera que la solucié particular
demanada és
y(z) = (x+1)e".

O
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Exemple 5.4.5 Trobeu la solucié de y' +y = e * tal que y(3) = 7.

Solucié. Resolem la homogenia ¢y +y = 0. Es de variables separables.
Obtenim y(x) = ke™™.

Per trobar una solucié particular fem wvariacio de les constants. Es a dir,
busquem una solucié del tipus y(z) = k(z)e™*. Com que y'(z) = k'(z)e ™ —
k(x)e™®, tenim

v +y=FK@)e ™ —k(x)e™ + k(x)e ™ =k (x)e ",
i ara imposem ¢’ +y = e~ * i tenim
K(x)e ™ =e™®,

és a dir, k'(x) = 1 i per tant k(x) = x (podem prescindir de la constant
d’integraci). La solucié particular és doncs y(z) = xe™* i la solucié general
és doncs

y(x) =ze "+ ke " = (v +k)e "

Si imposem y(3) = 7 tenim
7T=3+k)e?
d’on k = 7e3 — 3 i per tant la solucié buscada és
y(x) = ze ™ + ke ™ = (x4 Te* — 3)e ™.
O
Exemple 5.4.6 Trobeu la solucid de y' + Ly = x tal que y(6) = 20.

Solucio. Resolem la homogenia y' + %y = 0 que és de variables separables.
Tenim

dy _y

dz x’
d’on

dy  dx

PR

que integrant dona

Iny=-Inz+C=lhs'+C=hks!, C=Ik.
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Per tant

Per trobar una solucié particular fem variacié de les constants. Es a dir,

busquem una solucié del tipus

Com que y/(z) = K/(x)1 — k(x)= tenim

x

Vo Ty = K@)~ k) 4 T )]

i ara imposem 1/ + %y = z 1 tenim

1
E(x)~ =z,
()
és a dir
K (z) = 2
i per tant k(z) = “”—33 (podem prescindir de la constant d’integracio).
solucié particular és doncs
$3
3
x) ==,
yl(z) = -
i la soluci6 general és doncs
2k
T)=—+—.
yle) = 5+~
Si imposem y(6) = 20 tenim
62 k
20 = — + -,
3 6

d’on k = 48 i per tant la solucié buscada és
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5.5 Model de les epidemies

Suposem® que estudiem una poblacié sotmesa a una epidémia. Per simplificar
el model farem diverses hipotesis raonables.
Concretament acceptarem:

Si una persona es recupera de la infeccid, queda immune.

El periode d’incubacié és curt (quan s’agafa la infeccio, s’esdevé infec-
ciés immediatament).

No considerem naixements, ni morts per altres causes, ni emigracio ni
immigracio.

La tassa de canvi (velocitat de variacié) del nombre S de persones
susceptibles de contraure la infeccid, és proporcional al propi nombre
S i al nombre d’infecciosos I (contraure la malaltia depen del nombre
de contactes entre persones sanes (no immunes) i malaltes).

La tassa de canvi (velocitat de variacié) del nombre R de persones
retirades (morts, recuperats de la malaltia o aillats pel sistema sanitari)
és proporcional al nombre I d’infecciosos (com més malalts més morts).

Aquestes hipotesis porten a les equacions seglients:

I+S+ R = N, on N és una constant.

as

Tl —rS1I, onr és una constant positiva (tassa d’infeccid).
dR ) " .
pr v1I, on ~ és una constant positiva (tassa de retir).

Derivant la primera equacio tenim

Al dS R
dt — dt  dt
Equivalentment
dl dS dR

6 Apunts Ferran Cedo.
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Volem trobar I com a funcié de S. Usant la regla de la cadena tenim

G _ A _rSI—ol
s 4s —rST rS’

Aquesta funci6 diferencial que té S com a variable independent i I = I(.S)
com a funcié incognita és de variables separables i es pot resoldre facilment.

(14 L
dl = ( 1+r5)d5'

Integrant
I(S)=-S+ %logS—l—C.

Igualem la derivada primera a zero per trobar el maxim.

r'S)=-1+2= =2
(5) te=0 p=-
1
(So,lo)
F 0 S
Com que
I"(p) >0

en el punt S = p tenim un maxim.

A més

lim I(S) = —oo0,

S—0

per tant existeix un unic punt (quan S = F amb la notaci6 de la figura),
en que I = 0, i s’acaba l'epidemia. L’interval positiu [0, F'] sobre 'eix S
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vol dir que quan s’acaba I’epidemia encara queda una part de la poblacié no
infectada.

El punt (Splp) de la figura correspon a la situacié inicial de la poblacié:
quan comencem l'estudi (¢t = 0) tenim S = Sy i I = Iy. Segons que Sy estigui
a la dreta o a l'esquerra de p el nombre d’infecciosos augmentara o ja anira
disminuint.

Exemple 5.5.1 En uns documents de l’edat mitjana’ hem trobat algunes da-
des sobre una epidéemia en una determinada poblacio. D’aquests documents
deduim que quan hi havia 30.000 persones susceptibles en aquella poblacio, el
nombre d’infectats era de 200. Al cap d’un cert temps, quan hi havia 28.000
persones susceptibles, el nombre d’infectats era de 682. FEstimeu aproxima-
dament quin va ser el mazrim de persones infectades en aquella epidémia.

Solucio. Imposem les condicions inicials a I'equacid
I(S)=—=S+plog S+ C.
Tenim

I(30000) = 200 = —30000 + plog 30000 + C'
I(28000) = 682 = —28000 + plog 28000 + C

Resolent aquest sistema obtenim

p = 22.002
C = —196617

Com que el maxim de la funcié I(S) s’agafa quan S = p, el maxim de
persones infectades a ’epidemia és

1(22002) = —22002 + 22002 log 22002 — 196617 = 1376.

"Proposat per J. Girbau en un examen el 2003.
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Capitol 6

Equacions diferencials de segon
ordre

6.1 Definicio i teorema d’existéncia 1 unicitat

Una expressio del tipus
y' = flz,y,9)

on f és una funci6 diferenciable de tres variables (que anomenem z,y,y’) es
diu que és una equacié diferencial de segon ordre. De moment y” és només
un simbol.

Per exemple,

= T
y' o= z+y+y
y? + sin(y)

son equacions diferencials de segon ordre.

Resoldre una equacié diferencial de segon ordre 3" = f(z,y,y’) vol dir
trobar totes les funcions y = y(z) tals que en substituir la variable y per y(z),
la variable ¢y per y/(x) = dzl(;), i el simbol 3" per y'(z) = % obtinguem
una identitat certa per a tots els valors de z. Es a dir, s’ha de complir

d*y(x)

= f(l’, y((L’), y/(ﬁ))

dx?
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d*y(z)
22
Aixi, resoldre les anteriors equacions diferencials vol dir trobar funcions
y = y(z) tals que

d

La notaci6 vol dir £ (y(2)), i es llegeix derivada segona de y(z).

y//($) — T
Y'(@) = z+yl)+y(x)
y'(x) = y(z) +sin(y(z))

Per exemple, y = e” és una solucié de 'equacié diferencial

1
y' = §(y + ),

ja que v/ (z) = d%e:” =e”, 1y (v) = G5 = €, i per tant
! 1 T T
(@) = (e + ).

També, y = %x3 és una solucié de I'equacié diferencial

Yy =7,

. ’ _od(1,3\ _ 1.2 : 7d2(%w3)7 .

ja que y'(z) = £(52°) = 52%, 1 y"(v) = — %= = z, i per tant
y'(z) ==

Exemple 6.1.1 (Caiguda d’un cos) Suposem que deizo caure un guiz des
d’una altura de dos metres. Quant triga a caure? Quina velocitat porta quan
toca el terra?

Informacié addicional. Suposarem que no hi ha fregament, és a dir que
la unica forca que actua €s el pes del guiz.

Solucié. Denotem per s(t) 'espai recorregut pel guix des del moment en que
el deixem caure, és a dir s(0) = 0.
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<LS(O):O
h s()

La llei de la gravitacié universal de Newton diu que la relacié entre ’accele-
racié que adquireix un cos de massa m sotmes a una forga total I’ és

F = ma.

En general és una igualtat vectorial (ﬁ = md) perd com que en el nostre
cas el problema és unidimensional (el moviment és vertical) podem prescindir
de la notacié vectorial.

Com que estem acceptant que la unica forca és la de la gravetat, tenim

d?s

"=

ja que l'acceleraci6 és la derivada segona de l'espai (la derivada primera de
la velocitat). Recordem que g = 9.8m/s%.
Hem de reosldre doncs 1'equacio diferencial de segon ordre

d?s

a2~ Y

Una primera integracié als dos costats d’aquesta igualtat ens diu

ds
— =gt+C.
at !

Si acceptem que el guix el deixem caure, és a dir, no el tirem contra el
terra, tindrem que la velocitat inicial % 1—o = 0, 1 per tant anterior constant
C val zero. Tenim doncs 'equacié diferencial de primer ordre

ds

ot
a7
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Integrant a cada costat obtenim

1

Novament aquesta constant C' queda determinada per la condicié inicial
s(0) = 0. Ha de ser, doncs, C' = 0, i per tant tenim

1
s(t) = =gt*.
(t) =59
Ara ja podem respondre les preguntes del problema. Per saber quant
triga a caure posem

1 alllem ¢. Obtenim

2h 4
to =1/ — =4/ — = 1.13 segons.
Y 9

Per saber la velocitat que porta el guix quan arriba a terra, substituim
aquest valor de t a I'expressié de la velocitat. Obtenim
ds

v(ty) = T gto = 11.07 metres/segon.
0

O

Teorema 6.1.2 (Existéncia i unicitat) L’equacic diferencial de segon or-
dre y" = f(x,y,y') té€ infinites solucions, pero només una y = y(zx) tal que
y(xo) = yo i ¥'(x0) = Yo

Comentaris. Hem de suposar que la funcié de tres variables f(x,y,vy’) és
prou bona. Podem pensar f : R? — R, perd podria no estar definida sobre
tot R3. Per exemple, f(z,y,y') = yTyl no esta definida quan = = 0.

Suposarem que és derivable respecte cadascuna de les tres variables, i,e,
si fixem x,y és derivable respecte 1/, si fixem x,1 és derivable respecte 3 i
si fixem g,y és derivable respecte .

A més el valors xg, Yo, Y, que apareixen a la condicié inicial han de pertanyer
al domini de definici6 de f.

Observem que ¥y, no és en principi la derivada de res, és simplement un
valor donat. Posteriorment existeix una funci6 y(x) tal que la seva derivada
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en x, val justament aquest valor donat y). Potser no és una notacié molt
afortunada pero és la habitual.
Tampoc especifiquem quin és el domini de definicié de la funcié solucid

y(x).

6.2 Equacions de segon ordre lineals

La generalitzacio natural de les equacions diferencials lineals de primer ordre
a equacions diferencials lineals de segon ordre seria canviar y' +p(x)y = ¢(x)
per ¥ 4+ p(x)y’ + q(x)y = r(x). Perd com que aquesta ultima equacié pot
ser dificil de resoldre en aquest capitol només estudiarem el cas particular en
que les funcions p(z) i ¢(x) sén constants. Es a dir, estudiarem les equacions
del tipus

y'+by +c=q(x), bceR; ¢(x)una certa funcié de x

Proposicié 6.2.1 Siy,(x) iyz(x) son dues solucions de ’equacid diferencial
lineal de segon ordre y" + by’ + cy = q(z), llavors y(x) = yo(x) — y1(x) és
solucid de y" + by’ + cy = 0.

Demostracio. En efecte,
(Y2 — )" +0(y2 — ) +clya —y1) = (Y + byy + cyp) — (] + byy + cn)
= q(x) —q(z)=0. O

L’equacié diferencial lineal de segon ordre v’ + by’ +cy = 0 es diu equacid
homogénia associada a y” + by’ + cy = q(x).

Corol-lari 6.2.2 La solucié general de y"+by'+cy = q(z) és igual a una so-
lucio particular de y"+by'+cy = q(x) més la solucié general de la homogeénia
y' 4+ by +cy=0.

Demostracio. Conseqiiencia immediata de la proposicié anterior, ja que si
coneixem una solucié y;(z) de y” + by’ + cy = q(x), qualsevol solucié ys(x)
és de la forma

y2(z) = y1(x) + soluci6 general de la homogenia. [

La solucio general de la no homogenia és igual a la solucio general de la
homogénia més una solucio particular de la no homogenia.
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6.3 Soluci6é de la homogenia

Anem a resoldre ’equacié homogenia 3" + by’ + cy = 0.

Observem primerament que la suma de solucions és solucié i que el pro-
ducte d’una solucié per un nimero és també solucio.

En efecte, si yi(x) 1 y2(x) sén solucions, llavors

(1(x) + y2(2)" + b(y1(2) + yo(2)) + c(y1(x) + ya(x))
[y1(2)" + byr () + cyr ()] + [y2(2)" + bya(w)" + cya(z)]
= 04+0=0.

Si yi(x) és solucid, llavors Ay;(z) també és solucié ja que
(Ay1(2))" 4+ b(Ay1(x)) + cAyr(x) = Ayi(x)" + byr (x)" + ¢] = 0.

Introduim ara la notacié D = % de manera que I’anterior equacio s’escriu
com

(D* +bD + c)y = 0,

on, evidentment, D? vol dir aplicar dos cops I'operador D:

D*y=D(D(y)) = ———y=1y"

El polinomi X? + bX + ¢ es diu polinomi caracteristic de I’equacié dife-
rencial 3" 4+ by’ + cy = 0.

El metode per resoldre aquesta equacié diferencial varia lleugerament
segons que el polinomi caracteristic tingui arrels reals simples, una arrel real
multiple o arrels complexes.

Arrels reals simples. Siguin X, p les arrels reals diferents. Sabem X? +
bX +c= (X — N)(X — ). Per tant, també tenim

(D +bD +c)y = (D — \)(D — p)y = 0.
Si trobem y = y(x) tal que
(D = py(x) =0

també sera

(D= N)(D - wy(x) =0
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i ja tindrem doncs una solucié de I'equacié diferencial donada.
Pero com que

(D =MD —=py=(D—-p)(D—-Ny

també qualsevol solucio de
(D—-MNy=0

sera solucié de 'equacié diferencial donada.

Pero la solucié de (D—M\)y = 0 és y(x) = C1e ilasolucié de (D—p)y = 0
és y(x) = Coet®.

Pel comentari que hem fet sobre la suma de solucions i el producte d’un
numero per una solucié resulta que

y(z) = C1eM + Coer®

és solucié de 3" + by’ 4+ cy = 0 per a qualsevol valor de les constants Cy, Cs.

Es diu que és la solucio general de 'equacié homogenia.

La observacié fonamental és que qualsevol altra solucié de la homogenia
és d’aquest tipus.

En efecte, com a conseqiiencia del teorema d’unicitat, si tenim una solucié
amb y(xg) = yo 1 ¥'(z0) = y; i també tenim una solucié del tipus

y(r) = C1e™ + Coel”

amb aquestes mateixes condicions inicials, aquestes dues solucions han de

coincidir. La pregunta és doncs si existeixen valors de 'y i Cy que fan que la

corresponent solucié compleixi les condicions inicials donades.
Concretament hem de tenir

Cre™ + Coeh™ =y
Ol/\e)\zo + Cg/ubeﬂzo = y6
Perd aquest sistema és de Cramer (té solucié inica) perque el determinant

Mo ehxo

e o ueHTo

anomenat Wronskia, és diferent de zero. De fet val

(1 — )\)B(H/L)xo £ 0.

123



Per aixo és fonamental haver-nos restringit al cas A # pu.

Arrel real mailtiple. Sigui X larrel real doble. Sabem X2 + bX + ¢ =
(X — A\)% Per tant, també tenim

(D> +bD 4+ c)y = (D — \)(D — Ny = 0.
Si trobem y = y(x) tal que
(D= Ny(z) =0

també sera
(D =MD = A)y(x) =0
i ja tindrem doncs una solucié de 'equacié diferencial donada. Concretament
y(x) = CreM.
Ara hem de trobar una solucié “essencialment” diferent d’aquesta. Volem
dir una solucié tal que el Wronskia (determinant format per les solucions i
les seves derivades) sigui diferent de zero.

Per analogia amb el metode de variacié de les constants assajarem la
solucio

y(x) = ze

Tenim

(D = \)(D =N (ze) = (D — M\ (D(ze™) — \ze ™)
= (D —\)[eM + Azve™ — Aze]
(D —X\)er =0

Aixi doncs la soluci6 general en aquest cas esta donada per

S

y(z) = Cre*® + Chwer®

Com en el cas anterior aqui estan totes les solucions de ’equacié diferencial
ja que sempre podem ajustar les constants per tenir una condicié inicial
donada.

En aquest cas el Wronskia val

6)\1 ZL‘B/\x

2\
)\e)\m 6)\3: + )\xe)\m =€ 7é 0
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i per tant el sistema a que déna lloc la condicié inicial

CLeM 4+ Chxe’™ = Yo
CiAeM™ + Cy(eM™0 + Axe?™) = 4
té soluci6 unica.
Arrels complezes. Suposem que les arrels del polinomi caracteristic sén

z=p+iqiZzZ=p—1iq. Recordem que han de ser conjugades. Com en el cas
d’arrels real diferents tenim

(D*4+bD +c)y = (D — 2)(D — 2)y = 0.
I també com en el cas real, veiem que qualsevol soluci6 de
(D—2)y=0, obéde (D—-2)y=0

sera solucié de I'equacio diferencial donada.
Pero ara, si plantegem

(D—2)y=9y —2y=0

tenim una equacié diferencials amb coeficients complexos. No tenim més
remei que pensar que y(z) és també una funcié complexa

y(r) = y1(x) +iya(2),
és a dir
y: R— C
r—  y(z)

Si la resolem com en el cas real tindrem

dy

— =z

dx Y

que separant variables déna
d
Y zdx.
Y
Integrant! als dos costats obtenim
Iny=zzx+C

IEl logaritme neperia d’un nombre complex es defineix bé a partir de la notacié z = re’®
ja que llavors, si volem que es conservin les propietats fonamentals dels logaritmes, ha de
ser Inz = In(re’®) = Inr+Ine'® = Inr +ia. Observem que amb aquesta definicié té sentit
parlar del logaritmes de nombres negatius. Per exemple, In(—1) = 7.
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1 per tant
y(x) = ke™, k=eC.

En particular, quan k£ = 1, tenim que

y(z) = yo () +iya(z) = e = PHVT = Pela® — oPT(cos o 4 4 sin )

és solucié de (D — z)y =y — zy = 0. I per tant, solucié de
y' +by +cy=(D—2)(D—2)y=0.

De fet, demostrar directament (ara que sabem el resultat!) que y = e**
és solucié de y"” + by’ 4+ cy = 0 és trivial, ja que v/ = ze* i y" = 2%e**, de
manera que

y' by +cy= (2 +bz+c)er =0

ja que z és un zero del caracteristic. Com que estem pensant y = y(z) =
y1(z) + 1yo(x), la igualtat y” + by’ + cy = 0 ddna lloc a dues igualtats: una
en igualar las parts reals i una altre en igualar les parts imaginaries (el 0 de
la dreta és el 0 de C, es a dir, 0 = 0 + i0)
Com que b, c € R tenim y{ + by; + cy; = 01 y§ + byl + cys = 0 amb
y1(x) = e’ cosqx
ya2(x) = ePsingx
D’aquesta manera hem aconseguit dues solucions reals de 'equacié dife-
rencial donada. A més el Wronskia és diferent de zero, de manera que pels
mateixos arguments esgrimits en els casos anteriors podem afirmar que tota

solucié de y” + by’ + cy = 0, quan les arrels del caracteristic sén el nombres
complexos p +iq, ¢ # 0, sén

y(x) = C1eP* cos qr + CoeP” sin qx

que escriurem com

y(z) = eP*(C cos gr + Cysin gx)

on (4 1 Cy sén constants reals arbitraries.
El Wronskia val concretament

eP* cos qx eP’ sin gz

— 2px
peP* cos qr — qeP* sinqx peP” sin qx + geP” cos qx g™ 70,

ja que estem suposant q # 0.
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Exemple 6.3.1 Trobeu la solucié general de l'equacid y" — 5y’ + 6y = 0.

Solucié. El polinomi caracteristic X? —5X + 6 té dues arrels reals diferents
A =21 p=3. Per tant, la soluci6 general és

y($) = 016236 + 0263‘70.
O
Exemple 6.3.2 Trobeu la solucid general de l'equacid y" — 6y’ + 9y = 0.

Solucié. El polinomi caracteristic X? — 6X + 9 té I'arrel real doble A = 3.
Per tant, la soluci6 general és

y(x) = C1e** + Chze™.
O
Exemple 6.3.3 Trobeu la solucié general de ’equacio y" — 4y + 13y = 0.

Solucié. El polinomi caracteristic X2 —4X +13 té les arrels complexes 2+ 3i.
Per tant, la soluci6 general és

y(x) = e**(Cy cos 3z + Cysin 37).
%

Exemple 6.3.4 Trobeu totes les solucions de lequacid y" — 5y’ + 6y = 0 tals
que y(0) = 0.

Solucio. Sabem que la solucié general és
y(x) = C1e* + Cye™.

Imposem
y(0) =0 =C1e*" + Coe® = C1 + Cy

Per tant, tota solucié del tipus
y(z) = C1(e* — ).

complix la condicié demanada. ¢
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Exemple 6.3.5 Trobeu totes les solucions de 'equacié y" — 6y’ +9y = 0 tals
que y(0) = 0.

Solucio. Sabem que la solucié general és
y(x) = C1e* + Cyze™.

Imposem
y(0)=0=C1e** +Cy-0-e%° = ().

Per tant, tota solucié del tipus
y(z) = Cowe™
complix la condici6 demanada. ¢

Exemple 6.3.6 Trobeu totes les solucions de l'equacié y" — 4y’ + 13y = 0
tals que y(0) = 0.

Solucio. Sabem que la solucié general és
y(x) = e**(Cy cos 3z + Cy sin 37).
Imposem
y(0) = 0 = e*°(C} cos(3 - 0) + Cysin(3 - 0)) = C.
Per tant, tota solucié del tipus
y(x) = Cye®” sin 3
complix la condicié demanada. ¢

Exemple 6.3.7 Trobeu la inica solucié de ’equacio y" — 5y’ + 6y = 0 tal
que y(0) =0 7 y/(0) = 1.

Solucio. Sabem que la solucié general i la seva derivada sén

y(x) = C1e* 4 Cope™
y(z) = 201* + 3Cye™
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Imposant la condicié inicial obtenim

0 = Ci1+0Cy
1 = 20 + 30,
Per tant, C; = —11 Cy = 1, i la solucié buscada és

y(r) = —e** + .
v

Exemple 6.3.8 Trobeu la tinica solucié de l'equacid y" — 6y’ + 9y = 0 tal
que y(0) =0 7 y'(0) = 1.
Solucio. Sabem que la solucié general i la seva derivada sén
y(r) = C1e* + Coxe®
y(r) = 3C1e* + Oy(e™ + 3xe™)
Imposant la condicié inicial obtenim
0 = C;
1 = 3C) +Cy
Per tant, C; =01 Cy = 1, i la solucié buscada és
y(z) = ze.
%

Exemple 6.3.9 Trobeu la inica solucid de l'equacio y" — 4y’ + 13y = 0 tal
que y(0) =0 ¢ 4/ (0) = 0.

Solucio. Sabem que la solucié general i la seva derivada sén

y(z) = €**(C)cos3z + Cysin3z)
y(z) = 2e**(Ccos3x + Cysin3z) + e**(—3C sin 3z + 3C, cos 31)
Imposant la condicié inicial obtenim
0 = Gy
1 = 207 + 305
Per tant, C; =01 Cy = 1/3, i la soluci6 buscada és

1
y(x) = gez"” sin 3x.
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6.4 Solucié particular en el cas no homogeni

La idea intuitiva per trobar una solucié particular de y” + by’ + cy = q(x) és
molt senzilla. Si g(x) és un polinomi buscarem una solucié que sigui també
un polinomi. Si ¢(x) és una exponencial buscarem una solucié que sigui
també una funcié exponencial, i si ¢(x) és un sinus o un cosinus buscarem
una solucié que sigui combinacié de sinus i cosinus.

Estudiarem només els casos en que ¢(z) és una de les funcions de la
taula de la pagina 136: polinomi, exponencial, polinomi per exponencial,
exponencial per sinus i cosinus o polinomi per exponencial per sinus i cosinus.

Funcionament de la taula de la pagina 136. Si g(x) és un polinomi de grau
m buscarem una soluci6 que també sigui un polinomi de grau m (primera linia
de la taula). Pero si déna la casualitat de que 0 és arrel del caracteristic amb
multiplicitat 1, I’anterior metode no funciona i hem de buscar una solucié
que sigui un polinomi de grau m + 1 sense terme independent, és a dir x
mutiplicat per un polinomi de grau m (segona linia de la taula). Si déna la
casualitat de que 0 és arrel del caracteristic amb multiplicitat 2, els anteriors
metodes no funcionen i hem de buscar una solucié que sigui un polinomi de
grau m + 2 sense terme independent ni terme lineal, és a dir 2 mutiplicat
per un polinomi de grau m (tercera linia de la taula).

Exemple 6.4.1 Trobeu una solucid particular de y" — 5y’ + 6y = 2.

Solucio. Com que 0 no és arrel del caracteristic busquem una solucié que
sigui del tipus y(z) = az® + bx + ¢. Tenim

y(xr) = 2ax+0b

y'(x) = 2a
i per tant
y" — 5y + 6y = 2a — 10ax — 5b + 6ax? + 6bx + 6¢ = 22
Igualant coeficients

6a =
—10a+6b = 0
2a —bb+6¢c = 0
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i per tant a = §, b= % i ¢ = $%. Aixi, el polinomi

18 108 °

(23)—1$2+E33+£
=57 7187 T 108

és una solucié particular de ’equacié donada. ¢
Exemple 6.4.2 Trobeu una solucid particular de y" + 1y = x2.

Solucio. Com que 0 és arrel del caracteristic amb multiplicitat 1 busquem
una solucié que sigui del tipus y(z) = z(az? + bz + ¢) = az® + bx* + cx.
Tenim

Y (r) = 3ax®+2br+c
y'(x) = 6azx+2b

1 per tant
y' +1y = 3ax® 4 2bx + ¢ + 6ax + 2b = 2*

Igualant coeficients

3a =
2b+6a =
c+2b =

i per tant a = %, b= —11c=2. Aixi, el polinomi

1
y(x) = §x3 — 2?22

és una solucié particular de I'equacié donada. ¢

Exemple 6.4.3 Trobeu una solucié particular de y" = 2.

Solucio. Com que 0 és arrel del caracteristic amb multiplicitat 2 busquem
una solucié que sigui del tipus y(x) = z%(az?® + bz + ¢) = az* + ba® + c2?.

Tenim

y(r) = 4ax® + 3ba* + 2cx
y'(z) = 12az® + 6bx + 2¢
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1 per tant
y' = 12az” + 6bz + 2¢ = 2°

[gualant coeficients

12¢ = 1
6b = 0
2c = 0

i per tant a = %, b=01ic=0. Aixi, el polinomi

Ly

y(z) = Ex

és una solucié particular de ’equacié donada. ¢

Funcionament de la taula de la pagina 136 [continuacid]. Si q(x) és un
polinomi de grau m multiplicat per una exponencial, q(x) = p,,(x)e**, bus-
carem una solucié que també sigui un polinomi de grau m multiplicat per
I'exponencial e**(quarta linia de la taula). Pero si déna la casualitat de que
« és arrel del caracteristic amb multiplicitat 1, 'anterior metode no funciona
i hem de buscar una solucié que sigui un polinomi de grau m + 1 sense terme
independent, és a dir x mutiplicat per un polinomi de grau m, multiplicat
per e*® (cinquena linia de la taula). Si déna la casualitat de que « és arrel
del caracteristic amb multiplicitat 2, els anteriors metodes no funcionen i
hem de buscar una solucié que sigui un polinomi de grau m + 2 sense terme
independent ni terme lineal, és a dir 2> mutiplicat per un polinomi de grau
m, multiplicat per e®* (sisena linia de la taula).

Exemple 6.4.4 Trobeu una solucié particular de y" + y = e3*.

Solucié. Com que 3 no és arrel del polinomi caracteristic X2 + 1, buscarem
una solucié del tipus ke3*. Observem que estem aplicant la quarta linia de
la taula en el cas de que el polinomi p,,(x) que multiplica a ’exponencial €3*
és una constant, és a dir, un polinomi de grau m = 0. Tenim

y(x) = ke
y(r) = 3ke*
y'(r) = ke’
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Aixi, y' +y = (9% + k)e* = €3 i per tant k = 5. La soluci6 buscada és

1 3z
y(x) = ¢

¢
Exemple 6.4.5 Trobeu una solucié particular de y" — 5y’ + 6y = €3%.

Solucié. Com que 3 és arrel del polinomi caracteristic X2 — 5X + 6 amb
multiplicitat 1, buscarem una solucié del tipus kze3*. Observem que estem
aplicant la cinquena linia de la taula en el cas de que el polinomi p,,(z) que
multiplica a l’exponencial €3* és una constant, és a dir, un polinomi de grau
m = 0, que hem, de multiplicar per x. Tenim

y(r) = ke
y(z) = 3kxe® + ke
y'(r) = 9kze® + 3ke® + ke

Aixi, 3y — 5y + 6y = 9kwe®® + 6ke3® — 5(3kxed” + ked?) + 6kred® = €37,
Simplificant ’exponencial i igualant coeficients tenim

9k — 15k 4+ 6k = 0, que no diu res
6k — bk =1
Per tant, k = 1, i la solucié buscada és

y(z) = ze.

O
Exemple 6.4.6 Trobeu una solucié particular de y" — 6y’ + 9y = 3%,

Solucié. Com que 3 és arrel del polinomi caracteristic X2 + 1 amb multipli-
citat 2, buscarem una solucié del tipus kz2e3* (sisena linia de la taula).

y(z) = ka®e®
3ka?e™ + 2kwe”
y'(x) = 9kx*e™ + 6kxe’ + 2ke®™ + 6kre®

@\
—~
8
Il
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Aixi y" — 6y’ +9y = 9kz?e3® +12kxe’” 4 2ke3” — 6(3kx?e3® +2kxed”) +9kae3”.
Simplificant ’exponencial i igualant coeficients tenim

9k — 18k +9k = 0, que no diu res
12k — 12k = 0, que no diu res

2k = 1
Per tant, k = %, i la solucié buscada és

y(x) = —2%e*.
O

Funcionament de la taula de la pagina 136 [continuacid]. Si q(z) és el
producte d’una exponencial e per un sinus o un cosinus de fz (o una
combinacié lineal d’aquests) llavors hem de buscar una solucié que sigui
exactament d’aquest tipus o d’aquest tipus multiplicat per z, segons que el
nombre complex « + i3 sigui o no arrel del caracteristic.

Exemple 6.4.7 Trobeu una solucid particular de y" +y = e® cosz.

Solucio. En aquest cas « = 3 = 1. Com que 141 no és arrel del caracteristic
hem de buscar una solucié del tipus

y(x) = e*(Acosx + Bsinx).
Tenim

y(x) = e*(Acosz + Bsinx)
y'(r) = e"(Acosz+ Bsinx)+ e"(—Asinz + Bcosx)
y'(r) = e"(Acosx+ Bsinz) + e*(—Asinx + Bcos)
+e"(—Asinx + Bceosz) + e (—Acosx — Bsinx)

Per tant, "4y = e"((A+2B) cos x4+ (—2A+ B) sinx) = €” cos z. Simplificant
I’exponencial veiem que la igualtat es compleix quan

A+2B =
—2A+B =0
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D’aqui deduim A =1/51 B = 2/5, de manera que la solucié buscada és

1 2
y(x) = ex(g cosx + R sinx).

O

Exemple 6.4.8 Trobeu una solucid particular de y" — 2y’ + 2y = e* cos x.

Solucio. En aquest cas « = = 1. Com que 1 i és arrel del caracteristic
hem de buscar una solucié del tipus

y(x) = ze®(Acosz + Bsinx).
Tenim

y(x) = xze"(Acosx + Bsinx)
y'(z) = e"cosz(A+ (A+ B)x)+e”sina(B+ (B — A)x)
y'(x) = €"(2A+ 2B+ 2Bx) + e"sinz(—2A + 2B — 2Ax)

Per tant y” — 2y’ + 2y = 2Be” cosx — 2Ae” sinz. Deduim A =01 B =1/2
de manera que la solucié buscada és

1
y(x) = éaz:ez sin .
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Taula per trobar una solucié particular de

Y + by + cy = q(x), b, ¢ constants

q(x) caracteristic=p.(r) = 2? + bz + ¢ Solucié particular
Pm(x) 0 no és arrel de p.(x) Pm ()
Pm(x) 0 és arrel de p.(z) amb multiplicitat 1 Z P ()
Pm () 0 és arrel de p.(x) amb multiplicitat 2 22 P ()
P ()€™ a no és arrel de p.(x) D ()€™
Pm(z)e™” « és arrel de p.(x) amb multiplicitat 1 T P (x)e*®
Pm(x)e® « és arrel de p.(x) amb multiplicitat 2 22 P ()™
e®*( ¢y cos Bz + ¢ sin fr) a %+ i no sén arrels de p.(z) e**(Acos Bz + Bsin fz)
e**(¢y cos fx + co sin ) a £ 1 sén arrels de p.(z) x e (Acos fx + Bsin fz)
e (pp(x) cos Bz + g () sin fz) a £ i no sén arrels de p.(z) e (pr(z) cos fx + Gi(z) sin [z
e* (pp(x) cos Bz + g (z) sin ) a £ 1 sén arrels de p.(z) x e (pr(x) cos Bz + Gk (x) sin Sz)
e i3 sén nombres reals donats. Agusti Reventos
e k= max (m,n); pp(x) i gx(x) polinomis de grau k que s’han de trobar.

® p,,(x) és un polinomi de grau m donat.

Pm(x) és un polinomi de grau m que s’ha de trobar.

c1 1 ¢y constants donades; A i B constants a determinar.




Capitol 7

Sitemes d’equacions diferencials
lineals

L’objectiu d’aquest capitol es donar la férmula general de la solucié del sis-
tema d’equacions diferencials X’ = AX.

7.1 Valors i vectors propis
a b
=(00)

e Traca de A= Suma dels elements de la diagonal de A.

Donada la matriu

definim:

Tindrem, doncs,
traca(A) = a + d.

o Determinant de A= Producte dels elements de la diagonal menys pro-
ducte dels elements de la diagonal secundaria.

Tindrem, docs,

det(A) = ad — be.
e Polinomi caracteristic de A= pa(x) =det ( “4 ; o d E . )
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Tindrem, doncs,
pa(r) = 2% — (tracad)r + det A = 2% — pr + ¢,
ambp=a+diqg=ad-— bc.

Valors propis. Les arrels dels polinomi caracteristic pa(z) es diuen
valors propis de A. Per tant, els valors propis A i p de A sén

A:er\/pz—ﬁlq p— b= p* —4q
2 ’ B '

2

p?—4g > 0 tenim dos valors propis reals diferents,

p?—4¢ = 0 tenim un tdnic valor propi,

p? —4qg < 0 tenim dos valors propis complexos conjugats.
Vectors propis. Es diu que el vector u = (uy, us), u # 5, és un vector
propi de A, de valor propi A, si Au = A\u.

Equivalentment (A — AI)u = 0, on

()

Aixi, doncs, per trobar u tan sols hem de resoldre el sistema (compatible

indeterminat)
a— A b up \ (0
c d—)\ uy / \ 0

Les dues equacions a que doéna lloc aquest sistema sén equivalents, i
per tant, només cal considerar-ne una de elles, de manera que podem
dir que el vector propi de valor propi A esta determinat (llevat d’'un
escalar) per I'equaci6

(@ — Nuy + buy = 0.

Per tant, podem agafar com vector propi de valor propi A

u=(b;\—a) (7.1)
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e Observem que la suma dels valors propis de A és la traca de A i que el
producte dels valors propis és el determinant.

A+p = p = traga(A)
Ap = g = det(A)

Proposicié 7.1.1 Vectors propis de wvalors propis diferents son linealment
independents.

Demostracio. Suposem Au = Au i Av = pv amb A\ # p. Si tenim una
combinacio lineal d’ells igual a zero:

au+bv =0, a,b0e€R(0C)
llavors, aplicant A a aquesta igualtat tenim
alu + bpv = 0.
Resolent el sistema

au +bv =
alu—+buv = 0

obtenim (. — A)bv = 0, i per tant b = 0. Aixo implica a = 0, i per tant u i v
son linealment independents. []

Exemple 7.1.2 Trobeu els vectors propis de

(3,

Solucio. Traca de A: 3+ 7 = 10.
Determinant de A: 26.
Polinomi caracterfstic: a2 — 10z + 26.
Valors propis: A =5+, p=5—1.
Vector propi de valor propi A: Resolem

) (m)=()
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Obtenim u = (5,2 + ) (o qualsevol multiple d’aquest).
Vector propi de valor propi u: Resolem

() ()= ()

Obtenim u = (5,2 — i) (o qualsevol multiple d’aquest).

7.2 Sistema d’equacions diferencials

L’objectiu és trobar dues funcions x = z(t) i y = y(¢) de les quals sabem
unicament que les seves derivades sén combinacié lineal d’elles mateixes.
Concretament tenim

dz(tt) — qa(t) + by(t)
dz_(tt) = cx(t) + dy(t)

que escrivim simplement com

= ar+by
y = cx+dy

on a, b, c,d son nombres reals coneguts.
Es til usar notacié matricial i escriure aquest sistema com

X'=AX

on

XzX(t>=<Z§8)’ X=d‘)§—f”=(§$§) A:(i 2)

Teorema 7.2.1 (Existéncia i unicitat) FEl sistema d’equacions diferenci-
als X' = AX té infinites solucions pero només una X = X(t) tal que

X(to):(ig).
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Una altra observacié important és que la combinacio lineal de solucions de
X' = AX és també solucid. En efecte, si X (t) és solucid, llavors Z(t) = A\X ()
és també solucio, ja que

Z'(t) = AX'(t) = MX (1) = AAX (1)) = AZ(1).

I'si X(t)1Y(t) son solucions, llavors Z(t) = X (t) + Y (t)és també solucio,
ja que

Z't)=X'"(t)+Y'(t) = AX(t) + AY (t) = A(X(t) + Y () = AZ(¢).

7.3 Cinetica quimica

En CINETICA QUIMICA! apareixen diagrames com el segiient que presentem,
que modelen situacions de descomposicié de materials en altres materials.

ky
A B ko C
ks

Un material A és transforma en un material B. Aquest es transforma en
els materials A i C'. Trobeu A(t) (concentracié molar* de A a linstant t) i
B(t) (concentracié molar de B a l'instant t).

Solucio. L’equacié que regeix la descomposicié dels materials és 2/(t) =
kx(t). Per tant, la situacié del problema es regeix per

A'(t) = —kiA(t) + k3B(t)
B'(t) = kiA(t) — (ko + k3)B(t)

En efecte, la velocitat de variacié de A (A’(t)) és proporcional a la quan-
titat de A que hi ha en cada moment (A(t)) i aquesta constant és negativa
(—k1) perque A(t) és decreixent. Pero A(t) augmenta per la part de B que
es transforma en A. Aquesta part és proporcional a la quantitat de B que

Weure Ecuaciones diferenciales para las ciencias quimicas vy fisicas, F. Balibrea, V,
Jiménez, ICE Universidad de Murcia, (2000).

2A(t) =na(t)/V, on na(t) és el nombre de mols de A a linstant ¢ i V és el volum del
sistema, que se suposa constant.
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hi ha en cada moment (B(t)) i aquesta constant és positiva (k3) perque A(t)
augmenta.

Un argument similar justifica la segona equacié. La velocitat de variacié
de B (B'(t)) es la suma de les velocitats en les que el cos B es transforma en
A (que és proporcional a quantitat de cos B que tenim (B(t)) amb constant
de proporcionalitat k3), de la velocitat en la que el cos B es transforma en
C' (que és proporcional a quantitat de cos B que tenim (B(t)) amb constant
O}e proporcionalitat k) i a la velocitat en la que el cos A es transforma en B.
Es a dir:

B'(t) = k1A(t) — ko B(t) — k3 B(t).

7.4 El caracteristic té arrels reals diferents

Volem resoldre el sistema
X' =AX

en el cas en que el polinomi caracteristic de A, tingui dues arrels reals dife-
rents A, u.
La soluci6 general esta donada per

X(t) = CreMu + Coertv

=5 ) =) =)

essent u vector propi de A de valor propi A (Au = Au), i v vector propi de A
de valor propi p (Av = pw).

Es a dir
(3 ) () ree ()

I(t) = Cle)‘tul—O—Cge“tvl (72)
y(t) = CreMuy + Coetluy
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Justificacio.> Demostrar que
X(t) = CreMu + Cyet'v
és soucié de X' = AX és molt senzill ja que, derivant, tenim

X'(t) = CreMhu+ Coetpw
= CeMAu + Cyett Av
= A(CieMu 4+ Cye'v)
= AX.

Nota 7.4.1 Com que sabem que la combinacio lineal de solucions és solucid,
és suficient demostrar que X (t) = eMu i X(t) = e'v son solucid.

Nota 7.4.2 Atencio, perqué no és el mateir dir que qualsevol combinacio
lineal de eMu i et'v és solucid, que dir qualsevol solucié que se’ns pugui
ocorrer és d’aquest tipus. Aixo és consequeéncia del teorema d’unicitat 5.1.1
i del fet que els vectors propis son linealment independents.

En efecte, donada una solucio qualsevol amb

xw= ()

sempre podem ajustar les constants Cy i Cy per tal de que una solucio del
tipus CreMu + Coet'v compleiri aquesta condicid inicial, i coincideizi doncs
(per la unicitat), amb la solucid donada.

Per trobar Cy i Cy hem de resoldre el sistema

o = CieMuy + Cheltou,

At t
Yo = C’le OUQ + 026” 01)2
el qual té solucio unica perque

Moy, ettoy,
Moy, ettoy,

Uy v
Uz V2

— oA tuto

£0

ja que l’exponencial no s’anul-la mai i els vectors propis son linealment in-
dependents.

3Vegeu la secci6 7.9, pagina 160.
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Exemple 7.4.3 Resoleu el sistema

X' '=AX

3 1
=(3 1),
; . : 0
Trobeu també la solucid particular tal que X (0) = ( 1 )

on

Solucié. Polinomi caracteristic: x* — 6z + 8.
Arrels del caracteristic (valors propis) A = 2, u = 4.

Calcul del vector propi de valor propi 2.
Hem de resoldre el sistema

3—2 1 Ui . 0
1 3-2 u /) \ 0 /)~
Equival a resoldre la tinica equacié

up + ug = 0.

Per tant, tot vector que tingui la primera component igual a la segona can-
viada de signe és vector propi de valor propi 2.

Prendrem, doncs, com a vector propi de valor propi A = 2 el vector
u=(1,-1)

Calcul del vector propi de valor propi 4.
Hem de resoldre el sistema

3—4 1 Uy . 0
1 3—4 U9 o 0 '
Equival a resoldre la tnica equacio

—u1 +uy = 0.

Per tant, tot vector que tingui la primera component igual a la segona és
vector propi de valor propi 4.

Prendrem, doncs, com a vector propi de valor propi 4 = 4 el vector
u=(1,1)
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Per tant, la solucié general del sistema

(3 ) e (i) e (1)

és igual, en el nostre cas, a

)\ _ Ao 1 a1
(y(t))_ole (_1)+C’26 <1>
Equivalentment

x(t) Cre? + Cye™ (7.3)
y(t) = —Cle2t + Cg€4t

Si ara volem la solucié particular amb X (0) = ( (1) ) només hem de

resoldre el sistema

O - Cl + Cg
1 = —C1+ 0y
Per tant, C; = —1/2, Cy = 1/2 i la solucié buscada és
1 1
o(t) = —§e2t + §e4t
I TR
y(t) = 5¢ + 5¢

Exemple 7.4.4 Un diposit conté inicialment 100 litres d’aigua i 10Kg de
sal. A aquest diposit hi entra aigua a rao de 3 litres per minut, i surt disolucio
(aigua amb sal) a rad també de 3 litres per minut. Aquesta disolucid va a
parar a un segon diposit que conté inicialment 50 litres d’aigua i del qual surt
disolucio (aigua amb sal) a rad també de 3 litres per minut. En quin moment
sera mazima la quantitat de sal en el seqgon diposit?

—3m

NEYZ

x(1)

»@®
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Solucio. Si diem x(t) a la quantitat de sal en el primer diposit i y(t) a la
quantitat de sal en el segon diposit tenim:

() = %
y(t) = % 3%

amb x(0) =101 y(0) = 0.

Observem que z(t)/100 és la concentracid de sal del primer diposit (quan-
titat de sal per litre) i que y(t)/50 és la concentracid de sal del segon diposit.
Com que la velocitat de sortida de dissolucié del primer diposit és de 3 litres
per minut, i cada litre conté x(t)/100 Kg de sal, la velocitat de sortida de sal
del primer diposit (2'(t)) és igual (en valor absolut) a 3(x(t)/100). El signe
menys de la primera equacié (2'(t) = —3%) prové del fet que la funci6 z(t)
és decreixent, i per tant , té derivada negativa. Un argument similar justifica
la segona equacio del sistema anterior.

La matriu associada al sistema és
—3/100 0
3/100 —=3/50 ) -

Vector propi de valor propi A = —3/100: v = (1,1
Vector propi de valor propi A = —3/50: v = (0, 1).

Per tant:
z(t) \ _ —3/1000 | 1 _ass0e [ 0
(y(t))—01€ (1>+026 1 .

En imposar les condicions inicials 2(0) = 10, y(0) = 0, obtenim C} = 10,
Cy = —10. En imposar y/'(t) = 0, obtenim

).

9e(=3/50)t _ (=3/100)¢

Y

és a dir,
9 — (3/100)t

i per tant t = (100/3) In2 = 23,1 minuts.
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7.5 El caracteristic té arrels complexes

Volem resoldre el sistema
X' =AX

en el cas en que el polinomi caracteristic de A, tingui dues arrels complexes
A A
La soluci6 general esta donada per

z(t) '\ _ At [ U1 | oxt [ U
( ’y(t) ) = 01% [6 Uy —|—CQ\S (& Up (74)
on R vol dir “part real” i I vol dir “part imaginaria”*, i
()
u =
U2

és el vector propi de valor propi A\. Com que A és un nombre complex, tant
up com uy sén també nombres complexos. C; i Cs sén constants reals.

Justificacio. El fet de que les arrels del caracteristic siguin complexes
ens ‘obliga’ a considerar el sistema X’ = AX com un sistema complex: les
entrades de la matriu X, i per tant també les de X', sén nombres complexos.

Tindrem
( a'(t) +ip'(t) ) 4 ( (t) 4 ip(t) )
y'(t) +iq (t) y(t) +iq(t) )
Com que els elements de la matriu A sén reals, la igualtat de matrius

complexes anteriors implica, considerant la part real i la part imaginaria als
dos costats de la igualtat, les dues igualtats de matrius reals segiients

4Aixi R(a + bi) = a, i I(a + bi) = b. Analogament
a+bi\ [ a wf a+bi\ [ b
ace<c+dz'><c>’ ‘S<c+di><d>
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Per tant, /
(7 )=2(5
(5 )= (4t

Es a dir, la part real i la part tmaginaria d’una solucio complexa de
X' = AX son solucions reals de X' = AX.

El mateix argument que en el cas real (pagina 143) ens diu que si u és un
vector propi de valor propi A (tant A com les dues components de u nombres
complexos), llavors

X(t) =eMu

és solucié del sistema X' = AX.
Per tant,
R(eMu), i I(eMu)

sén solucions reals de X' = AX.
Per tant, qualsevol combinacié lineal de elles és també solucié, i la férmula
(7.4) queda justificada.

Nota 7.5.1 Atencio, perqué no és el mateix dir que qualsevol combinacio
lineal de R(e*u) i S(eMu) és solucid, que dir qualsevol solucid que se’ns
pugui ocorrer és d’aquest tipus. Aixo és consequencia del teorema d’unicitat
5.1.1 i del fet que les dues components (complexes) del vector propi u son
linealment independents sobre R.

En efecte, donada una solucid qualsevol X (t) amb

X(t0>:<x0)7 ZIZ'(),y()E]R

Yo

sempre podem ajustar les constants Cy 1 Cy per tal de que una solucio del
tipus C1R(eMu) + CoS(eMu) compleiri aquesta condicid inicial, i coincideiri
doncs (per la unicitat), amb la solucid donada.

Per trobar Cy i Cy hem de resoldre el sistema

o = O1R(eMuy) + CoS(eMouy)
o = CiR(eMuy) + CoS(eMouy)
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el qual té solucio unica perque

R(eMowy)
R(eMouy)

(eAtoul)

(GMOUQ) 7£ 0

&
R

5

com es veura® a continuacio, 77.

Explicitem la férmula (7.4)
= U1 _ U1 + iu12
U U1 + 12

At At ,
My [ Cu ) _ (e (w11 + dugz)
eMuy eM(ugy + itgn)

Posem A = a + 43 i calculem les dues components de la darrera matriu.

Si posem

lavors

Muy = e™eP " (uyy + duyy)

e (cos(Bt) + isin(Bt))(ury + iuo)

Muy = e (uy + iug)

= e™(cos(Bt) + isin(Bt))(ugy + iugy).

Aixi

5Aquest determinant val
U1 U2
U21 U2

e2at0

amb \ = Oé+7,ﬂ iu= (ul,u2) = (u11 +iU12,UQ1 +iUQ2). I

Uil U2
U21 U22

és el determinant format pels dos vectors de R? = C g i uz (les dues components complexes
de w). La férmula (7.1) ens diu que podem pensar sempre u; real i us complex, de manera
que és evident que sén linealment independents sobre R.
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3 o [ @ o R(eMw) \ [ e*(uqy cos Bt — uga sin ft)
Us T\ R(Muy) )\ e (ug cos Bt — ugy sin Bt)
_ ot [ Ui U cos (3t
U21 U2 —sin ﬂt '
g | [ @ o S(eMuy) N [ e (uqgy sin Bt + ugz cos Bt)
Us T S(eMuy) )\ e (ugy sin Bt + ugy cos Bt)
_ ot U1 Ui sin 3t
U1 Uga cos Bt )
Per tant, 'equacié (??7) també es pot escriure com

() = for(Cn ) rer(mn)]) o

Uy Uiz
P =
U1 U2

També es pot escriure com

z(t) \ potp (€08 Bt sinft Ch

y(t) | —sin Bt cos ft Coy
De manera que quan volem imposar les condicions inicials (zo = x(to), yo =
y(tp)) per trobar Cy i Cy ens trobem amb un sistema de Cramer, ja que el
determinant del sistema és e** det P, i det P # 0, com veiem facilment a

continuacio.
En efecte, segons la férmula (7.1) sempre podem agafar u = (b, A — a) de

manera que
b 0
P_(a—a B)'

Aix0 ens permet veure directament que det P = b3 # 0 ja que 3 # 0 és la
hipotesi que estem fent de que els valors propis son complexos. Analogament

ha de ser b # 0, ja que la matriu
a 0
c d
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té valors propis reals (que sén a i d, ja que el caracteristic és (a — z)(d — x)).

La solucio del sistema X' = AX en el cas Au = Au, amb A\ = a + i3,
u = (U1 + iUy, ugy + iugy) esta donada pel producte de matrius

X(t) = H(at)PG(Gt)C

on
H(at) = ( 0 ), homotécia de rad e
P = ( 1t ) ,  matriu de les components del vector propi,
U1 U22
cos Bt sin (5t o
G(pt) = ( _sin Bt cos Bt ) ., gir d’angle [t,
- (&)
Cy

Nota 7.5.2 Com que les entrades de la matriu A son reals, si A té el valor
propi complex A = a+if3 (3 # 0), també té el valor propi conjugat A = a—if3.
I el vector propi de valor propi A\ és justament el conjugat i de w. Només cal
conjugar la iqualtat Au = \u; com que A és real obtenim: Au = M.

Es compleix també que

son solucions reals de X' = AX.

Repetint els calculs anteriors obtindriem ©

X (t) = H(at)PG(—pt)C

5En conjugar, « no canvia, # canvia de signe, w11 1 u21 no canvien, i w12 i uge canvien
de signe.
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e 0
0 eat | homoteécia de rad e®.

U2l —U22
cos ft —sin Gt o,
sin Bt cos Bt ) . gir d’angle —ft.

G
C =
Pero aquest producte de matrius coincideiz amb el considerat en el requa-
dre anterior simplement canviant Cy per —Cy. Com Csy és una constant
arbitraria, aquesta solucio és essencialment igual a la ja obtinguda, és a dir,

és el mateiz escriure la solucid general (7.5) a partir de la parella (A, u) que
a partir de la parella (A, ).

P = ( i T ) ,  matriu de les components del vector propi.

Exemple 7.5.3 Resoleu el sistema

X'=AX

1 4
a=(40)
Solucid.

Polinomi caracteristic: % — 2z + 17. B
Arrels del caracteristic (valors propis) A = 1+ 4i, A = 1 — 4i.
Si posem A = a + i3, tenim o = 1, § = 4.

Calcul de vector propi de valor propi A = 1 + 4a.
Hem de resoldre el sistema

(1_(_1:4i) 1—(14+4z‘))(:2>:(8>'

Aquest sistema es redueix a l'equacié —4iu; + 4us = 0. Si u; = 1, ha de
ser uy = i. Per tant, podem agafar com vector propi u = (1,1).

Solucio a partir de la formula (7.4).
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Calculem
%[BM < Uy )] i %[6)\7& ( Uy )]
U2 ’ U2

R(eMuy) = R(eMH. 1) = ef cos(4t)
R(eMuy) = R(eMHI . 4) = —el sin(4t)
(e Muy) = (eI 1) = el sin(4t)
I(eMuy) = (eI ) = ¢! cos(4t)

Per tant, la solucié general

(o) =l ()] e ()]

(i) =a (i Yee (i) o

Solucid a partir de la formula (7.5).
Amb la notacié de la férmula (7.5) tenim

~(39)

jaque 1 =1+ 0i (primera fila) i i =0+ 11 (segona fila).
Per tant la soluci6 és

(o) =la(ot) (o ) e (o 1) (2]

Es a dir,
() =< [en (i )+ ()]
(

que coincideix amb (7.6). Equivalentment,

6
) = €'(Cycos(4t) + Cysin(4t))
) e'(—Cy sin(4t) + Cy cos(4t))

Tenim

és ara

(t
y(t

8
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Exemple 7.5.4 Trobeu la solucid de ’anterior sistema tal que x(0) = 0 4
y(0) =1.

Solucio. Només hem d’imposar

0==xz(0) = €"(Cycos(0)+ Cysin(0))
1=y0) = €’(—~Cysin(0)+ Cscos(0))

és a dir,

i, per tant, la solucid és

z(t) = e'sin(4t)
y(t) = e cos(4t)

7.6 El caracteristic té una arrel real doble 1
hi ha un dnic vector propi

Volem resoldre el sistema
X' =AX

en el cas en que el polinomi caracteristic de A, tingui una arrel real doble A.
La soluci6 general esta donada per

X(t) = CreMu + (Cit + Cy)eMw

=5 ) = () = (0),

essent v 1" inic vector propi de A de valor propi A (Av = Av), i u és un vector
que compleix

’Au:)\u—l—v‘
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Equivalentment

(A—X)u =,
on [ és la matriu identitat 2 x 2. Observem que aquesta igualtat vectorial és
un sistema lineal de dues equacions amb dues incognites: les dues components
U1, ug del vector u, que es poden trobar doncs facilment.

Es important notar que aquest sistema és compatible indeterminat. Aixo
és consequiencia del teorema Rocuhé-Frobenius ja que

rang(A — AI) = rang(A — M |v).

En efecte, com que estem estudiant el cas en que el polinomi caracteristic

de )
a
=t ),

que, recordem que val 22 — (a + d)x + ad — be, té una arrel real doble, aixo
vol dir que el seu discriminant és zero, i per tant
a+d

A= .
2

El vector propi v és ara facil de calcular. Obtenim v = (2b,d — a). Aix{

2b

I_) d_a):rang(A—)\I),

d—a

a—d
2
¢ 2

rang(A — A |v) = rang (

ja que la tercera columna és un multiple de la segona.
Aix{ doncs sempre existeix aquest vector u tal que (A — Al)u = v, essent
v el vector propi, i per tant la solucié general del sistema en aquest cas sera

( ;Eg ) = Cre ( - ) + (Cit + Cy)e ( o )

0, equivalentment,

x(t) = CreMuy + (Cit + Cy)euy
y(t) = CreMus + (Cit + Cz)e)‘tvg

Justificacio. Demostrar que

X(t) = CreMu+ (Cit + Cy)eMo
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és souci6 de X’ = AX és molt senzill ja que, derivant, i tenint en compte que
Au = Au + v, tenim
X'(t) = CieMu+ (Cit + Coy)eMAv + CreMo
= CieM(Au+v) + (Ort + Cy)eM Av
= CieMAu+ (Cit + Cy)eM Av
= A(CieMu+ (Cyt + Cy)eMo)
AX.

Exemple 7.6.1 Resoleu el sistema

X'=AX

a=(1 3

Solucié. Polinomi caracteristic: a2 — 4z + 4. Arrels del caracterfstic: A\ = 2
amb multiplicitat dos. Observeu que z* — 4z + 4 = (x — 2)2.
Calcul del vector propi de valor propi 2: Resolem el sistema

(")) -()

Aquest sistema es redueix a I'equacié = + 2y = 0, i per tant, podem agafar
com a vector propi de valor propi 2 el vector v = (—2,1). Fixeu-vos que
qualsevol multiple v d’aquest vector, ((4,—2), (—10,5),....) és també vector
propi de valor propi 1

Busquem ara u tal que Au = 2u + v. Equivalentment,

0-2 -4 w \ [ —2
1 4-2 uy ) 1 )
Aquest sistema és equivalent a la tnica equacié u; + 2us = 1. Per tant,

podem agafar per exemple u = (1,0).
La solucio sera doncs

( ;“"8 > _ Oy ( ; ) L (Cut + Cy)e? ( - > |

Equivalentment

on

z(t) = €(Cr—2(Cit + Cy))
y(t) = 62t(01t+02>
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Exemple 7.6.2 Un diposit conté inicialment 100 litres d’aigua © 10 Kg de
sal. A aquest diposit hi entra aigua a rad de 3 litres per minut, 1 surt disolucio
(aigua amb sal) a rad també de 3 litres per minut. Aquesta dissolucié va a
parar a un seqgon diposit que conté inicialment 100 litres d’aigua @ del qual
surt disolucio (aigua amb sal) a rad també de 3 litres per minut. En quin
moment sera maxima la quantitat de sal en el segon diposit?

Solucio. Es deixa al lector. ¢

7.7 El caracteristic té una arrel real doble 1
hi ha dos vectors propis

Volem resoldre el sistema

X' = AX
en el cas en que el polinomi caracteristic de A, tingui una arrel real doble A,
pero hi hagin dos vectors propis de valor propi A, u, v linealment indepen-
dents.

Si passa aixo, llavors qualsevol vector es vector propi de valor propi A.
De manera que aquesta situacié es déna només si la matriu A és diagonal,
ie. A=A

La soluci6 general esta donada per

xo-(5 ) o= (i),

essent u un vector qualsevol.

amb

Justificacio. Demostrar que
X(t) = eMu
és solucié de X' = AX és molt senzill ja que, derivant, tenim
X'(t) = M
= AX(t)
= MNX(t)
= AX.
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Exemple 7.7.1 Resoleu el sistema

X'=AX

-(39)

Solucid. Polinomi caracteristic: (z —2)2. Arrels del caracteristic: A = 2 amb
multiplicitat dos. Com que A = 21 tot vector es vector propi de valor propi
2.

amb

La solucié sera doncs

per a qualsevol valor de u; i de wus.

7.8 Metode alternatiu: Pas d’un sistema 2 x 2
de primer ordre a una equacié de segon
ordre

Els sistemes d’equacions diferencials lineals 2 x 2 amb coeficients constants es

poden reduir a equacions diferencials lineals de segon ordre amb coeficients

constants. En particular, podem resoldre aquests sistemes sense parlar de

matrius, valors propis etc., com acabem de fer a les seccions anteriors.
Concretament, donat el sistema

/

= axr+by
y = cx+dy

amb a, b, ¢, d constants, derivem la primera equacio i obtenim

1
2" =ax' + by = ax’ + b(cx + dy) = ax’ + bex + bdg(a:' — ax)

(La ultima igualtat prové d’aillar y a la primera equaci).
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Es a dir, tenim 'equaci6 de segon ordre
" — (a+ d)z’ + (ad — be)x = 0,

que sabem resoldre pels metodes explicats a les seccions anteriors. Un cop
coneguda la funcié z(t) podem trobar y(t) resolent la segona equacié y' —dy =
cx(t) que és lineal.

També podem trobar y(x) observant que el mateix calcul anterior pero
derivant la segona equacio en lloc de la primera ens dona

y' — (a+ d)y + (ad — be)y = 0.

Curiosament, doncs, z(t), y(t), sén solucions de la mateiza equacié dife-
rencial.
Observem que si denotem per

= (e0)

I'equacié diferencial que compleixen tant x(t) com y(t) es pot escriure com

" — (tragaA)z’ + (det A)z = 0.

Resolem per aquest metode el mateix exercici 7.4.3.

Exemple 7.8.1 Resoleu el sistema

X'=AX

A:<:1)’é)

Solucio. L'equacié diferencial que compleixen tant z(¢) com y(t) és

on

2" — 62" + 8z =0.
Les arrels son 2 i 4 i per tant

$(t> = 01€2t + Cg€4t
y(t) = Cze* + Cue”
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Ara bé, les constants no sén independents. Com que la primera equacié
dels sistema és 2/(t) = 3z(t) + y(t) s’ha de complir que

2016% —+ 40264t = 3(01€2t + 0264t> + Cg€2t + C4€4t.
Igualant els coeficients de les dues exponencials tenim

20, = 3C1+Cs
4Cy = 3Cy +Cy

Per tant, C3 = —C; 1 Cy = Cy. Aixi que la solucié és

l‘(t) = 01€2t+0264t
y(t) = —01€2t+0264t

d’acord amb el resultat obtingut a la pagina 145, equacié (7.3).

7.9 Metode alternatiu: Diagonalitzacio

Una de les aplicacions més interessants dels conceptes de vector i valor propi
és la segiient.

Definicié 7.9.1 Direm que una matriu A és diagonalitzable si existeir una
matriu tvertible P tal que la matriu

D=P'AP
és una matriv diagonal.

Recordem que una matriu es diu diagonal quan tots els termes fora de la
diagonal sén zero.
Per exemple, les matrius

00 0 1000
0200

0 12 0

0 0 18 {0080
000 4

son diagonals.
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Estudiarem només el cas de matrius 2 x 2, ja que de moment estem
interessats només en resoldre sistemes d’equacions diferencials de dues equa-
cions amb dues incognites.

Sigui doncs A una matriu 2 X 2 i suposem que té un vector propi u de
valor propi A i un altre vector propi v de valor propi u. Es a dir,

Au = du, Av = pv.

Siu = (uj,usz) i v = (vy,v9), les anteriors igualtats s’escriuen
()= 0n) =)
(5 U9 /\U,Q
) =e(2)= ()
V2 () U2

Recordant com funciona el producte de matrius” veiem que les dues igual-
tats anteriors es poden expressar en una de sola posant

A Uy V1 . uy V1 A0
uy vy )\ up v 0 n

Denotant per P la matriu formada pels vectors propis
pP— ( Uy 1 )
U Vg

AP =PD, amb D:()\ 0).
0w

Si els vectors propis sén linealment independents, P és invertible, (det P #
0), i tenim

tenim

D =P 'AP

Resumint, si una matriu 2 X 2 té dos vectors propis independents, diago-
nalitza. La matriv P que realitza aquesta diagonalitzacié (P~*AP diagonal)

"La primera (resp. segona) columna de la matriu producte AB s’obté multiplicant A
per la primera (resp. segona) columna de B. En el nostre cas

A up U1 A Uy A V1 o Adu opur o onm A0
uy vy ) Ug Vg T\ Adug pvy )\ ug v 0 pu
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té per columnes les components dels vectors propis. La diagonal de la matriu
D = P7YAP esta formada pels valors propis de A.

Exemple 7.9.2 Diagonalitzeu la matriu

1 2
=05 3)
Solucid. Caracteristic: x? — bz — 2.
Arrels del caracteristic (valors propis): A = 5+%/§, W= 5_5/%

1, 333y

Vector propi de valor propi pu: v = (1, 3_21/5).

Per tant, si prenem

Vector propi de valor propi A: u = (

tenim

O

Exemple 7.9.3 Diagonalitzeu la matriu

3 5
=(47)
Solucié. Hem vist a 'exemple 7.1.2 que A no té valors propis reals. Per tant,

A no diagonalitza sobre els reals: no hi ha cap matriu 2 x 2 amb coeficients
reals, invertible , tal que P~1AP sigui una matriu diagonal.

En canvi, si prenem
5 5
P = . ,
( 241 2—1 )
(les columnes s6n els vectors propis calculats a 'exercici 7.1.2) tenim

i (5400
prar= (700

Es a dir, A s que diagonalitza sobre els complexos.
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Exemple 7.9.4 Diagonalitzeu la matriu

(2.

Solucio. Linic valor propi d’aquesta matriu és A = 2, ja que el polinomi
caracteristic és (2 — z)?. Per calcular el vector o vectors propis associats al
valor propi A = 2 posem

(Vo) ()= (6)

D’aqui deduim que I'inic vector propi és u = (0,1) (i, com sempre, qualse-
vol multiple d’aquest). Per tant no podem construir la matriu P invertible
formada per dos vectors propis de A. Aixo vol dir que A no diagonalitza (no
sobre els reals, ni sobre els complexos).®

Aplicacié de la diagonalitzacié a resoldre X' = AX
Suposem que volem resoldre el sistema d’equacions diferencials
X' =AX

on A és una matriu 2 x 2 diagonalitzable.
Es a dir, busquem funcions z(t), y(t) tals que

(v )=4(50)

Que A sigui diagonalitzable vol dir que existeix una matriu 2 x 2 invertible
P, (formada pels vectors propis de A) tal que D = P~1AP és diagonal (els
elements de la diagonal sén els valors propis de A).

Llavors A = PDP~! i per tant

X'=AX = PDP'X
Multiplicant per P71,

P'X'=DP'X.

8Demostreu directament, sense recorre a vectors i valors propis, que no hi ha cap matriu
invertible P tal que AP = PD amb D diagonal (A la matriu de ’exemple).
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Posem, Z = P~'X. Com que P és constant, al derivar tenim 7’ = P~'X"’ i
per tant

Z'=DZ

Pero resoldre aquest sistema és ara trivial ja que si

D:(AO>

0 p

aquest sistema esta format en realitat per dues equacions diferencials inde-
pendents. Concretament

(20 )- (o) (20)

21(t) = Az(t)
z(t) = pz(t)

equival a

que té solucid

Zl(t) = 016)\t
Zg(t) == Ogeﬂt

I, per tant, la solucié del sistema és

X@:Pﬂﬂzp(aw> (7.7)

C’ge“t

Com que sabem que P és la matriu que té per columnes les components

dels vectors propis,
P — ( U U1 )
Ug V9

z(t) = CreMuy + Chet'u,

y(t) = CleMUQ—FOQe‘MtUQ

1 per tant

d’acord amb el resultat obtingut a la férmula (7.2) de la pagina 142.
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Si la matriu A del sistema X' = AX és diagonalitzable, llavors la solucio
és
X =PZ, amb D=P'AP

essent Z la solucio del sistema diagonal Z' = DZ.

Exemple 7.9.5 (Veure exemple 7.4.3) Resoleu el sistema
X'=AX

A:<:1)’é)

Solucid. Sabem que u = (1,—1) és un vector propi de A de valor propi 2, i
que v = (1,1) és un vector propi de A de valor propi 4. Sabem que si posem

r=(41)

llavors la matriu D = P~'AP és diagonal, i la diagonal esta formada pels

valors propis, es a dir
2 0
p-(20).

Segons acabem de veure, igualtat (7.7), la solucié del sistema és

. 0162t . 1 1 0162t . 01€2t + 02€4t
X(t) o P( Cg€4t ) B ( -1 1 > ( 02€4t o —O1€2t +Cg€4t ’

és a dir

on

.T(t) = 0162t+0264t
y(t) = —01€2t+02€4t

d’acord amb el resultat obtingut a la pagina 145, equacié6 (7.3).
O

El punt debil d’aquesta manera de procedir és que no tota matriu €s
diagonalitzable. Necessitem, en el cas 2 X 2, que la matriu P formada pels
vectors propis sigui invertible. Equivalentment, necessitem tenir dos vectors
propis linealment independents. Vegeu 'exemple 7.9.4.

165



7.10 Cas no homogeni
Volem resoldre el sistema d’equacions diferencials
X'=AX+B

on

Tenim el resultat segiient.
Teorema 7.10.1 La solucio general del sistema
X'=AX+B

és igual a la solucid general del sistema homogeni X' = AX més una solucid
particular del sistema no homogeni X' = AX + B.

Demostracio.  En efecte, la diferencia de dues solucions del no homogeni

¢és una solucio6 del sistema homogeni. L’argument és essencialment el mateix
que 'utilitzat a 5.4.2 1 a 6.2.2. [

Corol-lari 7.10.2 La solucid del sistema
X' =AX +C,

amb C' constant, és igual a la solucio del sistema homogeni X' = AX menys

A~LC.
Demostracio. El vector constant
Y(t)=-A"'C
és una soluci6 particular del sistema X’ = AX + C. En efecte,

Y'(t)=0=A(—A"'C) + C.
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Exemple 7.10.3 Considerem® la reaccid quimica

by koo
A<k—B<k—C
3 4

amb ky =1, ke = 2, ks = 1, ky = 3, 1 suposem que tenen concentracions inici-
als A(0) =4, B(0) = 3,C(0) = 3 mmol/l. Demostreu que les concentracions
de A, B, C tendeixzen a estabilitzar-se.

Solucio. Pels arguments que acabem d’explicar, amb la petita modificacié
que ara ’element C' també doéna lloc a 1’element B a velocitat k4, tenim

Aty = —A(t) +2B(t)

B'(t) = A(t)— (1+2)B(t)+3(10 — A(t) — B(t))
ja que sempre es compleix A(t) + B(t) + C(t) = constant = A(0) + B(0) +
C'(0) = 10. Hem de resoldre doncs el sistema

—x + 2y
y = —2x—6y+ 30

Per fer aixo trobarem la solucié del sistema homogeni associat

= —x+2y

x/
y = —2x—0y

pels metodes que veurem tot seguit, i la modificarem com indica el teorema.
En el nostre cas

Aixi

9Veure Balibrea-Jiménez, pag. 34.
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on X(t) és la solucié del sistema homogeni X’ = AX que trobarem pels
metodes ja explicats a la seccié anterior. Concretament s’obté

x(t) = Cle_% + 026_5t + 6,
y(t) = —(01/2)6_2t — 2026_5t + 3.

Quan ¢ és gran x(t) s’estabilitza en el valor 6 i y(t) s’estabilitza en el valor 3.
Exemple 7.10.4 Resoleu el sistema

/

= 3r+y+t
y = x+3y+eé

Solucié. Sabem (exemple 7.4.3, pagina 144) que la solucié del sistema ho-
mogeni associat és

o= ()= (5= w)(a)

Per tal de trobar la solucié del no homogeni fem variacio de les constants.
Posem

Llavors imposem

Z'=5'C+SC"=AZ + B, (7.8)

() e ()

Com que X (t) = S(t)C(ty) és solucié del sistema homogeni, per a qualsevol
valor fixat ¢y, tenim

X'(t) = 5'(t)C(to) = AS(t)C(to), Vto
En particular, prenent derivades en t = ty, tenim
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i com que aquesta igualtat és certa per a tot ty tenim
S'(t)C(t) = AZ(t).
Substituint a (7.8) tenim
S(t)C(t) = B(t)
que permet calcular C(t) integrant

C'(t) = S(t) ' B(t).

Tenim
Aty _1 (e —e* t
C/2 (t) - 2 67425 67415 et
Un parell d’integrals senzilles, usant que

t—1
/te“lt dt = a4 e

a?

ens donen

c(t) = et ———e

) = — —
e2(t) 6° 32 ¢

o+ 12¢

)= (a)-1 %, 0

——e —_

3 32

1

< z(t) ) B < Che?t + Oyett ) N 3 32
y(t) —Che® + Coe 9 344t

3+32

o+ 12t
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