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Quinto Postulaclo

* Siuna linea recta es cortada por dos
lineas rectas de manera que los éngulos

interiores del mismo lado sumen menos de

dos rectos, y si estas dos lineas rectas se
<

Prolongan indefinidamente, entonces se

cortan en el lado dénde estan estos

éﬂgUlOS C]UC suman menos CIC CIOS rectos.
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® Sies imPosible que los
éngulos de un triéngulo
sumen dos rectos, entonces
el lado del cuadrado es
conmensurable con la

diagonal. (De caelo) |
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costr = coshx, sinixr = ¢sinhx.




{ i
e gy o et i b i gl B Nl -

a

SIN — Sin
i sin s

Esftera

b

SN — S1n «
R

C b o c b
COS — COS — —+ SIn — S1n — COS &

R R R R

: : a
— cos 3 cos 7y + sin (3 sin 7y cos —
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Estera imaginéria

a

& sinh i sin (3

a
cosh —

R

b

sinh — sin «
R

b

C C
— sinh — sinh — cos &« + cosh — cosh
R R

— cos (3 cosy + sin (3 sin 7y cosh %

b

v §




4 i
e o b s g el e gl i gl B Nl -

e ™ g e A ot = S e e =

Estera imaginéria

a b

| sinh i sin sinh 7 sin o

a

C
cosh — cosh — cosh —
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a
sin v cosh —
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Angulo de Paralelismo
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Angulo de Paralelismo
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cos [ = sin a cosh %
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Rectas tienen longitucl infinita
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Rectas tienen longitucl infinita
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Elemento de |ongitud de la estera
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Elemento de |ongitud de la estera
ds* = dr? + R?sin*(%) db?




Analogia diferenciable

Objetlvo ErncontEaciinag suPerﬁoe con

i

elemento de longltucl

ds? = dr?® + R’ smh?(%) d6?

T e e e e s e . et e, e e ———— e — i T e e e . R, R e




A .-.u.n..l..Jh—op gl -

g St

] gD ot g~ e - W

i
o g i i ok o 8 gl " g S i

Analogia diferenciable

Obje‘uvo Encontrariing superﬁoe de

curvatura constante







1796 \/

o Cartaa 1819: |a historia de este

descubrimiento no se ha mencionado

hasta ahora; la Pueclo explicar muy
exactamente. Fue el dia 25 de marzo de
1796, sin la mas minima participacion de
la casualidad, ya que fue fruto de

esforzadas meditaciones:;







1796 \/

® Durante unas vacaciones en Braunschweig

una mafana (antes de levantarme de la
cama) tuve la suerte de ver claramente

todas las correlaciones, de manera que
apliqué al Poligono de 17 lados la

corresponcliente contirmacion numérica.
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El Diario
o Aldia siguiente, 50 de marzo de 1796, emPczc')

el Diario, un mes antes de cumplir 19 anos

b | s cntradas 1511551 1651, [46k0né].

hacen referencia a Poligonos. Nace la Teoria de

-« [1] Principia quibus innititur sectio circuli, ac

divisibilitas eiusdem geometrica in septemdecim
partes eic.




e LT ATCINNPT NI W

EE L e

sl e g T, . -

lﬂg@ﬂ

/

Gott

R e Sp—— it lf:j’!i]liﬂi 1‘3;?-.‘!1]{4 T Ry P R Al Ty
i : i

]

—— i ——













Parallelentheorie

Notas encontradas entre los Papeles de de 1851.
Cartas a amigos Yy colaboradores.

No obstantej todos los resultados sobre Geometria
astral que aparecen en estas cartas se Pueclen cleclucir ;

clirectamente cle la Analogia cle

conoce el trabejo de . biblioteca de
Gottingen 1795 y1797. Carta a 1829: A traves
de lo que Lambert dijo, y Schhweikart revelo ...
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1846

k3 que lamo Geometria Astral,
la llama Geometria imaginaria. Tu

sabes que durante 54 anos (clescle 1792) he

compar’ciclo los mismos Puntos de vista (con

algunos desarrollos adicionales sobre los que no

c]uiero entrar ahora)

> pero el desarrollo sigue un camino diferente al

mio.




1846

o Elteorema que Sk le menciona a
ustecl, que en cualquier Geometria la suma de los
éngulos externos de un Po]igono difiere de 360° en
una cantidad [...] que es Prol:)orcional al area, es
el Primer teorema que se encuentra en el umbral de

esta teoria, un teorema la necesidad del cual

reconoci ya en e
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1819

/x

mCC

Limes areae trianguli plani =

(log hyp(1 + v/2))?
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mCC

Limes areae trianguli plani =

(log hyp(1 + v/2))?
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* 1822: Stand meiner untersuchung uber die

um?ormung cler ﬂéchen

1 0%*logm 8210gm)
Ov?

b=




* 1822: Stand meiner untersuchung uber die

umFormung cler ﬂéclﬂen

UBER DIE UMFORMUNG DER FLACHEN. 381

mittelst paralleler Normalen auf die Kugel vom Radius 1 abgebildet und ent-
spricht ihm dort ein Flichenelement der Guisse
A{B'C'— C"B”)—{—B(C;A”—- A'CYV+ CA'B"—~ B A"Ydtdu = Adtdu,
so ist das Kriimmungsmass der Fldche im Punkte ¢, u:
K=2

mm'
Vermége der Gleichung 24 wird alsdaon:

[25] _ 1 aalo-gm 6510@:»)’
mm\ 4t du*

K lisst sich also allein durch m und die Ableitungen davon ausdriicken, oder
das Krimmungsmass beh#lt denselben Werth bei allen Umfor-
mungen der Fliche, die deren Linienelement

Vimm (de*-+ du®)}

unverindert lassen.]
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El mas refinado geometra Yy el Per{;ccto astronomo, estos son dos titulos seParaclos

que amo con todo mi corazon yque adoro con Pasién siempre que estan unidos
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* 1825: Primera version (no Publicacla) del
Disquisitiones generales circa

superﬁcies curvas

* 1827

Intersectio lineae primi systematis cum linea secundj: tuncgue elementum linere
primae huic puncto adiacens et variationi dp respondens erit =\ E. dyp nece
nou elementum lineae secundae respondens variationi dg erit = /G dg: de-
nique dexlg}andu per w angulum inter haec elementa. facile perspicitur, fieri
CoSm = —xw. Area autem elementi parnllelogrammatici in superficie eurva in-
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1851

» En esta carta da también la longitud de una
circunferencia de radio r:

y comenta que para que las medidas coincidan con
la experiencia, k£ deberia ser infinitamente grande.

= Gauss
Janos Bolyai

——r————— e e




1852

. Te comento también que he recibido estos
dias un Pequeﬁo trabajo desde Hungria,
sobre Geometrias no euclidianas) que
' contiene todas mis ideas Yy resultados

clesarro”aclos muy elegantemente.




1852

_ El autor es unjoven oficial austriaco, hijo de
un amigo de mijuventucl) que conoci en 1978, y
con quien habia hablado del tema, pero por
7 aquel entonces mis ideas no habian Ilega&o a

a madurez Yy formacion actual. Tengo a este

over gec')metra V. CcOoOmo un g@ﬂiO Cl@

drimera magnitucl...
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1852

ola iml:)osibiliclad de decidir a Priori entre 2 Yy S
L da la clara demostracion de que Kant no
. estaba enlo cierto al afirmar que el espacio es
solo la forma de nuestra Percepcic’m. Otra
' razdn igualmente fuerte esta en mi breve
~ ensayo [...] donde Puecles encontrar la

"i esencia de mis oPiniones sobre cantidades

| imaginarias.







Juventutem
Studiosam in Elementa
Matheseos Purae [...]
Introducend;. 1852
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WOLFGANG BOLYAI

MATHEMATIKER

1796 — 1799
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d 1825

Estog cleterminaclo a Publicar un trabajo sobre |as
Paralelas, tan Pronto lo haga arreglaclo Yy

Preparaclo Yy tenga oPor’cuniclacl para ello B

He descubierto cosas tan soberbias que yo mismo

estoy atonito, y signiﬁcaria una verglienza eterna

clejarlo Pemler para siempre; si usted, aPreciaclo
Padre) las ve, las reconocera; ahora no Puedo
decir mas: de la nada he creado un mundo nuevo y
diferente.










E| APénd ice
» §1 Introduce el paralelismo.

m §11 Introduce horosfera y horociclo.

m§21 horoesfera
m §24 Aparecen exponenciales.
m §25 Trigonometria absoluta.

{ i
PR TPPLITEL oo W T L B A T A L

» §32 Introduce el elemento de longitud.
m §43 Cuadratura del circulo.
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Bl Horosfera

Consideremos el conjunto formado por el punto Ay

todos los puntos B tales que si BN ||AM entonces
BN = AM; llamemosla F.

Bag W e T, Py A M i i
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E25 Teorema del seno
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E25 Teorema del seno
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Tercera Eﬁl.

1. Demonstrari potest, esse

dz%
dy3t5A2
clsz = clyz + coshz (g/R) clx

il e T o e e e, i .

Py,

1;
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Cirvabtin

. =-1/R*
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Angulo de Paralclismo B2+
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Angulo de Paralclismo

e e

e —— e T g




LS
bl o b it it W ol

i
S o e s o Dl it i i i
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Angulo de Paralelismo
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Justifiaccion: Trigonomctria de un Lambert
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Segmento de Paralelismo E§§

Dado e éngulo A construir un segmento que lo

tenga como éﬂgUlO CJC Parale[ismo
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Segmento de Paralelismo

Dado e éngulo A construir un segmento que lo

tenga como éﬂgUlO CJC Parale[ismo

1. Trazamos la Paralela desde B
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Segmento de Paralelismo

2. Trazamos las alturas
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Segmento de Paralelismo

A Larfocentre
4. M(AL)=A

B e
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Cuadrado dreannR? E4s

= Area = R*(n — (5 + 5+ %)) = R*n/8. _
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Construcion de
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Construcion de




Construcion de

es el cateto de un triéﬂgulo
recta’ngulo de hipotenusa Yy segunclo
| cateto , que son segmentos de

| Paralelismo construibles
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Circulo de area niR2

o Area del circulo= n2R sinh (r/2R))2
=n2R tg 7)?2

donde z es ¢ complementario del éngulo de

.-a.-.u.....ﬂ' gt i 1w g Wt el e iy g e el e et

Paralelismo der/2
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Circulo de area niR2

Area del circulo = n2r tg 7)?2

Basta construir z contgz = Vo

yra Partir de
Bl 2 (o2

No todos los circulos hiperbélicos se Pueclen

cuadrar!!
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