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Capitol 1

Corbes planes

1.1 Parametritzacions

1. ! Trobeu una corba parametritzada «(t) que tingui per traca el cercle 22 4+ y? = 1 i tal que a(t)
el recorri en el sentit de les agulles del rellotge amb «(0) = (0, 1).

Solucié: La parametritzacié més natural de la circumferéncia unitat és t — (cost,sint), t €
[0,27]. Amb aquesta parametritzacié la circumferéncia es recorre en el sentit positiu dels angles,
és a dir en contra de les agulles del rellotge, comengant pel punt (1,0). Si volem recérrer-la en
sentit contrari només hem de invertir la direccié del parametre t, és a dir, posar —t en lloc de t.
Aixi, la parametritzacié t — (cos(—t),sin(—t)) = (cost, —sint) amb t € [0, 27| comenga també
en el punt (1,0) perd descriu la circumferéncia en el sentit de les agulles del rellotge.

Finalment, si volem una parametritzacié que comenci en un altre punt diferent del (1,0) només
hem de fer una translacié en el parametre t. Per exemple, per que a(0) = (0, 1) ens podem quedar
amb la mateixa parametritzacié que ja tenim (cost,—sint) pero amb t € [37”, 37” + 2x]. Si ho
volem reparametritzar entre 0 i 2mr només hem de posar T =t — 37” € [0,27], i tindrem

a(T) = (cos(T + 3%), —sin(T + 3%)) = (sinT,cosT).

2. Es consideren les aplicacions «,3 : R — R? definides per a(t) = (cos2t,cost) i B(t) =
(sin 2t, cost). Decidiu si sén corbes regulars (derivada mai nulla).

Solucié: o/ (t) = (—2sin2t, —sint), que s’anul'la en t = km, k € Z, per tant no és regular. Si que
ho seria si la considerem restringida a I'interval (0, 7). Es pot pensar com una manera no gaire
adequada de parametritzar la parabola x = 2y*> — 1 (un tros).

B'(t) = (2cos2t,—sint). La segona component s’anul'la en els punts t = km, perd en aquest
punts no s’anula la primera. La primera component s’anulla en els punts t = w, pero en

aquests punts no s’anul'la la segona. Per tant '(t) no s’anul'la mai i la corba és regular.

Els problemes 6, 7, 8, 15, 17, 18, 19, 154, 155, 156, 157, 158, 189, 193, 206, 216, 217, 220, que estan
marcats amb un asterisc, es treballaran a les sessions de Seminaris.
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3. Donada la corba parametritzada a(t) = (t3 — 2t,t> — 2)
a) Determineu si els punts (—1,—1), (4,2) i (1,2) estan sobre la seva traga.
b) Trobeu els punts d’interseccié amb els eixos coordenats.

c¢) Trobeu una equacié que defineixi el conjunt imatge.

Solucié: En primer lloc, observem que af(t) = (t(t? — 2),t> — 2).

(a) (—1,—1) pertany a la imatge de a. En efecte, les equacions > — 2 = —11i t(—1) = —1
tenen per solucié el parametre ¢t = 1, és a dir, (1) = (—1,—1). De la mateixa manera
a(2) = (4,2). En canvi, el punt (1,2) ¢ Ima ja que el sistema de equacions > — 2 = 2 i
t-2 =1 no té solucié.

(b) La interseccié de la imatge de av amb 'eix de les = (y = 0) ve donada pels parametres ¢ que
fan que t> — 2 = 0, és a dir, per t = £v/2, i a(£v/2) = (0,0). D’altra banda, la intersecci6
amb D'eix de les y (z = 0) s’obté al resoldre #(t* — 2) = 0 i consisteix per tant en I'origen:
a(£v2) = (0,0) i en a(0) = (0, —2).

2
(¢) Tenim que % = t, d’on (%) —2 =t -2 = y(t). De manera que la imatge esta

continguda en el conjunt C' = {(z,y) € R? 2% — 2y — y3 = 0}. D’altra banda, tot punt
(z,y) de C compleix automaticament que y > —2, de manera que podem prendre t = \/y + 2
i tenim «(t) = (x,y), i.e. la imatge de & no només esta continguda a C' si no que és igual
aC.

1.2 Corbes classiques

4. Tractriu. Parametritzeu la corba anomenada tractriu, caracteritzada geometricament pel
fet segiient: per a tot punt P de la corba la distancia de P a @ és constant igual a 1, on Q) és
la interseccié de la recta tangent a la corba en P amb l'eix de les z. Es diu que és el cami que
un gos, lligat a una corda i per la que arrossega cap al nord, es veu obligat a fer quan I'amo es
passeja cap a ’est. Calculeu també el parametre arc de la tractriu.

Indicacid: Plantejeu ’equacié que ha de verificar y = y(z). Ailleu z en funcié de y resolent

la integral [ 7”1;1'261(7;. Per a aixo es pot fer el canvi y = tan% obéy=
[tanh?®t dt =t — tanht + C.

1 . o1s
—sp7 | utilitzar que

Solucié: Suposem primer que la corba ve donada per (x,y(z)). La seva recta tangent en un
punt P = (xg,y0) on yo = y(xo) és (x — 20)y (x0) = y — yo. Fent y = 0 obtenim que el punt Q és
(W,O). Imposant ara d*(P, Q) = 1 obtenim

21— y(z0)?

y(z0)2 !

y'(20)
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X

Figura 1.1: Tractriu

i per tant 'equacié diferencial que verifica y(x

_y2 \/7

y2

on D’el.leccié del signe es pot deduir d’un dibuix aproximat de la tractriu.

De fet, aquesta equacié es veu directament mirant el triangle P, Q, R, on R és la projeccié de
P sobre leix de les x's.

P

y 1

R ¢ >0
Yy = —tana = —% =— 1y—y2

Resolem aquesta equacio diferencial pel métode de separacié de variables. Es a dir, integrem
els dos termes de

/1 — 42
1yydy:d:z:.

Per fer la integral de l’esquerra utilitzem el canvi de variable y = Cosi(t), dy = —tcirsl}]?((g dt
Aleshores

V1—192 1
/yydy— tanhz(t)dt:t—tanh(t)—l—(}’:argcoshg—\/1—y2::U+C.

Com que passa pel punt (0,1) ha de ser C = 0.
Tenim doncs una primera parametritzacio de la tractriu en funcié de Paltura y:



Geometria Diferencial 6

x(y) = argcoshi — /1 —19y2

Aprofitant els calculs anteriors també podem parametritzar la tractiu com

V(t) = (t B tanh(t)’ COS%l(t))

Un altre canvi de variable que podriem haver utilitzat a la integral anterior és y = sin(t), amb
t € [0,7/2]. Aleshores

/”1_ dy = [ sin(t) — L dt =

sin(t)

—cos(lf)—/s1 1( >dt—x+C

amb C' = 0 pel mateix motiu d’abans. Per resoldre la segona integral prenem s = tan (%)
Recordem que aleshores

; tan(s) dt 2 in(t) 2s ) 1—s?
= arctan(s), -—=—7, sin(t) = —, cos(t) = —.
ds 1482 1+ 82 1+ 2
Obtenim x = — cos(t) — In(tan(¢/2)), de manera que obtenim la segiient parametritzacio classica

de la tractriu:

() = (— cos(t) — In(tan(t/2)), sin(t)) |

(per t = 7/2 passa pel punt (0,1)).

Si volem comencar en el punt (0,1) i acabar a (00,0) posem T' = —t + 5 € [0,7/2], i si abans
t variava de % fins a 0 ara T varia de 0 fins a 7/2.

Canviant t per T obtenim una altra parametritzacié de la tractriu, amb v(0) = (0,1).

Y(T) = (= sin(T) — In( 7)), cos(T))

Parametre arc. Tenim

, B sin?(T") .
Y (t) - ( COS(T) , — S T)7
, sin(7T)
ol = [

Aleshores el parametre arc, contat a partir del punt (0,1), és

T sin(s
s(T) = /0 ( )ds = —In(cos(7T)) = In !

cos(s) cosT’

Si suposem que tenim una parametritzacié del tipus v(x) = (z,y(z)) (que no hem sabut
trobar) tindriem (denotant s(x) la longitud de la tractriu entre (0,1) i (z,y(x)))

o g [ y@? o [Y@ 1
”‘A*ﬁﬂ“ﬁd‘ﬂv*ﬂ—mwd Aywd h@
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Aixo vol dir que ’expressio de la tractriu respecte del parametre arc s és

v(s) = (argcoshe® — /1 — e=25,¢79)

Observem que les dues expressions que acabem de trobar per al parametre arc, s(T') i s(x),
diuen el mateix: la longitud d’arc és el logaritme neperia de I'invers de la segona component.

5. Catenaria. La corba plana donada per la grafica de la funcié y = cosh x s’anomena catenaria.
Parametritzeu-la per ’arc.

Solucié: La parametritzacié de la catenaria és a(t) = (t,cosh(t)). Per tant o/(t) = (1,sinh(t)) i
||o/(t)|| = cosh(t). Per tant el parametre arc és s(t) = sinh(t). Pel teorema de la funcié inversa
també tenim t(s) = argsinh(s) = In(s + V1 + s2).

En particular, la catenaria en parametre arc esta dona per

v(s) = (argsinh s, v/1 + s2)

Nota: Suposem una cadena amb extrems en els punts (—a,b) i (a,b), a > 0, que penja sota
Paccié de la gravetat. Considerem un petit tros de cadena de longitud s contat a partir del punt
més baix de la cadena i cap a la dreta. El pes d’aquest tros és “massa x gravetat”. Suposem
densitat 1 per no arrossegar constants, de manera que la massa és essencialment la longitud.
Llavors el pes és gs, o vectorialment F= (0, —gs).

Aquesta forca esta compensada per les forces que actuen tangencialment en els extrems del
nostre segment de cadena. Concretament per la for¢a Ty = (—Tp,0), amb Ty > 0, que fa el cable
en el punt més baix i per la forca T = (T cosf, T sin6), tangent al cable en el punt més alt del
nostre segment de longitud s. L’angle 6 és doncs I'angle que forma la tangent a la cadena en
aquest punt. La condicié d’equilibri es doncs

Ty = Tcosb,
gs = Tsind.
Dividint tenim
gs
tanf = =—.

To
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Pero tanf = % en el punt extrem superior del segment de corda que estem considerant. De
manera que tenim

dy g
e s, am T

Aquesta és I'equacié diferencial de la catenaria® .

Pensant s = s(x) i derivant, tenim

d?y ds dy .,
@—)\%—M/l—k(%) ,

la darrera igualtat per definicié de parametre arc.

d
Equivalentment, posant v(x) = d—y,
x

@:)\\/1—&—1}2

dx

Aquesta equacio diferencial de primer ordre és trivial i ens déna

argsinh(v) = Az + C.

Com que v(0) = 0 (en el minim la tangent és horitzontal) tenim

v(x) = sinh(\x),

2Considerem el tros de corda o cadena que penja entre els punts (—a,b) i (a,b) perd ens fixem només en el
tros que esta esta entre els punts (0,¢) i (z,y(z)). Suposem que aquest tros té longitud s. La massa sera doncs
proporcional a aquesta longitud, posarem M = ps, on p és una constant (la densitat). Ara substituim aquest tros
de corda per un objecte ideal format per N + 1 boles, totes elles de la mateixa massa my, unides entre si per un
cable rigid de massa negligible i longitud dx de manera que N -dy = 5,1 (N + 1)mny = M.

Sobre cada bola B; actuen tres forces: el pes mng, la tensié del fil per la dreta T;4+1, i la tensié del fil per
I'esquerra T;. Denotem T; = \ﬁ| i 0; 'angle que forma T; amb I'horitzontal. Totes aquestes quantitats depenen de
N perd no poso més subindexs per no recarregar més la notacié. La condicié d’equilibri (suma de forces igual a
zero) s’escriu com

Ti+1 COS 9i+1 = Tz‘ COSs Qz

Ti+1 sin 9i+1 — Ti sin 91 = mNg

Diem T al valor T; cosf;, que hem vist que no depéen de i, és a dir T' = T; cosf;, i sumem, des de ¢ = 0O fins a
i = N — 1 la segona igualtat. Els termes successius es van cancellant (suma telescopica) i queda només el primer i
Idaltim:
TnsinOn —Tosinfp = Nmyg = (M —mn)g = spg — mng.
Si la bola By ocupa el punt més baix de la cadena, com en el dibuix anterior, 8 = 0, i 'anterior expressié, dividida
per T, és 0g Mg
N

tanfn = s? -7
Si ara prenem limits quan N — oo, i recordant que la bola By esta en el punt de coordenades (z,y), obtenim
(limeo mn = 0)

Y (@) = As(a),

on A és una constant, que és I’equacié diferencial de la catenaria.
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que integrant ens dona

1
y(x) = 3 cosh(Az) + Cy

i tenint en compte la condicié inicial trobem C i tenim

1 1
y(x) = " cosh(Ax) +b — X cosh Aa.

Si A=11ib=cosha estem en la situacié estudiada en el problema.

6. * Bruixa d’Agnesi.? Trobeu una parametritzacié de la Bruiza d’Agnesi. Aquesta corba esta
descrita aixi: Siguin r, s dues rectes paralleles i C' un cercle tangent a les dues en punt O i O’
respectivament. Sigui [ una recta variable per O, i posem B =1NC, A=1Ns. Els punts de la
Bruixa s’obtenen tallant la parallela a r per B amb la perpendicular a r per A.

Solucié:

7. * Trocoide. Trobeu una parametritzacié de la trocoide: corba caracteritzada per ser I'orbita
d’un punt P situat a una distancia a del centre d’una circumferencia de radi b quan aquesta roda
sense lliscament sobre una recta fixada:

Figura 1.2: Trocoide amb a > b

En el cas a = b s’anomena cicloide. Calculeu el parametre arc de la cicloide amb a = 1.

Solucié: Comencem buscant una parametritzacio de la trocoide. La parametritzacio del centre
de la circumferéncia és t — (bt,b). Naturalment el factor que multiplica la t no és necessari pero
ens simplificara els casos segiients, el motiu és que d’aquesta forma t representa I’angle de gir de
la circumferéncia (recordem que la longitud de la circumferéncia és 2wr). Aleshores un punt P

3Maria Gaetana Agnesi (Mila 1718-1799). La paraula bruixa és de fet una mala traduccié del terme italia
versiera, que pot significar o bé ‘corba’ o bé ‘bruixa’. De fet sembla que versiera és un terme naval que significa
una corda que fa girar la vela. I avversiera vol dir diablesa. Es va passar a ’angles com witch, bruixa.



8.

Geometria Diferencial 10

situat a distancia a del centre i fixat a aquest per mitja d’un radi té una posicio relativa al centre
donada per t — (—acos(t),asin(t)). Aixi doncs la parametritzacié demanada és

a(t) = (bt —acos(t),b+ asin(t))
suposant que per t = 0 I'angle de ’eix del punt P és . Per a = b =1 tenim «a(t) = (t —cos(t), 1+
sin(t)).
Parametre arc. Com que
(t) = (1+sin(t),cos(t))

/@) = v2(1+sin(t),

el parametre arc és
t
s(t) = / Vv 2(1 + sin(z)dz.
—m/2

Fent el canvi de variable y = x + 7/2, tenim sin(z) = cos(y), I per tant

t+m/2
_ Yy e (Yypptm2 T
s(t)—/o 2cos(2)dy—4s1n(2) 0 —4s1n(2+4),

* Cicloide com isocrona. A Moby Dick de Herman Melville (1851) trobem la segiient cita:

Quan no s’utilitzen, aquestes calderes es conserven considerablement netes. A vegades les
poleixen amb sabé de sastre i sorra fins que brillen per dins com ponxeres de plata. Durant les
guardies nocturnes, alguns vells mariners cinics s’hi entaforen, s’hi ajoquen i fan una becadeta.
Quan els mariners es dediquen a polir-les -un home a cada caldera, tocar a tocar- es passen
moltes comunicacions confidencials per damunt els llavis de ferro. També és un lloc adient per
a profundes meditacions matematiques. Fou dins la caldera de ma esquerra del Pequod, amb el
sabo de sastre que m’envoltava per totes bandes, que per primera vegada em va impressionar el
fet remarcable que, en geometria, tots els cossos que llisquen al llarg de la corba cicloide, el meu
sabo de sastre per exemple, baixen en el mateix espai de temps des de qualsevol punt.

(La destilleria, Moby Dick)

Anem a verificar aquesta propietat de la qual ens parlen en forma de problema. S’anomena
cicloide invertida una cicloide en la qual s’han canviat de signe les coordenades y dels punts de la
corba. Volem comprovar que en una cicloide invertida el temps que triga un cos que cau lliscant
per la corba per efecte de la gravetat sense fregament en arribar al punt més baix és independent
del punt de partida.

(a) Comproveu que la cicloide invertida (de parametre a = 1) esta donada per y(t) = (t —
sint,cost — 1), 0 < ¢ < 2x. Dibuixeu-la i comproveu que el punt més baix correspon
al parametre ¢t = m. Verificarem a continuacié que en una cicloide invertida el temps que
triga un cos que cau lliscant per la corba per efecte de la gravetat (en particular, amb
velocitat inicial nulla) sense fregament en arribar al punt més baix és independent del punt
de partida.

Per a aix0 fem els segiients passos:
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(b) Suposem que un cos llisca (velocitat inicial zero i sense fregament) sobre la cicloide des del
punt () fins al punt v(#). Calculeu la velocitat v(f) amb que arriba aquest cos al punt

7(0).
(Indicacié: Recordeu la llei de conservacié de 'energia i les expressions de 1’energia potencial
i cingtica, E, = mgh i E. = mv?/2 respectivament).

(c) Calculeu la distancia recorreguda entre y(«) i y(0).

(d) Sigui t(#) la reparametritzacié pel temps corresponent al moviment fisic d’un cos que llisca
sense fregament per la cicloide amb t(a) = 0. Es a dir, ¢(f) és el temps transcorregut per
anar de y(«) a y(0). Calculeu t(7) (temps d’arribada al punt més baix) i comproveu que
no depen de «.

Indicacié: Utilitzeu 'equacié diferencial

ds(0(t)) _ ds(9)
dt do

0/'(t) = v(0)

d’on es dedueix

t(m) s m S
t(w):/o v(&)ldd(:)e’(t)dt:/ v(&)ldd(:)dﬁ

La cicloide també verifica que és la braquistocrona, és a dir, la corba al llarg de la qual una
particula llisca sota 'accié de la gravetat i sense fregament en un temps minim d’un punt A a
un punt B situats en verticals diferents (vegeu Aventuras Matemdticas, Miguel de Guzmén, Ed.
Labor 1988).

Solucié: a) Tal com es veu directament a la figura

la cicloide invertida esta parametritzada per
x = a(t—sint)
Yy = acost—a

b) Si prenem les altures a partir de () i igualem en els punts y(«) i y(0) la suma de les
energies cinética i potencial tenim mgh = mv?/2, és a dir v(0) = \/2gh.
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Com h és la distancia vertical entre els dos punts, h = (acosa—a) — (acos —a) = a(cos a —
cos ). Aixi que v(0) = \/2ga(cos a — cosf).

¢) La distancia recorreguda pel cos entre els dos punts (suposem « fixat i ens movem fins a
theta) és

0 0
s(0) = \/@2+a20052t—2a2cost+a251n2tdt—/ a\/2 —2cos?tdt =
[0 «
[4

t
= 2asinfdt:4acosg—4acosf
o 2 2 2

d) La derivada de I’espai recorregut respecte el temps déna la velocitat:

dS(gt(t)) = 2asin 0(;)9/@) =v(0(t)) = \/2ga(cosa — cosf(t))

[Sljss

1 + cos?

Fent servir que cos 3 = podem posar cosa — cos (t) = 2(cos? g = cos? @), lavors

l'equacié diferencial anterior que descriu 6(t) es converteix en

9 s
2a sin 9(;)0'(75) = 2\/971\/0082 % — cos? ‘9(;) = a5 0'(t) =1

2, /ga\/0082 & — cos? 0(;)

o(t)

Per tant, integrant respecte t, s’obté que el temps que tarda el cos en baixar des de la posicio
v(«) fins al punt més baix y(m) és

0(t)

T : T 0
t(r) = / " \f 2 g()dt = f / i do =
0 Y \/c052 2 _ cos? @ 9Ja | /cos? & _ cos? g

0 cos &
-2 T 2 1 du
:\/g/ o Joos2 & 2du:2\/7/ / 2 cosY
cos § COS™ 5 u gJo 1_( uQ) 2
cos &

L dx a
= 2\/2/ —— =7
9 Jo V1 — 22 g
Com es veu, el temps de caiguda només depén del radi de la circumferéncia que defineix la cicloide
i no depén de la posicio inicial del cos.

9. Cardioide. Trobeu una parametritzacié de la cardioide, corba caracteritzada per ser el
lloc geometric de ’orbita d’un punt P d’una circumferéncia de radi a a mesura que gira sense
lliscament sobre una altra circumferencia fixada de radi a.
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Solucié: EI centre B de la circumferéncia exterior que gira ve parametritzat per I'expressio
v(t) = (a4 2acos(t), 2asin(t)), suposant un sentit de gir antihorari, on t és I’angle entre la recta
AB i l'eix de les x's. Ara cal parametritzar el gir del punt P respecte a B. El que cal observar
és (mireu els tres arcs de cercle més gruixuts de la figura) que I'angle que forma la recta PB
amb I'eix de les x's és el doble de t, per tant el moviment ve parametritzat, respecte d’uns eixos
traslladats parallelament al nou origen B, per ((t) = (acos(2t), asin(2t)).

Aixi doncs, la parametritzacié de la cardioide és
a(t) = (a+ 2acos(t) + acos(2t), 2asin(t) + asin(2t)) = a(1 + 2¢% + ).

Equivalentment
a(t) = (2acost(l 4 cost),2asint(1l + cost)).

La fistancia d’aquest punt a Iorigen és

x(t)? + y(t)? = 2a(1 + cost).

10. Hipocicloide. Parametritzeu la hipocicloide, és a dir, la corba descrita per un punt d’un cercle
que gira sense lliscar a 'interior d’un cercle més gran.

Solucié:

11. Parametritzeu les corbes de R? definides implicitament per
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a

b) 2%/3 4423 = 1. (Astroide, Hipocicloide de 4 punxes).

)
)
c¢) 23 +y® — 3azy = 0. (Folium de Descartes)

d) (22 +3?)? = a®(2? — y?). (Lemniscata de Bernouilli)

Solucié: a) z(t) = 1 cost; y(t) = sint.
b) z(t) = cos® t; y(t) = sin®t.
c) 23 +y? — 3axy = (v +y)® — 3wy(a + = + y). Aixo suggereix agafar

t = x+vy
s = 1wy
de manera que ’equacié del Folium és
—3s(a+1t) =0,
o, equivalentment
t3
C3(a+t)

Resolent els sistema anterior podem escriure t i s en funcié de z,y. Concretament

_t:l:\/t2—4s
_f.

Substituint en aquesta expressio s pel seu valor en funcié de t que acabem d’obtenir, tenim

t 3a—1
t)=—-(1=x .
2(t) =5t 30130
Com que y =t — x, obtenim facilment
2t2

y(t) =

V3a+3t(v3a+3t£3a—t)

d) Passant a polars obtenim directament

rt = a%r? cos 2t,

és a dir

r(t) = avcos 2t.

14
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1.3

Curvatura

12. Recordem que per una corba plana 7(s), la definicié de curvatura és amb signe de tal manera
que T'(s), N(s) sigui una base ortonormal directa.

2)

Sigui k : I — R una funcié diferenciable i siguin sg, $1,$2 € I. Si posem 6(s st k(u

comproveu que tota corba v : I — R? amb curvatura aquesta funcié donada k(s), es pot
escriure, respecte d’una certa referencia ortonormal, de la forma

¥(s) = ( / " cos () du, / *sin O(u)du).

1 2

Observeu que un canvi en les constants sg, s1, s indueix un moviment rigid (rotacié més
translacié) en la imatge.

Deduiu que tota corba plana de curvatura constant no nulla és una circumferencia.

Sigui 7 : (—a,a) — R? tal que la seva curvatura verifica k(—s) = k(s). Demostreu que la
traca de vy és simetrica respecte de la recta normal de 7 en ~(0).

Sigui a : (—a,a) — R? tal que la seva curvatura verifica k(—s) = —k(s). Demostreu que la
traga de «v és simetrica respecte del punt «/(0).

Solucié:

(a) Abans de comengar observem que 0(sg) = 0 i que 0'(s) = k(s). Observem també que si

podem escriure v com s’indica a l’enunciat, llavors tindriem v(s1) = (0, =), v(s2) = (—,0),
iv'(s0) = (cosB(sp),sinfb(sp)) = (1,0).

Sigui v : I — R una corba amb curvatura k(s). Suposem que s és parametre arc. Siguin
A =(s1) i B =(s2). Considerem uns nous eixos ortogonals de coordenades, que tinguin
Dorigen en ~y(sp) 1 eix de les x’s en la direccié v'(sg). A continuacié els traslladem paral-
lelament de manera que A estigui sobre el nou eix de les y's i B sobre el nou eix de les
x's.

Llavors, respecte dels nous eixos, tenim: (s) = (x(s),y(s)) amb z'(s)? + 3/(5)2 = 1, de
manera que el vector normal és N(s) = (—y/'(s),2'(s)).

Denotant a(s) I'angle entre 7/(s) i 7'(so) tenim +/(s) - (1,0) = 2/(s) = cosa(s) i per tant
2" (s) = —d/(s)sina(s). Com ~"(s) = k(s)n ( ) tenim x"(s) = —k(s)y'(s) = —k(s)sina(s),
i per tant k(s) = o(s). Per tant, o/(s) = €'(s), i com a(sg) = 6(sp) = 0, ha de ser
0(s) = a(s).

Llavors tenim

ja que z(s1) = y(s2) = 0. Per tant

(s) = ( / o (u)du, /  (u)du) = ( / cos a(u)du, / sin () du),
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(b)

(¢)

(d)

Ca c’est tout a fait évident. En efecte, canviar sg vol dir canviar la direccié de ’eix de les
2's, és a dir, fer una rotacié. Aquests eixos després s’han de traslladar per tal de que passin
per A =~(s1) i B =~(s2), punts que depene, com es veu, de sy i S.

Si k(s) és constant, tenim 6(s) = k(s — so) amb k el valor constant de la curvatura.

En particular
~v(s) = (/ cos k(u — so)du,/ sin k(u — sp)du)
S1 $2

Integrant tenim

1
x(s) = z sink(s — sg) + a

1
y(s) = —%cosk(s—so)—l—b

per a certes constants a,b € R.

Per tant la corba esta continguda a la circumferéncia
(2= ) +(y = b = ()2

Fent un gir i una translacié podem suposar que «(0) = (0,0) i &/(0) = (1,0), de manera
que la recta normal per «(0) és leix de les y. Equival a agafar sy = s1 = s3 = 0. Calculem
en primer lloc 0(—s) utilitzant que k(—u) = k(u).

0(—s) = /O_S () du = — /0 k() du = — /0 k(= u)du

—S —S

fent el canvi de variable w = —u tenim

0(—s) = — /0 k(—u)du = /Sok(w) dw = — /0 k(w)dw = —0(s)

—S

I posem ara
x(—s) = / cos f(u du—/ cos(—0(—u)) du
0 0

cos(0(—u)) du = —/0 cos(f(w))dw = —z(s), (w=—u)

o\o\..

sm@ du—/ sin(—0(—u)) du
0

= /0 sin(6(—u)) du:/o sin(f(w))dw = y(s), (w=—u)

Per tant, « és simétrica respecte de 'eix de les y.
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(e) De la mateixa manera es veu que si k(—s) = —k(s) aleshores 0(—s) = 6(s) i per tant,
x(—s) = —x(s) 1 y(—s) = —y(s), de manera que « és llavors simétrica respecte de 'origen
(0,0) = a(0).

13. Trobeu una parametritzacié regular de la corba plana C que té curvatura

1

k(s) = m»

essent s un parametre arc de C tal que per a s = 0 es té que C passa pel punt (0,0) amb tangent

horitzontal. Podrieu dir de quin tipus de corba es tracta? (podeu utilitzar que [ \/% =

arcsinh(s) + ¢).

Solucié: Busquem una corba «(s) tal que v(0) = (0,0), 7/(0) = (1,0), amb curvatura k(s) =
1/(1 + s?). Utilitzarem el problema 12 amb so = s1 = s2 = 0. Prenem

0(s) = / k(s)ds = arctan s,
0

i sabem directament que la corba és
S S
~v(s) = (/ cos(arctan u)du,/ sin(arctan u)du) = (argsinh s, /1 + s2 — 1).
0 0

Es doncs la catenaria, concretament la estudiada en el problema 5 traslladada segons el vector

(0, -1).

14. Coordenades polars. Diem que una corba plana ve donada en polars quan la expressem de
la segilient manera:
~v(t) = (r(t) cosO(t), r(t) sinO(t))
on r(t) i O(t) sén respectivament les expressions, en funcié del parametre ¢, de la distancia a
lorigen de coordenades (pol) i de I’ angle que forma el vector (t) amb l'eix de les = (origen
d’angles). De vegades es pren I'angle # com a parametre i I'expressié en polars ve donada per la
funcié r = r(0).

a) Trobeu l'equaci6é en coordenades polars d’una circumferencia de radi R > 0 centrada a
Iorigen.

b) Trobeu I’equaci6 en coordenades polars d’una circumferéncia de radi R > 0 i centre (R,0).

c) Prenem l'angle 6 € [a, b] com a parametre. Demostreu que la longitud L de la corba r = r(6)
esta donada per

L—/ab\/mdé?.
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d) Demostreu que la curvatura de la corba r = r(6) esta donada per

2(r")2 — rr' 4 12
((r')2 —|—7“2)3/2

k(0) =

e) Proveu que si la funcié r(6) té un maxim en 6 = 6, aleshores la curvatura de la corba

1
r(0o)

f) Feu una representaci6 grafica aproximada de la corba definida per r(f) = 1 — sin 6.

r =r(0) en el punt § = 6y és més gran o igual que

Solucio:

(a) r(t)=rif(t) =t.

(b) L’equacié d’aquesta circumferéncia és (xr — R)? +y? = R%. Desenvolupem 2% + y?> — 2Rz =
0 i fem la substitucié * = rcosf, y = rsinf i obtenim que r*> — 2Rrcosf = 0, d’on
r(r —2Rcosf#) = 0. Com que r no pot ser idénticament zero, tenim que r(f) = 2R cos#,
- <0 <m.

(c) Si posem v(0) = (r(0) cos @, r(0)sin @) tenim
7' (0) = (r' cos@ — rsin@,r' sin @ + r cos 0)

onr = %. Aixi
1 (5)] = Vo2 7
i per tant

b
L:/ V2 +r2de.

Nota: Observem que si denotem per s = s(0) el parametre arc (és a dir, s(6) és la longitud
entre un valor fixat a i 6) llavors

@ — 1/7.2 _1_7,./2‘
do

(d) Sir = r(#), la corba en cartesianes és y(0) = (r(0) cos8,r(0)sin(f)). La curvatura d’una
corba plana ¥(t) que no esta parametritzada per 'arc es calcula amb la férmula*

_ det(v'(1),7"())
Y (@)

En efecte, ¥/ = vT i+ = v'T +vT" = v'T +v?kN, d’'on det(y,7") = v3k det(T, N) = v°k.

La curvatura de (6) és doncs k(0) = W

k(t)

4E] determinant de dos vectors és el determinant de la matriu que té per columnes les coordenades d’aquests
vectrors respecte d’una base ortonormal.
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Si escrivim v(0) = r(0)e? tenim que

YO) = O)e” +r(0)ie” | | | |
') = r"(0)e? 4 ' (0)ie? 4 ' (0)ic® — r(0)e?? = (+"(0) — r(0))e? + 217 (0)ie®.

/
o T r — N2 _ ot 2
Per tant, det(y/,v") = o =2(r")" —rr" 4%
k(Q)ZZTIQ_TT,/+T2

P 22

on, obviament r,7’ r" denoten r(6),7'(0),7"(6).

Nota: Puig-Adam® ho fa aixi: Considerem la corba r = 7(6) i denotem o = «/(0) I'angle de
la tangent amb l'eix de les x's i per y = p(0) Pangle entre la tangent i el radi vector.

Fent el producte escalar del vector posicié v(0) = (r(6) cos 0, r(6) sin0) i del vector tangent
~'(6) obtenim que

T
p = arctan 7

i per tant
r
a =60+ p=0+arctan —.
r

Finalment

_da da df 2 — oyt 1

k() =——=——=(1 :
O)=% =3 a (+r2+r’2)\/m

Nota: El calcul de p es pot fer a partir de la definicié de derivada.

Aplicant el teorema del sinus al triangle OAB de la figura obtenim

®Calculo Integral, p.291
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()

sin3  sin Af

r AB

Prenem Iimits quan Af — 0, i observem que (3 tendeix a p (angle entre la tangent i el radi
vector). Tenim

sin A@ B . Af do r

sing =17 lim

=rlim —=r— = ———.
AI—0 AB A0 As ds  \/rZ 2
on s és el parametre arc. Aixo ja ens diu que tanpu = r/r’.
Si r(0) té un maxim en 6 = 6y aleshores r'(6y) = 01 7r"(6p) <0, d’'on

—7’(90)7‘”(90) + 7’(90)2 1
3 = :
r(6o) r(6o)
Observem també que en un dibuix I’acotacié és clara: que r(6) tingui un maxim local a 6

implica que localment la corba () passa per dins d’un circumferéncia de radi r(6y) 1 per
tant la seva curvatura sera més gran que la d’aquesta circumferéncia, que és 1/r(6p).

k(o) =

La corba és una cardioide. Donant valors a 6 de 0 a 2r amb salts de w/4 podem fer una
representacié grafica aproximada. Observeu que la cardioide del problema 9 compleix que
r(t) = 2a(1+cost) on r(t) és la distancia del punt de parametre t de la cardioide a 'origen.
Pot semblar que no sén les coordenades polars ja que I’angle no esta mesurat des de 'origen
de coordenades siné des del centre de la circumferéncia fixa. Pero resulta que és el mateix!!
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1.4 Evolutes

15. * L’evolvent o involuta. Sigui o : I — R? una corba regular plana. S’anomena evolvent o
involuta de a a qualsevol corba 8 que talli ortogonalment a totes les rectes tangents de a. La
figura segiient mostra una involuta de la circumferencia.

Observeu, per exemple, que la recta PQ) de la figura és tangent a la circumferencia en el punt
P inormal a la involuta en el punt Q).

Suposem que « esta parametritzada pel parametre arc s. Per a un s fixat, la recta tangent a
a en el punt a(s) és t — a(s) + ta’(s) i el punt en qué aquesta recta tangent talla la involuta 3
serd 5(s) = a(s) + t(s)a/(s) (atencié: s és parametre arc de «, perd no ho sera de 3 ).
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a)

)

Trobeu quina ha de ser la funcié t(s) sabent que per a un s = ¢ fixat 5(c) = a(c) (a la figura
anterior, ¢ seria el parametre de la circumferencia corresponent al punt en que la involuta
talla la circumferéncia).

Interpreteu geometricament la parametritzacié obtinguda. (Indicacié: Podeu utilitzar un
cordill.)

Trobeu una parametritzacié de la involuta 8 quan la corba inicial a no esta parametritzada
per ’arc siné per un altre parametre.

Trobeu 'evolvent de la catenaria y = coshz que passa pel punt (0,1). Comproveu que es
tracta de la tractriu.

Trobeu parametritzacions de les evolvents de la circumferencia i de la cicloide.

Solucié:

(a)

(b)

(¢)

(d)

Sigui «(s) una corba regular plana i suposem que esta parametritzada per 'arc. Sigui (
una evolvent de «. Podem prendre la parametritzacié segiient: 3(s) = a(s) + A(s)d/(s).
Comprovem que \(s) és una funcié diferenciable, sigui F(s,\) = a(s) + Aa/(s) — 8(s). La
funcié F és diferenciable i tenim % = o/(s) # 0 (si en algun punt s’anul.la la derivada
no estara definida I’evolvent). Aleshores pel teorema de la Funcié Implicita deduim que
existeix una funcié diferenciable \(s) tal que F(s,A(s)) = 0. Derivant ara aquesta expressio
obtenim

B'(s) =a'(s) + A(8)kN(s) + N (s)T(s)
i pel fet que 3 és ortogonal a totes les rectes tangents de « cal que N'(s) +1 = 0. Tenim
N(s) = —1 i per tant A(s) = so — s. Aixi doncs
B(s) = a(s) + (so — s)d/(s)

Observem que en el cas k = 0, i.e, una recta, qualsevol recta perpendicular és una evolvent
i tanmateix no admet una parametritzacié d’aquest tipus.

Observem que podem suposar sense pérdua de generalitat que « esta parametritzada per
larc. Aleshores la distancia de «(s) 1 3(s) mesurada al llarg de la recta tangent és |sy — s,
que és la longitud de sy fins a s. Per tant podem pensar que I'evolvent és la corba que
s’obté al desembolicar una corda tibant que ha estat embolicada al llarg de «.

Suposem ara que t no és parametre arc de «. Sigui s,(t) un parametre arc corresponent a
a. Aleshores (t) = a(t) + \(t)/(t) i tenim

o/(t)

B(t) = a(t) + (salto) — Sa(t))w

Només cal aplicar la féormula de apartat (c) als calculs de I'exercici 5.
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a(t) = (t,cosh(t))

' (t) = (1,sinh(t))

lo/(®)]] = cosh(t)
s(t) = sinh(¢)

Com «(0) = (0,1) i volem que 3 passi pel punt (0,1) prenem ty = 0. Aleshores

B(t) = (t ~ tanh(t), Cosi(t))

que és una parametritzacio de la tractriu (recorreguda en sentit contrari al que haviem pres
a l'exercici 4)

(e) Circumferencia. Sigui aq(t) = (Rcos(t), Rsin(t)). Aleshores o) (t) = (—Rsin(t), Reos(t)),
|l (t)]] = R 1s1(t) = Rt. Per tant

B1(t) = R(cos(t) — (t — to) sin(t), sin(t) + (¢ — to)cos(t))
Es tracta d’un gir del vector (1,ty —t) i 31 és una espiral.

Cicliode. Sigui ara
as(t) = a(t — cos(t), 1 +sin(t)).

Tenim oy(t) = a(1+sin(t), cos(t)), |ob(t)|| = 2acos(t/2) i s2(t) = 4asin | 547 |. Aleshores

Ba(t) = a(t — cos(t), 1 + sin(t)) + COS“E% <Sin (; + j[) — sin <t20 + Z)) (14 € (t), cos(t)).

16. Rellotges de péndol, Huygens, 1673. Per evitar que les variacions d’amplitud en les oscil-
lacions d’un pendol provoquessin un error en la mesura del temps, Huygens va idear un sistema
basat en les propietats de la cicloide. Considerem una cicloide invertida de parametre a, és a dir

v(t) = (a(t —sint),a(cost — 1)), —w<t<m.

Suposem que aquesta corba és rigida, construida amb un determinat metall. Del vertex O de la
cicloide (vegeu la figura) pengem un cordill amb un pes a l'altre extrem (punt P de la figura).

(0]
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El cordill pot oscillar, pero en el seu moviment no pot travessar mai la cicloide metallica. A
la figura hem designat per @Q el punt de la cicloide en que el cordill deixa d’estar recolzat sobre
la cicloide. La recta determinada per @ i P és tangent a la cicloide. Llavors la corba que descriu
Pextrem lliure del pendol és ortogonal a les rectes tangents; per tant, és una evolvent (involuta)
de la cicloide. Si s’agafa un cordill de longitud 4a aquesta corba és una cicloide. Llavors el
semi periode del péndol (el temps que triga en anar des d’un extrem a la posicié d’equilibri) és
independent de ’amplitud degut a que és el temps que tarda un cos en caiguda lliure sobre una
cicloide en anar al punt més baix. Calculeu la corba descrita per ’extrem del pendol i comproveu
que és una cicloide.

Solucié: El vector tangent és 4/ (t) = a(1 — cost, —sint) i té norma ||7/(t)|| = 2asin(t/2). La
longitud de la cicloide des del vertex O a un punt y(t) ve donada per L(t) = 4a(1 — cos(t/2))
(férmula obtinguda en el problema 8, apartat c¢), amb a = 0).

Si el cordill té longitud 4a vol dir que la parametritzacié de la corba descrita per I’extrem del
péndol ve donada per

_ ) 4y
Bt) = ’V(t)+|w,(t)”(4 L(t))

= a(t—sin(t),cos(t) — 1) + 2acos(t/2)

Sn(t2) (1 — cos(t), —sin(t))

= a(t —sin(t),cos(t) — 1) + Qa;:?j((gz))@ sin?(t/2), —2sin(t/2) cos(t/2))
= a(t+sin(t), —3 — cos(t)),

que és clarament la cicloide de la figura (just have a look at the picture)

y

aﬁ—at‘?

17. * L’evoluta. Diem que una corba regular plana 3 és ’evoluta d’una altra corba regular plana
« si 1 només si « és una evolvent de 8. Dit d’una altra manera, 8 és ’envolupant de la familia de
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rectes normals de «. S’anomena envolupant d’una familia de corbes a una corba que és tangent
a totes les corbes de la familia.

a) Trobeu una parametritzacié de [ en funcié del parametre arc de «, suposant que la cur-
vatura de « no s’anulla. (Indicacié: Poseu S(s) = a(s) + t(s)n(s)), on n(s) és el vector
normal de « en el punt a(s). Determineu llavors la funcié t(s).

b) Trobeu una parametritzacié de [ analoga a l’anterior quan « esta parametritzada per un

parametre arbitrari.

c) Interpreteu geometricament la parametritzacié obtinguda. (Indicacié: Recordeu la definici6
de centre de curvatura.)

d) Demostreu que la tangent de 5 en el punt 3(s) és la normal de « en el punt a(s).

So

e) Considerem les normals a « en dos punts propers s; # s2 i fem tendir s1 a so. Demostreu
que la interseccié d’aquestes normals convergeix a un punt de ’evoluta.

f) Trobeu l'evoluta de la cicloide.

lucié:

(a) Suposem que «(s) esta parametritzada per I'arc. Tenim 3(s) = a(s) + A(s)N(s). Un raona-

(b)
(c)

ment com el de I'exercici anterior ens conveng que \(s) és una funcié diferenciable: prenem

F(s,\) = a(s) — B(s) + AN(s) i tenim % = N(s) # 0. Aleshores
B'(s) =T(s) + XN(s)N(s) = k(s)A(s)T(s)

ical 1 —k(s)\(s) = 0. Per tant A(s) = k(ls). Aleshores

1
B(s) = afs) + @N(S)

i només falta observar que si canviem el parametre la férmula anterior no canvia. Observem
que hi ha dues formes de definir el vector normal quan es treballa amb corbes planes, suposem
que «(s) és una corba parametritzada per larc:

(i) Podem pensar que la corba viu a R? i definir, si ||o”(s)|| # 0, el vector normal com
N(s) = % Aquesta definicié coincideix amb pensar la corba a R3 i es compleix
o’ = kN amb k > 0. Observem pero que no sempre {T, N} és una base positiva de R?.

(ii) Alternativament podem considerar, si ||a”(s)|| # 0, el vector normal com N(s) =
i% on el signe ve determinat imposant que {T, N} sigui una base positiva de R2.
Aleshores oy = kN on kg és el que es coneix com curvatura amb signe. Remarquem

per acabar que aquesta definicié es pot generalitzar a dimensions superiors.

L’evoluta és el lloc geomeétric dels centres de curvatura d’una corba plana.
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(d)
(e)
(f) Considerem la cicloide a(t) = a(t — cos(t),1 + sin(t)). Aleshores:

d(t) = a(l+ sin(t),cos(t))
a(t) a(cos(t), —sin(t))
1 .
N(t) = Ha/(t)Ha(cos(t),—l—sm(t))
l 02 = 2631+ sin(t)
RS (0]

|det(a/, )|

Per tant B(t) = a(t) + k(t) "N (t) = a(t + cos(t), —1 — sin(t)).

18. * Deduiu geometricament que ’evoluta de la tractriu és la catenaria.

Solucié: Recordem que la tractriu té la propietat de que la distancia d’un punt al punt de tall
de la recta tangent amb Deix de les x és 1.

Es el mateix veure que I’evoluta de la tractriu és la catenaria, que veure que una involvent de
la catenaria és la tractriu.

P=t Cht

Cht
Sht

0

(0,0) R=(10)

Hem vist en el problema 5 que el parametre arc de la catenaria (t,cosht) esta donat per
s(t) = sinht. Observem s(0) = 0, és a dir que mesurem longituds a partir del punt (0,1).

Prenem sobre la tangent a la catenaria per P la longitud sinht, és a dir, la longitud de la
catenaria entre els punts (0,1) i P = (¢, cosht).
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L’angle = ZRPQ és el complementari de ’angle que forma la tangent PQ) amb I'eix de les
2’'s. Com que la pendent de la tangent és sinht, tenim

t = .
an f sinh ¢

En particular
1

cos 3 =tanht, sinff=——.
cosht

Per altra banda és clar que
Q@ = (t — sinh ¢sin 3, cosh t — sinh ¢ cos ()

de manera que

1
= (t — tanht, ———).
@ = an ’Cosht)

En particular
d(Q,R) = 1.

Com que cosh?(t) — sinh?(t) = 1, el triangle APQR ha de ser rectangle en Q.
Aixi, la corba descrita per () té subtangent 1, és a dir, és la tractriu, i talla ortogonalment
les tangents de la catenaria, és a dir, és la seva involuta.

19. * Relacié entre les curvatures d’una corba i de la seva evoluta.
a) Trobeu la curvatura de la catendria en parametre arc.
b) Trobeu la curvatura de la tractriu en el parametre induit per la catenaria.

¢) Deduiu una férmula general per la curvatura d’una evolvent de « en el parametre induit
per 'arc de a.
Solucié:

(a) Reprenem els calculs de 'exercici 5. Respecte el parametre ‘natural’ t, la catenaria esta
donada per a(t) = (t,cosh(t)). Aleshores:

o (t) = (1,sinh(t))

a’(t) = (0,cosh(t))
~|det(e/, ™) 1

HO = TP T o)

La parametritzacié de la catenaria respecte el parametre arc és B(s) = (argsinh s, v/ 1 + s?),
i el parametre arc esta donat per s(t) = sinh(t) (recordeu que s és la integral de la norma
del vector tangent). Aleshores

Ale) = <\/321+1’\/s;+1>

1" —S 1
ple) = ((32+1)3/2’(s2+1)3/2>
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(b)

Per tant
1

k(s) = 18"()l = 13-

Observem que si en aquesta férmula canviem s pel seu valor s(t) = sinht obtenim el valor
de k(t) obtingut abans.

L’expressi6 de la tractriu en el parametre ‘natural’ de la catenaria és (vegeu problema 18)

1
cosh(t) )

A(t) = (¢ — tanh (),

Per tant

sinh?(t)  sinh(¢)
cosh?(t)’ a cosh?(t) )

2sinh(t) cosh(t) cosh(t)(sinh?(t) — 1)

v = (

Y'(t) = (

).

cosh*(t) cosh?(t)
La curvatura és doncs
vy = det'0.@) 1
B Iy ()13 ~ sinh(t)’

Perd sinh(t) és el parametre arc de la catenaria, aixi que k(t) = 1, és a dir, la curvatura

de la tractiu és I'invers del parametre arc de la catenaria, més concretament, la curvatura
de la tractriu en el punt corresponent al punt de la catenaria que dista s de l'origen és 1/s
(vegeu aparta segiient).

Nota: Sipensem la tractriu com y(z) = (z,y(x)) on y(z) és la solucié de 'equacié diferencial

y/ _ Yy
1 — g2
tenim +'(z) = (1,y'(2)), 7"(z) = (0,y"(z)).
Pero és facil veure que
1
/
X =
(@) —
/
" o y'(z)
Yy (33) - (1 _ y2)3/2

Per tant la curvatura val

_dety (). @)
M= e Y@

La curvatura és simplement la derivada (canviada de signe).
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(c) Sigui a(s) una corba parametritzada per I'arc. Les seves evolvents s’escriuen com [(s) =
a(s) + (so — s)d/(s). Per tant
B'(s) = (so—s)k(s)N(s)
B'(s) = (—k(s)+ (so = $)k'(s)) N(s) = k*(s) (50 — 5) T(s).
Per tant la curvatura kg(s) de la corba (3 és

1

s —so|

ks(s)

20. Demostreu que la caustica d’una corba I' respecte un punt P és ’evoluta de l'ortotomica de
I" respecte de P. Solucié: Recordem que la ortotomica és I'envolvent de les circumferencies de
centres en el punts y(t) de I' i que passen per P.

Observem primerament que la ortotomica de T' respecte P coincideix amb la corba ((t) dels
simetrics de P respecte de les tangents a I'. Esa dir, B(t) i P sén simétrics respecte de la tangent
al en el punt y(t) = (z(t),y(t)).

En efecte, les circumferéncies que generen la ortotomica sén

Ci(u) = (X(t,u),Y(t,u)) = (x(t) + r(t) cosu, y(t) + r(t)sinu), wu € [0,2mn],

amb r(t) = |v(t), P|.
En particular,
;2@ —p1) + 9 (y —p2)

r r ) (plva)

L’equacié de I'envolvent s’obté substituint a I'expressié de Cy(u), u pel valor que deduim de la
igualtat

za—)t( ‘29—1; |+ cosu Yy +1'sinu 0
9X  9Y 17 _pginuy T CoS U '
ou ou
Es a dir,
2’ cosu+y'sinu + 1 = 0. (1.1)

Aixi doncs (t) = (z(t) + r(t) cosu, y(t) + r(t) sinu), amb u donada per (1.1).
Comprovem que [3(t) és el simétric de P respecte de la tangent.

1)
(P, (®) = ((x+rcosu—py,y+rsinu—p), ()

= a2’ +rz’cosu — plx’ + yy’ + ry' sinu — pgy’

/ ! /
= rz'cosu+ry sinu+rr = 0.

2) Angle 6; = ZP’y(t;,’y'(t).
/

(OB,~') = rcos 1 = —(a — pu)a’ — (y — pa)y = —rv.
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3) Angle 6, = ZB(t)7(t), 7 (1).
<5(t)’7(753a’¥/(t)) =rcosdy = ((reosu,rsinu), (z',y)) = —rr'.

Per tant 61 = d9 1 hem acabat.

21. Demostreu que la caustica d’una circumferencia respecte un dels seus punts és la cardioide.
Solucié: Sigui P = (1,0) i I la circumferéncia 2% + y?> = 1. FEl raig de llum que surt del punt
P = (1,0) i arriba al punt y(t) = (cost,sint) surt reflectit en una recta de pendent 6 =t — «, on
« és I'angle a la base del triangle isosceles (0,0), (1,0), (cost,sint).

ala
[ 3 o)
Per tant 2a+t=mi0+«a =t,iaixi
3t w
0=———.
2 2
El raig reflectit és doncs la recta
3t
y —sint = tan(; - g)(x — cost),

que, simplificant, queda

3t .3t t
—x +sin —y = —.
€os & + sin -y = €08 5

34 3t 3 t Lt
sn2x+ c052y— sn2

Resolent per Cramer obtenim
2 9 1
r = —(cost+cos“t)— -,
3( ) 3

2. .
y = g(smt—i-smtcost).
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Hem usat que 2cos?t =1+ cost i que sint = sin(2t — L), i similars. I aixo és una cardioide com
2 2 2/

es veu directament comparant aquestes equacions amb les equacions de la cardioide obtinguda al

problema 9.




Capitol 2

Exercicis complementaris de corbes
planes

2.1 Coniques

22. Ellipse. Siguin F; i I, dos punts del pla a distancia 2cia € R, a > ¢. Posem b = Va2 — ¢2
(semieix menor), e = ¢ < 1 (excentricitat) i p = % (parametre focal). L’ellipse amb focus F} i
F5 i semieix major a és el lloc geometric dels punts P del pla que verifiquen

d(P,F\) + d(P, Fy) = 2a

a) Prenent el pol (origen de coordenades) en un dels dos focus i origen d’angles a la semirecta
que I'uneix amb l'altre proveu que ’equacié de I'ellipse en coordenades polars és

. p
r(0) = 1—ecosb

1 trobeu-ne la curvatura.

b) Prenent coordenades cartesianes centrades en el punt mig de FiF» (centre de ellipse) i
amb eix Ox a la semirecta OF5 proveu que l'equacié de Uellipse és

T\2  y\2
had ) =1
() +(G)
c) Proveu que 7(t) = (acost,bsint) és una parametritzacié regular de l'el'lipse.

Solucio:

(a) La distancia al quadrat d(P, F»)? és igual a

— —
(PF3,PF;) = (PF)+ F1F,, PP\ + F1Fy) = (PFy,PFy) + 2(PFy, A\ F3) + (F1 Fa, FA Fy)
r2 — 2r2ccos 6 + (2¢)%.

32
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T
Observem que 0 és 'angle Z/PFy F>, el suplementari del que formen els vectors PFi, F1F»
(d’aqui prové el signe menys). La férmula anterior no és més que el teorema del cosinus
aplicat al triangle APFy F5.

Com que r = d(P,Fy), I'equacié d(P,F\) + d(P,F;) = 2a és equivalent a (2a — r)? =
r? —4rccosf + 4¢. Si desenvolupem el primer membre obtenim 1% — 4ar + 4a*> = r? —
4recosf + 4c?, i ara simplificant, a®> — ¢ = r(a — ccos@), és a dir % =r(1l —ecosh), o
equivalentment

b
)= ——M—.
r(©) 1—ecost

La curvatura de I’el.lipse en coordenades polars ve donada a partir de la formula del pro-
blema anterior mitjancant

_ 3
k() = (1 —ecosh) ‘
p(1 + €2 — 2ecos f)3/2

Observacié: Com que la hipérbola té la mateixa formula en coordenades polars, només que
enlloc de e < 1 té e > 1, aleshores la seva curvatura ve donada per la mateixa formula.

(b) Posem (x(0),y(0)) = (—c,0) + r(0)(cos b,sin ) i verifiquem que (@)2 + (@)2 -1

a

X

(c) Laplicacié f : R* — R? definida per f(z,y) = (ax,
Yy
(3

(a
centrada a l’origen sobre 1’el.lipse d’equacio (%) +
(acost,bsint) parametritza aquesta el.lipse.

by) envia la circumferéncia unitat
)2 = 1. Per tant, f(cost,sint) =

23. Interpretacié geométrica de la curvatura de D’ellipse (tal com apareix als Principa
de Newton). Considereu l'ellipse v(t) = (acost,bsint).

(a) Calculeu-ne la curvatura.

(b) Si P és el punt de l'ellipse corresponent a un cert valor del parametre ¢, sigui r la recta
tangent a l’ellipse per P . Sigui s la recta paral.lela a r que passa pel centre de 'ellipse
(vegeu la figura). Sigui @ un dels dos punts d’interseccié de la recta s amb 'ellipse i sigui
q la distancia entre el centre de I'ellipse i el punt (. Sigui m la distancia entre les dues
rectes paralleles r i s. Proveu que la curvatura k(t) de l'ellipse en el punt P de parametre
t és igual a m/q>.
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Solucié: !

Hem de veure la igualtat
(1 —ecosh)? m
p(1+ €2 —2ecos)3/2  ¢%

La ellipse, en coordenades polars esta donada per

v(0) = (r(0) cos O, 7(0) sinf) = ( pcos b psinf

1—ecosf’1—ecosh’

Derivant,
—psin 6 pcosl —ep

/
0) = , )
7 (6) ((1 —ecosf)?’ (1— 60089)2)
Per tant, I'equacié de la recta tangent és

psinf e —cosf pcos
1—ecosf  sinf 1—ecosf )’

que es pot escriure com
x(e —cosf) —ysinf +p = 0.
Observem que el pendent d’aquesta recta és
e —cosf
tanf = ——
sin 6
Com que m és la distancia d’aquesta recta al centre de l'ellipse O = (c,0) (recordem que
lorigen de coordenades I’hem agafat en un focus) tenim

|ccos — al
m = :
V1 + €2 —2ecosf

Tallem ara Dellipse

(x—¢)? o
a? - 1
amb la recta
= tanf(z — ¢),

parallela a la recta tangent que passa pel centre O.
Obtenim

ab

+/b2 + a2tan? 3

Denotant (x1,y1) i (z2,y2) els dos punts de tall tenim que

r—Cc=

2ab
T — Ty =
Vb?% + a? tan? B3
y1 —y2 = tanf(r1 —x2)

"Wegeu Curvatura de les coniques sequint Newton, http://mat.uab.es/ agusti/docencia.html
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Per tant
2¢ = (x1—2)2+ (y1 — 12)2
= (21 —x2)V1+tan?
B 2ab V1+e2 —2ecosb
a b? + a? tan? sin ¢

Substituint tan 8 pel seu valor obtenim finalment

ab(1 4 e — 2ecos )1/?
a — ccosf '

q:

Calculem m/q* i obtenim el valor desitjat.
Nota?: Aprofitant aquests calculs es veu facilment que la normal a ellipse en P talla Deix
de les 's en un punt @ de coordenades Q = (er,0), amb r = r(6).

P
N,
Per tant, N = d(P,Q) = rv/1+ €2 — 2ecos b, i aixi
2
m p

24. Altra expressié de la curvatura per a les coniques. Donada una corba « diferenciable i
un punt P sobre ella, la subnormal per P és el segment de la recta normal que va de P al tall
amb l’eix . Denotem per N la longitud de la subnormal.

Proveu que la curvatura de Pellipse (2£)% 4 (¥)? =1 és

po
= 33
on p = b?/a és el parametre de Dellipse. Obviament k = k() i N = N(z). Proveu el mateix per
a la hiperbola (£)? — (£)? = 1 i la parabola y* = 2pz.

Solucié: Observem que si v és 'angle de la tangent amb ’eix x llavors N cosy = y.

2Vegeu Puig-Adam, Calculo Integral, p.290 i el problema, 24.
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Q

Perd 1/ cosy = \/1+tan?+. Aleshores N = y\/1+ (v/)? i, aplicant la férmula de I'apartat
b) del problema 14 a la corba v(z) = (x,y(x)), es veu que la curvatura esta donada per

" 3,
k= Y _ vy (2.1)
(V1+ )23 N°

Pero, derivant dos cops ’equacié de la corba tenim

"o b? Yy — 5Uy/ b
- 2

a2 Y __a2y3'

Substituint obtenim expressié que voliem.
Nota: Observeu que la férmula (2.1) és valida per a tota corba donada com a grafica d’una
funcié y = y(x).

25. Hipeérbola. Siguin F' un punt del pla, d una recta a distancia § de F'i e > 1. Posem

e
p = e, c:27p a:# b=+c%— a2

17

La hiperbola amb focus F', directriu d i excentricitat e és el lloc geometric dels punts del pla tals
que
d(P,F) =e-d(P,d).

a) Prenent F' com a pol i com a origen d’angles la semirecta per F' perpendicular a d i que no
talla a d, proveu que l'expressié de la hiperbola en coordenades polars és

o p
r(0) = 1—ecosf’

b) Prenent ara coordenades cartesianes amb origen O en el punt de coordenades polars r = ¢,
6 = 7 (centre de la hipérbola) i amb eix Ox a la direccié OF, proveu que 'equacié de la

a b .

c¢) Proveu que (t) = (acosht,bsinht) és una parametritzaci6 regular de la hiperbola.
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Solucié: Aquest problema és completament analeg a I'anterior i no el farem aqui. Només dir que
la parametritzacié en polars r(6) = l_e"m de ’el.lipse, quan e < 1 i de la hipérbola, quan e > 1
coincideix amb la de la parabola quan e = 1. Si fem variar continuament el parametre e € [0, 00)
veiem com van apareixent les diferents coniques. Una altra observacié és que tota conica no
degenerada (el.lipse, hipérbola i parabola) és el lloc geométric dels punts P que verifiquen que
d(P,F) = ed(P,d) on F és un punt anomenat el focus, d és una recta anomenada eix i e € [0, 00)
és un valor anomenat excentricitat. Per e = 0 obtenim les circumferencies, per 0 < e < 1 les

el.lipses, per e = 1 les paraboles i finalment, per e > 1 les hipérboles.

2.2 Contacte

Siguin «(t) i B(t) corbes definides en un mateix entorn del zero. Suposem
aM(0) = M0), 0<r<k
Suposem que existeix A € R tal que
a# D (0) — BETD(0) = A/ (0).

Demostreu que podem reparametritzar § de manera que (derivant ara respecte d’aquest nou
parametre) tinguem
a0)=8"0), 0<r<k+1.

uk+1

Indicacié: ¢ = u + )‘(k+1)!

Solucié: Reparametritzem ((t) amb el canvi indicat. Tenim

k+1

U
Bu) = Bu+ )\m)a
Denotem ['(t) = %(tt). Tenim .
g , U
oF 1 ll
=B+,
de manera que en u =t = 0 tenim
dp
= 0) = 5(0)
Analogament
d?p 1 u® 2 / ub!
Gz = B 00N+ A OO G —y)
de manera que en uw =t = 0 tenim
d*p "
(0) = 8(0)

du?
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Observem que, dient h(u) = u + )\% tenim

h0) = 0

W) =
h'0) = 0
hwm); 0
RFHI0) = A

Aixo ens permet dir, per recurréncia i la regla de la cadena, que

drB

du”

(0)=p"(0), 0<r<k

Finalment tindrem

dk+16

S (0) = 8ETY(0) + (04 = BHV(0) + o/ (04 = o (0),

com voliem demostrar.

Donades
27. Siguin «a(t) i B(t) corbes definides en un mateix entorn del zero. Suposem que existeixen funcions
diferenciables invertibles h(s) i g(7) tals que si fem el canvi de variable ¢t = h(s) i t = g(7) tenim

da(m) dg)
ds” (0) = drr 77

0<r<k. (2.2)

Suposem h(0) = g(0) = 0.
Demostreu que existeix una funcié ¢t = f(u) tal que

do() 0 ap)
dtr duT

(0), 0<r<k. (2.3)

Solucié: Només hem de prendre
fu) = (g0 h™)(u),

i fer a B(t) el canvi de parametre t = f(u).
Observem que, pel teorema de la funcio inversa tenim

La igualtat (2.2), per ar =1, ens diu

do do ds 1 dg
E( )= g( ) %(0) =0 E(O)'
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Pero
dg dg dr dt dp 1 , dg 1
(=G0 GO GO =30 s SO =0 s
per tant
do dg
(0 = --(0).

Potser és més comode organitzar aquests mateixos calculs aixi:

da  df do dg

= (% D) = Lopm(0) - 2 0) 5 (0)
pero
20 = 2 0)g'(0) = £(0)g'(0) = #(0)
Per tant,

que implica

do g
) =50, 2.0
Analogament
2Ck 2 2 o 2 2’U,
= (55 = 0 = SHOW P + Z om0 - S50GE 0 - 0T 0
Com que ,
d "
dr? = W),

ja que u = h(1), per (2.4), tenim

0= (5 - TR0 = (G0 - TH) w0

(&~ @

és a dir

d’a d’p
2 (0) =S50,
Ara ja es veu que en estudiar
o d3pB
(5 - 530
només cal considerar aquell termes on apareguin derivades terceres de o i B ja que els altres

termes s’anullaran. Analogament per a les derivades d’ordre més gran.
Tindrem doncs

d"« d’ d'o dr
0=~ dré)(o) - <dt7“ (0= dué( )> K(0), 0<r<k
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28. Siguin «a(t) i B(t) corbes definides en un mateix entorn del zero. Suposem
a0)=40), 0<r<k (2.5)
Demostreu que «(t) i B(t) tenen un contacte d’ordre k en ¢t = 0 si i només si
a® D (0) — p*HD(0), 1 o'(0)

sén linealment independents.

Recordeu que dues corbes tenen un contacte d’ordre almenys k en un punt si se les pot repa-
rametritzar de manera que en aquest punt coincideixin les corbes i les seves derivades (respecte
d’aquests nous parametres respectivament) fins 'ordre k. El contacte és d’ordre k quan és d’ordre
almenys k i no és d’ordre almenys k+1. Es pot veure (problema 27) que en lloc de reparametritzar
les dues corbes es pot deixar una d’elles fixa i reparametritzar només 1’altre.

Solucié: Que si tenen contacte d’ordre k, els vectors a¥T1)(0) — 3+1)(0) i o/(0) sén linealment
independents és conseqiiéncia immediata del problema 26.

Suposem doncs que aquests vectors son linealment independents i anem a veure que el contacte
és d’ordre k. Per la llei de les contrareciproques, suposarem que el contacte no és d’ordre k i
arribarem ala conclusié de que aquests vectors sén linealment dependents.

Si no fos d’ordre k voldria dir que hi ha una reparametritzacié de (3, t = h(v), amb h(0) =
tal que

do(m) dg)
dtr 0) = do”

0), 0<r<k+1. (2.6)

Per la regla de la cadena tenim

dp _ds,,

B0 =0 =%

W (v),

que, en v =t = 0, i utilitzant les férmules (2.5) i (2.6), déna

d / d / / /
50 = P o)(0) = L (m(0) = 00,
per tant h'(0) = 1.
Tornem a derivar 25 43
/! 12 14
§/(1) = T2 H2 ) + 1 ()5
que, en v =t = 0, i utilitzant les férmules (2.5) i (2.6), déna
d? d d? d d
7/(0) = S OR(0) + 102 (0) = L2 0)2(0) + "(0) 5 0) = 8(0) + (0) 2 (0),

per tant h”(0) = 0.
Fem encara una derivada més per tal de que es vegi que les successives derivades de h(v), en
v = 0, s’anullen.
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2 2
" B 13 / " d /B n d/B / 2 d B
BUt) = -5l (v) + 20 (v)h7(v) -5 + K7 (v) - + I (v) R (v) -5
que,env =t=0, i ut111tzant les férmules (2.5) i (2.6), i els valors ja obtinguts de les derivades

de h(v) en v = 0, déna

d3B do do
" n " n
57(0) = S50) + H(0)0) = 5(0) + K"(0) 1 0),
per tant h'"(0) = 0.
Per recurréncia s’obté
d(k+1)l3 dp
BE0) = — () (W () + h*HI(0) == (0)
d(k+1)l3 ds
— (k+1) () 22
e (0) + A () (0)
dk+1) 4, ds
- = (k+1) () 22
e (0) + KD (0) 2 0)
da
= ol () + b (0) 2 0)

ja que totes les derivades d’ordre menor o igual a k de h(v) s’anullen en v = 0.
Per tant els vectors a#*+1(0) — g+1)(0) i o/(0) sén linealment dependents.

29. Estudieu el contacte de les corbes planes

1262 4 4¢3 4+ 4

t) = int,1+¢
1) = el

ent=0.

Solucio: Calculem les successives derivades

Y'(t) = (cos(t),1+t+12/2+3/6)
') = (—sin(t),1+t+12/2)
v (t) = (—cos(t),1+1)
7O(t) = (sin(t),1)
7°(t) (cos(t),0)
o) = (1-1t%/2,¢e)
o'(t) = (—t,e)
a"(t) = (1)
a(t) = (0,¢")
a’(t) = (0,€)
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Es compleix que 4 4
19(0) = 0(0), j=0.1,234
7®)(0) = o®)(0) = (1,—1) és linealment independent amb ~'(0).

Per tant, el problema 28 ens diu directament que (s) i o(s) tenen, en s = 0, un contacte
d’ordre 4.

30. Calculeu I'ordre de contacte a I'origen de les dues corbes de R? definides per a(t) = (t— ?, tcost)
iB(t) = (t,sint).

Solucio: Calculem les successives derivades

(1-— 2 ,cos(t) — tsin(t))

) =
a’(t) = (—2t,—2sin(t) — tcos(t))
a”(t) = (—2,—3cos(t) +tsin(t))

g'(t) = (1,cos(t))
(0, — sin(t))

B"(t) = (0,—cos(t))

@
<
~—~
o~
S~—
I

Es compleix que ‘ A
al(0) = Y(0), j=0,1,2

a®(0) — B3)(0) = (—2,—2) és linealment dependent amb ~'(0) = (1,1).

Observem que (—2,—2) = A(1,1) amb X\ = —2 (aquest X el necessitem més endavant).

Per tant, el problema 28 no ens diu quin contacte tenen a(s) i 5(s) en s = 0.

No obstant podem aplicar el problema 26 i reparametritzar adequadament les corbes per tal
de que les derivades terceres també coincideixin.

Concretament reparametritzem «o(t) amb el canvi

3 3

U U

t: —)\7: _—
U 3 u+3,

i recomencem el problema estudiant el contacte entre

_ ud (u+u3/3)3 u? u3
a(u) = (u+ 37 3 (u+ E)(COS(U‘F ?)))
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Es compleix que? . '
a?(0) = pV(0), j=0,1,2,3.4
i
a®(0)—p5)(0) = (—40, —55)—(0,1) = (—40,56) és linealment independent amb ' (0) = (1,1).

Per tant, el problema 28 ens diu directament que a(t) i f(t) tenen, ent =0 (quanu =0, t=0),
un contacte d’ordre 4.

31. Siguin a(t) i B(t) corbes definides en un mateix entorn del zero. Sigui s el parametre arc de
a(t) i 7 el parametre arc de B(t), i suposem que valen 0 en ¢ = 0. Demostreu que «a(t) i 5(t)
tenen un contacte d’ordre k£ en ¢ = 0 si i només si

d' o s
0) = 0 0<r<k
dST ( ) dTT( )7 — r — )
! dk—}—la dk+1ﬁ
d8k+1 d7k+1 (0)

Solucié: Suposem primerament que les derivades (respecte els respectius parametres arc) coin-
cideixen en 0 fins 'ordre k 1 no en l'ordre k + 1. Derivant successivament la norma del vector
tangent obtenim

s)-a
s)-a
O/II(S) ‘a'(s)—l—o//(s) .a//

(s) =
(s) = 0
(s) =

(
//(

«

k—1
a(k-Jrl)(s) . o/(s) + Z Cra(kJrl*T)(s) . a(r‘+1)(3) =0
r=1

per a certes constants c¢,. Analogament

—~
\]
~— ~—
I
@)

k—1
B () - () + 3 e85 () g0 =

r=1
3Maple:
x:=[t— %,tcos(t)];
y = [t,sin(t)];

seq(eval(dif f(x — y,t$i),t = 0),i = 1..5);
x = subs(t =1t + %,x);
seq(eval(dif f(x — y,t$i),t = 0),i = 1..5);
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amb les mateixes constants ¢, que apareixen en les derivades de la norma de a(s).
Restant les tltimes igualtats en s = 7 = 0 obtenim

(@) — g5+1)(0) - o/(0) = 0,

ja que les derivades de a(s) i B(7), d’ordre inferior o igual a k, coincideixen en s = 7 = 0.

En particular aquests vectors sén linealment independents, i pel problema 28, el contacte és
d’ordre k.

Atencié que la notacié o) (0) vol dir derivada r-éssima de a(s) respecte de s en s = 0, i la
notacié 3" (0) vol dir derivada r-éssima de () respecte de T en T = 0.

Reciprocament, suposem que «(t) i 3(t) tenen un contacte d’ordre k en t = 0.

Aixo vol dir que existeixen parametritzacions t = h(u) per a «(t) it = g(v) per a 5(t) tals
que (suposarem h(0) = g(0) =0)

A ey 0 d g

du dv

i les derivades k + 1 ja son diferents.
Denotem per s el parametre arc de o(u) i per T el parametre arc de 3(v).

0), r<k

Tindrem
ds do dr dg
per tant
ds dr
—(0) = —(0).
7,0 = 5-(0)
De fet, derivant (2.7), obtenim
d"s d'r
du” 0) dv” 0), r=12,

Ara aplicarem la regla de la cadena. Sir =1 tenim
da da ds
%(0) = E(O) . %(0)

A3 dB. . dr
%(0) = E(O) : %(0)

per tant la igualtat

do a3
@(0) = %(0)
implica
9 0) = (o)
ds Cdr
Sir=2,

Lo d2a ds d?s do
W(O) = @(0) : (@(0))2 W( ) - E(O)
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d?B d?B dr 5  d’T dg
—(0) = —=—=(0) - (=(0 —(0) - —(0
per tant la igualtat
d*o d?s
—(0) = —=(0
implica
o d’g
220 = g2 O
Observem que en anar fent les successives derivades sempre tindrem
d" o d"o s, ., . : o
T (0) = Tor (0)(d—(0)) + termes on apareixen derivades d’ordre inferior a r de «,
u U

i el mateix, amb els mateixos coeficients, per
igualtat
d"a

du”

(0)

implica
d"«

ds”

(0)

drB

o Per recurréncia, tindrem doncs que la

(0).

a

d'g

- do”

(0)

_ 4B

- drr

0).

I aquest procés el podem fer des de r = 1 fins r = k. La mateixa férmula ens diu que

dk—i—la

Clk'HB

duk+?

implica
dk+1 a

(0)

dok+1

dk+1
% 0).

dsk+1

drk+1



Capitol 3

Corbes a R?

32. Considerem una corba o : I — R? i un vector & € R3. Suposem que 7(t) i 7/ () sén ortogonals
a ¥ per a tot t € I. Demostreu que (t) és ortogonal a ¥ per a tot ¢.

Solucié: Hem de veure que (t) és ortogonal a ¥ per tot t € I, o equivalentment que el producte
escalar (y(t), V) és identicament zero. Una estratégia estandard és definir la funcié f(t) := (y(t), U)
i veure que s’anulla idénticament. Com que f és diferenciable n’hi ha prou amb veure que la
seva derivada, f’, és idénticament zero, amb la qual cosa f és constant, i per altra banda que
f(to) = 0, ja que llavors la constant és zero. Aquesta darrera condicié ens ve donada per la

hipotesi de que ~y(ty) és ortogonal a v. D’altra banda, la derivada de f(t) és igual a

df d (%)

2 = 00,0 = (#),9) + (v(1),7) = (Y (), 9)

que és idénticament zero gracies a la hipotesi de que +'(t) és ortogonal a U per tot t € I. Observem
que la igualtat (%) és facil de deduir de I'expressié en coordenades del producte escalar a R? i
s’utilitza molt sovint en aquest capitol.

33. Considerem una corba o : I — R? i un vector fix 7 € R3. Demostreu que si o/(s) és ortogonal
a U per a cada s € I llavors la corba és plana.
Solucié: Considerem la funcié f(s) = (a(s) — a(sp)) - v. Clarament f(so) =01 f'(s) = 0 per tot
s. Aixo implica f(s) = 0 per tot s, i hem acabat (la corba esta inclosa en el pla que passa per
a(sp) amb vector normal v).

34. Tenim una corba parametritzada o : I — R3 tal que o és identicament zero. Qué podem dir
de a?

Solucié: Recordem primer, que si f : I — R és una funcié diferenciable tal que f"” = 0 aleshores
f(t) = at+bamba,b € R. De la mateixa manera, raonant coordenada a coordenada, 'y( ) = dt+B
amb @, B € R3. Per tant, v és una recta (o un segment) si @ # 0 o un punt si @ = 0.

35. Sigui a : I — R? una corba regular amb curvatura identicament nulla. Demostreu que (1)
esta continguda en una linia recta.

46
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Solucié: Com és regular es pot reparametritzar per I’arc. Diguem s a aquest parametre. Com
a(s) = k(s)N(s), tenim o”(s) = 0, que implica, integrant dos cops, a(s) = (a1 + sag,b1 +
sby, c1 + sca) = (a1, b1,¢1) + s(az, ba, c2), que és una recta.

36. Demostreu que una corba regular a(s) té imatge continguda en una recta si i només si o’(s)
és proporcional a o/(s).

Solucié: Suposem primerament que a(s) esta continguda en una recta. Aixo vol dir que podem
escriure

a(s) = a(so) + f(s)V

on f(s) és una certa funcié i U és el vector director de la recta. Llavors o/(s) = f'(s)v, la qual
cosa implica en particular f'(s) # 0 per a tot s. Tornant a derivar

o) _ 1(5)
) = 7o)

és a dir, la derivada segona és proporcional a la derivada primera, com voliem veure.

Reciprocament, si o’(s) = A\(s)d/(s), per a una certa funcié \(s), tenim o/(s) A a”(s) = 0
i per tant (en el problema 47 es ddéna la férmula de la curvatura k(s) respecte una parametre
arbitrari), k(s) = 0. Ara apliquem el problema 35.

o' (s) = £"(5)7 = ()

37. Sigui a : I — R3 una corba regular. Demostreu que si totes les seves rectes tangents passen
per un punt fix, llavors la traca de « esta continguda en una recta.

Solucié: En primer lloc, reparametritzem «(s) per l'arc. Fent una translacié si és necessari
podem suposar que totes les rectes tangents passen per l'origen, és a dir, que per tot s € I
existeix (un dnic) A(s) € R tal que a(s) + \(s)d/(s) = 0. Observem que la funcié A(s) (que esta
ben definida) és diferenciable, ja que \(s) = —a(s) - &/(s).

Derivant obtenim

o' (s) + N(s)d/(s) + A(s)a” (s) = 0.

Si la curvatura k(s) de a(s) fos diferent de zero en un punt, seria diferent de zero en un entorn
d’aquest punt, I en aquest entorn tindriem

(14 X(5))T(s) + A(s)k(s)N(s) = 0,

on T(s) i N(s) sén els vectors tangent i normal principal unitaris. Recordem que per poder
definir la normal principal necessitem k(s) # 0.
Com que T(s) i N(s) sén linealment independents tenim

L+ MN(s)=0, A(s)k(s)=0,

que, amb k(s) # 0, sén dues equacions incompatibles. Per tant k(s) = 0 en tot punt i « és una
recta.
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38. Sigui o : I — R3 una corba regular tal que totes les seves rectes tangents sén paralleles a una

39.

40.

41.

recta fixa. Demostreu que la imatge de « esta continguda en una recta.

Solucié: Per hipotesis, existeix una funcié diferenciable no nulla en cap punt, A(s), tal que
a/(s) = A(s)U, on ¥ és el vector director de la recta donada. Derivant tenim o (s) = N (s)0 =

%0/(5), i estem en la situacié del problema 36.

Sigui P un punt de R? que no esta contingut en la imatge de la corba o : I — R3. Sigui sg € I
tal que el punt a(sg) és el punt de la corba més proper a P. Demostreu que o/(sg) és ortogonal
al vector a(sg) — P.

Solucié: Considerem la funcié

Per hipotesis, h'(sg) = 0. Pero aquesta derivada val

h'(s0) = 2d/(s0) - (a(sp) — P) =0

i hem acabat.

Sigui o : I — R3 una corba regular amb curvatura mai nulla. Demostreu que a és plana si
i només si tots els plans osculadors sén parallels a un pla fix. Proveu també que « és plana si
i només si la torsié de « és identicament zero. Descriviu una corba regular continguda en dos
plans.

Solucié: Recordem primer que per poder parlar de pla osculador necessitem la condicié de
curvatura no nulla.

Si la corba és plana, el pla que la conté és el pla osculador i hem acabat. Reciprocament,
suposem que tots els plans osculadors sén paral.lels, és a dir, que el vector binormal B(s) és
constant B(0) (suposem que s és el parametre arc) i definim f(s) = (a(s) — a(0), B(0)). Tenim
que f(0) = 0 i que, f'(s) = (/(s),B(0)) = (T'(s),B(s)) = 0. De manera que f = 0 i « esta
continguda en el pla osculador de o pel punt «(0). La tercera equacié de Frenet ens diu que B(t)
és constant si i només si 7(s) = 0.

D’altra banda, la hipotesi sobre la curvatura és necessaria ja que existeixen exemples de
corbes regulars que son localment planes sense estar contingudes en un tnic pla, per exemple,
dues corbes planes unides per un segment recte (observem que sobre aquest segment la curvatura
és zero), vegeu el problema 41.

Considerem 1’aplicacié de R en R? de classe C™ definida per

(t,0, 6_1/t2) pert >0
alt) =14 (¢, efl/tz, 0) pert<0
(0,0,0) per t = 0.
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a) Comproveu que « és una corba regular i que la seva curvatura només s’anula als punts ¢ = 0
it=+,/2/3.

b) Comproveu que el limit dels plans osculadors quan t tendeix a 0 per la dreta és el pla y = 0
i que en canvi quan t tendeix a 0 per l'esquerra és el pla z = 0. Malgrat aixo la torsié es
pot definir com 7 = 0 encara que la corba no sigui plana.

Solucié: a) Es facil veure que

lim o/(t) = lim o/(t) = (1,0,0).
t—0+ ®) t—0- (1) = )
Per tant la corba és regular.

Calculem la curvatura quan t > 0. En aquest cas

o (t) = (0,0,e /¥ (4476 — 6¢7)).

Per tant )
o/ () Ao (t) = (0,—e V¥ (4670 — 6t74),0),

que vol dir que la curvatura s’anulla si i només sit =0 04t=6 —6t* =0, i.e. t = \/2/3.
Calculem ara la curvatura quan t < 0. En aquest cas

o () = (0, P (4476 — 6t4),0).

Per tant ,
o/ (1) A (t) = (0,0, —e Y (4t76 — 6t7%)),

que vol dir que la curvatura s’anulla si i només sit =004t —6t* =0, i.e. t = —1/2/3.

42. Sigui o : I — R3 una corba regular amb curvatura mai nulla. Demostreu que si totes les
seves rectes normals passen per un mateix punt aleshores la traga de « esta continguda en una
circumferencia.

Solucié: Parametritzem « per I'arc. La hipotesi de que la curvatura de a(s), k(s), no s’anul'la
mai implica que el vector normal N (s) esta definit per tot s € I. Després de fer una translacio si
s’escau tenim que totes les rectes normals passen per l'origen, és a dir, que per tot s € I existeix
un unic A(s) € R tal que a(s) + A(s)N(s) = 0. De la mateixa manera que al problema 37 es
veu que la funcié s — A(s) és diferenciable. Derivant llavors la expressié anterior obtenim que
o + AN+ NN =0, és adir, (1 —Ak)T + NN — A\rB = 0. Per tant, A\(s) és constant no nulla,
k(s) = 1/X també i 7(s) = 0. Com que la torsi6 és zero, pel problema 40, la corba és plana. I
les corbes planes de curvatura constant sén, pel problema 12, apartat c), circumferéncies.

43. Sigui a : I — R? una corba regular amb k(s) # 0 per a tot s € I. Demostreu que si tots els
plans osculadors de « passen per un punt fix llavors la corba és plana.

Solucié: Per hipotesis, existeixen funcions A(s) i u(s), que suposarem diferenciables, tals que

P =qa(s)+ A(s)T(s) + n(s)N(s).
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Derivant

0="T+A(s)k(s)N(s) + N (5)T(5) + 1/ (s)N(s) + u(s)(—k(s)T +7(s)B(s))-

Equival al sistema

L+ X(s) = k(s)u(s) =

A(s)k(s) + 4/ (s) =

u(s)r(s) =
D’aqui deduim que 7(s) = 0 per tot s, I per tant la corba és plana. En efecte, si T(sg) # 0,
llavors 7(s) # 0 en un petit entorn obert de sy. En aquest entorna ha de ser, per la tercera

equacio, u(s) = 0. I, per tant, també p'(s) = 0 en aquest entorn. Pero llavors la segona equacié
ens diu A(s) = 0 i la primera 1 + X (s) = 0, contradiccid.

44. Comproveu que la corba a(t) = (tcost,tsint,t) té la imatge sobre un con de R3. Calculeu la
velocitat i 'acceleracié de « en el vertex del con.

Solucié: Aquesta corba esta continguda en el con x2 + y? — 22 = 0. «(0) és el vértex del con.
Obtenim o/ (0) = (1,0,1) i &”(0) = (0,2,0).

3.1 Parametre arc

45. Determineu una parametritzacié per 'arc de les corbes definides per
a) y=logz

b) 22/3 4 ¢2/3 = a2/3

c) a(t) = (e'sint, 1, el cost)

d) «a(t) = (cosht,sinht,t)
a(t) = (t,1%,%)

z?/a® + y? /0% = 1.

¢

)
)
)
)
)
f)

Solucié:

a) La corba és a(t) = (t,Int). Aixi &/(t) = (1,1/t) i = /1 + (1/t)2. Per tant
¢ 1 1
—/1 \/14—(1/u)2@7u:\/1—&—1t2—a]rgtanh(\/1+7]52 ﬁ>_\/§

Hem agafat origen de longituds en t = 1 ja que en t = 0 aquesta corba no esta definida.

) + arg tanh(
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Pero ara som incapacos d’aillar t en funcié de s d’aquesta expressio. Es a dir, hem sabut
calcular el parametre arc explicitament, pero no hem sabut reparametritzar la corba directament
per larc.

b) La corba és a(t) = (acos®t,asin®t). Per tant o/(t) = (—3acos?®tsint,3asin®tcost) i
|o/(t)| = 3asintcost. El parametre arc és

t . 3da )
s(t):/ 3asmucosudu:351n t
0

y . 2s
= arcsin — .
3a

La corba parametritzada per Iarc és doncs

a(s) = (acos® (arcsin (\/?%»Z)),asing(arcsin ( ;Z))) — (@ (3“?;25>3/2,a <?2)Z>3/2).

c) Directament es veu que |o/(t)| = €' i per tant

! 1
s(t) = / e* du = —e?.
0 2

Podem aillar

Aillant tenim t = In(v/2s) i la corba parametritzada per I’arc és
a(s) = (V2ssin(In(v/2s)), 1, v2s cos(In(v/2s))).
d) Directament es veu que |o/(t)| = v/2 cosh(t) i per tant
t
s(t) = / V2 cosh(u) du = /2 sinh(t).
0

Aillant tenim t = argsinh( \/‘92?) i la corba parametritzada per 'arc és

s? s , s
als)=(/1+ 5 —2,argsmh(ﬁ)).

e) Directament es veu que |/ (t)| = v/ 1+ 4t? + 9t* i per tant

t
s(t) = / V14482 + 9tt du,
0

integral que no és expressable per funcions elementals.
f) Directament es veu que |&/(t)| = v/a2 sin®(t) + b2 cos?(t) i per tant

s(t) = /Ot \/a2 sin?(u) + b2 cos?(u) du,
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integral que no és expressable per funcions elementals.

46. Espiral logaritmica. Considerem la corba plana o : R — R? definida per

a(t) = (ae” cost, ae

sint)
amb b < 0 < a.
a) Estudieu el comportament de o quan t tendeix a +oo.
b) Proveu que o/(t) — (0,0) quan ¢t — oo i que

t

. /
tlg})lo . |a/(s)| ds

és finit. Es a dir que « té longitud finita a tot interval de la forma [t, 00).

Solucié: a) limy o a(t) = (0,0) ja que b < 0.
b) o/ (t) = (abe® cos(t) — ae sin(t), abeb sin(t) + aeb cos(t)) , per tant, limy .o ' (t) = (0,0)
ja que b < 0. La norma de la derivada és

/()| = Va2b2ebt + q2e2bt = gebty/1 + b2,

per tant
t

t
lim |o/(s)|ds = lim [ ae®\/1+b2ds= —%\/ 14 b2 ebto
to

t—o0 ¢ t—o00
0

que és un nimero finit positiu.

3.2 Curvatura i torsio

47. Sigui o : I — R3 una corba regular de curvatura mai nulla. Sigui v(t) = |o/(t)| la seva velocitat
escalar. Proveu que

vk *
(.o, a")=(T,N,B)| 0 kv? *
0 0 —7kv?
i dedulu les formules
k B ’a/ % a//| B <a/ X a”,a,//>
- 3 - |a/ » O//’2
! / X 1
T=2% N=BxT, B=2"%_
o o/ x o

Solucié: Sigui tg € I. Considerem el parametre arc associat a ty:

t

s=1(t)= [ | (§)]d¢,

to
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és a dir, I(t) és la longitud de 'arc que va de «a(ty) fins a «(t). La funcié ‘longitud’l: I — J C R
és una funcié estrictament creixent ja que %(t) = v(t) > 0. Per tant, té una inversa diferenciable
I=' . J — I. Definim la reparametritzacié de o respecte del parametre arc com la corba o =

aol~l. Equivalentment a1 (s) = a(l71(s)), o
a1(s) =at) amb s=I(t).

Observem que aleshores aq ol = a.
Comprovem que o esta parametritzada per I'arc utilitzant la regla de la cadena' i el teorema
de la funcié inversa:

/ —0/_18 _1/8 :,U_ls;:v_187:~
[0 (s)] = o/ DI 1) = v gy = YO gy = !

Definim el triedre de Frenet, la curvatura i la torsio de o com les de oy composades amb la funcié
Sty (t):

1

T = Tul®) 0 kg
No(t) = Na,(I(t)) alt) = o
Bat) = By oW = )

Q.

e la cadena obtenim

o (t) = on(I(t)) - I'(t) = To, (U(F)) - v (t)

ja que com que «q(s) esta parametritzada per 'arc la seva derivada és directament el vector
tangent.
De la mateixa manera deduim que

Aplicant llavors la regla

o/ () = Th, (1)) - v(t)? + Ty (U(8)) - 0 (8):

Tenint en compte Frenet per a la corba i (s) tenim

és a dir,

o (t) = ka(t) - v(t)% - Na(t) + 0/ (t) - Ta(t).

Tornant a derivar (3.1) i tornant a usar Frenet per a aj(s) tenim

o (1) = (0"() = ka()?0(6)? ) Ta(t) + (30 (0(E)ka(t)+ (W (E)a(t)) ) Na(t) = v(t) *ka(t)7a(t) Ba (!

Les formules es dedueixen de forma simple de les anteriors igualtats.

Nota: Observeu que procedint d’aquesta manera trobem primer T', després B i a continuacié
N amb la formula N = B AT. Pero N(t) és un vector del pla generat per o(t) i ' (t), com
acabem de veure quan hem aplicat la regla de la cadena, de manera que coincideix amb el vector
o'(t)
|/ (2)]

Hfog) (@) =f"(g(x)) g'(x)

ortonormal a T'(t) = que s’obté pel métode de Gram-Schmidt aplicat a la base o/ (t), o (t):
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() + AT'(t)
| (t) + AT (t)|

amb \ elegida de manera que T'(t) i N(t) siguin ortogonals. Aixo vol dir

N(t) =

a(t) - a/(t)

A=-=a"(t) - T(t) = ———2—-2 = =0'(t).
|/ (#)]
Resumint
o'(t) —V'(8)T(t)
N(t) = —, T (3.2)
| (t) — ' () T(2))]
T'(t .
Si el parametre és arc, v'(t) = 0 i tenim N(t) (D)) és a dir
o
T'(t) = k(t)N(t) amb k() = |a"(t)],
que és la primera féormula de Frenet.
48. Trobeu la curvatura, la torsié i el triedre de Frenet de les corbes segiients:
a) at):(tt2 t3).
b) a(t) = (¢, = #) Proveu a més que la corba és plana i determineu el pla que la conté.

d) aft) = (2t,logt, ).

(
(
¢) aft) = (¢!, e, V21).
(
(

e) a(t) = (3t —t3,3t?,3t +t3). En aquest cas proveu que k = £7.

Solucié: Observem que estem en situacié d’aplicar les formules de I’exercici anterior.

(a) Sia(t) = (t,t2,t3) llavors

1+ 412 + 942
6t%, —6t,2)

> = 36t'+36t> 44
() x a"(t),a"(t)) = 12

N~ ~— ~— ~— ~—
I

A~ o~ Y~
=
=
D
SN—
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D’aquesta manera tenim que la curvatura i la torsié de « son

2(1 + 9t + 9t1)1/2

k(t
®) (14 412 + 9t4)3/2
-3
t) = ———.
7(*) 1+9t2 +9t4
D’altra banda,
1
T.(t) = 1, 2t, 3t
Q (1+4t2—|—9t4)1/2( )
1
B,(t) = (3t2,—3t,1)

(14 9t2 + 9t4)1/2
N(t) = B(t)xT(t)
_ 1 3 4 3
T 1+ 1312 + 5413 + 11716 1 8148 (=987 =26, =07+ 1,607 + 3¢)

(b) Tenim que

_ _ 42
olt) = (t,ltt,l tt)
) = (g )
Q1) = (0,5
0"() = (0,5 —p)
oy = V2OLEAT)
o(t) x o'(t) = %(1,_1,1)
(o/(8) x 0" (1), 0" (1)) =
Per tant,
v
k(t) = V2(1 4 12 + 14)3/2
T(t) = 0
1
B() = (-1

Aixi, la corba « és plana, el pla on esta continguda és el pla osculador de tot (qualsevol)
punt. Per exemple, sit =1, a(1) = (1,0,0) i el pla osculador pel punt «(1) ész—y+2z = 1.
També es pot verificar directament que

1—t 1—-t* 2—-1+t+1—-1*

t— 1.
t + t t
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(c) En aquest cas

alt) = (et V2t
) = (ef,—e T V2)
o'(t) = (ee,0)
"(t) = (e, —e7',0)
v(t) = Ver+e 242
) xa’(t) = (=2 V2, 2)
o/ (t) x &"(t)] = V2u(t)
(@'(t) x a”"(1),a"(t)) = —2V2
Per tant,
V2
k(t) Toe2t 12t 49
V2
T(t) = 2l 1 o2t 1 9
10 = s e V2)
BO) = eV
NO) = 5 (VA — ), VB e ),

(d) Analeg.

(e) En aquest cas

Per tant,

3t — t3,3t%,3t 4+ t3)
3 — 3t%,6t,3 + 3t?)
6t, 6, 6t)

6,0,6)

V2(3 4 3t2)

= 36(t> —1,-2t,1+1?)

3 22
= —(1+¢

= 6

(
(
(
(

3(1+¢2)2

3(1 + t2)2

— €

2t)

56
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49. Sigui a(s) una corba tal que curvatura i torsié no s’anullen mai. Demostreu que el coneixement
del vector binormal B(s) determina la curvatura k(s) i el valor absolut de la torsié 7(s).

Solucié: Podem suposar que la corba esta parametritzada per ’arc. Fent servir el triedre de
Frenet sabem que B’ = 7 - N (sobreentenem en el punt s) i per tant |7| = |B'|.
Derivant un altre cop

B'"=7 N+7(-k-T—7-B)=—k-7-T+71-N-1°B.

1/ gy BAB
™\~ IBAB /|

Es a dir, hem sabut calcular k i |7| usant el vector binormal B i les seves derivades.

Aleshores, com que B\ B' = 7T tenim

< , BAB
|

= N=dk-7 ; k=
rBAB'|r> T

50. Sigui a(t) una corba regular i tp un valor del parametre pel qual la curvatura k(tg) # 0. Sigui 7
la projecci6 ortogonal sobre el pla osculador de « en ty. Proveu que el valor ko(tp) de la curvatura
de la corba projectada cp = 7 o @ coincideix amb k(tp).

Solucié: Es molt facil veure que, respecte de la referéncia de Frenet en s = 0, on s és el parametre
arc, la corba és

]{32
z(s) = s—gs?’—i—...
k K
y(S) = 582 + 683 + ...
k
z(s) = T

6

on k,7 sén la curvatura i la torsié de la corba en s = 0, 1 k' és la derivada de la curvatura
en s = 0. Projectar sobre el pla osculador vol dir considerar la corba ~(s) = (z(s),y(s)) =
(s — %233 +.oL B2 %33 +...). Perd clarament ~'(0) = (1,0) i v”(0) = (0, k) de manera que
la curvatura en s = 0 de y(s) és igual a k, justament la curvatura de o en s = 0.

Podem interpretar la torsié de la corba « com el que fa pujar (torsié negativa o moviment
dextrogir) o baixar (torsié positiva o moviment levogir) la corba des del pla osculador (respecte
al vector binormal). Es pot fer un quadre amb entrades b > 0,b < 0,¢ > 0,¢ < 0 que illustri
aquestes nocions en el cas de I’hélix del problema 56. Observem també que si reparametritzem
una corba canviant-li el sentit llavors els vectors tangent i binormal canvien de signe i el vector
normal continua sent el mateix.

51. Sigui a(s) una corba regular. Suposem que la curvatura k i la torsié 7 no s’anullen en cap punt
de la corba.

a) Demostreu que
(NxN)-N' (&)
VT T (B

T

(3.3)
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b) Demostreu que si s és el parametre arc, es coneix N en tot punt i en sy coneixem el quocient

k(so)
7(s0)

moviments rigids).

, llavors podem calcular k i 7 en tot punt de la corba (i per tant, la corba, llevat de

Solucio:

(a) En un primer moment suposarem que «(s) esta parametritzada per I'arc. Després estendrem

(b)

el resultat amb un parametre qualsevol. Per les formules de Frenet tenim que

N = —kT-71B
N" = —KT— (K +7)N—-7'B
Llavors,
IN'P2 = k2472
NxN' = kB-71T
(Nx N N" = kr—-7k
Aixi,

vy ()

N'|2 = 2
()
D’altra banda, si s no és el parametre arc de « aleshores les férmules de Frenet es veuen

afectades de un factor multiplicatiu, la velocitat v de a (aixo ho podem deduir del problema
47), de manera que, per la regla de la cadena,

N' = uN
N" = (uN) =v'N 4+ v’N
(N x N',N"y = 3N x N,N)

;) = ()

i — (2

T T

on el punt denota la derivada respecte del parametre arc i la prima la derivada respecte del
parametre s. En particular, doncs,

w8

N|2 A%
T

Sigui s el parametre arc. Coneixer N(s) per a tot s, vol dir coneéixer el primer terme de
l'equacié (3.3). Diguem-li f(s). Llavors tenim l’equacié diferencial
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amb y(s) = k(s)/7(s), d’integracié immediata i que ens déna y(s) = tan [ f(s) + C, i la
constant d’integracié C' queda determinada per la condici6 inicial (el valor y(sg) és conegut).

Coneixem doncs el quocient k(s)/7(s). Pero, a més, sabem que |[N'(s)|> = k(s)? + 7(s)?.
De manera que també coneixem la suma k(s)? + 7(s)?, per a tot s. Aquests dos valors
(el quocient i la suma de quadrats) determinen totalment k(s) i 7(s), i per tant, llevat de
moviments rigids, la corba.

52. Trobeu una corba parametritzada per I’arc amb curvatura k(s) = 1/s, torsié 7(s) = 0, que passi
pel punt (1,0,0) quan s = 1 i que, en aquest punt, el seu triedre de Frenet sigui la base canonica
de R3.

Solucié: Com que la corba es plana sabem que k(s) = 0'(s) on 0(s) és 'angle que forma la
tangent a la corba amb la direccié (1,0). D’aquesta manera +'(s) - (1,0) = 2'(s) = cos#.
En el nostre cas, doncs, 0'(s) = 1/s, que integrant i tenint en compte que (1) = 0, ens déna

0(s) =Ins.

Finalment, integrant les expressions x'(s) = cos(In s) i y/(s) = sin(ln s) i tenint en compte les
condicions inicials obtenim

v(s) = (g(sin(ln s) + cos(Ilns)) + %, ;(Sin(ln s) —cos(lns)) — %,O).

53. Sigui a0 una corba que té curvatura constant x = 3 i torsié constant 7 = 4 i quan s = 0 passa
per (0,0,0) amb triedre de Frenet 7'(0) = (1,0,0), N(0) = (0,1,0), B(0) = (0,0,1). Trobeu la
parametritzacié per 'arc de a.

Solucié: Sabem que per recuperar la corba a partir de la curvatura i la torsié hem de resoldre
el sistema de 9 equacions i 9 incognites segiient

¥y = 3xy
zh = 3
zy = 3zg
:1:21 = =3z —4xy
xg = —3x9 —4xg
a:g = —3x3—4xg
rh = dxy
vy = Axs
Ty = Adxg

on estem pensant

T(s) = (z1(s), xa(s), 23(5)), N(s) = (2a(s), 25(s), 26(s)), B(s) = (w7(s), 23(s), 29(s))-
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Aixi
a:ﬁl’ = —9xy4 — 1624 = —2524
d’on x4(s) = Ascosbs + Bysinbs, amb la condicié inicial x4(0) = 0, és a dir, x4( ) = Bysinbs.
Pero com ) (0) = —321(0) — 427(0) = —3, ha de ser By = —3/5 Per tant z1(s) =3 [ za(s)ds =
2% cos bs + C, que ajustant la constant ens dona z1(s) = 25 cos ds + 25, ﬁna]ment la coordenada

x(s) de la corba buscada és

16s

9
x(s) = /xl(s)ds o5 sin s + o5

Analogament
a:g = —9x5 — 1625 = —25x5

d’on x5(s) = Ascosbs + Bssinbs, amb la condicié inicial x5(0) = 1, és a dir, z5(s) = cosbs +
Bs sin 5s. Peré com z5(0) = —3x2(0) — 4xg(s) = 0, ha de ser Bs = 0. Per tant xza(s) =
3 [x5(s)ds = 5 sin bs, 1 finalment la coordenada y(s) de la corba buscada és

3 3
y(s) = /arg(s)ds = —gg Cos 55 + %

I finalment

zg(s) = —9x6 — 1626 = —257¢

d’on zg(s) = Agcosbs + Bgsinbs, amb la condicié inicial x¢(0) = 0, és a dir, xg( ) = BG sin 5s.

Pero com x6(0) = —323(0) — 429(0) = —4, ha de ser Bs = —4/5. Per tant x3(s) = 3 [ x¢(s)ds =
12

32 cosbs — 12, i finalment la coordenada z(s) de la corba buscada és
12 12s
z(s) = /acg(s)ds = 195 Sinds — o

Resumint, la corba buscada és

1
~v(s) = 3% ——(9sin5s + 80s, —15 cos bs + 15, 12sin 5s — 60s).

Segon metode, només valid si intueixes que pot ser una helix. Sabem que I’hélix

v(t) = (acost,asint, bt)

té curvatura i torsio

a b
_ =
a? + b’ a? 4 b?
Per tant, prenent a = 3/25, b = —4/25 tenim una heélix amb curvatura k = 3 i 7 = 4 com voliem,

pero el problema és que en t = 0 la referéncia de Frenet d’aquesta corba és
BO) = (0,-4/5,3/5)
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i no pas la demanada (volem que sigui la base canonica). Tampoc passa per l'orirgen quan s = 0
ja que v(0) = (3/25,0,0) pero aixo es pot arreglar facilment fent una translacié i considerant la
corba (acost — 3/25,asint, bt).

Considerem el moviment rigid donat per la matriu M tal que

0 -1 0 100
M| 35 0 455 |=[0 10
—4/5 0 3/5 00 1

Aquesta igualtat ens déna directament (calculant la inversa que és igual a la transposta ja
que estem manipulant matrius ortogonals)

0 3/5 —4/5
M= -1 0 o0
0 4/5 3/5

Apliquem ara M a la hélix i trobem la corba demanada

- t_ -
25 C;’S 25 [ 9sint+ 16t
v(t)=M —sint =125 —15cost + 15
4t 12sint — 12t
25

Que, un cop reparametritzada per l’arc, és a dir posant t = 5s, ens dona exactament la corba
trobada abans.

54. Trobeu totes les corbes parametritzades per 'arc o : R — R3 que tinguin vector binormal

1 . . s s
B(s) = f(bm 50— C0s \f’ 1) i torsi6 positiva.
Solucio: Utilitzem el triedre de Frenet. Tenim
dB 1
= (cosf f 0)=7-N(s)

d’on 7 = 1/2 (ja que imposem que sigui positiva) i per tant N(s) = (cos - T sin %, 0). Aleshores

dN 1
i \ﬁ(_ sin %,cos %,O) =—k(s)-T(s) — §B(s)
d’on Y
2 S s
k- T(s) = Y= (sin —=, — cos —=, —1
(s) 1 (sin 7 cos 7 )
Tenim T'(s) = 7(31 \S/ —cos \/i’ —1) i k= 1. Aixf doncs

S S S
a(s) = (—cos —, —sin —, ———=) + (9, Yo, 2
(5) = (—cos o, =sin 7o, =) + (20, 10 )

on «(0) = (zo, Yo, 20)-
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3.3 Helixs

55. Una heliz és una corba tal que les seves tangents formen un angle constant amb una direccié
fixada (aquesta és la direccié de 'eix de I'helix).

a) Proveu que « és una helix si i només si les seves normals sén paral-leles a un pla fixat.

k(s)

b) Demostreu que si la torsié no s’anul-la, llavors —— = ctt caracteritza el fet de ser helix.

7(s)

¢) Quin invariant permet distingir una helix dextrogira d’una helix levogira?

d) Proveu que tota helix v es pot escriure com v(s) = B(s) + s¥ on 3(s) és una corba plana

continguda en un pla perpendicular a I’eix de ~.

e) Comproveu que la corba (t) = (acost,asint,bt) és una helix (s’anomena héliz circular).

Trobeu 'eix i la corba plana associada.

f) Vegeu que el lloc geometric dels centres dels cercles osculadors d’una helix circular és una

altra helix circular coaxial i del mateix pas.

Solucié:

(a)

(b)

(c)
(d)

Suposem que 7 esta parametritzada per Iarc. Tenim T'(t) =+/(t) i N(t) = % si k(t) # 0.

Suposem que T'(t) # 01 k(t) # 0 per a tot t, de forma que tinguin sentit les dues afirmacions
en tot punt. Sigui @ el vector unitari director de Ieix de I’hélix. La condicié d’heélix és
T(s)-d = ¢, amb ¢ una constant. Aleshores derivant

(T-@) =kN-a=0,
veiem clarament I’equivaléncia.

Suposem com abans que la corba v esta parametritzada per I’arc i sigui @ un vector unitari
en la direccio de I’eix. Aleshores T - @ = cos g I derivant obtenim kN - d = 0. Per tant si
la curvatura no s’anulla tenim N -a = 0. Aixi doncs, a = T cos pg + B sin g, gracies a que
a és un vector unitari. Derivant I'expressio anterior i utilitzant el triedre de Frenet tenim
0 = k(t)N cos g + 7(t)N singg d’on % = —tanyg. Reciprocament, si é = ctt = —tanby
tenim que T cos 8y + Bsinfy és un vector constant, sigui d, d’on T - @ = cos fy és constant.

El signe de la torsio.

Sia-T(s) =0, per tot s, aleshores v(s) és una corba plana continguda al pla perpendicular a
a. Suposem doncs que @ -T(s) = ¢ # 0, amb ¢ € R. Projectem ~(s) sobre el pla II ortogonal
a d que passa per un punt donat y(0). Pensem s com el parametre arc de manera que II
passa pel punt on comencem a mesurar la longitud de la corba (s = 0).

Concretament, busquem una funcié \(s) tal que

B(s) = v(s) + Als)a
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estigui continguda a I1. El vector tangent a (3(s) ha de ser ortogonal a d. Per tant, derivant
i multiplicant per d tenim

és a dir, N'(s) = —c. Per tant \(s) = —cs +d, amb d € R.
Si imposem que (3(0) € II, ha de ser d = 0, de manera que
B(s) =~(s) — csd.

Dient ¥ = cd tenim

com voliem.

(e) La comprovacié és immediata un cop ens adonem que aquesta corba esta sobre un cilindre
recte. Aixi, la direccié de l'eix és ha de ser la direccié donada pel vector @ = (0,0,1).
Comprovem que forma angle constant amb les rectes tangents. En efecte, el vector unitari

. 1 . . - . .
tangent és T = W(—a sint,acost,b) i per tant @-T = ctt. La corba plana associada és

per tant 3(t) = (acos(t),asin(t)).

(f) Calculem primer la curvatura de ~v(t) = (acost, asint, bt).

v'(t) = (—asint,acost,b)
v'(t) = (—acost,—asint,0)
V() A~ (t) = (absint,—abcost,a?)
Yl = VeTe
a
Eit) = ———
®) a? + b?
Per tant la corba dels centres de curvatura és
2, p2 2 2
B(t) =~(t) + a”+b (—cost,—sint,0) = (—b— cost, _r sint, bt)
a a a

que és una hélix sobre el cilindre x? + y? = b*/a?, del mateix pas de rosca 27b que la hélix
inicial.

s S, .8

56. Considerem la corba a(s) = (a cos(—), asin(-), bf), amb s € Ric? = a? + b2
c ¢’ c
a) Demostreu que « esta parametritzada per larc.

b) Determineu la curvatura i la torsié de a.

c¢) Determineu el pla osculador.
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d) Demostreu que les rectes que tenen direccié N(s) i passen per «(s) tallen l’eix Oz amb
angle constant igual a 3.

Solucié:

1/2
(a) Com que o(s) = (—%sin(2), - cos(£), 2) tenim que |o/(s)| = (“2;2”2) = 1, per tant, o(s)

esta parametritzada per l’arc.

(b) D’altra banda

o(s) = <§2cos <i>,:2sin <i)0) = |Ca2|(sg(a)(cos (Z),sin (i)o)) = k(s)N(s)

Per tant, k(s) = ‘g%' El vector binormal B(s) = T(s) x N(s) = sg(a)(2sin(£), =2 cos(£), )
B/(5) = 5 (~sgla)(eos(),sin(),0)) = r(s)N(s),

d’on 7(s) = 70%'

(c) El pla osculador en el punt «(s) es calcula mitjancant a(s) + (T'(s), N(s))r 1 té per equacié

bsins<x— a cos S) — bcoss<y— asin3> +a<z - bs> =0.
c c c c c

(d) El cosinus de I'angle 0(s) que forma el vector N(s) amb (0,0,1) és (N(s),(0,0,1)) =0, per

la qual cosa 0(s) = 7.

3.4 Indicatrius

57. Sigui a una corba regular parametritzada per ’arc, amb curvatura mai nulla. Definim la seva

indicatriu tangent com la corba esférica aq := o'. Trobeu la curvatura k; i la torsié 7, de aq en
funcié de la curvatura k i la torsié 7 de a. Deduiu que o és plana si i només si 7 és constant.
Doneu una definicié d’indicatriu binormal i deduiu férmules analogues.

Solucié: Utilitzarem la segiient notacio: les lletres sense subindex es referiran a la corba « i en
canvi les lletres amb subindex 1 a la corba 1. A partir de les formules de Frenet de o obtenim

of = o' =kN
v = k
o EN +EN' = —k*T +k'N — k7B
of = (—K)'T— KT +kK'N + KN — (kr)'B — kr¥/
—  3kE'T + (k:” - /{:TZ)N - (2% + kT’) B
oy xoff = kKB —k*T
oy x o2 = EYk?+7?)

(o xaof, )y = kK7 — K7
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Aixi, la curvatura i la torsié de o son

ky =

En particular, oy és plana si i només si 1 = 0, o equivalentment si [ és constant, és a dir,

si i només si « és una helix. De la mateixa manera, definim la indicatriu binormal de o com
as(s) = B(s). Seguirem denotant sense subindex els elements de « i amb un subindex 2 el
corresponents a . Un altre cop a partir de les férmules de Frenet de o obtenim

oy = B'=1N

v = |7
oy = 7'N+7N' =—krT+7'N-7°B
o = (=kr)T —ktT' +7'N +7'N' — (B — 2
= ( — 2k7/>T — (1{327' - T3>N —317'B
oy x o = kr’B—73T
o x af? = (2 +72)
(o x oy, oy = T3k — k1)

Aixi, la curvatura i la torsio de ag sén

VT

ko
7|
kK2 ry 1
7= 7(%) K2+ 712

També tenim que ao és plana (T2 = 0) si i només si 7 és constant, és a dir, si i només si a és una
hélix.

58. Sigui a : I — R? una corba regular plana i t : I — S' la seva indicatriu de les tangents.

Fixem un punt sy € I. Donat s € I denotem per L(s) (resp. L¢(s)) la longitud de larc de «

(resp. t) entre sp i s. Demostreu que la curvatura k(sg) de « en sg és igual al limit del quocient

LLt((;)) quan s — Sg.

Solucié: Sabem que
L(s) = / o ()] dt
s0
Li(s) = / (1)) de
S0
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Diguem 7 al parametre arc de «. Llavors

s dtd s
— [ iwwla- / it = / k(' (0] dt = [ KDla/()] .
S0 S0

Pel teorema del valor mitja per a integrals hem acabat.

3.5 Darboux

59. El triedre de Frenet d’una corba esta format per vectors lliures i podem pensar, doncs, que en
variar el parametre ¢ de la corba, tenim una familia de triedres que es mouen amb un punt fix
(per exemple, l'origen de coordenades). Es ben sabut que quan un cos rigid (en aquest cas, el
triedre) es mou amb un punt fix, el moviment és un gir infinitesimal al voltant d’un eix.

Trobeu la velocitat angular en que gira el triedre de Frenet d’una corba.

Solucié: Cas particular previ. Suposem un punt ) que gira al voltant d’un eix, descrivint doncs
una circumferéncia en un pla perpendicular a aquest eix. Si r(t) és el vector posicid, per ser
|r(t)| = constant, obtenim r'(t) - r(t) = 0. Per altra banda, si denotem per € el vector unitari
director de Deix, obtenim r(t) - € = |r(t)| cos & = constant, i per tant r'(t) - € = 0. Com 7'(t) és
perpendicular a r(t) i a € tenim

r'(t) = Mt)EAr(t). (3.4)

Igualant els moduls

on a és el radi de gir.

(1) d

P

Pero |r'(t)| és la velocitat v(t) del punt, i per definicié de velocitat angular tenim

v(t) = w(t)a
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de manera que \(t) = w(t). Definim el vector de Darboux com

i 'equacié del moviment (3.4) s’escriu

r'(t) = d(t) Ar(t).

Cas general. Considerem una corba i les seves equacions de Frenet. Els tres vectors T', N', B
pertanyen, en cada punt, al pla generat per

E = (N,—kT — 7B).

De fet és,
E(t) = (N(t), —k(t)T'(t) — 7(t) B(t)).

pero eliminem t per no sobrecarregar la notacié. El vector director d’aquest pla, al que denotem
d = d(t) per analogia amb el cas anterior, és

d=NA(—kT —7B) = kB — 7T
de manera que
e T’ és ortogonal a T i ad. Per tant, T' = A\d A T.
e N’ és ortogonal a N i a d. Per tant, N' = ucf/\ N.
e B’ és ortogonal a B i a d. Per tant, B' = vd A B.

Comparant amb les férmules de Frenet obtenim A\ = y = v = 1. En efecte, T' = kN =
MkB —7T) AT = MAkN, per tant A\ = 1. Analogament B’ = 7N = v(kB — 7T') A B = vTN, per
tant v=1. IN' = —kT — 7B = u(kB — 7T) N N = —ukT — utB, per tant u = 1.

En particular, les formules de Frenet es poden reescriure com

T = dAT,
N = dAN,
B = dAB.

de manera que, per a qualsevol punt P, solidari al triedre de Frenet, és a dir, tal que el seu vector
posicié r(t) respecte del triedre de Frenet sigui de la forma r(t) = aT'(t) + bN(t) + ¢B(T'), amb
a, b, ¢ constants, tenim

¥ =adANT+bdAN+cdNB=dANaT +dAbN +dAcB=dAr.

i definim la velocitat angular a l'instant t, w(t), com el quocient entre la velocitat lineal
|r'(t)] i el radi (instantani) de gir
a(t) = |r(t)|sin a(t)
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—

amb «(t) 'angle entre r(t) i d(t), tenim
[r'(8)] = w(t)a(t) = [d(®)]|r(t)| sina(t)

és a dir, B
w(t) = [d(t)| = Vk(t)* + 7(t)*.

Aquesta és la velocitat angular en la que gira el triedre de Frenet.
Observem que hem demostrat el segiient resultat ben conegut des de fa uns 300 anys:

Teorema. Tot moviment d’un solid rigid amb un punt fix és un gir infinitesimal.

Demostracié. Pensem que aquest solid rigid té una referéncia ortonormal solidaria amb ell,
amb origen el punt fix. Si d’aquesta referéncia en diem T'(t), N(t), B(t), com que per hipotesis
coneixem T (t), N(t), B(t) en tot instant t, també coneixem les seves derivades. En particular
podem pensar que és la referéncia de Frenet d’una corba de curvatura |T'(t)| i torsié |B'(t)]
(suposem T # 0 i treballem localment amb T sempre positiu o sempre negatiu). Les férmules de
Frenet d’aquesta corba resolen el problema.




Capitol 4

Exercicis complementaris de corbes a
I’espai

4.1 Longitud

60. Sigui  : I — R? una corba diferenciable i [a,b] C I un interval tancat. Per a cada particié P
de [a,b] de la forma a = 59 < s1 < --- < s, = b considerem la suma

(o, P) = Z la(si) — ausi1)]-

Definim la norma |P| de P per
|P| = max(s; — si—1) i=1,...,n.

Demostreu que Ve > 0, existeix 6 > 0 tal que, si |P| <, aleshores

/b |/ ()| dt — I(c, P)| < e.

61. (a) Sigui o : I — R3 una corba continua. Utilitzeu les aproximacions poligonals del problema
anterior per a donar una definicié raonable de longitut d’un arc de a.
(b) Considerem la corba a : [0,1] — R? definida per

a(t) = (t,tsin(n/t)) perat#0

a(0) =(0,0).
Demostreu que la longitut d’arc de a corresponent a %ﬂ <t< % és, com a minim, 2/(n + %)
Utilitzeu aquest fet per demostrar que la longitut d’arc de o a I'interval 1/N <t <1 és més gran

que 2 Zj\gl ]ﬁ 1, per tant, tendeix a infinit si N — oo.

69
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Solucié: b) Observem que la corba «a(t) passa pels punts A, B, C' segiients:

1 1

A = =
o) = (5 7.0)
1 1 1
B = Oz( 1):( 1> 1)
n+§ n—|—§ n+§
1 1
C = a(ﬁ)_(gao)

La longitud de la corba entre A i C és més gran o igual que la longitud de la poligonal ABC,

la qual té longitud
— 1 ’ 1 ? 2
n+ 5 2(n+1)(n+ 35) n+sg

Resumint, la longitud de la corba a I'interval |

n%rl, %] és m’s gran o igual a =T
2
Donat N dividim I'interval [3;,1] en els subintervals
1 1

[N—k’N—k—l]’

k=0,1,...,N —2.

Apliquem el resultat anterior a cadascun d’aquests subintervals. Tindrem que la longitud de la
corba a linterval [+,1] és més gran o igual a

N
%f R T R )y !
T = T — — — _ ) = _—

Quan N tendeix a infinit aquesta suma és la serie harmonica, que és divergent.

62. (La linia recta dona la distancia més curta entre dos punts) Sigui o : I — R3 una corba de
classe C! i [a,b] C I. Posem p = a(a), ¢ = a(b).

a) Demostreu que, per a qualsevol vector ¥ amb || = 1, es compleix

b b
(q_p).g:/ o/(t)'ﬁdtg/ |/ (t)| dt.

b) Posem ¥ = ‘g%g. Demostreu que

b
me=/vwwﬁzm@—aww

c¢) Demostreu que si L(a) = |a(b) — a(a)| llavors la corba « és una reparametritzacié d’una
linia recta.
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Solucié: a) Com que o/(t) - v = («(t) - v)’, la primera igualtat és clara. La desigualtat segiient
també és clara ja que el cosinus de I'angle que formen o/ (t) i ¥ és més petit o igual a 1.
b) Apliquem D'apartat a) amb aquest vector ' observant que

q—p
lg — pl

(g—p)-v=(q—-p)" = |q — p| = |a(b) — afa)].

c) Si val el signe igual vol dir que o/(t) 1 ¥ tenen la mateixa direccié (el < provenia de que

multiplicavem pel cosinus de 'angle entre aquests vectors). Com sén unitaris, o' (t) = ¥ 1 aixo
implica que la corba és una recta (problema 34 ).

4.2 Curvatura i torsid

63. Trobeu la curvatura, la torsié i el triedre de Frenet de la corba donada per «a(t) = (% cost,1 —

sint, —% cost). Comproveu que aquesta corba és una circumferéncia i determinar el seu centre i
el seu radi.

Solucié: Maple diu' , k(t) =1,7(s) =0, T(t) = (—% sint, — cost, % sint), N(t) = (—% cost,sint, % cost),
B(t) = (—2,0,—%). Per tant la corba és una circumferéncia de radi 1 en el pla —(3/5)z+(4/5)z =
—(24/25). Tallant per exemple les rectes a(0) + AN (0) i a(mw/2) + puN (7 /2) veiem que el centre

és el punt (0,1,0).

64. Trobeu la curvatura, la torsié i el triedre de Frenet de la corba a(s) = (cos 1,sin 1,0),s € R.

Solucié: Primer metode. Maple diu

L,
L \/csgn(

Pero els Maplemans i Maplewomans saben que en realitat aixo vol dir k(t) = 1, com era d’esperar
ja que clarament estem considerant una reparametritzacio del cercle de radi 1.

Segon metode. Anar calculant derivades i aplicar el problema 47. Per calcular la normal
aplicarem la férmula (3.2), pagina 54.

)2t4 +1

1
t2 csgn(t—g), 7(t) =0.

[Tl

!>restart: with(Student[VectorCalculus]): with(plots): with(plottools):
> f =< (4/5) x cos(t), 1 — sin(t), —(3/5) * cos(t) >:

>simplify (Curvature(f)); simplify(Torsion(f));

> TNBFrame(f);
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1 1 1

o (s) t—2(sin T cos 0)
1 1 1 1
a’(s) t~4(—2tsin - — cos -, 2t cos — — sin —, 0)
t t t t
1
ot) = |t =
v (t) —2t73
1
o' (s) Aa(s) —t—G(O,O, 1)
k(t) 1
1
N(t) = (—cos ;,—Sing,O)
B(t) = (0,0,1).

65. Trobeu la curvatura, la torsié i el triedre de Frenet de les corbes de R3 definides per
a) a(t) = (a(t —sint),a(l — cost), bt).
b) «a(t) = (t,3 + cosht,1).
c) y= f(x),z=g(x) on f,g sén funcions diferenciables.

Si alguna de les anteriors corbes és plana, escriviu 'equacié del pla que la conté.

Solucié: a) Aquest problema sense Maple es fa realment llarg i pesat. Pero Maple diu (hem de
modificar lleugerament el programet del problema 63)?

ava? — 2a2 cost + a2 cos? t + b2

k(t) =
®) (202 — 2a2 cost + b2)3/2
b
t) = -—
m(®) a? — 2a? cost + a? cos? t + b?
T(t) = (a(l —cost),asint,b) normalitzat,
N(t) = —(sint(—a®+ a*cost —b*), —a®cos®t + 2a* cost + b? cost — a®, —absint) normalitzat,
B(t) = (bcost,—bsint,a(l —cost)) normalitzat.

b) Organitzem les derivades per tal d’aplicar les formules del problema 47. Pero ja es veu
que és una corba plana, ja que z = 1.

?>restart: with(Student[VectorCalculus]): with(plots): with(plottools):
> f:=<ax(t—sint),a* (1 —cost),bxt) >:

>simplify (Curvature(f,t), symbolic); simplify(Torsion(f,t),symbolic);

> TNBFrame(f,t);
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' (t) = (1,sinht,0)
a”(t) = (0,cosht,0)
v(t) = |d/(t)| = cosht
v'(t) = sinht
d(t)Nd"(t) = (0,0,cosht)
1
kt) = ——
®) cosh?t
() = 0
1
1
N(t) = (—tanht,——,0
O - Com .

B(t) = (0,0,1).

¢) Aqui només podem aspirar a donar férmules en funcié de f(z), g(x) i les seves derivades.

() = (1,1 (2),g'(x))

() = (0,f"(x),q"(x))

v(z) = |/ =1+ f(2)? + g (2)?
()

()

f'(x) () + g'(x)g" (x)
v(@)
= (f(@)g"(@) - g'(@)f"(x), —g" (@), f"(2))
(
2

vy~ VI@SE) g+ P+ P
(L4 f'(x)% + g'(x)%)%
7'([1;) _ f//( ) l//( ) g,/(i)f/ (LU)
( ( ) (LU) ( )f”(a:))2 +g (m)Q f”(:L’)2
T(ZU) = 1 (17f/( ) ( ))

VI+ (@2 +g (@)
N() = Bla)AT()
o/ (z) A o ()
Bl = (o nar(a)

66. Volta de Viviani. Sigui C la corba interseccié de I'esfera 2 + y? + 22 = 1 amb el cilindre
x? +y? —y = 0. Calculeu la curvatura i la torsié de C.
Indicacio: Comproveu que C' pot ser parametritzada per
1

. 1 1 .
—sint, — + = cost,sin —

’Y(t):(Q "9 Ty ) 2)‘
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Solucié: Com que el cilindre té equacié x% + (y — 1/2)? = 1/4, prenem

= —qi t
T 2sm

B 1+1 y
y = 5t;cos

Substituint aquest valors a 'equacié de l’esfera i aillant z obtenim

/1 —CObt

Ara ja és un calcul simple:

1 t
() = §cost —fsmt 5 cos 5)
/ 1 2
v ()| = B 1+ cos® =
Yt = (- 1 sint, — cost sin =)
2 2 4 2
0 A ) Lintsin 1 Leosteos ., Feostsint - Leint )
= (=sin mf - o in— — —sintcos =, ——
v v sints 7 costeos o, ccostsing — 2 sintcos o, —

8
WA @] = g8 3sin?
\/8— 3sin? L
k(t) =

(14 cos? 5 (14 cos? £)3/2 3/2

1 1
V() = (—5 cost, 5 sint, —g o8 5)
3 t
’ " m _ 2 L
() AY0)7"(1) =~ cos s
—6cos &
t) = Z
m(®) 8 3sin2%

67. Doneu 'expressio de la curvatura i la torsié d’una corba definida implicitament. Vegeu: R. Gold-
man, Curvature formulas for implicit curves and surfaces, Computer Aided Geometric Design 22
(2005) 632-658.

68. Trobeu una corba parametritzada per ’arc amb curvatura k(s) = s, torsié 7(s) = 0, que passi
per 'origen quan s = 0 i que, en aquest punt, el seu triedre de Frenet sigui

g

NO) = (20

B(0) = (o,o, _1).
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Solucié: Com que la corba es plana sabem que k(s) = 6'(s) on 0(s) és I'angle que forma la
tangent a la corba amb la direccié (1,0). D’aquesta manera y '(s) - (1,0) = 2'(s) = cos .

En el nostre cas, doncs, 0'(s) = s, és a dir, 0(s) = + C. pero 6(0) = w/4, per la condicié
inicial que ens donen, de manera que

[\

Per tant

Aquestes integrals no sén expressables per funcions elementals.

69. Calculeu la curvatura i la torsié de les corbes de R? definides per
a(t) = (cost,sint 3t)

B(s) = (2+\f \/ + 2) arccos s + 1,

2
i \f \/ + arccos s+ 2,

2+f
A 2

1—824 - (\f — 2) arccos s)

onte (0,m)is € (—1,1). Decidiu si és possible transformar la corba o en  per medi d’una
transformacié rigida de R3 i un canvi de parametre.
Es possible transformar la corba « en la corba

V(s) = —*+3m+3arccoss+1 M——+2 Sarccoss—M)

per medi d’una transformaci6 rigida de R? i un canvi de parametre?

Solucié: Maple diu que totes dues corbes tenen k = 1/10 i 7 = 3/10. Per tant, es poden fer
coincidir per moviment rigid.
Per estudiar v(s) fem el canvi de variable s = cost i tenim

8cost 2cost
y(t) = (=20 | 3sint + 3¢+ 1,sint — —2" 12, 3¢ — sint),
que es pot escriure com
—% 3 1 cost 1
yt)=| -5 1 0 sint | + | 2
0 -1 1 3t 0
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Com que el determinant d’aquesta matriu 3 X 3 és zero, la corba és plana, i no pot ser isométrica
a a(s). Observeu que hem trobat una matriu A i un vector v tal que y(s) = Aa(s) + v.

Nota. Escribiu (s) matricialment, com hem fet amb ~(s), amb le mateix canvi de parametre.
Quina propietat té la matriu 3 X 3 que apareix?

70. Corbes de Bertrand. Siguin « := a(t) i § := ((t) dues corbes diferents tals que per a cada
t € (a,b) la recta normal a « en el punt a(t) coincideix amb la recta normal a 3 en el punt 5(¢).
La curvatura k() i la torsi6 7(t) de « en el punt «(t) sén no nulles en tot punt.

a) Proveu que existeix una constant r # 0 tal que 8(t) = «a(t) + rN(t), Vt € (a,b), on N(t) és
el vector normal a la corba « en el punt a(t). En particular la distancia entre a(t) i 5(t)
és constant.

b) Proveu que langle entre els vectors tangents a o i 8 en els punts «(t) i 5(t) és constant
(Indicacié: deriveu Ti,(t) - Ts(t)).

c) Proveu que hi ha una relacié lineal entre la curvatura i la torsié de « (de la forma A k(t) +

BT(t) =1, on A, B sén constants). (Indicacié: Useu I'apartat b).

Solucié: Suposem que t és el parametre arc de . Aixo implicara, en general que t no és el
parametre arc de .

(a) Per hipotesi tenim [(t) = a(t) + A(t) - N(t). Cal veure doncs que A(t) és constant. Derivant
B'(t) =a'(t) + N (t) - N(t) + At)N'(t) = (1 = k(&)A()T(t) + N ()N (t) — A(t)7(t) B(2).

Observeu que T(t), N(t), B(t) és la referéncia de Frenet de a en el punt «(t). Com que ['(t)
és ortogonal a la normal a (3 en el punt 3(t), és automaticament ortogonal a N(t), vector
normal a « en el punt «(t). Per tant, N'(t) = 0, que implica A(t) =r € R.

(b) Derivant respecte de t i denotant T = 7(t) el parametre arc de [3 tenim,

(Ta(t) Tp(t)) = Ta(t) Ta(t) + Ta(t) - Tp(t)" = ka(t)Na(t) - Ts(t) + Ta(t) ks(t)- CC% -Ng(t) =0,

ja que el normals de o i B tenen la mateixa direcci6 (i per tant és diferencien com a molt en
un signe). Aixi doncs (Ty, - T) és constant.

/(¢ X
(c) Com que Tj(t) = ‘g,—gt;' tenim

¢ = Tu(t) - Ty(t) = Tut)- 20 _ 1 — rk(t)

O = k()2 + 27 ()2

Aleshores (1 — rk(t))%(1 — ¢?) = ¢?r?7(s)? amb c,r constants. Com 7 # 0, (1 — c®) # 0. De
manera que tenim
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1—rk(t) cr

7(s) V1i—c2
Com que D = cr/\/1 — ¢? és constant, tenim 1 —rk(t) = D7(s) com voliem. Sic =0, D =0

i la torsi6 no apareix,

4.3 Helixs

71. Comproveu que la corba definida per

als) = (“/sme(s)ds, % /cosH(s)ds, Zs),

c
2 2 2 . , .z / . k(S) a .
amb a“+b° = ¢, ion 0(s) és qualsevol funcié amb 6" # 0, compleix que ﬂ = ig (en particular,
7(s
és una helix).
Solucié: Observem que
o) = (Lsind(s), Lcosh(s), )
e e e
o/(s)] = 1
o(s) = %(9'(3) cosO(s), —0'(s) sin A(s), 0)
a”(s) = %(—9’(3)2 sin@(s) + 0"(s) cos (s), —0'(s)? cos O(s) — 6" (s) sin(s),0)
abd'(s) ., .
d(s)Nd"(s) = 2 (bsinf(s),bcosb(s), —a)
() na(s)] = ZJo'(s)
a
ks = 20(s)
—abf'(s)?
_ det(d/(s),a"(s),a"(s)) 3 by,
m(s) = A E ) o
c
Aixi, ig =4 ‘318‘. Com ¢'(s) # 0, tindrem o bé sempre ' (s) < 0, i el quocient entre curvatura

i torsié és positiu, o bé sempre §'(s) > 0, i el quocient entre curvatura i torsié és negatiu.

72. Considereu la corba parametritzada «(t) = (cosht,sinht,t), t € R.

a) Trobeu-ne la curvatura i la torsié. Demostreu que « és una helix.
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b) Trobeu el parametre arc de .

Solucié:

(a) Fent els calculs, tenim:
o' = (sinh(t),cosh(t),1)
o” = (cosh(t),sinh(t),0)
" = (sinh(t), cosh(t),0)

/|| = +/cosh(2t) + 1 = v/2cosh(t)

o AN = (—sinh(t),cosh(t),—l)
|/ Aa”|| = V2cosh(t)

//\ " 1

vy = el 1
[l/]] 2 cosh*(t)
det(o!. o . o 1

R R )
[la/ A || 2 cosh®(t)

Diem que una corba és una hélix si les seves tangents formen un angle constant amb una
direccié fixada. A un exercici anterior vam veure que si la torsié no s’anul'la que k/T sigui
constant caracteritza el fet de ser hélix. En aquest cas k/T = —1. També podem fer la
comprovacié utilitzant la definicié. En efecte, si prenem la direccié ¥ = (0,1,0) Iangle entre
o i ¥ és constant i igual a 0 = arccos(1/+/2) = /4.

(b) Calculem el parametre arc de «,

:/ Ho/(a:)|d:1c:/ V2 cosh(z)dz = v/2sinh(t)
0 0

i per tant t = argsinh(s/v/2).

73. Trobeu les helixs esferiques.

Solucié: Per estar sobre una esfera de radi a,

1 k2
k2 * k472

Aix0 es dedueix facilment derivant dos cops la igualtat

(v(8) =¢,7(s) =) =0

= a2.

on c és el centre de I'esfera.
Per ser helix T = k cot o per a una certa constant . En funcié del radi de curvatura p = 1/k

Panterior equacié s’escriu
pdp

Ny

tan o = ds.
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Integrant obtenim
—va? —p?tana=s+C.

Si prenem s = 0 en el punt on la curvatura val é obtenim les equacions intrinseques de les
heélixs esfériques

1

> — = = s2cot’a
L2

2 1 2 2

s+ — = a“tan” «
72

4.4 Envolupants

74. Sigui a(s)z+b(s)y+c(s)z+d(s) = 0 Pequacié depenent del parametre s d’un pla variable P; de
R3. Quines condicions han de complir les funcions a, b, ¢, d perque existeixi una corba vy = 7(s)
que tingui P, com pla osculador per a cada s?

Solucié: Denotem A(s) = (a(s),b(s),c(s)) i X = (x,y,z). D’aquesta manera la familia unipa-
ramétrica de plans és
G(s):=A(s)- X +d(s) =0.

La familia de rectes caracteristiques esta formada per les rectes que s’obtenen en resoldre el

sistema?
G(s) = 0
dG(s)
ds =0

G(s) = 0
dG(s)

ds =0
d*G(s

dsg ) =0

Equivalentment

A(s)- X +d(s) = 0
As)- X +d(s) =
A'(s)- X +d"(s) =

3Vegeu, per exemple, Differential Geometry, de Erwin Kreyszig.
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Aquest sistema té solucié tinica si i només si

a b ¢
a v Jd|#£0.
a// b// C//

Veiem ara que si Y(s) és aquesta tnica corba solucid, llavors la familia de plans G(s) és la
familia dels plans osculadors de ~. Tenim

La primera equacié ens diu que y(s) € Ps. Derivant la primera equacié i tenint en compta la
segona tenim

D’aquestes dues, derivant la primera, deduim
A(s)-7'(s) = 0.

Per tant, el vector normal al pla, A(s), és perpendicular a 7' (t) i a 7"(s), és a dir, té la direccié
del binormal. Equivalentment, G(s) = 0 és I’equacié del pla osculador de v en el punt (s).

75. Sigui I un interval obert de R? i siguin ,v : I — R? funcions vectorials diferenciables. Denotem
per Dj la recta de R? de vector director v(s) i que passa per z(s). Diem que o : [ — R3 és
una corba envolupant de la familia {Ds} si, per cada s € I, a(s) € Ds i, en els punts en que
a’(s) #0, Dy és la recta tangent a la corba.

a) Demostreu que { Dy} admet una corba envolupant si i només si hi ha funcions diferenciables
a(s) 1 b(s) tals que x'(s) + a(s)v’(s) + b(s)v(s) = 0.

b) Demostreu que una condicié suficient perqué { Dy} admeti una corba envolupant és que per
a cada s € I es compleixi v(s) Av'(s) Z01iax'(s)- (v(s) Av'(s)) =0.

Solucié: a) Suposem que a(s) és corba envolupant de D,. Llavors existeix A(s) tal que
a(s) = z(s) + A(s)v(s).

Derivant
o (s) = 2'(s) + N(s)v(s) + A(s)v'(s).
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Perd com o/ (s) = pv(s) tenim

com voliem.

Reciprocament, si x'(s) + a(s)v’(s) + b(s)v(s) = 0 és facil veure que la corba a(s) = x(s) +
a(s)v(s) és la corba envolupant buscada.

b) Les dues condicions que es donen impliquen que z'(s) és combinacié lineal de v(s) iv'(s),
i estem per tant en el cas a).

Nota: Qué passa si la familia inicial donada compleix v(s) Av'(s) =07

4.5 Cercle osculador

76. Donada una corba regular o amb curvatura no nula a cada punt anomenarem pla osculador de
a en el punt a(s) al pla que passa per a(s) i és parallel als vectors T'(s) i N(s).

a) Demostreu que el pla osculador de « en el punt «a(s) és el limit dels plans que passen per
a(s+ h1), a(s + h) i a(s + h3) quan hq, hy, hs — 0.

b) El limit dels cercles que passen per a(s + h1), a(s + ha) i a(s + hg) quan hy, hg, hg — 0
és un cercle del pla osculador amb centre a la recta que passa per «a(s) i que té N(s) com
vector director i amb radi igual a 1/k(s) (aquest cercle s’anomena cercle osculador de « en
el punt «(s)).

77. Sigui o : I — R3 una corba regular amb curvatura mai nulla. Demostreu que si tots els centres
dels cercles osculadors de « estan continguts en una recta aleshores « és una circumferencia.
Indicacié: recordeu que el centre del cercle osculador de « en el punt a(s) és

Bs) = als) + 1

@N(S)'

Solucié: Parametritzem o pel parametre arc s i definim la corba dels centres dels cercles oscu-
ladors B(s) = a(s) + ﬁN(s). La hipotesi de que ( esta continguda en una recta es pot traduir
en que la curvatura de 8 és zero, o equivalentment que ' x 8" = 0. Utilitzant les férmules de
Frenet de o obtenim

o= O/Z;N+;N,:TIZN+;(I€TTB)
= —]];N—;B

g" = —(:;)/NJrllj;(kTﬂB)_(;)/BJ:N
S (5

2

k
pua = PO -G
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Imposant ara que 3 x " = 0 obtenim tres equacions que impliquen que k' = 0 (i per tant k és
constant) i T = 0 (i per tant, la corba « és plana). Aixi, es dedueix que « és una circumferéncia.

78. Demostreu que el lloc geometric dels centres dels cercles osculadors és una corba tal que la seva
tangent en cada punt és ortogonal a la tangent de la corba inicial en el punt corresponent.

Solucié: La corba o(s), lloc geométric dels centres de curvatura, s’escriu com
o(s) = a(s) + p(s)N(s),

on p(s) és el radi de curvatura i N(s) la normal principal. Derivant respecte del parametre arc s
tenim

o'(s) =T(s) + p/(s)N(s) + p(s)(=k(s)T(s) — 7(s)B(s))
on 7(s) és la torsié i B(s) el vector binormal.
Com que p(s)k(s) = 1, o’(s) és combinacié lineal de N(s) i B(s), i és per tant ortogonal a
T(s), per a tot s.

79. Vegeu que en un punt que no sigui extrem de la curvatura d’una corba plana, la corba travessa
el cercle osculador en aquest punt.

Solucié: Prenem, amb centre en aquest punt, la referéncia T'(0), N(0). D’aquesta manera la
corba v(s) = (z(s),y(s)) compleix x(0) = y(0) = 0, 2/(0) = 1, ¥'(0) = 0, 2”(0) = 0, ¥"(0) =
k(0) = 1/p, on p és el radi de curvatura en (0). Podem pensar que s és el parametre arc.

Sigui D(s) la funcié distancia dels punts de la corba al centre de curvatura (0, p). Tenim

D(s) = V()2 + (y(s) — p)*.

Farem les derivades successives de D(s) observant que Aquestes derivades es simplifiquen bastant
si anem pensant que només ens interessa el seu valor en s = 0.
En efecte,

D'(s) = (a(s)2(s) + (y(s) = p)y'(s))D(s) ™"

D”(S) ( /

D/”(S) _ (.’L‘”(S)Q 4 l’l(S)(E//(S) + .Z'//(S)
+ D'(s)u(s) + D" (s)v(s),

on A(s), u(s),v(s) son certes funcions.
Posant ara s = 0 obtenim

D) = p
D'(0) = 0
D"(0) = 0
D///(O) _ y///(o).
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Es facil veure que K (0) = y(0)/2, de manera que la hipotesis de que el punt no sigui extrem
de la curvatura vol dir que y"'(0) # 0.
Per tant, si desenvolupem D(s) per Taylor obtenim

D(s)=p+as’+...

on a = —Fk'(0)/3. Aixi a té signe oposat a k'(0): positiu si la curvatura decreix i negatiu si la
curvatura creix.

Si a > 0, els punts de la corba amb s < 0 sén interiors al cercle osculador, i els punts de la
corba amb s > 0 son exteriors al cercle osculador.

Sia < 0, els punts de la corba amb s < 0 sén exteriors al cercle osculador, i els punts de la
corba amb s > 0 son interiors al cercle osculador.

80. Demostreu que cercles osculadors proxims d’una corba plana no es tallen.

Solucié: Sigui v := 7(s) una corba plana parametritzada per I'arc. La corba o := o(s) dels
centres de curvatura és la corba

a(s) = (s) + p(s)N(s),

on p(s) és el radi de curvatura i N(s) la normal a 7 en el punt ~y(s).

Puntualitzarem I’enunciat suposant que p'(0) > 0. En particular existeix un petit entorn de
0 en el que p'(s) > 0. Veurem que els cercles osculadors corresponents a aquests valors de s no
tallen el cercle osculador corresponent a s = 0.

La longitud de o entre o(0) i o(s) és

o(0), 0(s)) = /O o' (s)lds = /0 17(9)lds = p(s) — p(0).

Sigui @ un punt qualsevol del cercle osculador en el punt v(0). Veurem que @ és interior al
cercle osculador en el punt (s). En efecte,

d(Q,0(s)) < d(Q,0(0)) + d(0(0),0(s)) < p(0) +1(c(0),0(s)) = p(s)-

Pero el signe igual en aquesta igualtat només es pot donar si la corba de centres de curvatura
és una recta (en el petit interval que estem considerant). Pero aixo vol dir que el vector normal
N(s) és constant, la qual cosa només es déna quan ~y és una recta, situacié implicitament no
considerada ja que quan parlem de p(s) entenem que k(s) # 0. Per tant

d(Q,0(s)) < p(s),

i tot punt del cercle osculador en el punt v(0) és interior al cercle osculador en el punt ~y(s).
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4.6

Esfera osculadora

81. Una corba de R3 es diu esférica si existeix una esfera que la conté.

a)

S’anomena esfera osculadora a una corba en un punt 7(s) al limit de les esferes que passen
per y(s) i tres punts proxims. Demostreu que el centre de esfera osculadora en el punt
~(s) és :
1 K'(s)
= —N —————B
e(s) = 7(5) + 7 V(&) + g T B)
on s és el parametre arc.

Denotem R(s) = ﬁ i0(s) = % els inversos de la curvatura i la torsié d’una corba 7(s).

Suposem s parametre arc. Suposant que R’ # 0 demostreu que 7(s) és una corba esferica
si i només si R? + (OR')? = a?, on a és una constant.

Demostreu que la corba y(t) = (a, —1,0) 4+ (acost,asint, 2asin(t/2)) és esferica (Indicacid:
En aquest cas és més facil trobar el centre i el radi de ’esfera on esta continguda la corba
~(t), per exemple fent un dibuix).

Solucio:

(a) Equivalentment podem definir I'esfera osculadora com una esfera amb ordre de contacte 3 en
un punt (Iequacié d’una esfera té 4 parametres i gracies a aixo podem aconseguir ordre 3).

L’equacié de lesfera de centre c(sg) i radi

1 k‘lQ(So)
\/ K2(s0) | K (s0)72(s0)

és

(x — c(s0),x —c(s0)) — — =0.

Sigui

i fem les comprovacions:

f(s0) = 0
e = 2(6)0(6) = clsa)] ., = 2T60). o Nlso) = 0 B(su) =0
2
)y = 200" (s).0() — els0))],_, + 20 (). /(5))],_,, =0
d3f " 1 /
e = 200"(s),0(s) — clso)]_,, + 6o’ (s), ()],

= 2</<:'(50)N(80) — kQ(so)T(so) — 7(s0)k(s0)B(s0), a(so) — c(so)> =0
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(b) Si~y és una corba esférica 'esfera osculadora no depén de s i coincideix amb I'esfera que conté
~. Per tant el radi de I’esfera osculadora és constant, i.e.,

R?+ (OR)? =d*> (%)
Reciprocament si R? + (OR')? = a? cal veure que c(s) = ctt. Tenim
d(s) = (~RO™!' — (OR))B(s)

Pero si derivem () obtenim RR' +©R'(OR')" = 0 d’on si suposem R’ # 0 i ©~! # 0 podem
concloure ¢ (s) = 0, com voliem veure.

(c) Tenim ~(t) = (a(l 4 cos(t)),—1 + asin(t),2asin(t/2)). Fer la comprovacié pel criteri de
Papartat anterior exigeix uns calculs realment dificils, en canvi és relativament senzill fent
un dibuix veure que la corba esta sobre 'esfera de centre (0,—1,0) i radi a + 1. En efecte,

d(a(t), (0,-1,0))% = 1 + a® + 2asin(t) + 4sin?(t/2) = (a + 1)

82. Sigui a una corba regular. Demostreu que

a) « esta sobre una esfera de centre P si i només si o/(t) és ortogonal a a(t) — P per a tot t.
Apliqueu-ho a la corba a(t) = (asin®t, asintcost,acost).

b) « té rapidesa constant si i només si o’ (t) és ortogonal a o (t) per a tot t.

Solucié: a) Com (a(t) — P) - (a(t) — P) = R?, on R és el radi de Desfera, derivant tenim o(t) -
(a(t)—P) = 0, com voliem. En el cas particular de la corba donada o/ (t) = (2asint cost, a cos® t —
asin®t, —asint) i /(s)-a(s) = 0, per tant a(t) esta continguda a 'esfera de centre (0,0,0) i radi
la(t)] = a.

b) La rapidesa és, per definicid, v(t) = |d/(t)| = \/&/(t) - /(t). Derivant tenim

o/(t) - o (t)
|/ (1))

per tant, v'(t) = 0 si 1 només si o/(t) i " (t) sén ortogonals.

V'(t) =

83. Trobeu els plans osculadors, les circumferéncies osculadores i les esferes osculadores de la corba
y(t) = (t,t2,t3). Es cert, en general, que les esferes osculadores travessen la corba?

Solucié: Hem vist a 'apartat a) del problema 48 que el pla osculador en el punt v(t) és el pla
I : (z,y,2) = (t,t5,¢3) + A(1, 2, 3t%) + (0,2, 6t).

El centre de la circumferéncia osculadora és el punt
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(1+42 49932 1
2v1+ 92 + 9t4 /4 + 36t2

i la circumferéncia, un cop fixat t, es pot donar com la corba parametritzada o(u) donada per

C(t) = (t,t%,¢%) + (0,2, 6t)

o(u) =C(t) + p(t) (cosuT(t) + sinu N(t))

on T'(t), N(t) sén els vectors tangent i normal a y(t) calculats a 'apartat a) del problema 48.
Observem que en t = 0 tenim T'(0) = (1,0,0), N(0) = (0,1,0) i p(0) = 1/2, per tant

1
o(u) = (0,=,0) + i(cos u,sinu, 0).

5)
El centre de 'esfera osculadora és el punt

p(t)
7(t)

on p(t) = 1/k(t) és el radi de curvatura i v(t) = |/(t)| és la velocitat.
L’equacio és doncs

O(t) = ~(t) + p(t)N (1) + — o) B(t)

/(¢ 2
X = 0P = slep+ (2500
7(t)
amb X = (z,y, 2).

Els calculs en un t arbitrari sén molt llargs, de manera que mirem només qué tenim en t = 0.

Mirant el problema 48 veiem que p(0) = 1/2, 7(0) = =3, p/(0) = 0. Per tant, l'esfera
osculadora és .

1
que talla el pla osculador (z = 0) en el cercle osculador abans calculat.

Es veu molt facilment que tots els punts de la corba (t) donada estan fora de I’esfera oscula-
dora del punt v(0) = (0,0,0). Només s’ha de veure que d(v(t),(0,1/2,0)) > 0, per a tot t. Aixo
és aixi perqueé la funcié curvatura, o equivalentment, la funcié radi de curvatura, té un extrem
ent = 0. En els punts on p(t) és creixent o decreixent la corba travessa l’esfera osculatriu, com
passava amb les corbes planes respecte del cercle osculador.

Aixo es veu de manera totalment analoga a com ho hem vist per als cercles osculadors,
problema T9. La referéncia que hem d’agafar ara és la de Frenet en el punt considerat. A partir
d’aqui es repeteixen, mutatis mutandi, els calculs de la pagina 82.

|X —(0,1/2,0)]? =



Capitol 5

Superficies a R?

5.1 Preliminars
84. Sigui S la superficie definida per 'equacié = +y = 2> + 1.
1. Comproveu que S és una superficie regular.
2. Doneu una parametritzacié de S.

3. Determineu per a quin valor de a € R el vector ¥ = (a,3,1) és tangent a S en el punt
p=(1,1,1).

Solucié: Recordem que diem que una superficie S és regular si per a cada punt p € S existeix
un entorn U 3 p i una parametritzacié ¢ : U — R3 regular, és a dir, tal que J() és de rang 2 en
tot punt. Prenem com a parametritzacié p(r,z) = (2,23 + 1 — x,2). Aleshores

P = (13170)

0y = (0,32%1)
i per tant Dy té rang 2 en tot punt i la parametritzacié és regular. Observem ara que si
p=(1,1,1) tenim T,S = ((1,1,0),(0,3,1)) = ((1,—1,3))*. Per tant cap imposar 7-(1,—1,3) = 0.
Tenim

v-(1,-1,3)=a—-3+3=a

icala=0.

85. Doneu parametritzacions regulars locals de les quadriques seglients:

1. Cilindre

a) Eliptic (2)*+ (¥)° = 1.

b) Hiperbolic (£)* — (1) = 1.

c¢) Parabolic y = cz?.

87
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Cilindre parabolic

Cilindre hiperbolic

Cilindre elliptic

89
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Solucié:
(1a) Per parametritzar el cilindre elliptic posem
w(0,t) = (acosf,bsinb,t)

amb (0,t) € (0,27) x R C R2.

(1b) Pel cilindre hiperbolic tenim
©(0,t) = (acosh@,bsinh 6, t)

amb (0,t) € R2.

(1c) Finalment, el cilindre parabolic:
o(s,t) = (s,cs5°,1)

amb (s,t) € R2.

2 2 2 2 2
(2) En I'equacio (%) + (%) + ( ) = 1 introduim una nova variable w = + (2) + <%)

a

z
(&
2
de manera que ens quedi w? + (%) = 1. Parametritzem el conjunt de (w, z) que verifiquen

aquesta equacié com abans
w = cosp
z = csiny
2
amb ¢ € (=%, %) ja que w > 0. D’altra banda, per la definicié de w tenim que (%) +

2
2
(%) = w*, d’on

r = awcosb

= bwsinf
amb 0 € (0,27). De manera que obtenim la segiient parametritzacié de ’ellipsoide:
Y(0,¢) = (acosfcosp,bsinb cos g, csin @)
amb (0,¢) € (0,27) x (=%,%) C R%
(3) De la mateixa manera es dedueix una parametritzacié regular de I’hiperboloide d’un full:
¥(0, ) = (acos b cosh p, bsin O cosh ¢, csinh @)

amb (0, ) € (0,27) x R C R2.
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(4) Parametritzem també I’hiperboloide de dos fulls mitjangant:

¥(0, p) = (acosfsinh ¢, bsin § sinh ¢, +c cosh @)
amb (6, ) € (0,27) x (0,00) C R2.
(5) El paraboloide el'liptic:
©(6,t) = (atcosh, btsinb, t*/c)
amb (0,t) € (0,27) x (0,00) C R2.

(6) El paraboloide hiperbolic (per z > 0):
©(s,t) = (at cosh s, bt sinh s, % /c)

amb (s,t) € R?, encara que aquest també es pot parametritzar aillant la coordenada » =
2 2
%((%) - (%) ) i fent variar (x,y) € R2.
(7) El con:
w(0,t) = (atcosB, btsin b, t)
amb (0,t) € (0,27) x R* C R2.

86. Sigui S C R? una superficie i 7 : § — R? la projeccié sobre el pla x. Es 7 una aplicacio
diferenciable?

Solucié: La idea intuitiva de la definicié d’aplicacié diferenciable sobre una superficie, és que
escrita en coordenades aquesta aplicacio sigui diferenciable.

A més, ser diferenciable és una qiiestio local, de manera que ens podem restringir a una carta
local ¢ : U — S C R3 donada per p(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)). Per hipotesis, aquestes tres
funcions coordenades sén diferenciables, de manera que ’aplicacié que ens demana el problema,
que en coordenades és 7w : U — R? amb 7(u,v) = (z(u,v),y(u,v)) és diferenciable.

87. Sigui S? l'esfera unitat de R?. Demostreu que I’aplicacié antipodal de S? és un difeomorfisme.
Solucié: Si parametritzem l'esfera, com és habitual, per la longitud i la colatitud, ¥ (0, ) =
(sin ¢ cos 8, sin psin @, cos @) 'aplicacié antipodal en coordenades esta donada per

(9750) — (0+7T77T - 90)7

la qual és clarament diferenciable.

88. Comproveu que el paraboloide P definit per z = x? + y? és una superficie difeomorfa al pla.

Solucié: Definim f : P — R?, per f(z,y,2) = (x,y). Observem que f en coordenades és la
identitat. En particular diferenciable, cosa que ja sabiem pel problema 86. Pero f és clarament
bijectiva i hem acabat.
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90.
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Construiu un difeomorfisme entre 'esfera 2 +y%+ 22 = 1i I'el-lipsoide 22 /a2 +y% /b 422 /c? = 1.

Solucié: Només hem de definir f : Esfera — Ellipsoide per f(z,y,z) = (az, by, cz). Clarament
ben definida (f(z,y,x) € Ellipsoide) i bijectiva. A més, és diferenciable, ja que si pensem les dues
superficies com grafiques de les corresponents funcions z = z(x,y) (podem estudiar separadament
els casos z > 01 z < 0 i cobrir posteriorment els punts z = 0 amb cartes analogues pero del tipus
x=ux(y,z) iy =y(x,z)), f en coordenades és I'aplicacié

(z,y) — (az,by)

la qual és clarament diferenciable.

a) Demostreu que I'equacié del pla tangent en el punt (xg,yo, z9) d’una superficie S donada
per 'equacié f(z,y,z) =0, on 0 és un valor regular de f, és
0 0 0
%(ﬂco, Y0, 20) (T — T0) + 5£($o,yo, 20) (Y — yo) + a*'i(%,yo, 20) (z —20) =0.  (5.1)

b) Apliqueu-ho a la superficie d’equacié 22 + y? — 22 = 1 i comproveu que en els punts de la
forma (z,y,0) el pla tangent és paral-lel a 'eix 0z.

¢) Demostreu que l'equacié del pla tangent a una superficie definida per z = f(x,y), en el

punt po = (2o, %0), és

= o)+ 500 (2 = 50) + 5L 00) (0~ 30)

Solucié: a) L’equacié (5.1) representa un pla que passa pel punt P = (xg, 0, 20) i té vector
director grad f(P). Per veure que aquest vector és justament el vector normal del pla tangent a
S en P observem que qualsevol corba 7(s) = (z(s),y(s), z(s)) sobre S compleix

fx(s),y(s),2(s)) = 0.
Podem suposar P = v(0). Derivant en s = 0 tenim

S (P 0)+ L P )+ TP o

Pero aquesta igualtat es pot escriure també com

grad f(P)-+/(0) = 0.

Es a dir, grad f(P) és ortogonal a tots els vectors tangents en P a corbes sobre la superficie. Per
tant, és el vector normal del pla tangent.
b) Si P = (x0, Y0, 20) € S tenim grad f(P) = (2x0, 2yo, —220) 1 per tant el pla tangent és

wo(x — 20) + yo(y — o) — 20(2z — 20) = 0.
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Ara és clar que si zg = 0 aquest pla és parallel a 'eix z.
c¢) Posant F(x,y,z) = z — f(x,y) estem en el cas anterior.

91. Determineu els plans tangents a la superficie f(u,v) = (u,v, V12 +v2 — 1) en els punts £(0,/2)
i f(v2,0).

92. Diem que dues superficies de R3, S i Sy, s’intersecten transversalment si, per a cada p € S1N .Sy
es compleix TP]R3 = T,51 + T,S2. Demostreu que si S7 i S2 s’intersecten transversalment llavors
el conjunt S; N Sy és una subvarietat de R? de dimensi6 1.

Solucié: Aplicacié directa del teorema de la funcié implicital.

Considerem dues parametritzacions ¢(u,v) 1 1(u,v) i estudiem la seva interseccié p(u,v) =
(@, 0).

Per hipotesis, un dels vectors @, 0 ¢, és linealment independent amb la parella Vg, g.
Suposem que siguin @, Vg, ¥y linealment independents.

Considerem ~

F: UxU — R3
u,v, 4,0 +—  @(u,v) —P(a,v)

La interseccié buscada son els zeros de F' (que la pensem com una aplicacié d’un obert de R per
un obert de R en R?). El jacobia de F respecte de les tres darreres variables v, i, v és justament
el determinant de la matriu que té per columnes les components de @,, g, %y, 1 és per tant,
diferent de zero.

Aixi podem posar v = v(u),u = u(u),v = v(u), que correspon a dues parametritzacions de la
interseccié v = v(u) (corba sobre la primera superficie), i u = u(u),v = v(u), (la mateixa corba
pensada ara sobre la segona superficie.)

5.2 L’aplicacié de Gauss

93. Descriviu la regié de S? recoberta per la imatge de I'aplicacié de Gauss de les superficies
seglients:

a) Cilindre circular {(z,y, 2) € R? | 22 + y* = R?}.

b) Con circular {(z,y, z) € R? | 22 + y? — 222 = 0}.

'Donada
F: R"xR™ — R™

z,y = Flzy)
amb F(a,b) =01
OF;
Dy,
podem posar, localment al voltant de (a,b), les y's en funcié de les 2’s, i.e. existeixen funcions diferenciables
y; = y;(z) tals que F(x,y(x))=0.

det(

) #0
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¢) Hiperboloide d'un full {(z,y, 2) € R3 | 2% + y* — 22 = 1}.

Tor {(z,y,2) € R® | (Va2 +y? — R)? + 22 = r?}.

f) 22 +y% = cosh? 2.

)
d) Paraboloide circular {(z,y, z) € R3 | z = 2% + y?}.
e)

)

Solucié: Abans de comencar amb el problema farem dues observacions sobre I’aplicacio de
Gauss d’una superficie de revolucié S, que es dedueixen de I’expressié del vector normal N de la
parametritzacié habitual p(u,v) = (z(u)cosv,z(u)sinv, z(u)) on (x(u), z(u)) és una corba del
pla xz que gira al voltant de I'eix z (veure el problema 121)

1
. /x/2 + 2/2

1. La imatge per I'aplicacié de Gauss d’un meridia (v = constant) de S esta continguda en un
meridia de I'esfera S, ja que aquests meridians estan caracteritzats per ser la interseccié
amb [D'esfera dels plans y = A\x. En el nostre cas A = tanv.

N(u,v) =

(—2'(u) cosv, —2'(u) sinv, 2’ (u))

2. La imatge per I'aplicacié de Gauss d’un parallel (u = constant) de S descriu tot un parallel
de Pesfera S2, ja que aquests parallels estan caracteritzats per ser la interseccié amb I’esfera
dels plans z = constant. En el nostre cas aquesta constant és x’ [/ 2% + /2.

No oblidem que N esta determinat llevat del signe. A I’anterior expressié hem pres com sentit
positiu de N el donat per la direccié de , A p,, 1 depén doncs de 'ordre de les variables (u,v).

Observem que en el punt 1 anterior diem que la imatge d’un meridia esta continguda en un
meridia (en general no sera igual a tot el meridia) i en canvi en el punt 2 diem que la imatge del
parallel és tot el parallel. Aixi, per veure quina és la imatge de I'aplicacié de Gauss de S només
hem d’observar la imatge de la seva restriccié a un meridia de S, és a dir, del vector normal
(—2'(u),2'(u)) de la corba generatriu a(u) de S. Les superficies (a)—(f) son totes de revolucid,
per tant, en cada cas la imatge de I’aplicacié de Gauss és

(a) Pequador de S?,

(b) un parallel de S? que depén de c, ja que en aquest cas x(u) = cu, z(u) = u, i per tant,
recordant que si ¢ és la latitud d’un punt (x,y, z) sobre l'esfera tenim

en el nostre cas, mirant I'expressié de N(u,v) que hem obtingut abans, sera

o'(u)

2" (u)]

Es tracte doncs del parallel de latitud 6 = arctan c.

tanp = =c.
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(c)

(d)

()

()

una banda oberta d’amplada § centrada a I'equador de S2, ja que en aquest cas x(u) =

coshu, z(u) = sinhw, i per tant tenim

o' (u)
|2/ (w)]

Com —1 < tanhu < 1, tenim —n/4 < ¢ < w/4. Després fem variar v entre 0 i 2.

tanp = = tanh u.

I’hemisferi nord obert, ja que en aquest cas x(u) = u, z(u) = u?, i per tant,

' (u) _ 1
|2/ (W) 2|

tanp =

Aixi 0 < tan ¢ < oo, 1 per tant 0 < ¢ < 7/2, que descriu tot I’hemisferi nord. Aquesta és
la normal que apunta ‘cap endins’ en el paraboloide.

tota l'esfera dos cops. En aquest cas x(u) = R + rcosu, z(u) = rsinu. Per tant tan¢ =

|iior‘;qi|, cosa que vol dir que ¢ pot prendre qualsevol valor, és a dir, per a una v fixada
tenim tot el meridia. Pero els meridians estan caracteritzats per y = Ar amb \ = tanwv,
per tant per als valors v i v + w estem en el mateix meridia. Per tant aquest meridia esta
recorregut dues vegades. Al variar v s’agafen tots els meridians dos cops, es a dir la imatge

de I'aplicacié de Gauus del tor és S? recorreguda dos cops.

En aquest cas x(u) = coshu, z(u) = u, i per tant tan @ = sinhwu, cosa que vol dir que la
imatge de I'aplicacié de Gauss és tot S?, excepte els pols, ja que —oo < sinhu < co.

94. Helicoide. a) Comproveu que ¢(u,v) = (vcosu,vsinu,au) és una parametritzacié regular de
la superficie S de R? donada per 'equacié

z . 2
ycos — —xsin — = 0.
a a

Aquesta superficie es diu helicoide.

b)
c)

d)

Calculeu el vector normal N i I’equacid del pla tangent IT en un punt arbitrari de S.

Demostreu que, al llarg de la corba coordenada u = ug, el pla tangent a S gira de manera
que la tangent de l'angle que forma amb l’eix z és proporcional a la distancia del punt
©(up,v) a l'eix z. Entenem que I’angle entre el pla i I'eix z és el complementari de I’angle
entre el vector normal al pla i 'eix z.

L’aplicacié de Gauss, és exhaustiva? Es injectiva??

Solucié: a) Es clar que

z -4 . .
Yy COS — — TSI — =wsinucosu — vcosusinu = 0.
a a

Per tant, els punts ¢(u,v) verifiquen I'equacié implicita de I’helicoide.

2L’aplicacié de Gauss de les superficies minimals ha estat molt estudiada, vegeu per exemple el survey Complete
minimal surfaces in R®, F. Lépez, F. Martin, Pub. Mat. UAB, 43, 1999.
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b) Tenim
ou(u,v) = (—vsinu,vcosu,au)
ou(u,v) = (cosu,sinu,a)
1
N(u,v) = ————=(—asinu,acosu,—v)

Va2 +v?
El pla tangent en el punt de coordenades (u,v) esta donat per
N(u,v) - (x —vcosu,y —vsinu, z — au) = 0.

La condicié de que ¢(u,v) sigui regular, esmentada a 'apartat a), és equivalent a la condici6
wu N py # 0, que es comprova ara facilment.
¢) Per calcular Iangle entre N (u,v) i 'eix de les 2's fem

v

VaZ + b2

Entenem que I’angle de queé ens parla el problema és el complementari de 0, 3 = 5 — 0.
Per tant,

N(u,v)-(0,0,1) = cosf = —

v
tan 8 = cot = ——,
a

i com que v és justament la distancia de ¢(u,v) a leix de les z's hem acabat.

De fet, les corbes u = ugy de que parla el problema sén rectes del pla z = aug de pendent, en
aquest pla, tanug. Al llarg d’aquestes rectes, a mesura que ens allunyem de I'eix de les 2's, el pla
tangent va girant de manera proporcional a la distancia que ens separa de I’eix.

d) No agafa els pols. Cada punt de 'esfera diferent dels pols té infinites antiimatges. De fet,
acabem de veure que —oo < tan § = —¢ < 00, ja que v pot prendre tots els valors reals. Per tant,
en variar v amb u = ug obtenim com imatge de I’aplicacié de Gauss tot el meridia determinat
pel pla y = — cot ux, excepte els pols.
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Com que per a cada valor u = ug obtenim tot el meridia, en variar ug obtenim aquest meridia
infinites vegades.

També existeix una altra recta continguda a I’helicoide: I'eix Oz, donat per v = 0. Quan
ens restringim a aquesta recta el vector normal N gira constantment descrivint infinites vegades
Pequador de S?.

95. Estudieu l'aplicacié de Gauss restringida a cada generatriu (recta continguda) del paraboloide
hiperbolic
{(z,y,2) €R | ez = xy}.

Solucié: El paraboloide hiperbolic d’equacié ¢z = xy té com a generatrius les rectes x = xq i
Yy = Yo, la situacio és completament simétrica en x i en y. Utilitzant la parametritzacié (z,y) —
(z,y,*2) tenim que el seu vector normal és

( ) y T —C
x?y = 9 J *
VE+22+ 32 /AR +a2+y2 2+ 22 +y?

De manera que la restriccié a x = xog de N esta continguda al pla cy + xoz = 0, i de fet descriu
la meitat del cercle maxim de S? corresponent a la interseccié de S? amb aquest pla per I'origen.

5.3 Primera forma fonamental

96. Trobeu la primera forma fonamental de les quadriques del problema 85, respecte de les para-
metritzacions corresponents.
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Solucié: Només escriurem la primera forma fonamental del ellipsoide de semieixos (a,b,c).
Posem u = 0 (longitud) i v = ¢ (latitud), aleshores:

o(u,v) = (acosvcosu,bcosvsinu,csinv)

¢ = (—acosvsinu,bcosvcosu,0)

Yy = (—asinvcosu,—bsinvsinu,ccosv)
E(u,v) = cos®v(a®sin®u + b? cos® u)

22
a* —b° | .

F(u,v) = L sin 2u sin 2v
G(u,v) = a?cos®usin®v 4 b?sin?usin? v + ¢? cos? v

En particular, si a = b = ¢ = R obtenim la primera forma fonamental de ’esfera de radi R en

R?cos’yp 0
0 R? )"

RZ cos? £ O
0 R? )

on r és la distancia mesurada sobre 'esfera (coordenades polars geodeésiques).

coordenades esferiques (0, ¢):

que s’acostuma a escriure

97. Trobeu la primera forma fonamental del pla en coordenades polars.

Solucié: Sigui p(r,0) = (rcosf,rsind,0) la parametritzacié del pla {z = 0} C R® amb coorde-
nades polars. Llavors,

or = (cosf,sind,0)
vg = (—rsinf,rcosb,0)
i
E(r,0) =
F(r,8) = 0
G(r, = r?

98. Projeccié estereografica. Trobeu la primera forma fonamental de I'esfera en les coordenades
induides per la projeccié estereografica. Comproveu que la projeccié estereografica és conforme,
i.e. que conserva els angles.

Indicacié. L'esfera unitat S? de R? és 'esfera de radi 1 centrada a l'origen de coordenades.
La projeccié estereografica de S? sobre el pla de I'equador (d’equacié z = 0) esta definida de
la manera segiient: Si P és qualsevol punt de S? diferent del pol nord, la imatge P’ de P és el
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punt del pla z = 0 obtingut per interseccié d’aquest pla amb la recta que uneix P i el pol nord.
Si (z,y, ) sén les tres coordenades d'un punt P € S? i (2/,y',0) sén les coordenades de la seva
projeccié estereografica P’ expresseu 2’ i ¢/ en funci6 de x, v, 2.

Solucié: Treballarem amb les coordenades cilindriques de R3, i.e., (r,0,2z) amb el canvi de
coordenades habitual: x = rcosf iy = rsinfl. La projeccié estereografica de I'esfera de radi R
sobre el pla té com a inversa

: R((2)? _1
o(r,0) = 2rcosf  2rsinf (1(}2) )

L+ (5) 1+ (5)° 1+ (R)°

prenent coordenades polars (r,0) en el pla. En efecte, treballant amb les dues coordenades (r, z)
de les cilindriques (r,6, z) de R? tenim que o ve determinada per la solucié en X de (0, R) + \(r —

0,0—R) = (A\r,R(1—)) € {r2+22=R?}, don \ = —2—;
1+(%)
<
6%
«
R «
R
I5)
P - 7 g

De fet, es veu directament mirant el dibuix, en el que = 2o — 7/2, que tana = 5, i per
tant, les coordenades (cilindriques) del punt de tall de la recta que passa pel pol nord i 'esfera
son

tan o 1 2r
= Rcosf = Rsin2a = 2Rsinacosa = 2R =
p V1+tan?a V1 +tanZa 14 (f)?
tana — 1 )2 -1
z = Rsinf = —Rcos2a = —R(cos* a — sin® a) = anza :R(f')
tan®a + 1 (g2 +1

Podem prendre llavors, o com una parametritzacio de la esfera i calcular

o (r,0) = 2R%2(R? —r?)cosf 2R*(R%*—r%)sinf  4R3r
e N (R? 4+ 1r2)? ’ (R% 4+ r2)? " (R2 4 12)2

oo(r, ) = —2rs1nz7 2’FC0892’0
1+ (%) 1+ (%)
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obtenint com a primera forma fonamental de I’esfera en aquestes coordenades

ol 0\ 4R ( 10 )
4.2 — 7 9 . oo
0 e ) CPHEPAOS

és a dir un miltiple de la primera forma fonamental del pla en coordenades polars. Aixo ens diu
que langle que formen de dos vectors tangents al pla és igual al que formen les seves imatges
sobre la esfera després de portar-los mitjancant la diferencial de o, és a dir, que o és una aplicacio
conforme.

5.4 Segona Forma Fonamental

99. Calculeu, a l'origen, 'aplicacié de Weingarten, la primera i segona formes fonamentals i les

curvatures i direccions principals de les superficies de R3:
a) z = 2 + y? (paraboloide el liptic).
b) z = x? — y? (paraboloide hiperbolic).

c¢) Repetiu I'exercici per a l'esfera 224142422 = 1, perd ara feu els calculs en un punt arbitrari.

Solucié: a) Parametritzem el paraboloide elliptic com o(x,y) = (x,y, x> + y*) de manera que
tenim

vr: = (1,0,2x)
ey = (0,1,2y)
Ve Ny = (—2x,—2y,1)
viz,y) = Nip —i1-47“2 (=22, —2y,1), r* =z +*
Yoz = (0,0,2)
Opy = (0,0,0)
eyy = (0,0,2)

Per tant, en (x,y) = (0,0), tenim

-

L’origen és, doncs, un punt umbilical.

curvatura principal 2.
b)

10
0 1

) n-(31)

Totes les direccions son direccions de curvatura amb
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c¢) Parametritzem Desfera per p(z,y) = (z,y,\/R?> — 22 — y?) de manera que tenim

101

Pz = (170,—x/2)7 z = R2_‘T2_y2
‘Py = (O,l,—y/Z)
1
SO.I/\()OZJ = ;(xvyaz)
vir,y) = (2,9,2)
T 2y
€ = —PpUp= -1
z
Tz
f = —pz- Uy = =
z
Y2y
ey — . - Z J 1
g Py -y >
Per tant, com que z, = —x/z i zy = —y/z
oL (B o L (F-y wy
22 Ty R?>— 22 )7 22 Ty R?>— 22 )

Veiem doncs que la segona forma fonamental és un muiltiple de la primera, com ja sabiem ja que
a Desfera tots els punts sén umbilicals.

100. Determineu 'aplicacié de Weingarten i calculeu la segona forma fonamental de les superficies
de R? considerades a l’exercici 140.

Solucié: a) Tenim

o(u,v) = (ucosv,usinv,u?)
oy = (coswv,sinwv,2u)
Yy = (—usinv,ucoswv,0)

Pu NPy = (—2u2 cos v, —2u? sinv, u)

v(u,v) = Vﬁ(—?ucosv,—?usinv,l)
o = (0,0,2)
Yuw = (—sinv,cosv,0)
Do (—ucosv, —usinv,0)

La segona forma fonamental és doncs

o] 2 0
CVaZ+ 1\ 0 2u?

i 'endomorfisme de Weingarten

2
75 0
- 1 (*+1)"1 0 2 0 (4u2 + 1)3/2
— 77 = —
W=1"I= 4u2+1< 0 y—2 0 22 )= 0 2

(4u? + 1)1/2



Geometria Diferencial 102

5.5 Curvatura de Gauss

101. Demostreu que la curvatura de Gauss K i la curvatura mitjana® H d’una superficie ¢(u,v) es
poden calcular a partir de les formules

KVEG—F? = det(v,vy, )

—2H+\/EG — F?

det(v, pu, vy) + det(v, vy, )

on E, F, G sén els coeficients de la primera forma fonamental i v és el camp normal unitari en la
direccié donada per ¢, A ©,.

Solucié: Si escrivim
Vy = G119y + a12¥y

Vy = 219y + a220y

veiem directament que
det(v, vy, vy) = det(asj) det(v, oy, o) = KV - oy A @y) = Klpy A py| = K\ EG — F2.
Analogament,

det(v, oy, ) + det(v, vy, ) = aga det(v, vy, vy) + a11 det(v, pu, o) = (a11 + a22)V EG — F?

i com que la traca de I'endomorfisme de Weingarten és menys el doble de la curvatura mitjana
hem acabat. Recordeu que I'endomorfisme de Weingarten és igual a menys la diferencial de la
normal, W = —dv.

102. Sigui S una superficie que és tangent a un pla II al llarg d’una corba regular C'. Demostreu que
S té curvatura de Gauss nulla en cada punt de C. Estudieu el cas particular del tor de revolucio.

Solucié: Sigui p € C, volem veure que K(p) = det W(p) = 0. Es a dir, que laplicacié de
Weingarten en p té un valor propi nul. Sigui «(s) una parametritzacié de C' de manera que
a(0) = p. Aleshores o/(0) és un vector del nucli de I'aplicacié de Weingarten en p:

_dvs(o(s))| _ dvnals))

=0
ds s=0 ds s=0

dvg(w) = dvs(a’(0))

Jja que vg|, = vy, 1 aquest ultim és constant en tot el pla II.

103. Calculeu la curvatura de Gauss de la superficie

o(u,v) = (u+ v, uv,v)

3De la curvatura mitjana se'n diu també curvatura de Sophie Germain, en honor a aquesta collega i gran
coneixedora de I'obra de Gauss que entre altres coses va publicar l'article Mémoire sur la courbure des surfaces.
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Solucié: Per variar una mica el fem amb Maple.
>with(Student[VectorCalculus]):with(LinearAlgebra):
>surf:=[u+v,u*v,v]; obtenim [u + v, uv, v]
> A:=Jacobian(surf,[u,v]);
>E:=simplify (Column(A,1).Column(A,1));
F:=simplify(Column(A,1).Column(A,2));
G:=simplify(Column(A,2).Column(A,2)); obtenim E =1+ v? F =1+ uv,G = 2 + u?
>NN:=simplify(CrossProduct(Column(A,1),Column(A,2)));
N:=simplify (NN /sqrt(NN.NN)); obtenim NN = (v, —1,u — v)
> B:=simplify(Jacobian(N,[u,v]));
>l:=simplify (Column(B,1).Column(A,1));
m:=simplify (Column(B,1).Column(A,2));

1

n:=simplify(Column(B,2).Column(A,2)); obtenim | = 0,m = n=20

\/1—1121)2 +u? —2uv’
>Ki=simplify((1  n —m?)/(E x G — F?)); obtenim K = — gz

104. Demostreu que la superficie z = azy (hiperboloide) té, a I’origen, curvatura de Gauss K = —a?

i curvatura mitjana H = 0.

Solucié: Considerem la parametritzacié ¢(z,y) = (x,y, axy).

¢e = (1,0,ay)
v, = (0,1,ax)
E = 1+ad%/?
F = d’zy
G = 1+d%?
N = ! (—ay, —ax, 1)
\/1 + a2x2 + a2y?
Yez = (0,0,0)
Py = (0,0,a)
eyy = (0,0,0)
e = 0
a
fo= (pxy.N_\/l-i-anQ-i-aQyQ
g = 0
det 11 a?
T detl :_1+a2x2+a2y2
Per tant, a lorigen (x,y) = (0,0) tenim K = —a?. A Dorigen la primera forma fonamental és la

identitat, de manera que la traca de I'endomorfisme de Weingarten coincideix amb la traca de la
segona forma fonamental I (a 'origen), que és zero. Per tant H = 0.
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5.6 Punts umbilicals

105. Sigui S una superficie connexa i suposem que tots els seus punts sén umbilicals (un punt
es diu umbilical si les curvatures principals en aquest punt sén iguals). Demostreu que S esta
continguda en una esfera o en un pla.

Solucié: En aquestes hipotesis tota corba sobre la superficie és linia de curvatura. En particular,
les Iinies coordenades sén linies de curvatura. Apliquem el teorema d’Olinde* a les corbes u =
constant i v = constant (suposem ¢(u,v) una parametritzacié local d’aquesta superficie).

vy(u,v) = AMu,v)pu(u,v)

vp(u,v) = Mu,v)py(u,v)

Observem que la hipotesis de que tots els punts sén umbilicals és la que ens ha permeés posar la
mateixa funcié A(u,v) tant a v, (u,v) com a vy, (u,v). Escriurem abreujadament

Vy = Apy

Vy = Ay
Imposant v, = v,, obtenim

)\uSOU = )\vSpu-

Pero com @, i p, son linealment independents, ha de ser A, = A, = 0, i per tant A\ = constant. Si
aquesta constant és zero estem en el cas del pla. Suposem, doncs, a partir d’ara A # 0. Integrant
obtenim

v=JAp+a

on a és un vector constant. Com v -v = 1 tenim
1=MNy - p+2\p-d+a-a.
Aixi

a a 1

D e+ =

Per tant, tots els punts de la forma ¢(u,v) pertanyen a l'esfera de centre —a/\ i radi 1/\.

(o +

106. Demostreu que si totes les normals a una superficie connexa passen per un punt fix la superficie
esta continguda en una esfera.

Solucié: Suposem que el punt fix és 'origen. Llavors la parametritzacié de la superficie compleix

@(uv ’U) = /\(u7 U) (Pu(u7 ?}) N (Pv(u7 1})

4Condici6 necessaria i suficient per a que una corba C sobre una superficie sigui linia de curvatura és que

V(t) = A(t)Y (t)

on v(t) = v(y(t)), essent y(t) qualsevol parametritzacié de C. En aquest cas, —A(t) és la curvatura principal de la
superficie al llarg de ~(t).
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per a una certa funcié A(u,v). En particular, ¢ - @, = ¢ - ¢, = 0, on hem escrit ¢ en lloc de
o(u,v), ete. Aixo implica que les derivades parcials de la norma de ¢, sén zero. Es a dir, la
norma de @ és constant, i per tant tots els punts ¢(u,v) estan sobre l'esfera de centre 'origen i
radi R = |¢p(u,v)|.

107. Demostreu que un punt d’una superficie és umbilical si i només si la segona forma fonamental en
aquest punt és un multiple de la primera. Calculeu els punts umbilicals de 1’el-lipsoide d’equacio

2 2 2

x Y z

N AT du. |
a? + b2 + c2

on 0 < ¢ < b < a. Demostreu que els plans tangents a ’ellipsoide en els punts umbilicals sén

parallels a les seccions cicliques (plans que tallen Pellipsoide en cercles).

Solucié: Parametritzem l'el'lipsoide per ¢(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)), amb

T = acosusinv
= bcosucoswv
z = csinu
Obtenim
Yy = (—asinusinv, —bsinwucosv,ccosu)
¢y = (acosucosv,—bcosusinwv,0)
Yu Ny = (becos® usinw,accos® ucosv,absinucosu)
Pu N Py
v = ———
lu A o
Yuu = (—acosusinv, —bcosucosv,—csinu)
Yuw = (—asinucosv,bsinusinv,0)
Yw = (—acosusinv,—bcosucosv,0)

El coeficient F' de la primera forma fonamental val
F =@y, = (b’ — a?)sinucos usinv cos v.
El coeficient f de la segona forma fonamental val
f=ouw v=0.

Com que en els punts umbilicals la primera i la segona forma fonamentals sén proporcionals
ha de ser F' = 0, i per tant tenim quatre possibilitats: u = 0,v = 7/2,v = m,v = 37/2, ja que
estem assumint —mw/2 < u < w/2,0 < v < 27.

Primer cas: u = 0. La primera forma fonamental val

j 2 0
T\ 0 a%cos?v+ b¥sin?v
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77— —abc (1 0)
|‘10u/\90v| 0 1

i la segona

ja que, en general tenim,

—abccosu
e = Py V=—""+
|90uA30v‘
—abccosd u
g = Y V=—F—"—"
lu A o

Per tal de que la primera i la segona forma fonamentals siguin proporcionals ha de ser

a?cos? v+ b?sin®v = 2,

equivalentment
9 -
COS™ v = m,
cosa Impossible, ja que 0 < ¢ < b < a.

Segon cas: v = w/2. La primera forma fonamental val

| a?sin®u + ¢ cos? u 0
o 0 b2 cos? u

i la segona
—abccosu (1 0
I=— 9 .
lou Ay \ 0 cos”u

Per tal de que la primera i la segona forma fonamentals siguin proporcionals ha de ser

(a? sin? u + ¢? cos? u) cos® u = b* cos? u,

és a dir
9 b’ — a?
cos“u = —5—-,
—a
o bé,
2 _p2
COSU = ————
2 _ 2
Observem que hi ha dos angles uy,uy = —uy, entre —m/2 i w/2, amb aquest cosinus. Tenim doncs

dos punts umbilicals
U; = (acosu;,0,csinu;, ), i=1,2,

és a dir,
2 _p2 b2 2
Ul = ((L c 7076 ‘ )7
a2 — c2 a2 — c2
2 _p2 b2 — 2
Uy = (a a 0,—c 02)
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El pla tangent a I’ellipsoide en U; és
(x — acosu;)bccosu; + (z — esinu;)absinu; = 0.

Es pot escriure com

z= —(E cotu;) x + d;
a

per a una certa constant d;. Sén doncs parallels a les seccions cicliques (veure Lema below).
Tercer cas: v = w. La primera forma fonamental val
I_<62s1n2u+02cos2u 0 )

0 a?cos? u

i la segona
—abccosu (1 0
N=— 9 .
lou Ay \ 0 cos”u
Per tal de que la primera i la segona forma fonamentals siguin proporcionals ha de ser
(b? sin? u + ¢ cos® u) cos® u = a® cos? u,
equivalentment
s a?—b?
COS™ U = m,

cosa impossible, ja que 0 < ¢ < b < a.
Quart cas: v = 3w /2. Es igual al cas v = 7/2, només canvia el signe de la z, de manera que
els quatre punts umbilicals de ’el'lipsoide sén

(+a ,0, ¢ ).
a2 — 2 2 — 2
Lema. FEl pla z = Az, amb
= cva? —b?

talla Uellipsoide donat en circumferéncies.

Demostracié. Substituint z = Az a I'equacié de I’ellipsoide obtenim

2 2312
Y= b1 AzZ, amb A— SN

Aixi, la corba solucio és
v(z) = (x,bV1 — Az?, \x).

Com que

—bAx
() = (1, —22 A
Yia) = (=)
—bA

Y'(x) = (0, m,

0)
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la curvatura val

bAV1 + N2
(v (14 22)(1 — Az2) + A2p222)3

Per que sigui constant (i aixi v(zx) sigui un cercle) el coeficient de x® ha de ser zero. Es a dir,
Ap? =1+ N
Substituint A pel seu valor i simplificant obtenim

cva? — b?

A=+———
avb? — c?

com voliem.

108. Determineu els punts umbilicals de les superficies definides per

a) z=zxy.

b) z = 2® — 3zy?.

1'2 2

c) z:a—2—|—eb—2,one::|:1.

Solucié: Recordem que la curvatura de Gauss K compleix que K = kiko, on ki,ko sén Is
curvatures principals. En els punts umbilicals, K = k? > 0.

a) Hem vist a I'exercici 104 que la curvatura de Gauss de I’hiperboloide z = xy és estrictament
negativa en tots els punts. Per tant, no hi ha punts umbilicals.

b) Hem vist a I'exercici 150 que la curvatura de Gauss de la sella de mico z = 2® — 3xy? és
estrictament negativa en tots els punts, excepte a 'origen, on val zero. A I'origen I'endomorfisme
de Weingarten s’anulla, de manera que és un punt umbilical amb ki = ko = 0.

c) e = 1. La parametritzacié és p(u,v) = (u, v, Z—j + Z—;) Primera i segona forma fonamental

2
I 1 4 321?}22 T 2 <b2 0>
;;Jb’; 1+ 4,)% ’ Varbt + 4u2b* + 402at \ 0 a?

Per tant la curvatura de Gauss val

4050
(a4b* 4+ 4u2b* + 402a4)?

I la curvatura mitjana val

_leG-2fF +gF _ 2p?

2 EG-— F?

a
(a*b* 4 4 u2b* 4 4v2a)3/2

(a2b4 +4a*0® + v2at + 462u2)

La condicié d’umbilical es pot escriure com H?> = K.
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(a4b8 + 8a*b*v? — 2a8b8 — 8a2bu? + 16 a*v?* — 8 a%v?b? + 32 a?v?b%u? + b*a® + 8 b*a*u?® + 16 b4u4) a*b?

H*-K = 5
(a*b* + 4u?b* + 4v2a?)

Suposem a > b. El paréntesis del numerador es pot escriure com
(4a%v* + b2 (b? — a?))? 4 8a?b u?(a® — b?) + 32a%b*u*v? + 16b%u?

que és una suma de quadrats que no s’anulla mai. No hi ha punts umbilicals.
Suposem a < b. El parentesis del numerador es pot escriure com

(4b%u® + b?a?(a® — b%))? 4 8av?v? (b — a?) + 32a%b*u?v? + 16at0?

que és una suma de quadrats que no s’anulla mai. No hi ha punts umbilicals.

5.7 Curvatura de Gauss I1

109. Demostreu que si 'aplicacié de Gauss d’una superficie S és conforme, llavors S és una esfera o
una superficie minimal (curvatura mitjana zero).

Solucié: Prenem una parametritzacié ¢(u,v) i en un punt arbitrari P prenem la base ortonormal
de TpS formada pels vectors propis de I’endomorfisme de Weingarten, és a dir, vectors unitaris
que donen les direccions principals.

Aixi, en P, tindrem

dl/(el) = —k1€1

dl/(eg) = —k‘2€2

Per a tota n € R considerem el vector v € TpS donat per v = e + nes.
El cosinus de I’angle entre ey i v esta donat per

el v 1

leallol /1472

Per altra banda

dv(v) = —kie; —nkaes

de manera que el cosinus de Iangle format entre dv(ey) i dv(v) és

dv(ey) - dv(v) k3

1
dv(e)|ldv(v)]  |ky|\/k2 + E3n? /an(l%)g'
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Igualant els valors d’aquests cosinus obtenim

oy -
k1

Si k1 = ko estem en el cas d’una esfera i si k1 = —ks en el cas d’una superficie minimal.

110. Demostreu que les superficies

o(t,s) = (tcoss,tsins,s) Helicoide
¥(t,s) = (tsins,tcoss,logt) Logaritmoide
tenen, en punts corresponents [mateixes coordenades (¢, s)], la mateixa curvatura de Gauss, pero

Paplicacié que porta el punt de coordenades (t, s) de I’helicoide al punt de coordenades (¢, s) del
logaritmoide no és una isometria. [La curvatura no determina la métrica).

Solucié: Calculem la curvatura de Gauss.

¢t = (coss,sins,0)
ps = (—tsins,tcoss,1)
EF =1
F =0
G = 1+¢
1 :
v o= ﬁ(sm s, —cos s, t)
Pt = (0,0,0)
pts = (—sins,coss,0)
vss = (—tcoss,—tsins,0)
e = 0
;o= 1
V1412
g =0
1
K = -

s ey
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Analogament
1
v = (sins,coss,z)
s = (tcoss,—tsins,0)
1
F =0
G = ¢
— G 0
v = ————(sins,coss,—
V142 B
1
Y = (0,0,—5)

s = (coss sin s, 0)
ss = (—tsins,—tcoss,0)
1
e = —

V1 + t2
f=20
_ t
g V1412
1
T (1412)2

Per veure que I'aplicacié f : helicoide — logaritmoide donada per f(p(t,s) = ¥(t,s) no és
isometria hem de veure si la matriu de la primera forma fonamental de I’helicoide respecte de la
base (¢, s) coincideix amb la matriu de la primera forma fonamental del logaritmoide respecte

de la base (fv«pt, fxps)-
Pero

d
Jepr = T tzof(sﬂ(t 50)) = 7, ¢(t,80) = .

Analogament f,p, = 1,. Pero en els calculs anteriors es veu que la matriu de la primera forma
fonamental de I’helicoide respecte de la base (¢, s) no coincideix amb la matriu de la primera
forma fonamental del logaritmoide respecte de la base (¢, 1s).

111. Justifiqueu per que les segiients superficies no sén dues a dues localment isometriques:
a) Desfera,
b) el cilindre,
c) la sella definida per z = 22 — y2.
Solucié: El Teorema Egregi de Gauss ens diu que si dos superficies S1 i S sén localment

isomeétriques aleshores les seves curvatures de Gauss son iguals en els punts corresponents per
una isometria, és a dir, existeix una aplicacié F' : S1 — Sy tal que Kg, = Kg, o F. Ja sabem
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que la curvatura de Gauss de 'esfera és constant i positiva, la del cilindre idénticament nulla i
finalment, la de la sella z = 2% — y? no és constant en (x,y). Per tant, cap parella d’aquestes tres
superficies poden ser localment isométriques.

112. Sigui S una superficie de R3 i F' : R?> — R3 ’homotecia de raé positiva . Comproveu que
S = F(S) és també una superficie i expresseu la curvatura de Gauss i la curvatura mitja de S en

termes de les de S.

Solucié: Si p(u,v) és una carta de S, llavors ¥(u,v) = F(¢(u,v)) és una carta de S. Aix{

U, = dFo,
U, = dFe,

Equivalentment, si escrivim en coordenades posant p(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)) 1 ¥(u,v) =
(#(u, v), §(u,v), 2(u, v))
o  O0F, 0OF

Ty Ty ox 0 0z Ty Ty
_ _ o OFy (9}%‘{2 OF>

Yu Yo = oz 8}3%' 02 Yu Yo
Zu  Zo OF3 O0F3 OF3 2y 2o

ox Oy 0z

Pero com F = \Id, tenim
U, = gy
v, = )\SD'U

I per tant, si la primera forma fonamental de S és

(k)

- E F
2
- ( b )
També és clar que v = v. Aixo vol dir que en punts amb les mateixes coordenades (u,v) les

superficies tenen la mateixa normal, ben entes que v(u,v) = v(p(u,v)) i v(u,v) = v(¥(u,v)).
En particular

la primera forma fonamental de S és

ow(¥(u,v))  ov(p(u,v))

Vu = ou N ou -
o on(W(we)  v(p(we)
v ov - ov Y

Aplicant les féormules del problema 101 tenim

KX/ EG — F? = det(v, vy, ) = det(v, vy, 1) = K/ EG — F?2
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i, per tant,

K- N=K.
Analogament
2HNVEG — F?2 = det(p,V,,7,) + det(7, 7, ¥,)
= Mdet(v, u, ) + Adet(v, vy, p,) = \2H\ EG — F?

i, per tant,
H-A=H.

5.8 Linies de curvatura

113

113. Equacions diferencials de les linies asimptotiques i de les linies de curvatura. Sigui p
un punt d’'una superficie S. Diem que una direccié de T},S és asimptotica si la curvatura normal
de S en aquesta direccid és zero. Una corba regular de S es diu asimptotica si, en cada punt,
la seva recta tangent és una direccié asimptotica de S. Sigui ¢ = (u,v) una parametritzacié
de S i denotem, respectivament, per E, F,G i e, f, g els coeficients de la primera i segona formes
fonamentals de S referits a la parametritzacié ¢. Demostreu que, si a(t) = p(u(t),v(t)) es una

corba regular sobre S, llavors:

a) « és linia de curvatura si i només si

b) « és asimptotica si i només si e(u')? + 2fu'v' + g(v')? = 0.

114. Demostreu que les corbes coordenades de la superficie

U—v U+ v

o(u,v) = (e*cosb, e’ sinb, a), a=a(u,v) =

soén linies asimptotiques. Comproveu que sobre la linia v = 0 tenim 72 = — K.
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Solucié: Calculem la segona forma fonamental.

1 1 1 1 L
Oy = (ieacosb—§e“sinb,§6aSinb+§€aCOSb7§)
1 1 1 1 1
Oy = (—ieacosb—ie“sinb,—ge“sinb—i—§€aCOSb7—§)
1
v = (—cosb,—sinb,e%)——
( e
1
Guw = (—§e“sinb,§eacosb,0)
— Leo(“2cosb, ~2sinb, 1)
o = e cosb, —2sinb, —o
1
Oy = (§easinb,—§e“cosb,0)

e = Puu-N=0
1
' = ouw N= _ieu/Q
prd @’U’U . N oy 0
El fet de que e = 0 vol dir que les linies coordenades v = constant son asimptotiques. En
efecte, el vector tangent a aquestes corbes té coordenades (1,0) respecte de la base (py, ¢y) de
manera que si diem ey a aquest vector tenim

I(er,e1) = (1 o)(}i £><é>:e:0.

Analogament, el fet de que g = 0 vol dir que les linies coordenades u = constant sén asimptotiques.
En efecte, el vector tangent a aquestes corbes té coordenades (0, 1) respecte de la base (@y, vv)
de manera que si diem es a aquest vector tenim

[I(eg,e5) = ( 0 1)(? g)((l)):g:().

Per calcular la torsié de la linia v = 0 hem de calcular ... FEs facil veure que aquesta
derivada tercera la podem escriure com

1 1
Puuu = 5()0uu - Zeu/z(COS u/2,sin u/2, O)

També ens simplifica els calculs observar que
1 u/2 u/2
@u:@uu+§(€ cosu/2,e"“sinu/2,1).
Llavors
T(u) _ Ou N Puy * Puuu _ 1
|§0u/\§0uu|2 1+€2

Per altra banda la primera forma fonamental val

r <26 _1|_, 1_1)
u
-7 5+ 3




Geometria Diferencial 115

de manera que

det I'1(u,0) —f? 1
(u7 ) det[(u,O) %eu(l—i—eu) 1 T et T(U)

115. Sigui S C R3 una superficie regular, i sigui o : I — S una corba regular continguda a S.
Suposem que « és una corba asimptotica (i.e. que la seva curvatura normal és zero).

a) Demostreu que B = v o, on B és el binormal a a i v és el normal a S.

b) Calculeu II(T,T)i II(N,T),on T i N sén respectivament el tangent i el normal principal
a «, 1 I és la segona forma fonamental.

c¢) Demostreu que per tot ¢t € I es compleix la igualtat —7(t)? = K (c(t)), on 7 és la torsié de
a1 K és la curvatura de Gauss de S.
Solucié:

(a) Suposem que la corba « esta parametritzada per I'arc. Tenim

kn (o () = II(o/(t), &/ (t)) = (=dv(/ (1)), &/ (1)) = k(t){v(a(t)), v(t)) =0
ja que

d rooy _,d / d
0 = Z((a(t),' (V) = (Gr(a®),a ) + (val), 5

(1)
= (du(a(1),0(1) + (vla(t), KHv(D).)

Com que la corba és regular tenim k(t) # 0 i per tant (N (t),v(«(t))) = 0. Per tant, sobre «,
v és ortogonal a T 1 N. Aixo vol dir que B = £v o «. Com que la tria del signe és arbitraria
podem suposar B = v o v.

(b) Es clar que II(T,T) = k() = 0. D’altra banda

II(N,T) = II(T,N)=(—dv(T),N) = <—%y(a(t)),]\7>
d

= (v(a(t)), £N> = (v(a(t)),—kT — 7By = —7(N,N) = —7

(c) Sobre els punts de la forma «(t) podem expressar la primera i la segona formes fonamentals
en la base formada per T' i N. Aleshores

I(a(t)) = ( (1) (1) ) IT(a(t) = ( _OT _*T )

Per tant W («a(t)) = I1(«a(t)) i la curvatura de Gauss sobre la corba és

K(a(t)) = detW (a(t)) = —m*(a(t))
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116. Si el pla osculador al llarg d’una linia de curvatura (no asimptotica en cap punt) forma angle
constant amb el pla tangent a la superficie, llavors la corba és plana.

Solucié: Conseqiiéncia quasi directa d’Olinde. Sabem que al llarg d’una linia de curvatura ~y(s)
es compleix ;
CTZ = kv'(s)
on k = k(s) és la curvatura normal en la direccié '(s).
L’angle entre el pla osculador i el pla tangent és ’angle entre els seus vectors normals: el
binormal a la corba B i el normal a la superficie v.
Derivant el producte escalar tenim

(B-v)=B - v+B- V=B -v+B-kT=B-v=1N-v=0,

onT =+'(s) I N és el normal principal a la corba.

Per tant, si N-v # 0 podem assegurar T = 0 i la corba és plana. Pero la relacié k,, = k cos(N, v)
ens diu que si N i v fossin ortogonals, seria k, = 0, en contra de que la corba no sigui assimptotica
en cap punt.

117. Demostreu que una corba -y sobre una superficie és linia de curvatura si i només si la recta
tangent a 7y i la recta tangent a la seva imatge esférica per 'aplicacié de Gauss son paralleles en
punts corresponents.

Solucié: Que les linies de curvatura tenen aquesta propietat és el Teorema d’Olinde Rodrigues.
Reciprocament, si V'(s) = A(s)7/(s) aquesta funcié \(s) és la curvatura normal en la direccié
T = +/'(s). En efecte, II(T,T) = I(v/,T) = \I(T,T), és a dir \ = I[I(T,T)/I(T,T) que és la
definicio de curvatura normal.

118. Recordeu que una linia de curvatura d’una superficie és una corba tal que el seu vector tangent
és una direccié principal en cada punt.

a) Demostreu que una corba a : I — S és linia de curvatura de S si i només si (v o «)'(t) és
multiple de /(t) Vt € I, on v és el normal a S.

b) Suposem que dues superficies S; i Sy es tallen en una corba C, que és linia de curvatura
de S1. Demostreu que C' és linia de curvatura de S si i només si 'angle entre S7 i Sy és
constant al llarg de C.

¢) Com aplicacié comproveu que els meridians i els paral-lels d’una superficie de revolucié sén
linies de curvatura.

Solucio:

(a) Una corba o : I — S és Iinia de curvatura si i només si o és una direccié principal Vt, és a
dir, si i només si dv(d/(t)) = A(t) - &/(t) Vt. Equivalentment, (v o «)'(t) = A(t) - &/(t).
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(b) Sigui a(s) una parametritzacié per I'arc de C. Siguin vy el normal a Sy i vy el normal a So.

Com sén unitaris 0 = (v, ;)" = 2(v;, V;) on

(i) = - ((0(s)), v (0(5)).

Per tant, v; L, peri =1,2. Si I'angle entre Sy i Sy és constant al llarg de a(s) tenim (11, vo)
és una funcié constant al llarg de «(s), d’on

0= <V17Vé> + <Via v2),
Per ser C linia de curvatura de S1, v{ = —k1d/(s), i per tant
<V1)V2> =0

ja que o/ (s) és tangent a So.
Aixi,
/
<V17 V2> =0
i v} és, doncs, perpendicular a vy i a va, ie., té la direccié de o/(s) i per tant «(s) és també
Iinia de curvatura de la segona superficie.

Reciprocament, si a(s) és també linia de curvatura de la segona superficie, llavors
/ / /
<V17 V2> - <V1) V2> + <V17 V2> = 07
i hem acabat.

(c) Els meridians i parallels sén corbes planes. Soén doncs linies de curvatura d’aquest pla
(—dv =W =0). A més, I'angle entre la normal a aquest pla i la normal a la superficie de
revolucié és constant, vegeu 93.

119. Determineu les corbes asimptotiques i les linies de curvatura de I’helicoide ¢(u, v) = (v cosu, v sinu, cu)
i comproveu que la seva curvatura mitjana és zero.
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Solucié: Calculem I'aplicacié de Weingarten.

Y = (—vsinu,vcosu,c)
vy = (cosu,sinu,0)
1 .
v = ———(—csinu,ccosu,—v
Ve + v2( )
Yuwu = (—vcosu,—vsinu,0)
Yuw = (—sinu,cosu,0)
Povv = (0’070)
e = Qu-v=>0
c
f = Puw V= 7,624_71)2
g = @w-v=_0
Per tant .
—5= 0 0 ¢ 0 =55
=I'I= vt = vire? )
W ( 0 1 c 0 c 0

Com la traca és zero la curvatura mitjana és zero.
L’equacié de les linies de curvatura és

o2 e w2
vP+c? 0 1 | =cu??+c*)—c? =0
0 c 0

Resolent I'equacio diferencial

u

V2 + ¢?
obtenim v = ¢sinh(u + k), on k és una constant arbitraria.
Per calcular les linies asimptotiques resolem I’equacié

(v (D5

Per tant, les linies asimptotiques son les linies coordenades, u = constant i v = constant.

0 c

_ 10 _
c 0 )-201“}—0.

120. Teorema de Monge®. Demostreu que una corba d’una superficie S és linia de curvatura si i
nomeés si les rectes normals a S al llarg de la corba formen una superficie desenvolupable.

Solucié: Primer metode. Sigui y(s) una linia de curvatura d’una certa superficie S. Suposem-Ila
parametritzada per I'arc i denotem v(s) la restriccié a «y(s) del vector normal a S.
La superficie engendrada per les normals de qué ens parla el problema és

o(s,t) =(s) +tv(s).

5No és que Monge trobés aquest teorema com una propietat de les linies de curvatura siné que Monge defineix
les linies de curvatura com linies tals que les normals en punts proxims es tallen.
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Recordem que, tal com va dir Olinde,

dv

— = —ku(8)Y(s

Y kol (o)

on ky,(s) és la curvatura principal en la direccié principal v'(s).

Aixi

ps = A(s)+ 1 (s) = (1= kt)y'(s)
Yt = v

Observem que la relacio entre la curvatura de y(s), k(s), 1 la curvatura principal ky(s) és k,(s) =
kcos@, on 0 és I'angle entre la normal a la superficie i la normal principal de 7(s).
Per tant,
D(s,t) =7'(s) Av(s)
és el vector normal a la nova superficie i depén només de s. Es doncs constant al llarg de les
generatrius. Aixo demostra ja que aquesta superficie és desenvolupable: és reglada amb el mateix
pla tangent sobre les generatrius.

No obstant, podem trobar explicitament la linia de regressié, que jo en diré la linia que
desenvolupa, ja que és una corba dins la superficie tal que les seves tangents coincideixen amb
les generatrius de la superficie reglada.

En efecte, aquesta corba ha de ser de la forma

a(s) = (s) + t(s)v(s)

i tal que
o'(s) =7'(s) +t'(s)v(s) + t(s)V'(s) = (1 — kn(s)t(s))Y (5) + 1 (s)v(s)

tingui Ia direccié de v(s). Es a dir, ha de ser 1 — ky(s)t(s) = 0, que equival a t(s) = p,(s) on
pn(8) és el radi de curvatura principal (p = py, cosf).

Si la linia de curvatura és també geodésica (la normal a la corba i la normal a la superficie
coincideixen) Illavors la linia de regressio és justament ’evoluta d’aquesta linia.

Segon metode. La Iinia de regressio és la linia caracteristica de la familia uniparametrica de
plans tangents.

familia uniparamétrica de plans tangents a la superficie de Monge:

(x —7(s)) - v(s) =0

Derivada primera:

ja que v/'(s) - v(s) = 0.

A més, V'(s) =+"(s) Av(s) ++'(s) AV (s) = k(s)n(s) Av(s) = kv/(s), de manera que de les
dues equacions anteriors deduim que (x — ~(s)) és ortogonal a v(s) i a v/(s), per tant, ha de ser
x —y(s) = A(s)v(s), per a una certa funcié \(s).

Derivada segona (derivem (x — v(s))k(s)y'(s)):

—k(s) + (z = y(s)K ()7 (s) + (x — 7(5))k(s)*7(s) = 0
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on 7i(s) és el vector normal principal de y(s). Pero el terme del mig de la suma és zero, de manera
que tenim

—k(s) + A(s)k(s)* cos @ = 0,

és a dir A(s) = pn(s) com ja sabiem.

5.9

Superficies de revoluci6

121. El conjunt de punts descrit per una corba plana regular C' C II al girar sobre un eix contingut
en el pla Il i que no talla a la corba C' és una superficie regular anomenada superficie de revolucio
generada per la corba C.

a)

Proveu que si C = {(,0,2) € I = {y = 0} C R3, f(x,z) = 0} i es pren com a eix de
gir Oz aleshores la superficie de revolucié generada per C ve donada per S = {(z,y,2) €
R3, f(\/x2+192,2) = 0}. Apliqueu-ho al cas particular en que C' és una circumferéncia
que no conté en el seu interior 'origen de coordenades.

Demostreu que si a(u) = (a(u),0,b(u)) és una parametritzacié regular de C' aleshores
o(u,v) = (a(u) cosv, a(u) sinv, b(u))

és una parametritzacié regular de S. Les corbes coordenades d’aquesta parametritzacié
s’anomenen parallels si u = ug i meridians si v = vg. Trobeu una parametritzacié regular
del tor de revolucié.

Trobeu la primera forma fonamental d’una superficie de revolucié utilitzant la parametritza-
ci6 de l'apartat anterior (podeu suposar que u € [0,1] és el parametre arc de C).

Teorema de Pappus. Amb les mateixes notacions dels apartats (b) i (¢), comproveu que
I’area de S esta donada per
!
27 / a(u)du.
0

Solucié:

(a)

(b)

En coordenades cilindriques (r,0, z) de R, S té equacié f(r,z) = 0, com que r = \/x2 + y2,
tenim que en coordenades cartesianes S té per equacié f(1/x? +y?,2) = 0. Siguin 0 < r <
R i considerem la circumferencia de radi r amb centre (R,0). Aquesta circumferéncia té
equacié (x — R)? + 22 —r? = 0, per tant, la superficie de revolucié corresponent (tor) té per

equacié (/22 +y2 — R)? 4+ 22 —r2 =0,

Per construccio esta clar que la imatge de ¢ esta continguda en la superficie de revolucio
generada per la corba C'. Vegem que aquesta parametritzacié és regular. Calculem els
vectors tangents

ou(u,v) = (a'(u)cosv,a (u)sinv, v (u))

ou(u,v) = (—a(u)sinv,a(u)cosv,0)
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De manera que la primera forma fonamental ve donada per E(u,v) = ||o/(u)||*> # 0,
F(u,v) = 01 G(u,v) = a(u)? > 0 ja que C no pot tallar a I'eix Oz. EI seu determi-
nat és EG — F? = a?||d/||? # 0, per tant, la parametritzacié és regular. Per exemple, en el
cas del tor podem prendre a(u) = (R + rcosu,rsinu) amb la qual cosa

o(u,v) = (R4 rcosu)cosv, (R+rcosu)sinv,rsinu), (u,v) € (0,27) x (0,27)
és una parametritzacio regular del tor.

(c) Siwu és el parametre arc de « aleshores la primera forma fonamental de S té per matriu

(b aioe)

(d) L’element d’area és doncs dA = a(u)dudv i Iarea de S és igual a

/Q”dv/ u)du = 277/0l a(w)du,

en particular, area del tor és igual a

2mr
277/ (R + rcos %)du = 27 R(2nr) = 47’ Rr.
0

122. Un altre Teorema de Pappus. Demostreu que si una lamina d’area A situada en el pla yz
gira al voltant de ’eix de les y, genera una figura de volum V donat per

V= (27’(’20) : A,
on 2y és la coordenada z del centre de gravetat de la lamina. Calculeu el volum d’un tor de
revolucio.
Solucié: Suposem que la lamina esta limitada entre la grafica de dues funcions z = f(y),

z=g(y), amb a <y < b. La coordenada z del centre de gravetat esta donada per

1 1w 1%
zg—A/deydz—A/(/( zdz)d 2A/ 2)dy:—2ﬂA.
a Jg(y)

on A és I'area de la lamina i V el volum del cos de revolucié. Recordem que el volum del cos de
revolucié generat per la grafica de z = f(y) és

b
Volum = 7T/ f(y)*dy.
a
EI volum del tor derevolucié val doncs

V =2xR - 7r? = 2n°Rr?.
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123. Determineu l'aplicacié de Weingarten i calculeu la segona forma fonamental d’una superficie
de revolucié i apliqueu-ho a les segiients superficies:

a) Esfera.

b) Tor (problema 121).

c) Helicoide (problema 94).
)

d) La superficie parametritzada per

o(u,v) = (Vu? + a?cosv, Vu? + a?sinv, alog(u + Vu? + a?)).

Solucié: Anem a calcular primer Iaplicacié de Weingarten d’una superficie de revolucié en
general. Les superficies dels apartats (a), (b) i (d) en sén casos particulars. Si prenem la
parametritzacié de la corba generatriu a(u) = (a(u),0,b(u)) pel parametre arc, llavors el vector
normal de S és

v(u,v) = (=b'(u) cosv, —b'(u) sinv, a’(u))

i llavors
Wi(py) = —dv(py) = —vy = b"(u)cosv,b”(u)sinv, —a"(u))
= (k(u)a'(u) cosv, k(u)a'(u) sinv, k(u)t' (u)) = k(u)py
b/
W(py) = —dv(py) = —vy = (=b'(u)sinv, = (u)cosv,0) = ((u)) (—a(u)sinwv, a(u) cos v, 0)
a(u
_ V()
a7
on k(u) és la curvatura de a(u). Per tant, la matriu de I’aplicacié de Weingarten W en la base
(o o ) o .V (u) .
Yu, Py €s diagonal i té com a valors propis (curvatures principals) k(u) i OR En particular, la

/
curvatura de Gauss és igual a K(u,v) = %Z)(u). Les linies de curvatura son els meridians i els

parallels. També podriem haver calculat la matriu de Iaplicacié de Weingarten mitjancant la
multiplicacié de matrius W = I~! - II, on I denota la matriu de la primera forma fonamental i
11 la matriu de la segona forma fonamental. Aquest és un resultat de teoria que de vegades és
molt 1itil ja que en general és molt més facil calcular I1 que dv. Si escrivim

(¢ /
=5 1)

llavors en el cas de les superficies de revolucié amb corba generatriu parametritzada per ’arc

tenim que
e = (Vo) =adbt" —ad't
f= Wew) =0
g = W, ow) =ba

Particularitzem tot aixo als casos (a)—(d):
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(a) L’esfera: ¢(u,v) = (Rcosucosv, Rsinucosv), aleshores

R?cos’v 0 —Rcos?v 0 1 —% 0
I—( 0 Rz) H—< ) _R> Wer H_<0 )

(b) El tor: ¢(u,v) = ((a+ bcosv)cosu, (a+ bcosv)sinu, bsinv), llavors

2 — COosv
[ (a+bcosv) 02 17— (a+bcosv)cosv 0 W= ( atbeoss _01
0 b 0 —b T

(c) L’helicoide: p(u,v) = (ucosv,usinv,au), aleshores

10 0 s 0 @rae
I= 2 2 1T = —a @ W= —a (@*+u%)
0 a*+u Ve 0 @y O
(d) Per la superficie parametritzada per

o(u,v) = (Vu? + a?cosv, vV u? + a?sinv, alog(u + vVu? + a?))

tenim que
(1 0 _( #e O - ((@e O
I_<Oa2+u2> II-( 0 a) W=1"1I= 0 cﬁi—#

Observem que aquesta tltima superficie també és de revolucid, la seva corba generatriu és
a(u) = (Va? +u?,alog(u + va? + u?)) i s"anomena catenaria. La superficie de revolucié
que genera es diu catenoide.

124. Considerem la superficie de revolucié que s’obté en girar la grafica de la funcié y = 22, z €
(—1,1), al voltant de la recta z = 1. Trobeu els punts parabolics, hiperbolics i elliptics d’aquesta
superficie.

Solucié: Mirant el dibuix, on hem de suposar una y fixada (pla parallel a x,z on té lloc la
rotacio) veiem que les equacions d’aquesta superficie son
z = 1—(1—y"?) cost

Y
z = (1—y"¥)sint
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y
X,XA3)
1
X
Dient ¢(y,t) a Panterior parametritzacié tenim
1
Py = gy_2/3(cos t,3y%/3, —sint)
¢ = (1—yY3)(sint,0,cost)
1 1
vy, t) = ———(cost,——y /3 —sint)
1+ Ly J
2
Pyy = §y_5/3(— cost,0,sint)
1
Oyt = —§y2/3(sint,0,cost)
o = (1—y"?)(cost,0,—sint)
2 1
e = SDyy'V:—*y75/3—
9 /1 + Ly—4/3
o= py-v=0
1
9 = eu-v=_>0-y"?
/1+ %y—4/3

El determinant de la segona forma fonamental és, doncs, igual a eg. Ara observem que g és
sempre positiva 1 que e, i per tant el determinant, té el signe de —y.

Resumint, els punts on y < 0 sén elliptics, els punts on y > 0 sén hiperbolics, i els punts on
y = 0 sén parabolics, cosa que es veia, o almenys s’intuia, mirant només el dibuix.

125. Determineu les corbes asimptotiques, les linies de curvatura, la curvatura de Gauss i la curvatura
mitjana de les segiients superficies:

a) La catenoide: superficie de revoluci6 que s’obté girant la catendria (problema 4) al voltant
d’una recta que no la talli i sigui perpendicular al seu eix de simetria.
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b) L’helicoide (problema 94).

c) La pseudoesfera: superficie de revolucié generada per la tractriu (problema 4) al voltant
del seu eix.

d) La uralita: Grafica de z = 2cosy.

Solucié:
(a) En primer lloc, observem que podem parametritzar la catenoide mitjancant
o(u,v) = (coshucos v, coshusinv, u)
de manera que

sinh u cos v, sinhusinwv, 1)
— coshusin v, coshu cos v, 0)
cosh u cos v, cosh usin v, 0)

— sinh u sin v, sinh u cos v, 0)

(
(
(
(
(
(

Ow(u,v) = (—coshucosv,—coshusinv,0)
. 1.
Yy X @y = (—coshucosv,— coshusinwv, 3 sinh 2u)
lou X @o]| = cosh®u

i llavors

cosh? u 0 -1 0 1 —sech ?u 0
I_< 0 Cosh2u> II_( 0 1> W=1 II_( 0 secQU)

amb la qual cosa
K(u,v) = —sech®v i H(u,v) =0

D’altra banda, com que W és diagonal les linies coordenades son de curvatura, i com que
11 també és diagonal, com abans, les linies asimptotiques sén u+ v = const. Observem que
al problema 123 haviem dit que la corba

z(u) = Va®+ u?

z(u) = alog(u+ va?+u?)
també era una catenaria. Veiem que aquesta té la mateixa imatge que x = a cosh(Z —loga).
En efecte, de la segona equacié tenim que a® + u? = (ez/“ —u)?, és a dir, u = M

i per tant,

2

z/a,—1 —z/a
x:\/a2+u2:a(e a_te a):acosh<z—loga>.
a
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(b) L’helicoide ja I’haviem estudiat al problema 94. Utilitzant la mateixa parametritzacio

(c)

recordem que

- ( 1 ) 0 , ) 17— 0 /nguz W= 0 (az_;u%)lm
0 a +u \/a;j—iuz 0 W 0

Per tant, les curvatures principals verifiquen k1 = —ko = a#ﬁ i les curvatures de Gauss i
mitja sén
—a?
Ku,v)= ———-=5 1 H(u,v)=0.
(1.0) = (o (u,0)

Observem que 11(A, B) = 0 si i només si AB = 0, per tant, ¢, i ¢, determinen les direc-
cions asimptotiques i per tant, les Iinies asimptotiques son les corbes coordenades. D’altra
banda, les direccions principals vénen donades pels vectors de coordenades (+v/a? + u?, 1)
en la base ¢, y,. Aixi una corba ¢(u(t),v(t)) és una linia de curvatura si I només si

(', v")||(£Va? + u?, 1), o equivalentment,
+1
Va2 + u?

la qual cosa implica que les linies de curvatura sén

du = dv,

v = const + / ¥du = const + log(u + vV a? + u?).
va? + u?

Recordem que una parametritzacié de la tractriu era t — (sint, cost +log(tan §)), per tant,
una parametritzacié de la pseudoesfera s’obté posant

u
©(u,v) = (sinu cos v, sin u sin v, cos u + log(tan 5))

Calculant obtenim que

cot?u 0 —cotu 0
I= ( 0 sin? u ) = < 0 cosusinu >

i per tant
1,y ( —tanu O
W=1"1= < 0 cotu
de manera que K = —1 i H(u,v) = cotu—tanu. Com que la matriu de W en la base @, ¢,

és diagonal tenim que les corbes coordenades sén linies de curvatura. Finalment, les direc-
cions asimptotiques Ay, + By, verifiquen B = +Asinu i per tant les linies asimptotiques
s’obtenen integrant I'equacio diferencial corresponent

v = sinu

i per tant
= log tan Y
v = —.
slaty
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5.10 Area

126. Demostreu que I'area A d’una regié acotada R de la superficie z = f(x,y) és

B of 2 of 2
A—/Q\/1+<8$> +<8y> dx dy

on @ és la projeccié de R sobre el pla xy. Calculeu 'area de l'esfera de radi r.

Solucié: Recordem que I'element d’area d’una superficie S és la 2-forma w sobre aquesta su-
perficie donada en cada punt P per

w(X,Y)=det(X,Y,v), X,Y e€TpS.

Normalment denotarem w = dS (perd w no és la diferencial de res!). v és el vector normal a la
superficie en P.

Aquesta definicio equival a dir que dS és la 2-forma que val 1 sobre una base ortonormal
(positiva). Aixo és evident ja que si (X,Y) és una base ortonormal de Tp, llavors (X,Y,v) és
una base ortonormal de R? i per tant

dS(X,Y) = det(X,Y,v) = 1.

L’area d’una regié acotada R C S es defineix per

A(R) = /R ds.

Si R esta continguda en una parametritzacié ¢ : U C R?> — S de S i Q C U és tal que
»(Q) = R, llavors per definicié d’integral d’una 2-forma sobre una superficie tenim

mmzéwzéww

Per calcular aquest pull-back posem
©*dS = Adu A dv,
amb A = A(u,v). Per tant,

D0 a0 0o 00 0
8u’6v)_ds(8u’8v)_ e(au’av’”)
= QuNpy v =|puNpu| = [pu] - |py| -sina = VEG — F2.

A= prdS(

Aixi dons

A(R) = / VEG — F2du A dv.
Q

Si S és la grafica de z = f(z,y), podem pensar p(x,y) = (z,y, f(z,y)) i tenim E = 1 + f2,
G=1+ fg, F = f. fy, de manera que

EG - F*=1+ f2+ f1,
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i hem acabat.

127. Sigui P un punt d’una superficie S tal que K(P) # 0. Suposem que B, és una successié
d’entorns connexos de P en S amb Area (B,,) — 0 i tals que qualsevol entorn de P conté tots els
B,, a partir d’'un n prou gran. Demostreu que es compleix

lim Area (v(By))

n—oo  Area (By) = K(P),

on v:S — 52 és laplicacié de Gauss.
Solucié: La curvatura és el Jacobia de I'aplicacié de Gauss. Aixo vol dir que
v*dS = KdA

on dS és I'element d’area de I'esfera S? i dA és 'element d’area de la superficie S.
Com que farem un limit al voltant de P podem suposar que v és difeoemorfisme, cosa certa
sobre entorns prou petits. Aixi, pel teorema del canvi de variable per a integrals tenim

A(V(Bn)):/ is= [ vds= [ Kda

i pel teorema del valor mitja per a integrals

A(v(By)) = B K dA = A(Bn)K(¢)

on £ € B,. Dividint les arees i prenent Iimits hem acabat, ja que £ tendeix a P.

128. Calculeu, utilitzant el problema anterior, la curvatura de Gauss del tor
o(u,v) = ((R+ rcosu) cosv, (R + rcosu)sinv, rsinu)

en el punt (0,0).

Solucié: Com que

ou(u,v) = (—rsinucosv, —rsinusinv,rcosu)

ou(u,v) = (—=(R+rcosu)sinv, (R+ rcosu)cosv,0)

72 0
0 (R+rcosu)?

L’area sobre el tor de la regié R donada per —e < u < €, —0 < v < § és

la métrica és

€ 0
AR) = / / r(R + rcosu)dudv = 4Rrde + 4r?f sine.
—eJ =0
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Calculem ara I'area de la regié v(R), on v : Tor —s S? és I'aplicacié de Gauss.
La normal al tor és

v(u,v) = (— cosucosv, — cosusinv, — sinu)

per tant, v(R) és la regié sobre I'esfera S? determinada pels vectors v(u,v) quan —e < u < ¢,
—) <wv<d.

Si pensem, com és habitual, S? parametritzada per la longitud 6 i la colatitud ¢ de manera
que els seus punts sén (sin ¢ cos §,sin ¢ sin @, cos ¢), la métrica és

ds® = dp?® + sin? ¢ db?,

i la relacié entre (u,v) i (0,¢) és cos = —sinu, i § = v, com es veu comparant ’expressio de
v(u,v) amb Iexpressié dels punts de S? en coordenades (6, ) que acabem de donar.

Per tant, la regié v(R) esta caracteritzada per —e + /2 < ¢ < e+ /2, =0 < 0 < 0.

I l’area de v(R) és

e+m/2

1
/ sin p dy df = 25[— cos cp]i:/:ﬂ = 40 sine.
=5

Awr) - |

—e+m/2

Finalment
lim Av(R)) i 40 sine 1
=0 A(R)  e=04Rrde+4r25sine r(R+r)

Aquest resultat és obvi sense fer cap calcul ja que en el punt P les direccions principals venen
donades per dues circumferéncies ortogonals de radis respectius r i R+ 7.

129. Sigui H 'helicoide (problema 94) parametritzat per x = ucosv, y = usinviz = v, on u,v € R.
Calculeu:

a) L’area del ‘triangle’ determinat per 0 < u < sinhv i 0 < v < vy.
b) La longitud dels costats de la figura de 'apartat anterior.

c) Els angles que formen aquests costats.

Solucié: Definim ¢;(t) = (u;(t),v;(t)) amb t € [0, 1] mitjancant

ui(t)=0 1 vi(t) =t
’U,z(t) = (sinh vo)t i (%) (t) = V0
ug(t) =sinh(vgt) 1 w3(t) =wgt

)

els costats del ‘triangle’ Ty a Pespai de parametres {(u,v) € R?}. Llavors els costats del ‘triangle
T sobre I'helicoide sén les corbes v; = ¢(¢;), amb ¢(u,v) = (ucosv,usinv,v). Calculem en
primer lloc I'area de T utilitzant I'element d’area de H dA = vV EG — F2dudv = v/'1 + u2dudv:

v=1g u=sinh v 1 0
AT) = / dA = / dU( \/mdu) = / (v + coshvsinhv)dv
T v=0 u= 0

0 2

1
= Z(v% + cosh?(vg) — 1).
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Ara les longituds dels costats ;. Per fer aixo, escrivim

iy = A _ Dol 1 | Dl it)

/

és a dir, 7, = ujp, + Vi, té coordenades (u}(t),v}(t)) en la base ¢y, ¢, del pla tangent de H en
el punt ~;(t). Aixi tenim que

il = () o0 (o 1y ) (i)

)

i d’altra banda, la longitud de ~; ve donada per

1
MZMW=AHﬂM%

el que ens déna que

1
L1 = /'I}odtzvo
0

1
Lo = / sinh vodt = sinh vy
0

1 1
Ly = / Vg \/2 + 2sinh?(vot)dt = \@/ vg cosh(vot)dt = V2 sinh v
0 0

Finalment tenim que si denotem per «; ’angle oposat al costat «; de T aleshores
(12(1),75(1))

COS (1
(W W]
. 1 0 v cosh vy
B (smhvg 0><0 1—|—sinhzvo>< o )
sinh vy \/ vg + v% cosh? vo(1 + sinh? v0)
B cosh vy
V1 + cosh* v
osay — CHO.50)
171 (O {5 (0)
( 0 v ) 1 0 vg cosh 0
B 07\ 0 1402 o
B vm/2v8
_ 1
V2
N C{ORI ()
[y W 2O
1 0 sinh vg
(0w ){ 1+02>< 0 )

v sinh vg

I
o
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3
NTE

v/ 14cosh? vg 4

Per tant, oy = arccos <C°Sh”°>, ag =" laz=

5.11 Geodesiques

130. Demostreu que la curvatura geodesica d’una corba 7(s) sobre una superficie S, en un punt

P = ~(sp), coincideix amb la curvatura de la corba que s’obté en projectar y(s) ortogonalment
sobre el pla tangent a S en P.

Solucié: Sigui v el vector normal a la superficie en P. La corba projectada és

Y(s) = v(s) + A(s)v

amb \(s) determinada per la condicié 7'(s)-v = 0. Derivant obtenim X' (s) = —+/(s)-v. Integrant,
A(s) = =v(s) - v + c. Elegim ¢ de manera que \(sp) = 0, és a dir, ¢ = y(sg) - v. Suposarem que s
és el parametre arc.

Tenim dons

Y(s) =(s) + (=

(s) - v+c)r
Una primera observacio és que en P, v(s) 1 74(s) tenen la mateixa tangent:
7'(s0) = 7'(s0).

Derivant dos cops
En P (s = sg) tenim
YA =y AN =" v)v) =kB — (kcosa)y Av,
on B és el binormal a la corba en P i o és 'angle entre la normal principal a la corba en P i v.

Observem que o és també angle entre B i v Av.
La curvatura k de J(s) en s = sy és

k=15 A5 = Vk? + k2 cos? a — 2k2 cos avcos o = k sin v = ky,

on kg és la curvatuta geodesica de (s) en P.

131. Sigui a(t) = (u(t),v(t)) una corba a R? i k. (t) la seva curvatura. Sigui o(u,v) = (cosv,sinv,u)
la parametritzacié d’una superficie S a R?. Proveu que la curvatura geodesica de la corba
B(t) = p(a(t)) dins de S coincideix amb kq(t).

Solucié: La superficie S és un cilindre i com ja haviem vist al problema anterior ¢ és una
isometria local del pla sobre S. Aixi la curvatura geodésica de @ C R? en el punt a(t) és igual
a la curvatura geodeésica de B = ¢ o « en el punt ((t). Finalment, observem que la curvatura
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geodésica d’una corba plana considerada dins del pla com a superficie de R? és igual a la curvatura
ko de o com a corba plana.

132. Sigui 7(s) una corba sobre uns superficie. Demostreu que el centre de curvatura, el centre de
curvatura normal i el centre de curvatura geodesic estan alineats.
Demostreu que 7(s) (s parametre arc) és geodesica® si el centre de curvatura i el centre de
curvatura normal coincideixen. I que ’equacié de les geodesiques ve donada per

det(7/(s),7"(s),v(~(s))) = 0.

on v(y(s)) és la restricci6 a la corba del vector normal a la superficie.

Solucié: Sigui P un punt de la corba. Denotem per k la curvatura de v(s) (com corba de R?) en
P iper p=1/k el radi de curvatura. Aixi doncs, el centre de curvatura és el punt A = P + pN,
on N és el vector normal principal a la corba en P.

La relacié entre la curvatura k i la curvatura normal k, de la corba en P esta donada pel
teorema de Mesunier, k, = kcosa, on « és Iangle entre les normals N i v en P. Aixi doncs, el
centre de curvatura normal és el punt B = P + p,v. Observem que p = pycosa, on p, = 1/k,
és el radi de curvatura normal.

Finalment el centre de curvatura geodeésic és el centre de curvatura de la corba projectada
ortogonalment sobre el pla tangent a la superficie en P.

La observacié fonamental és que tant la corba donada ~y(s) com la corba projectada 7(s) estan
sobre el cilindre

o(r,s) =~(s)+rv, onv=uv(P).

A més 7(s) és la seccié normal d’aquest cilindre en ser tallat pel pla tangent a la superficie en P.
Fixem-nos que el vector € =T Av, on T és el vector tangent a la corba en P, és el vector normal
al cilindre en P. També és la normal principal a (s) en P.
En particular
N =sina €4 cosa v.

Apliquem ara el teorema de Meusnier a la corba 7(s), com a corba sobre el cilindre. La seva
curvatura normal és llavors la curvatura de la seccié normal sobre el cilindre, la qual és justament
la corba 7(s). Per tant, la curvatura normal de ~(s) com corba sobre el ciclindre coincideix amb
la seva curvatura geodesica com corba sobre la superficie (en P).

Denotant per k4 la curvatura de ¥(s) en P, tenim que

ky = kcosf8

on 3 és I’angle entre la normal principalm a la corba, N, i la normal al cilindre, €. Es a dir, 3 és
el complementari de «, de manera que tenim

kg = ksina.

5Definim geodesica com la corba sobre la superficie tal que la seva normal principal coincideix amb la normal
a la superficie. Es pot demostrar que llavors és minimal de longitud, pero de moment no ens en preocupem.
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EI centre de curvatura geodesica és el punt C = P + p,€, on pg = 1/k,.
En particular p = pgsina. Com que teniem p = p, cosa, dividint aquestes dues igualtats
tenim
cot o - Pn _ 1.
Pyg

C.

La figura adjunta demostra que A, B, C estan alineats, ja que si dibuixem primer B, a conti-
nuacié A, i tallem la recta AB amb I’eix generat per € obtenim un punt a distancia p, de P, que
ha de ser doncs el punt C.

Finalment, en el cas de geodesiques, veiem que si N = v, llavors « =0, i k, = kcosa =k, i
per tant el centre de curvatura i el centre de curvatura normal coincideixen.

Com que v(7(s)) pertany al pla generat per v'(s) i v"(s), els tres vectors que apareixen dins
el determinant son linealment dependents, i per tant el determinant és zero. I reciprocament.

133. Determineu les geodesiques de les segiients superficies:
a) un pla,
b) un cilindre,

¢) una esfera.

Solucié: Recordem que una corba «(t) C S és una geodésica de una superficie S si i només
si la seva acceleracié no té component tangencial, és a dir si i només si o (t) és parallel al
vector normal v de S. Aix0 és equivalent a que la imatge de « sigui la traca de una geodésica
parametritzada 1 a la vegada la seva velocitat ||| sigui constant. D’altra banda, una corba
C C S és la traca d’una geodesica si i només si el vector normal principal N de C és igual a v,
la qual cosa és equivalent a la seva vegada a que per a qualsevol parametritzacié regular o de
C, " sigui combinacié lineal de o i v. Una iltima observacié és que com que les geodésiques
parametritzades son solucions d’un sistema d’equacions diferencials de segon ordre tenim que per
cada punt p i cada vector tangent v € T),S existeix una tinica geodésica parametritzada a(t) amb
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a(0) = p id/(t) =v. De manera que per a cada punt p € S i cada direccié de T),S existeix una
unica traca de geodésica que passa per aquest punt i és tangent a aquesta direccié. Anem, amb
aquestes observacions, a determinar les geodésiques, o més precisament les corbes que son traces
de geodésiques de les segiients superficies.

(a) Les traces de les geodesiques del pla son les rectes. De fet, tota recta continguda en una
superficie i recorreguda a velocitat constant és una geodésica.

(b) Dins el cilindre (una superficie de revolucié) tenim que els meridians (que a més sén rectes)
son traces de geodeésiques. Els paralles també verifiquen que N ||v i també sén geodésiques.
Finalment, tota hélix sobre el cilindre verifica que el seu vector normal N esta contingut a
un pla perpendicular al seu eix. D’altra banda N és perpendicular al vector tangent T', per
tant, N||v i també sén geodésiques. Per la unicitat més amunt esmentada, aquestes son
totes. Alternativament podem fer els calculs. Una altra forma d’argumentar és fer servir
que les isometries duen geodésiques sobre geodesiques; com les geodeésiques al pla sén rectes
i tenim una isometria entre el pla i el cilindre podem estudiar quina és la imatge de les
rectes per aquesta aplicacio.

(c) Sobre la esfera, els cercles maxims sén geodésiques ja que el seu vector normal N és parallel
al vector radial en aquest punt que és proporcional a la seva vegada al vector normal v de
Pesfera. Com per cada punt i cada direccié en tenim un de cercle maxim aquestes son totes.

134. Siguin S C R? una superficie regular i C C S una corba regular continguda a S. Demostreu les
segiients afirmacions.

a) C és geodesica de S i linia asimptotica de S si i només si C' esta continguda en una recta
de R3.

b) Suposem que C' és geodesica de S. Aleshores C és linia de curvatura de S si i només si C
és plana.

Solucié:

(a) (=) Per ser C una geodeésica tenim que la curvatura geodésica de C' és nulla. D’altra banda,
per ser linia asimptotica la curvatura normal de C és també nulla. Per tant la curvatura
de o com a corba de R? és zero. I ja sabem que una corba regular amb curvatura zero esta
continguda en una recta de R3.

(<=) Reciprocament, si C esta continguda a una recta de R? la seva curvatura com a corba

de R?® és nulla. De la igualtat k = |/k2 + k2 en deduim que k,, = kq = 0 i aix0 ens diu

respectivament que C' és una linia asimptotica i una geodésica.

(b) Les linies de curvatura son els vectors propis de I'aplicacié de Weiergarten, és a dir, si donada
una parametritzacié a(t) es compleix que —dv(d/(t)) és muiltiple de o/(t). Sigui a(t) una
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parametritzacié per I'arc de C. Per ser a(t) una geodesica sabem que o (t) = X - v(«(t)). Si
A =0 la corba és una recta i en particular és plana. Si A # 0, tenim N = v sobre «(t) i

_a
dti=0

(—dv(d/(1)), B(t)) = (a(t)), B(t)) = (v(a(t)), TN(t)) = .

Com dv(c/(t)) és un vector tangent a S tenim dv(a/(t))||/ (t) si i només si (dv(a/(t)), Ba) = 0,
és a dir, si i només si T = 0. Ara bé, sabem que una corba amb curvatura mai nulla és plana
si i només si T =0.



Capitol 6

Exercicis complementaris de
Superficies

6.1 Pla tangent

135. Comproveu que els plans tangents a la superficie definida per z = zf(y/z), on f és una funcié
diferenciable i x # 0, passen tots per 1'origen.

Solucié: La superficie donada és

o(z,y) = (@,y,2f(2)).
Per tant
eoley) = (LOFD) +ar(D)(-5) = wo.r) -2
peley) = 01,27 =0.1,7(%),

Hem de veure que existeixen A = \(x,y) i p = p(z,y) tals que

(T, y) + Apa(w,y) + ppy(z,y) = (0,0,0).

Substituint i igualant les components obtenim A(z,y) = —z i p(z,y) = —y.

136. Sigui S una superficie de R?. Demostreu que si II és un pla que té un tdnic punt P en comu
amb S llavors II és el pla tangent de .S en el punt P.

Solucié: Composant si cal amb un moviment rigid podem suposar que el pla donat és el pla
z = 0 1 que tots els punts de la superficie tenen la tercera component negativa. Equival a dir,
que si la superficie és p(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), lavors la funcié z = z(u,v) té un maxim
local en P = ¢(up,vg), i per tant z,(ug,vo) = 2y(ug, vo) = 0.

En aquest punt, tenim doncs

Py = (*’ *70)3 Pv = (*7 *70)

136
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de manera que el pla tangent a la superficie en P (el pla per P amb espai director generat per
aquests dos vectors) és el pla z = 0, com voliem demostrar.

6.2 Orientabilitat

137. Es considera la circumferéncia del pla zy donada per 22 +y? = 4 i el segment obert AB del pla
yz determinat per y = 2, |z| < 1. Fem moure el punt mig M de AB sobre la circumferéncia al
temps que el segment gira en torn de M de manera que, quan M ha recorregut un angle u sobre
la circumferencia, el segment ha girat u/2. La superficie obtinguda és una banda de Mobius.
Comproveu que les aplicacions definides per

x(u,v) = ((2 — vsin %) sin u, (2 — vsin g) COS U, U COS %)

xw.0) = ((2-wsin (T ) cosio— (20 (T 5) Jsinnsoeos (T4 5))
x(a,v) = Usin |, + 5 ))cosd, vsin{,+5 ) )sing, veos{ o +5)),
on 0 < w,u < 2ri—1 < v,U0 < 1, defineixen parametritzacions d’aquesta banda de Mobius.

Utilitzeu aquestes parametritzacions per comprovar que la banda de Mobius és una superficie no
orientable.

Solucié: La primera parametritzacio és obvia si es mira el dibuix segtient.

P és un punt del segment que gira, situat a distancia v de M. Clarament QM = vsing (Q és la
projeccié de P sobre el pla z = 0). Observem que x(0,0) = (0,2,0).

La segona parametritzacié és molt similar a la primera pero comengant ara en el punt x(0,0) =
(2,0,0). En aquest punt la posicié del segment forma un angle de w/4 amb la vertical, ja que en
aquest punt u = 7/2.
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Observem que amb la primera carta no agafem els punts amb y = 2, i amb la segona no
agafem els punts amb x = 2. La interseccio de les dues cartes té dues components connexes, la
primera My determinada per aquells punts de la banda de Mébius amb 0 < u < 7/2, i la segona
My determinada pels punts amb 7/2 < u < 2.

A My la relacié entre w i u és u = u + 37”, i a My la relacié és u = u — w/2, com es veu
facilment mirant els anteriors dibuixos.

Igualant les terceres components de x(u,v) i X(u,v) veiem facilment que a My tenim v = —v.

De manera que el jacobia del canvi de variables és

o(u, v)
O(u,v)

]|

= 1.

I a My obtenim v = v, de manera que el jacobia del canvi de variables és

J(u,
J(u,

<l
~—

=1.

<

)

Per tant, segons estiguem a M; o My tenim
Ty N Ty = £ Ty N\ Ty
Finalment, si tinguéssim un camp normal global continuu N tindriem

Ty NTy = AN,
Ty AT, = pN,
on \ i p sén funcions que no canvien de signe. Si les dues tenen el mateix signe tenim contradiccio

amb la igualtat anterior a M I si tenen signe diferent tenim contradiccié amb la igualtat anterior
a Mg.

138. Siguin 57 i 59 dues superficies. Suposem que S és orientable i que hi ha un difeomorfisme local
f 51 = S5. Demostreu que S; és orientable.
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Solucié: Recordem que f no és, en general, difeomorfisme. No cal ni que sigui exhaustiva.

Sigui (U, ) una carta de Si.

La primera observacid és que si per a un punt P de U es compleix que la base ((Tp f)u, (TP f)po)
és una base positiva de Ty(p)Sa llavors (Tq fou, Tq feu) és una base positiva de Ty(g)S2 per a tot
Q € U. Aixo és clar, ja que dir que la base és positiva vol dir que existeix A > 0 tal que

(Tpf)pu N (Tpf)pu = AN,

on N és el normal que orienta Ss. Si en algun punt de U aquesta base fos negativa, hi hauria
d’haver, per continuitat, un punt () on

(Tpf)pu N (TP f)py =0,

la qual cosa és impossible, per ser Tg f isomorfisme (i ¢, i ¢, linealment independents).

Feta aquesta observacié considerem una carta (U, ) de Sy. Si és positiva en el sentit anterior
no la toquem. Si és negativa la canviem per (U,¢) amb U = s(U) i ¢ = pos, on s : R? — R?
és la simetria s(z,y) = s(y,z). Observem s?> = 5. Es compleix que @, = @, i ¢, = ¢, de manera
que oy A Py = —@u A @y i, (U, p) és positiva.

Obtenim aixi un recobriment de Sy per cartes orientables en aquest sentit que hem definit,
i és facil veure que el canvi entre aquestes cartes és positiu. Només cal recordar que si (e, ea) i

(u1,ug) sén dues bases de 'espai vectorial TpSy, llavors
up A ug = det A(eq A eg)

on A és la matriu del canvi de base. Pensem que la primera base correspon a la base associada a
una carta local i la segona a una altre carta local (i que P pertany a la interseccié d’aquestes dues
cartes), ambdues orientables en el sentit que hem introduit. Aplicant Tpf a Panterior igualtat
veiem que det A ha de ser positiu i hem acabat.

6.3 Primera forma fonamental

139. Loxodromes. Demostreu que les loxodromes de 'esfera (corbes que tallen amb angle constant
els meridians) estan donades per

log(tan(g)) = (¢ + ¢) cot(B)

on # és la colatitud, ¢ la longitud i 5 és ’angle constant.

Solucié: Do Carmo, Exemple 4, Seccié 2.5

140. Trobeu la primera forma fonamental de les superficies segiients:

a) o(u,v) = (ucosv,usinv, u?)
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b) ¢(u,v) = (ucoshv,usinhv, u?)
¢) ¢(u,v) = (asinhu cosv, bsinh u sin v, ¢ cosh u)

Solucié: a) Com que

o = (coswv,sinwv,2u)

vy = (—usinv,ucoswv,0)

(1 +4u* 0
=)

tenim

141. Sigui a: I — R? una corba parametritzada per I'arc tal que |a(t)| = 1 Vt € I. Considereu la
superficie parametritzada per p(u,v) = ua(v), u > 0,v € I.

a) Calculeu-ne la primera forma fonamental.

b) Demostreu que és localment isometrica al pla

Solucié:
(a) Tenim ¢, = a(v) i p, = u-'(v). Observem que derivant |a(t)| = 1 obtenim (o, a’) = 0.
Aleshores:
E = |a@)f =1
F u-{a(v),d (v) =0
G = u?
i per tant

10
(o )

(b) Per veure que la superficie anterior és localment isometrica al pla només cal observar que la
primera forma fonamental de la superficie coincideix amb la del pla en coordenades polars.
Recordem que tenim un resultat de teoria que diu que si U és un obert de R? i p; : U — S; C
R3, i = 1,2 sén dos superficies parametritzades sobre U tals que les seves primeres formes
fonamentals I; : U — Max2(R) sén iguals, aleshores ¢y o (pl_l : 51 — Sy és una isometria
local.

142. Helicoide. Trobeu la primera forma fonamental de I'helicoide.
Solucié: Recordem que la parametritzacié de I’helicoide és (vegeu el problema 94)

o(u,v) = (ucosv,usinv, av),
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i els vectors tangents

ou(u,v) = (cosv,sinv,0),

ou(u,v) = (—usinv,ucosv,a),

de manera que la primera forma fonamental de H ve donada per la matriu

1 0
0 a®+u?® |-

143. Sigui S la superficie de R? parametritzada per p(u,v) = (ucosv,usinv,log(cosv) + u) on
v € (—m/2,m/2). Comproveu que les corbes p(u1,v), ¢(uz,v) (usualment denotades simplement
com u = uj i u = ug) determinen segments d’igual longitud en totes les linies coordenades ¢ (u, a),
amb a € R constant, (usualment denotades v = ¢). Les linies coordenades, sén ortogonals?

Solucié: Només hem de trobar la longitud de la corba y(u) = ¢(u,a), amb a constant, entre els
punts de coordenades u = w1 i u = us.

ug uo
L= [ W= [ louldu = VEus - w),

1 1

valor que no depén de a.

144. Sigui ¢(u,v) una parametritzacié d’una superficie S. Suposem que els coeficients de la primera
forma fonamental de S en aquesta parametritzacié son £ =1, F =01 G = G(u,v). Compro-
veu que les linies coordenades u = constant i v = constant sén ortogonals i que les primeres
determinen segments d’igual longitud en les segones.

Solucié: Dir que F' és zero és dir que les linies coordenades sén ortogonals. Considerem un
segment de les segones (i.e. v = a, amb a constant) tallat per les corbes d’equacié uw = uy i
u = ug. Es tracta de la corba v(u) = ¢(u,a) i per tant la seva longitud és

u2 u u9
ul ul ul

valor que no depén de a.

145. Comproveu que el con i el cilindre sén localment isometrics al pla.

Solucié: Utilitzarem un resultat de teoria que ens diu que si U és un obert de R? i ¢; : U —
S; C R3, i = 1,2 sén dos superficies parametritzades sobre U tals que les seves primeres formes
fonamentals I; : U — Max2(R) sén iguals, aleshores ¢g o cpl_l : 81 — Sy és una isometria
local. Intuitivament el que cal fer és trobar aplicacions que ”despleguin”el con i el cilindre sobre
el pla. Pel con podem prendre com a obert U el conjunt de R? que en coordenades polars
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s’escriu com {(p,0) € (0,+00) x (0,27 sina)} amb cot @ = k de manera que 'equacié del con és
22 + 9% — k?2%2 = 0; i com a parametritzacié prenem

. 0 , ) 0
valp,0) = | psinacos | — ,psinasin | — ,pcosa | .
sin sin

La seva primera forma fonamental compleix que E =1, F = 0 i G = p? que és precisament la
primera forma fonamental del pla en coordenades polars. I pel cilindre podem prendre la segiient
parametritzacié ¥, (u,v) = (r cos(¥), rsin(2), u) sobre I'obert U, = R x (0, 27r) de R%. La matriu
de la primera forma fonamental en aquest cas és la identitat, la mateixa que la del pla en les
coordenades cartesianes (u,v).

6.4 Segona forma fonamental
146. Sigui C C R? una corba plana. Definim el cilindre sobre C' com la superficie:
Sc={(z,y,2) €R*| (z,y) € C}
a) Demostreu que S és localment isometrica al pla.

b) Calculeu les curvatures principals de S¢ (en funcié de la curvatura de C).

Solucio:

(a) Sigui «(t) una parametritzacié de C per ’arc. Parametritzem Sc com @(t,u) = (a(t),u).
Definim I'aplicacié de R? en S¢ donada per (t,u) — (a(t),u). Es un difeomorfisme (bijectiu
i diferenciable) i déna una isometria ja que Is, = Ig2 = Id.

(b)

e = (a”(t),0) = (kcN,0)

Yt = 0
Puw = 0
v = (—N,0)
ie=—kc, f =9g=0. Per tant K = 0 (resultat gens sorprenent perqué S¢ és isométrica al

pla per I'apartat (a)).

147. Proveu que la curvatura mitjana d’una superficie S és la mitjana de les curvatures normals en
aquest punt, és a dir

1

1
H(p) = o /S}] kn (v)dv, on S, ={veT,S||v =1}
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(Indicacié: parametritzeu v mitjancant I’angle que forma amb una direccié principal).

Solucié: Siguin ey i es vectors unitaris en les direccions principals. Podem parametritzar v € Sll,
com v = cos Bv; +sinfvy on 0 € [0,2r]. Aleshores la formula d’Euler ens diu que

kn(v) = II(v,v) = ki cos®(6) + ko sin”(6)

Per tant o
/ kn(v)dv = / (k1 cos?(0) + ko sin®(0)) dO = 7 (k1 + k2)
St 0

i hem acabat.

148. Calculeu la segona forma fonamental de la superficie definida per '’equacié zyz = a® on a # 0.

Solucié: Com a # 0 tampoc x,y, z poden ser zero. Parametritzem, per exemple, aixi: ¢(x,y) =

(z,y, ;—Z) Equivalentment, considerem la grafica de la funcié z = % El vector normal el podem

trobar molt facilemnet com el gradient de F(z,y,2) = xyz — a®. Obtenim

1

viz,y,z) = Yz, T2, xY).
( ) \/yQZQ T 2222 —i—a;QyQ( )
També, en el punt de coordenades (z,y),
Prx = (anazmz)
Pry = (O’O’ZHCZJ)
gy = (0,0, 2yy)
Per tant
Ty 2a3xy
[ = (p V= Z =
o o Yzt +xezt + Yy Yro\/y°ze + x4z + 2%y
2,2 2,2 2,2 3. /12,2 2,2 2,2
3
Fo= e Ty _ a’xy
\/y222 + 2222 4 22y2 x2y2\/y222 + 2222 4 22y2
Ty 2a3xy
g = Pyy V= 2y

\/y2z2 +IB222 +x2y2 o :Eyg\/yQZQ —l—.fCQZQ +$2y2

149. Sigui S una superficie regular de R?. Suposeu que S es connexa. Demostreu que sén equivalents:

a) La segona forma fonamental de S és constant igual a zero.
b) L’aplicacié de Gauss de S és constant.

c) S esta continguda en un pla.
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Solucié: Veiem a = b: com dv és autoadjunta té vectors propis, I1(v) = (—dv(v),v) és igual
a zero si I només si els valors propis sén zero, i.e. dv =0 i v (aplicacié de Gauss) és constant.
Veiem b = a: si v és constants tenim dv = 0 i trivialment II = 0. D’altra banda ¢ = b és
zero i ens falta b == c. Siguip € S i a(t) C S tal que a(0) = p. Veiem que a(t) C p + (vp)* per
a tota corba (fixat p) i ja estarem.

((a(t) =p)-v) =d/(t) - v=0

perqué v és constant i és perpendicular a qualsevol tangent a la superficie S, en particular
O/(t) S Ta(t)S-

150. Sella de mico. Determineu la segona forma fonamental de la superficie determinada per I’equa-
ci6 z = 23 — 3zy%. Expresseu la seva curvatura de Gauss K en termes de 7 = /22 + y? i decidiu
si es tracta d’'una superficie minimal. Trobeu ’equacié diferencial de les linies asimptotiques.
Trobeu les linies asimptotiques per (0,0, 0).

Solucié: Amb la parametritzacié p(x,y) = (z,y, 2> — 3xy?) podem calcular

or(x,y) = (1,0,3372 — 3y2)
ey(z,y) = (0,1, —6zy)
(Pmc(xay) = (0,0,61‘)
Pay(z,y) = (0,0,—6y)
gpyy(z,y) = (0,0, —6x)
o Xy = (3(y° —a?),6ay,1)
oz X pyll2 = 1436222 +9(1° — 222 =1+9(* +y*)2 =1+9*

I aleshores

2,22 _ 2 _ 2 _
I:<1+9(x Yy 18zy(x y)> 17— 6 <ac y)

—18zy(z? — y?) 1 + 3622y> Vi+odt\ -y —=o
En polars,
j 14+9r*cos?2ac —9r*sin 2a cos 2 17— 67 cosa —sina
T\ —9r%sin2acos2a 14 9rtsin? 2o V1 4+9/4 \ —sina —cosa

Per tant, I'aplicacié de Weingarten té per matriu

W T — 6r ( cosa(l 4+ 18r*sin®a) —sina(l + 18r% cos® a) )

(14 9r4)3/2 \ —sina(l —9r*cos2a) —cosa(l + 9r? cos 2av)
La curvatura de Gauss és igual a

3612 4 —36r?
K =detW = —————  (—(149%) = ———

expressié que només depén de r2.
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Observem que S no és una superficie minimal ja que la traca de W no és zero.
Per trobar les direccions asimptotiques hem de trobar els vectors v = apy + bpy, (que podem
suposar unitaris, és a dir I(v,v) = 1), tals que II(v,v) =0, és a dir, tals que

() (5)

(a® — b*)x = 2aby.

és a dir,

Aixi, per a cada punt de coordenades (x,y) fixat, tenim dues equacions amb dues incognites,
a i b, que podem trobar

Ed® +2Fab+ Gb* = 1
(a> =)z = 2aby

Per exemple, si x = 0, (recta (0,y,0) continguda a la sella de Mico) tenim

(1+9yHa? +0* = 1
0 = 2aby

que implica, quany # 0, a = 0,b = 1 (p, direccié asimptotica) o bé b= 0,a = ﬁ (ps direccié
asimptotica).

En un punt arbitrari és dificil aillar a i b d’aquesta equacio.

En el (0,0) tota direccié és asimptotica. Pero només hi passen dues linies asimptotiques, les
linies coordenades. L’equacio diferencial de les linies asimptotiques és

(@' (&)Y (1))a(t) = 22" (t)y' (t)y (1)
Posant dy/dt = dy/dx - dz/dt Pantrerior equacié s’escriu
(L=9)e=2jy,  §=dy/da

i aquesta equacié diferencial admet la solucié y = j:%a:. Es a dir, les linies asimptotiques per
Porigen sén

) = (z, i\}gxyO).

1
T, +—x
o( 7

151. Sigui C' C S una corba regular de la superficie S que té curvatura de Gauss K positiva.
Demostreu que la curvatura k de C en tot punt P € C' C S satisfa: k > min(|k1], |k2]|), on k1, k2
son les curvatures principals de S en P.

Solucié: Sabem que la relacié entre la curvatura k de C' i la curvatura de la corresponent seccié
normal és
k,, = kcosa

on « és Iangle entre la normal a la corba i la normal a la superficie.
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Per altra banda ’equacié d’Euler ens diu que
Ky, = kq cos 02 + ko sin 62

on 0 és I’angle entre el vector tangent a la corba en P i la primera direccié principal.
La hipotesis sobre la curvatura de Gauss ens diu que k; i ko tenen el mateix signe.
Si k1 i kg sén positius,

k> kcosa = ky cos 02 + kysin 0% > min(ky, ko) (cos® 6 4 sin? 0) = min(ky, k).

Si ky 1 ko soén negatius,
ki cos0? + kosin? = kcosa > —k
que, canviant de signe ens dona,
—kycos0? — kosinh? = —kcosa < k
1 per tant

min(|kyl, |ka|) = min(—ky, —ks)(cos® 6 + sin? §) < —kj cos6? — kysin6? = —kcosa < k.

6.5 Funcions de Morse

152. Sigui! h : S — R una funcié diferenciable sobre la superficie S i P € S un punt critic de h.
Donat w € TpS sigui « : (—¢,e) — S una corba tal que a(0) = P i o/(0) = w i definim

dQ(h o)

th<w) = dtQ

t=0

a) Demostreu que, donada una parametritzacié ¢ : U — S de S en un entorn de P, es
compleix

Hph(aputbps) = huu(P)a>+2hy(P)ab+hos (P = (@ b ) < ZMZEQ fun(F) ) ( a ) .

(Hph : TpS — R és la forma quadratica associada a la matriu Hessiana de h en P).

b) Definim h : S — R per h(X) = (X — P,v), on v denota la normal a la superficie en el punt
P (és a dir, h(X) és 'altura de X respecte a Tp.S). Comproveu que P és un punt critic de
h i que siw € TpS, |w| = 1, llavors Hph(w) és la curvatura normal a P en la direccié w.
Deduiu que el Hessia de h és la segona forma fonamental de S.

Do Carmo, p.178



Geometria Diferencial 147

Solucié: a) Si pensem les funcions en coordenades el Hessia de h en P, que denotaré només per
H, esta donat per

d*h(u(t), v(t))
H(w) = £ 00)
(w) 72
on a(t) = p(u(t),v(t)), amb a(0) = P i d/(0) = w.
Per la regla de la cadena, o/(0) = ¢y, (ug,vo)u' (0) + @q(ug, v9)v'(0), on (ug,ve) sén les coor-
denades de P. Escriurem només o'(0) = ¢,u’(0) + ¢,v'(0). De manera que si w = apy, + bpy,
tenim a = u/(0), b = v'(0). Utilitzant ara que h, = h, =0 en t = 0, tenim

t=0

_ 4 —dh(“(t)’”(t))) = jtt_o (hutt! () + Byt (t))
P (P (0)% 4 2k (P! (0)0'(0) + oy (P)0'(0)?

= hyu(P)a® 4 2hu (P)ab 4 by, (P)b.

b) Com h(u,v) = (p(u,v) — P,v), hy(P) = (pu(P),v) = 0, i hy(P) = {py(P),v) =0, i per
tant P és un punt critic.
Calculem el Hessia sense utilitzar 'apartat a).

d d

H(w) = %t:0%<7(t) — P, V> = %t:0<7/(t)7y> - <7//(0)7V> = knv = kn(w>'

Si fem servir 'apartat a) veiem que la matriu Hessiana és

( Pyu "V Pyv "V )
Pouy "V Qoo =V
que és exactament la matriu de la segobna forma fonamental i ja sabem que

kn(w) = I(w, w).

153. Funcions de Morse.? Un punt critic P € S d’una funcié diferenciable h : S — R es diu no

degenerat si I’aplicacié lineal autoadjunta Aph associada al Hessia de h en P és no singular. En
cas contrari es diu que P és un punt degenerat. Una funcié diferenciable s’anomena funcié de
Morse si tots els seus punts critics sén no degenerats. Sigui hg : S — R la funcié definida per

hQ(X):\/<X_Q7X_Q>’ XGS?QGR?)_S

a) Demostreu que P € S és un punt critic de hq si i només si la recta que uneix P amb @ és
normal a S.

2Do Carmo, p.178
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b) Siguin P un punt critic de hg, i w € TpS amb |w| = 1.Demostreu que

1
~ ho(P)

thQ(w) - kn

on k, és la curvatura normal en la direccié de w. Deduir d’aqui que Aphg diagonalitza
en la base ortonormal de TpS definida per les direccions principals i que P és un punt
degenerat de hq si i només si hg(P) = 1/k1 o hg(P) = 1/kz on k; i k sén les curvatures
principals de S en p.

¢) Demostreu que el conjunt
B ={Q € R?| hg és una funcié de Morse}

és un obert dens de R3.

Solucié: a) Sigui (U, ) una carta local de S amb P € U. Observem que hg en coordenades
(aixo vol dir considerar la funcié composta hq o @) esta donada per

ho(u,v) = V/(p(u,v) = Q,¢(u,v) — Q)

Aixi, en el punt (u,v),

% _ <(pu7 2 Qa >
ou hq
Ohg _ (pup—-Q)
ov hq

Si P és un punt critic aquestes dues derivades parcials s’anullen en P = ¢(ug,vg) i, per tant,
P — @ és ortogonal a ¢, (ug, vo), ¢u(uo, vo), que sén base de I'espai tangent a la superficie en P.
Per tant P — Q té la direccié de la normal.

b) Com @ esta fixat denotem h = hq per alleugerir la notacié. Prenem una petita corba
integral de w: v(s) amb v(0) = P i+/(s) = w. Suposem s arc.

La distancia dels punts d’aquesta corba a () és

h(s) = V/{7(s) = Q.7(s) - Q)
on, per abis de notacid, h(s) = h(y(s)). Posem d = d(P,Q) = h(0).
Llavors

&?h _d o d b d  (V(s)7(s) —Q) _ (('(0),P-Q)+1)d
ds?s=0 dss=0 N

(G = 450 h(s) &

on, en la darrera igualtat hem usat que h'(0) = 0.
Com d = |P — Q| tenim P — ) = —dv on v és la normal a la superficie en P (apartat a). Per

tant 2
1 1
Hph =—— == —(kil,v) = = —ky,
P (w) d82 s=0 d < n? V) d
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on k és la curvatura de y(s) en s = 0 i 7 és la normal principal de y(s) en s = 0.

L’aplicacié bilineal associada al Hessia és la donada per Q(u,v) = & (H (u+v) — H(u) — H (v)).
Observem que H(M\u) = A\2H (u).

Prenem la base ortonormal B = (ey, e2) formada per les direccions principals. L’endomorfisme
associat W esta caracteritzat per

(Wei,e1) = Qer,e1) = H(er) = LS

d
<W€2,€2> = Q(eg,eg) = H(eg) = % — kg
(Weres) = Qler,es) = %(H(el +ey) — H(ey) — Hies)) = 0

La darrera igualtat prové de que

e1 + e

1 1 kl +k32
ler + eg|

) = 2(d kn(61 +e2)) =2(= —

H(61 +62) = ’61 +62’2H(

on ki, ke sén les curvatures principals en P i hem utilitzat la formula d’Euler per calcular la
curvatura normal en la direccio e1 + es.
Analogament (Wey,e1) = 0, de manera que la matriu M(W, B) de W en aquesta base és

diagonal. Concretament
1
= —k 0
B
M(W,B)-( 0 Cll_k2>.

Finalment, la definicié de punt degenerat és que el determinant del Hessia s’anulli en aquest punt,
pero com aquest determinant coincideix amb el de la matriu anterior resulta que P és degenerat
si I només si almenys un dels radis de curvatura principal coincideix amb la distancia de P a @,
és a dir, si 1 només si () és un punt focal.

c) Acabem de veure que un punt P € S és un punt critic degenerat de la funcié distancia
a @ si i només si @) és un punt focal respecte de P (i.e. Q = P + pv, amb p radi de curvatura
principal).

Sigui F'N el fibrat normal, és a dir,

FN ={(z,sv(x));x € S,s € R,v(x) normal unitari a S en z}.

Lema. Els punts focals son els valors critics de la funcié f : FN — R3 donada per f(x,s) =
x4+ sv(x).

Si acceptem aquesta afirmacio ja hem acabat, ja que el teorema de Sard aplicat a f ens diu
que el conjunt de punts focals té mesura zero. Es a dir, hg no és funcié de Morse si i només si
existeix algun punt critic degenerat P € S. Pero aixo vol dir que Q) és focal de S, és a dir, els
punts () per als quals hg no és de Morse pertanyen a un conjunt de mesura zero.

Demostracié del Lema. Ja es veu que hem d’aplicar el teorema de Sard®. L’aplicacié f
en coordenades és f(u,v,s) = p(u,v) + sv(u,v), on v(u,v) denota el vector unitari normal

38i f : My — M> és una aplicacié diferenciable entre varietats de la mateixa dimensié, el conjunt de valors
critics (imatge per f dels punts critics) té mesura zero. Que un punt sigui critic vol dir que el jacobia de f s’anulla
en aquest punt
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a la superficie en el punt ¢(u,v). Les columnes de la matriu jacobiana estan formades per
les components dels vectors fy, fo, fs respecte de la base canonica de R®. Per tant, aquest
determinant és zero si i només si els vectors

fu = Pyt Sy
fv = Yy + sy
fs = Vv

son linealment dependents.
Pero els dos primers sén tangents a la superficie, de manera que el punt és degenerat si en
aquest punt els vectors fy, f, sén linealment dependents.

Si posem
Vy = Q11 Pyt a21 Py
Vy = Q12 Py + a22 Oy
tenim
fu = (1 + Sall)@u + sas1py
fo = saiapu + (1 + sa22)p,

i la condicié de punt degenerat és

1+ sai; sa21 - ) } .
det( saiy 1+ sam ) =det(sA+1)=s det(A—i—SI)—O

on A = (a;j) és la matriu de I'aplicacié de Weingarten —dv canviada de signe. Per tant, com
les curvatures principals, ki, ko, son els valors propis de I'aplicacié de Weingarten resulta que
det(A + s7) = det(—A — s71I) = 0 si i només si s = 1/k1 = p1 0 s = 1/ky = py. Resumint,
si (x,s) € FN és punt critic de f llavors s és igual a un dels radis de curvatrua, és a dir
f(z,s) = x4+ sv(z) és punt focal.

6.6 Superficies associades a corbes de ’espai

154. * [Superficies reglades] Una superficie S de R?® s’anomena reglada si es pot parametritzar de
la forma

p(s,t) = a(s) +tu(s),
on a(s) i v(s) sén corbes de R? i |v(s)| = 1.

a) Demostreu que una superficie reglada S té curvatura de Gauss K < 0. A més, K =0 si i
només si el vector normal unitari v de S és constant al llarg de les rectes s = cte.
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Figura 6.1: Superficie reglada.

b) Les superfices reglades amb K = 0 s’anomenen desenvolupables. Proveu que en aquest cas
hi ha una corba t = t(s) on ¢(s,t) deixa de ser regular. Aquesta corba s’anomena eiz de
regressio (no és pas una recta com podria suggerir la paraula ’eix’). Proveu que les rectes
s = cte son tangents a l'eix de regressio.

Solucié: a) Observem que

Ps = '7,(5) + tvl(s)
or = v(s)
prw = 0

Per tant, el coeficient g de la segona forma fonamental (g = v - py) és zero. Aixo implica que el
determinant de la segona forma fonamental és negatiu o zero (—f?) i, per tant, K < 0. El cas
K=0 Correspon doncs, al cas f =v - pg = —d—” - s = 0. Com que també %% = —v-py =0,
resulta que = 0 i v és constant sobre les generatnus

b) Escr1v1m v=f(ps N) amb f = f(s,t) = Tenim

.
lesApt]”
0=uvt = frps Nt + [ pst A e

Equivalentment
fe(8) Av(s) + (tfe + [)v'(s) Ao(s) = 0.
Siv'(s) i+/(s) fosin linealment independents obtindriem f; = 0itf;+ f =0, és a dir, f =0, el
que és una contradiccié. Per tant, existeix una funcié u(s) tal que v'(s) = u(s)y'(s).
Busquem ara una corba o(s) = v(s) + t(s)v(s) tal que

o'(s) =7/ (s) +t'(s)v(s) + t(s)v'(s) = A(s)v(s)

per a una certa funcié A\. Com v(s) és ortogonal a v'(s) (derivant v(s) - v(s) = 1) Ianterior
igualtat, juntament amb v'(s) = u(s)7y'(s), implica

1+ u(s)t(s) =0,



Geometria Diferencial 152

és dir, la corba o(s) amb t(s) = —1/u(s), és tangent a les generatrius.

Observem finalment que ps = +'(s) + tv'(s), de manera que sobre els punts de o(s), on
t(s) = —1/u(s)), tenim @5 = 7'(s) — u(ls) v'(s) = 0. Es a dir, sobre I'eix de regressié la superficie
deixa de ser regular.

155. * [Desenvolupable tangencial] Sigui a(t) una corba parametritzada per l'arc de curvatura
no nulla en tot punt.

a) Comproveu que ¢(t,s) = a(t) + sa/(t), amb s # 0, defineix una superficie.

) Demostreu que aquesta superficie és desenvolupable.

c) Proveu que els coeficients de la primera forma fonamental no depenen de la torsié de .
)

Calculeu la curvatura de Gauss i la curvatura mitjana en termes de la curvatura i torsio de
la corba.

e) Considerant una corba plana amb la mateixa curvatura que «, deduiu que hi ha una iso-
metria d’'un obert de la superficie anterior amb una regié del pla.
Solucié:

(a) Localment la parametritzacié és regular ja que els vectors ¢ = T + ksN i ps = T son
linealment independents, per ser s # 0 i k # 0.

(b) EI vector normal val
= PtXPs 4B
|(Pt X (Ps|
Com que no dep’en de

(c) Tenim p; =T +ksN ips=T,don E=1+k*s>, F=1iG=1.
(d)

o = T+KsN+ksN=kN+k'sN+ ks(—kT —7B)
—k*sT + (K's + k)N — 7ksB

Pts — k‘N
pss = 0
e X s = ksNxT=—ksB

Pertantv=Bie=71kssis>0iv=—Bie=—7kssis<0, f=01ig=0.

156. * [Envolvent de les normals] Sigui a = a(s) una corba de R? parametritzada per I’arc amb
curvatura k # 0 i torsié 7. Calculeu la curvatura de Gauss de la superficie parametritzada per

x(s,A) = a(s) + An(s)
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on n és el vector normal de la corba «.

157. * [Envolvent de les binormals] Sigui a = «a(s) una corba de R?® parametritzada per I'arc
amb curvatura k # 0 i torsié 7. Calculeu la curvatura de Gauss de la superficie parametritzada

per

x(s,\) = a(s) + Ab(s)

on b és el vector binormal de la corba a.

158. * [Superficie polar| Sigui & = a(t) una corba regular de R? parametritzada per I'arc. La
superficie polar de « és la superficie reglada formada per les rectes paralleles a la binormal (en
cada punt) que passen pel centre de curvatura (en aquest punt). Concretament

o(t,s) = a(t) + p(t)n(t) + sb(t)

on p(t) és el radi de curvatura de a.. La recta que obtenim en fixar ¢ i variar s es diu eiz polar.

a)

Demostreu que aquesta definicié coincideix amb la classica: La superficie polar de o és
Uenvolvent dels plans mormals. Recordem que 'envolvent d’una familia uniparametrica
de plans (la nostra familia és uniparametrica perque tenim un pla per a cada valor del
parametre ¢ de la corba) és una superficie tangent en cada punt a un d’aquests plans.
Aquesta superficie es troba facilment resolent el sistema format per 'equacié dels plans
(que depen de t) i 'equaci6 que s’obté derivant aquesta respecte del parametre ¢.

Trobeu els centres de les esferes osculatrius, que sén aquelles amb contacte d’ordre 3 amb
a(t). Comproveu que pertanyen a la superficie polar.

Indicacio: L'esfera
S(z,y,z):=(x—a)-(x—a)—R*=0
té un contacte d’ordre k amb «(t) en un punt ty si

dt .
—S(a(ty)) = 0, i=0,...,k (6.1)
dtt
Comproveu que les esferes amb centre ’eix polar que passen pel corresponent punt de «
tenen contacte d’ordre dos amb la corba.

Comproveu que la superficie polar és desenvolupable, amb eix de regressié format pels
centres de les esferes osculatrius.

Indicacio: L’eix de regressié de la superficie polar és el lloc geomeétric dels centres de les
esferes osculadores (no és pas una recta com podria suggerir la paraula ’eix’). Recordem
que 'eix de regressié d’una familia uniparametrica de plans G(z,y, z,t) = 0 és la corba que
s’obté en resoldre el sistema

G(z,y,2,t) = 0

d
ﬁG(:c,y,z,t) =0
d2
7dt2G($7y’Z’t) = 0
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159. Sigui @ = a(t) una corba regular de R? parametritzada per l'arc. Es considera l’aplicacié
¢ : R? — R3 definida per
o(t,s) = at) + e°d'(t)

i es considera el conjunt S = ¢(R?).
1. Es S una superficie en un entorn de ¢(0,0)?

2. Trobeu 'equacié de les corbes o = o (t) sobre S perpendiculars, en cada instant ¢, al vector
o/ (t) (involutes).

6.7 Curvatura de Gauss 11

160. Demostreu que una superficie compacta té com a minim un punt elliptic. Deduiu que una

superficie minimal (i.e. amb curvatura mitjana H = 0) no pot ser compacta.

Solucié: Si S és compacta aleshores la aplicacié f : S — R definida per f(x,y,z) = ||(x,y, 2)||* =
22 + y? + 22 pren un valor maxim R? en un cert punt p € S. Vegem en primer lloc que el vector
normal de S en p és v(p) = . En efecte, per a tot vector tangent v € T,S prenem una corba
B C S tal que B(0) =p i B'(0) =v. Com que g(s) = f(B(s)) té un maxim en s = 0 deduim que
g'(0) = (8'(0),5(0)) = (v,p) =0, i per tant p és ortogonal a tot vector tangent. Considerem ara
w € T,S un vector propi unitari de I'aplicacié de Weingarten en p amb valor propi k i a(s) una
corba parametritzada per 'arc amb «(0) = p i &/(0) = w Com que w és unitari tenim que

k= kn(w) = II(w) = (=dv(w), w) = (~/(0),d(0)) = (v(p), " (0)).

D’altra banda, la funcié g(s) = f(a(s)) = (a(s),a(s)) té un maxim en s = 0, per tant no tan
sols ¢'(0) = 0 siné que a més ¢”(0) < 0. Calculem doncs ¢”(0) i obtenim

g"(0) = 2((a"(0), a(0))+(e/(0),2/(0))) = 2((a(0), p)+(w, w)) = 2(R(a"(0), v(p))+1) = 2(Rk~+1).

D’on Rk+1 <0, és adir, k < %. I per tant, K(p) > % > 0. Clarament aixo implica que una
superficie minima no pot ser compacta.

161. Sigui S una superficie de R? parametritzada per ¢(u,v) = (u,v, f(u,v)) on f és una funcié
diferenciable.

a) Calculeu la primera i segona formes fonamentals de S en termes de f.

b) Deduir que S és plana si i només si fuy - foo — f2 = 0 i que és minimal si i només si
(L4 f) foo + (L + f2) fuw — 2fuv fufo = 0.

¢) Proveu que si f és harmonica (i.e. Af := fyu + foo = 0) llavors K < 0.
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Solucié: Do Carmo, Exemple 5, Seccié 3.3

162. Doneu lexpressié de la curvatura de Gauss en un sistema de coordenades ortogonals.

Solucié: Una definicié equivalent de curvatura de Gauss a la del determinant de ’aplicacié

de Weingarten és K = %ﬁw que, utilitzant els simbols de Christoffel per calcular les

derivades covariants, déna la coneguda férmula
—EK = (T1y)u — (T31)y + Tiol'Ty + T1,T5, — THT3, — T4,

que es dedueix amb calculs de la definicié de K = det W (i que esta en la base d’una demostracié
del Teorema Egregi de Gauss). L’expressié dels simbols de Christoffel en funcié dels coeficients de
la primera forma fonamental i les seves derivades és molt més senzilla quan F' = 0 (coordenades

ortogonals):
Iy = % I = _2%
I = 2% It = %
3y = _27%“ I3, = 2%

De manera que
Gu E’U E’L} G’U E'IL G’u
—ER = (ﬁ% - (TG)U T 9E2G T (TG)Z 562G T 2E2G

i fent calculs podem arribar a escriure

w =i (ia). ()|

163. Coordenades isotermes. Si ds? = \(u,v)(du? + dv?) (en aquest cas es diu que u,v sén
coordenades isotermes) proveu que la curvatura de gauss K esta donada per

1
K= —ﬁAlog)\

on A = 88722 + 8%22 és el Laplacia de R? i A(u,v) és una funcié positiva. Calculeu la curvatura de
Gauss d’una superficie en la qual £ = 1/(u®> +v? +2)? =G i F =0.

Solucié: Posant E = G = \ a l'expressio de la curvatura del problema anterior (en el que ja
haviem suposat F' = 0) obtenim

- () ()] A () - (),

1 [0%log\  O%log A 1
=——Alog\.
[ ou? Ov? } o= o8 A

D))
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En particular, si A = m aleshores _71 log A = log(u? + v? + ¢?) i per tant,

2u 2v
(W) +(W)
K=t U L U= 2(u? +v? + ) — du? + 2(u® + 0P+ P) — d? = 4t
@ s’

164. Sigui ¢(u,v) una carta isoterma.
a) Demostreu que (Ap, p,) = (Ap, ¢,) = 0.

b) Demostreu que la superficie ¢(u,v) és minimal si i només si Ap(u,v) =0
Solucié: a) Observem que el laplacia es pot escriure com

ASD = Puu T Poo-

Derivant les relacions

Ou-po = 0

OuPu = Py Py =A
obtenim

2‘;0uv cPy = Au
Puy * Pv + Oy Quw = 0
i, per tant,
A A
(@uu""ﬁvv)'@u:?u_?uzo-

I analogament quan multipliquem el laplacia per ,,.
b) Si el laplacia és zero, els termes de la diagonal de la segona forma fonamental sén

€= —Quu V=0 V=—g.

La matriu de ’endomorfisme associat (endomorfisme de Weingarten) és el producte de matrius
L = I"'II. Aquesta matriu té traca zero, ja que la segona forma fonamental té traca zero i la
primera forma fonamental és un multiple de la identitat. Com la curvatura mitjana és la traca
de I’endomorfisme associat, hem acabat.
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6.8 Ombres i Contorns

165. [Apunts J. Monterde] Suposem que projectem sobre una pantalla plana ombra que fa un
superficie quan la il'luminem amb una llum formada per raigs parallels a una direccié. La frontera
de 'ombra és el que s’anomena, el contorn aparent de la superficie en la direccié determinada per
la llum. Cada punt d’aquesta corba plana correspon, com a minim, a un punt de la superficie.
El conjunt d’aquest punts s’anomena generador del contorn, o corba generatriu.

a) Demostra que una condicié necessaria (en general no suficient) perque un punt P d’una
superficie donada S, pertanyi a la corba generatriu del contorn és (v(P),w) =0, on v és el
camp normal unitari a la superficie S i w és el vector que ens déna la direccié dels raigs de
llum.

b) Demostreu que
TI(T, w) = 0,

on T és el vector tangent a la corba generatriu en el punt P, i IT és la segona forma
fonamental de la superficie.

¢) Si T i w sén linealment independents (i, per tant, base de Tp.S) demostreu que 'aplicacié
de Weingarten esta donada per

1 kn (T) —kn(w) cos 0
" sin29 < —kn(T) cos 6 kpn(w) )

on 6 és 'angle entre T' i w.
d) Si el pla on veiem I'ombra és ortogonal a w, demostreu que
K(P) =k(Q) - kn(w),

on K(P) és la curvatura de Gauss de la superficie en el punt P, @ és 'ombra de P, i k(Q)
és la curvatura de la corba contorn aparent en Q.

Solucié: a) Considerem el pla que passa per P amb espai director (w,v(P)). La intersecci6
d’aquest pla amb la superficie és una corba i aquesta corba només pot tenir un punt en comu
amb la recta | : P+ (w). Per tant, aquesta recta | és tangent a la corba (argument similar al
del problema 136). Com v(P) és normal a les tangents en P de tots les corbes contingudes a la
superficie, en particular v(P) és ortogonal a w.

b) Per definicié
dv dv
11(r =I(—— ={(——
() = 1~ % ) = ¢
on v(s) és la restriccié del normal a la superficie a la generatriu y(s) (corba integral de T).

Per6 com que per a tot s tenim, per 'apartat a), que (v(s),w) = 0, simplement derivant

tenim el resultat.
c) En aquesta base
1 cos
I= ( cosf 1 )
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1 per tant

com voliem.

d) Observem que
1

sin2 0

K(P) = det W(P) = —3— (kn(T) - kn(w))

Per tant, només cal demostra que
kn(T) = k(Q) - sin? 6.
Denotem 7(s) la corba generatriu del contorn. Llavors la corba contorn aparent és la corba

Bs) =(s) + Als)w

amb N (s) = —cosf (només cal imposar 3'(s) - w = 0).
La observacié important és que v(y(s)) = N(s), on N(s) el el vector normal a ((s). Aixo és
degut a que tant v((s)) com N(s) sén ortogonals a w i 5'(s).
Aixi,
@ T> _ <l/ 1/ _ 1 9 / _ 4
dS’ - Y (S)>_<V76 (S)+(COS )’UJ>—<I/,B (5»

Pero s no és parametre arc de 0. Si posem

kn(T) = II(T,T) = (-

_Bs) _B(s)
T 1B(s)  sing

tenim
B'(s) = 1B'(s)|Tp
B'(s) = 18'(s)' Tp+18'(s) - 7T,

on T és el parametre arc de 3 (en particular dr/ds = |f'(s)| = sinf).
Per tant tenim,

kn(T) = (v, B"(5)) = (v,sin Oks(s)n(s)) = k(Q) sin? 0,

com voliem.

166. [Apunts J. Monterde] Estudieu les corbes a(t) sobre una superficie S tals que (v(a(t)), a(t) —
F) =0, on v és el camp normal unitari a la superficie S. Aquesta corba és la corba generatriu
de la superficie illuminada amb un focus situat en el punt fix F.

a) Demostreu que
(T, P — F) = 0,

on T és el vector tangent a la corba generatriu en el punt P, i IT és la segona forma
fonamental de la superficie.
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b) Trobeu la matriu de Paplicacié de Weingarten en la base T'i w = P — F (en el cas que
aquests dos vectors formin efectivament una base).

c¢) Demostreu que
kn(T) i kn(P - F)

K(P) = sin? @

on K(P) és la curvatura de Gauss de la superficie en el punt P, i 6 és 'angle entre T i
w=P-F.

Solucié: a) Simplement derivant

obtenim el resultat.

b)
ko (T) 0
1= (" o)
Per tant,
_ 1 |wl|? —|w| cos @ kn(T) 0
_ 1 _ n
W=1= |lw|? sin? 0 ( —|w| cos O 1 0 kn(w)|w?
Operant obtenim
W _ b w|2kn(T)  —kn(w)|w]? cos 8
w[2sin 0 \ —kn(T)|w|cost  ky(w)|w]?

1 per tant
kn(T) : kn(P - F)

K =detW = K(P) = =y
Sin

6.9 Linies de curvatura

167. Siguin S7 i Sy dues superficies que es tallen al llarg d’una corba regular C' formant un angle
O(P) (angle entre les normals) en cada un dels punts P € C.
Demostreu que la curvatura k de C' en P compleix

k% sin?(0) = A2 + A3 — 2\ Ay cos(6),

on A1 i Ao son les curvatures normals en P en la direccié de la recta tangent a C, a S 1 Sy
respectivament.
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Solucié: Sigui y(s) una parametritzacié per I'arc de C. Sabem que la curvatura normal en
una direccié donada es calcula aplicant la segona forma fonamental al vector unitari en aquesta
direccié. Denotem T(s) = 7/(s)

dVi
ds

on N = N(s) és la normal principal de y(s) i «; és I'angle entre N i la normal a la superficie v;.
Observem que

N =IN(T,T) = ——"-T=v-kv=kcosey,  i=1,2

92042—061,

ja que les tres normals N, vy, estan en un mateix pla, concretament en el pla rectificant de

V().
Un calcul directe ens diu que

2 2

sin? 0 = cos? oy + cos® s — 2 cos aq cos o cos 6.

Per tant,

2

k2 sin? 0 = k% cos® oy + k2 cos® ay — 2k2 cos aq cos ay cos ) = )\% + )\% — 2X1 A9 cosf.

168. Sigui S la superficie de R? engendrada al fer girar alrededor de I’eix Oy la corba C' continguda
en el pla zy i parametritzada per a(t) = (2 + cost,2sint) on 0 < t < 27. Trobeu les corbes de S
que s6n asimptotiques i, a la vegada, linies de curvatura.

Solucié: La superficie de revolucié esta donada per

o(t,u) = ((2 + cost) cosu,2sint, (2 + cost)sinu).

Per tant,
ot = (—sintcosu,2cost,—sintsinu)
ou = (—(2+cost)sinu,0,(2+ cost)cosu)
E = 4cos’t+sin’t
F =0
G = (2+cost)?
1
v o= (2costcosu,sint,2costsinu)
4cos?t + sin®t
o = (—costcosu,—2sint, —costsinu)
Y = (sintsinu,0, —sintcosu)
Yuwu = (—(2+cost)cosu,0,—(2+ cost)sinu)
2
e = ———=
VE
f =20

(2 + cost)cost

/>
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L’equacié de les linies de curvatura és

u/2 —u't t/2
E 0 G |=tu(Eg—eG)=0,
e 0 g

pero és facil veure, substituint els valors que acabem de trobar, que (Eg — eG) = 0 si 1 només si
3cos®t = 4 + cost, igualtat que no es pot donar mai, de manera que les linies de curvatura sén
les Iinies coordenades t = constant i u = constant.

Les linies asimptotiques estan caracteritzades per tenir un vector tangent V = (t', ') tal que
II(V,V) =0. Com f =0, aquesta condicié s’escriu com et’? + gu'? = 0.

Considerem les linies de curvatura t = constant, i mirem si sén també asimptotiques. La
condicié de ser asimptotica és ara gu'?> = 0, és a dir,

1
——=(2+ cost)cost =0,

VE

que implica t = /2. Es a dir, la corba o(m/2,u) = (2sinu, 0,2 cosu) és a la vegada asimptotica

i Iinia de curvatura.

Les Iinies de curvatura u = constant no sén asimptotiques ja que ara la condicié és et’? = 0,

2

vVE

i com que e =

aquesta condicié no es pot donar.

169. Determineu les corbes asimptotiques i les linies de curvatura de la superficie d’equacié z = xy.

Solucié: Considerem la parametritzacio p(z,y) = (z,y,zy). Tenim

QA EsS P

N
I

(1,0,9)
(0,1,x)
1+ y2
xry

1+$2
1

—\/m(—y,
(0,0,0)

(0,0,1)

(0,0,0)

0

—x,1)

1

V1422 +y?

0

Les corbes asimptotiques tenen coordenades (x'(s),y'(s)) respecte de la base (¢4, @) tals que

(2 y’)(

0 f
£ 0

> <§: > =2fz'y = 0.
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Com f # 0, les corbes asimptotiques sén les corbes coordenades x = constant, y = constant.
L’equacié diferencial de les linies de curvatura és

y/2 —a'y 22
1+y? oy 1+2? | =fA+y7)2” - f1+2*)y* =0
0 f 0

Com f # 0, les linies de curvatura han de complir

x/ /

Vita? T2

Integrant, obtenim argsinh x = argsinhy + ¢, és a dir,

x =ycoshec++/1+ y?sinhec.

170. Superficie de Enneper. Sigui S la superficie parametritzada per

v AT T R
o(u,v) = (u 3 + wv*, v 3 + u v, u” —v7).

Proveu que
a) E=G=(1+u*>+v?)? F=0.
b) e=2,9g=-2, f=0.

2

—————— i per tant és una superficie minimal.
(T roz2 P P

C) kl = —k‘Q =

d) Les corbes coordenades sén linies de curvatura.

e) Les linies asimptotiques sén u + v = const, u — v = const.
Solucié:

(a) i (b) es dedueixen dels segiients calculs

ou(u,v) = (1 —u® 402 2uv, 2u)
oo(u,v) = (2uv,1— 0% +u? —20)
Ouu(u,v) = (—2u,2v,2)
Ouw(u,v) = (2v,2u,0)
oo (u,v) = (2u, —2v,—-2)
Ou X Py = (=2u—2u® — 2uv?, 20 + 2u%v + 203, 1 — u* — 2u0? — o)
lowx goll = (14 u?+0%)?
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(c) i (d) sén conseqiiéncia de que la matriu de I'aplicacié de Weingarten en la base @y, ¢, és

2
0@+ °
0 Fe 7y

(e) Finalment, recordem que les linies asimptotiques sén aquelles corbes o C S que verifiquen
que II(d/(t)) = 0 per a tot t. Com que la matriu de la segona forma fonamental de la

superficie de Enneper és
2 0
1= ( 0 -2 >

si a(t) = p(u(t),v(t)) aleshores o = u'p, + v, és un vector isotrop per 11 si i només si
2(u/)2 =202 =0, ésadir,siv —v' =(u—v) =00u +v = (u+v) =0. Per tant, les
linies asimptotiques sén de la forma u + v = const.

171. Calculeu les direccions asimptotiques i les direccions principals del paraboloide hiperbolic x = xy,
en el punt P = (0,0,0).

172. Demostreu que en un punt hiperbolic les direccions principals sén bisectrius de les direccions
asimptotiques. Demostreu que una superficie és minimal si i només si les direccions asimptotiques
sén ortogonals.

Solucié: Només hem de recordar la formula d’Euler
kn = k1 cos® a + ko sin® a,

que relaciona la curvatura normal en una direccié amb les curvatures principals i 'angle que
forma aquesta direccié amb les direccions principals.
Si la direccié és asimptotica tenim

0 = ky cos® o + ko sin? «,

tana = j:g/:;

Aixo vol dir que les dues solucions possibles, corresponents al signe +, corresponen a angles del
tipus «, ™ — « (tangents oposades). La bisectriu de I’angle que formen té pendent (a+7—a)/2 =
/2 i correspon per tant a una de les direccions principals.

Si k1 = —ko aquest dos angles sén 7w /4 i 3w /4, de manera que entre ells formen un angle de
/2, és a dir, en aquest cas les direccions asimptotiques son ortogonals.

és a dir

173. Demostreu que, al llarg d’una corba asimptdtica no rectilinia d’una superfie, el pla osculador de
la corba coincideix amb el pla tangent a la superficie. Comproveu que el reciproc també és cert.
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Solucié: Si ~y(s) és una corba asimptotica d’una superficie S, parametritzada per I'arc, tenim

que
dv
II(y'(5),7/(s)) = 1(7-,7'(5) = 0
on v = v(s) és la restriccié del normal a S a la corba 7(s).
Si derivem la igualtat v(s) - 4'(s) = 0 obtenim

Y () 4 (s) ()N () = 0

on k(s) és la curvatura de y(s) i N(s) la normal principal.
Aixi, si la corba és asimptotica amb k(s) # 0, ha de ser v(s) ortogonal a N(s), la qual cosa
és equivalent a dir que el pla osculador de la corba coincideix amb el pla tangent a la superficie.

6.10 Superficies de revolucié

174. Demostreu que tota superficie de revolucié és orientable.
Solucié: A la pagina 94 hem vist que el vector normal a la superficie de revolucié p(u,v) =
(a(u) cosv,a(u)sinv,b(u)) on (a(u),b(u)) és una corba del pla xz que gira al voltant de 'eix z és
1

R /a/2 + b/2

amba <u<bi0 < v <2r (les parametritzacions les pensem sempre definides sobre oberts).
Pero quan parlem de superficie de revolucié ens referim normalment a ¢((a, b) x [0, 27]). Pero com
v(u,0) = v(u,2m) tenim un camp normal definit globalment sobre tota la superficie de revolucio.

v(u,v) = (= (u) cosv, =V (u) sinv, a'(u))

175. Tor de revolucié. Sigui S = {(z,y, 2) € R3| (/22 + y2—a)?+ 22 —b? = 0} un tor de revolucié
(a>b>0).

a) Parametritzeu S i trobeu-ne la primera forma fonamental.
b) Siguin @~ = {(x,y,2) € S|2? +y? —a? <0} i Q" = {(x,9,2) € S|2? +y? — a® > 0} dues
regions de S. Calculeu I'area de QT i Q™ en funcié de a i b.
Solucié:
(a) El tor ve parametritzat per ¢(u,v) = ((a + bcosv) cosu, (a + bcosv) sinu, bsinv) i té com a

primera forma fonamental
[ (a+bcosv)? 0
- 0 v?
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(b) L’element d’area és dA = b(a + bcos(v)) = dudv. Per calcular les arees cal parametritzar les
regions Q1 i Q™. Tenim

22 + % — a® = beos(v) (beos(v) + 2a)
Com a > b > 0 tenim bcos(v) 4+ 2a > 0, aleshores

Ot = {p(u,v): (u,v) € (0,27) x (—7/2,7/2)}
Q" = {pu,v): (u,v) € (0,27) x (7/2,37/2)}

Per tant

2 pm
Area(Q1) / / b(a + beos(v))dvdu = 2wb(av + bsin(v) [/:/2) = 27th(ma + 2b)
0 0

Area(27) = 2mb(ma — 2b)

176. Demostreu que si totes les rectes normals a una superficie tallen una recta fixa, la superficie és
de revolucié i la recta fixa és ’eix de revolucié.

Solucid: Suposem que la recta és leix de les yy's. La condicié donada és equivalent a que existeixi
una funcié A = A(u,v) tal que

o(u, v) + Au, v)ou(u, v) A py(u,v) = (0,x*,0).
A partir d’ara ometrem en aquesta i altres equacions la referéncia al punt (u,v) i escriurem només
© + Apu A @y = (0, %,0).
Equivalentment,

T+ )‘(yuzv - yvzu)
z+ A(xuyv - xvyu)

Tallem ara la superficie en qiiestio pel pla y = yo. Esa dir, fem y(u,v) = yo. Aquesta igualtat
defineix v = v(u) de tal manera que y(u,v(u)) = 0. Derivant tenim
dy

@:yu+yvvl:o~

Ara restringim la funcié 2% + 2? = z(u,v)? + z(u,v)?, al pla y = yo, de manera que tindrem
una funcié només de u, x(u,v(u))? + z(u,v(u))?, i derivem

d 2 2
(Ilfdj;y) = 2x(xy + T V") + 22(24 + 2, V)
= 20(z0 + 20 (= 22)) 4 22(20 + 20 (= 22))
Yo Yv
—z x
= 2 2
x(AyUH Z(Ayu)

= 0.
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El fet de que aquesta funcié sigui constant vol dir que la superficie és de revolucié al voltant
de I'eix de les y's. El radi de gir en el pla y = yo és justament v/ x2 + 22.

177. Considerem la superficie de revolucié S de R3 obtinguda al girar alrededor de I’eix 0z la corba
del pla zz parametritzada per a(v) = (¢(v),1(v)) amb (v) > 01 (¢)* + (') = 1.

a) Determineu les linies de curvatura de S.

1

P
Rl

Comproveu que la curvatura gaussiana K de S esta donada per K = —
Determineu les superficies de revolucié amb curvatura gaussiana K = 0.

d) Determineu les superficies de revolucié amb curvatura gaussiana K = cte.
) Determineu les superficies de revolucié desenvolupables i estudieu les seves corbes asimptotiques.

Comproveu que la curvatura mitjana H de S esta donada per

I— 14"+ o'y —¢"¢')
2 © '

g) Demostreu que la tnica superficie de revolucié no plana amb curvatura mitjana nulla és la
catenoide.

Solucié: a) Els coeficients de la primera i segona forma fonamentals de la superficie {(u,v) =
(90(1)) cosu, SD(U) sinu, ¢(U>) son B = ()0('0)27 F=0G=1e= —W(UW(’U)? f=0,g= 1/}/90// - TP”@/
(Do Carmo, Exemple 4, Seccié 3.3.)

L’equacié de les linies de curvatura és doncs

'2 —uv u'?

> 0 1 = 2uv'p"* = 0.
_@wl 0 w/(pu _ ¢/,@/
Si assumim v # 0, vol dir que les Iinies de curvatura soén les linies coordenades u = constant,
v = constant (els meridians i els parallels).

b) i f) Do Carmo, Exemple 4, Seccié 3.3.

c¢) i d) Do Carmo, Exercici 7, Seccié 3.3.

e) Desenvolupable implica K = 0.

g) H =0 vol dir ¢/ = o(¢/¢" — ¢"¢'), perd aixo és equivalent (derivant (¢')* + (¢/)> =1) a

w/Q — QO(,OH
és a dir, la funcié ¢ compleix ’equacié diferencial
(p(p//_‘_(p/Q_l:O

Equivalentment
(p¢') = L.
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Podem doncs integrar i obtenim
o' =v+e,

pero traslladant ¢ (i.e. canviant ¢ per ¢ = ¢ — ¢) podem suposar que ¢ = .

Aixi tindrem,

(¥*) = 2v
d’on
pv) = Vv +b

per a una certa constant b.

Ara trobem ¢ (v) a partir de

b
12 /2
¥ LTI

Integrant tenim
v
v) = Vbargsinh —
(v) gsinh =

Fent el canvi de variable
sinhw =

Sl=

tenim

o(w) = Vbcoshw
Pw) = Vow

que és la parametritzacio de la catenaria (Do Carmo, Exemple 2, Secci6 4.2).

178. Demostreu que la curvatura de Gauss de la superficie de revolucié obtinguda en girar la corba
C donada per

0
z = logtan§ + cos 6
y = sinf
al voltant de l'eix z és igual a —1.

Solucié: Diguem f(f) = logtan$ + cosf. Observem que f'(0) = cos’0/sin6, i f"(0) =
—cosf/sin?0 — cos .
La superficie donada es pot parametritzar per

x = sinfcost
= sinfsint

y
z = f(0)
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Per tant
w9 = (cosfcost,cosfsint, f)
¢t = (—sinfsint,sinfcost,0)
E = cot’h
F =0
G = sin?6
1
v(y,t) = ———(—f"cost,—fsint,cosf
WD = s )
wgg = (—sinfcost,—sinfsint, f)
wor = (—cosfsint,cosfcost,0)
o = (—sinfcost,—sinfsint,0)
1 /] - 1
e = @ Vv=———(f'sind+ f"cosf) =—cotb
WY = T o )
f = py-v=0
1 . .
g = V= ————(f"sinf) = cosfsinf
V= e Y
detIT
 det]

179. Trobeu les loxodromes del tor de revolucié parametritzat per

p(u,v) = ((a + rcos (%)) COS v, (a + r cos (%)) sin v, r sin (%)) ,

és a dir, les corbes p(u(t),v(t)) que formen un angle constant § amb els parallels u = constant.
Podeu utilitzar que

/du = 2rarctan | (a — 7) tan <i> ! !
a+rcos(¥) 21) Va2 —12) Va2 — r2

Solucié: La meétrica del tor respecte d’aquesta parametritzacio és

1 0
0 (a+rcos¥)? )°

Busquem corbes (u,v(u)) tals que el seu vector tangent en cada punt (ug,v(ug)) formi angle
constant amb el vector tangent a les corbes (ug,v) en aquest punt. Com aixo ha d es er cert per
a tot valor ug, traiem aquest subindex i tenim,

+ K.

(0 1 ) ((1) (a—|—r(()zos:f)2

\/(0 ”(é <a+7~?:osg)2)<(1)>\/(1 ”')(é (a+r?;os;f)2
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Es a dir
v'(a+rcos )
V1+v%(a+rcost)?

= cosf.

Que, elevant al quadrat i agrupant els termes en v'?, queda

v = cot97u
a+rcos;
o bé
du
dv = coteiu.
a+rcos;

Integrant terme a terme i usant la indicacié hem acabat.

180. Comproveu que ¢(u,v) = (usinacosv,usinasinv,ucosa), on u € (0,00), v € (0,27) i @ €
(0,7/2) és una constant, és una parametritzacié del con de revolucié d’angle 2a. Proveu que
la corba t — ¢(cexp(tsinacot 3),t) amb ¢, 5 constants interseca les generatrius del con (v =
constant) sota un angle constant igual a 3.

2 2

Solucié: Observem que x2+1y? = u?sin® a = tan? az?. La matriu de la primera forma fonamental

respecte d’aquesta parametritzacié és

= (o )
Per tant,
() (o e ) (0)
S0 (o e )OO 0 (5 e ) ()

amb u = cexp(tsinacot 8) i v = cexp(tsinacot ) sina cot B = usin a cot f5.
Es a dir

= cosf,

o sin av cot 3

Va2 +u2sin?a /sin? acot? 8 + sin? a

= cos f3.

181. Considerem la superficie de revolucié S donada per 'equacié z = cosh(y/x2 + y?).
(a) Trobeu la longitud r de I’arc de meridia que va del punt (0,0,1) al punt (a, 0, cosh(a)).

(b) Calculeu l'area A de la regié R de S donada per z < cosh(a) i expresseu-la en funcié de r

(A= A(r)).
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(c) Calculeu el cosinus de l’angle que forma el vector normal a S en el punt (a,0, cosh(a)) amb
el vector (0,0,1).

(d) Trobeu l'area del casquet esféric obtingut com la imatge de R C S per l'aplicacié de Gauss
de S. Aquest casquet el denotarem v(R) i la seva area per A(v(R)). (Podeu utilitzar que
larea d’un casquet esferic d’amplitud 6 € [0, 7], en una esfera de radi 1, és 2m(1 — cos9).)

(e) Calculeu la curvatura de Gauss K de S en el punt (0,0, 1) i comproveu que

lim Lflm — EK_
r—0 T 12

(Podeu utilitzar que argsinhz = In(z + Va2 +1) =z — %3 +0@%) i (1+2)%=1+ar+
—1)z2
L+ 0(%).)
(f) Amb la mateixa notacié que a 'apartat anterior, comproveu que

. A(R)
K=lm =1

Solucié: a) Aquest meridia esta parametritzat per v(x) = (x,0,coshz), amb 0 < x < a. Per
tant

r :/ 1y (z)| dz :/ cosh z dz = sinh a.
0 0

b) Parametritzem en polars ¢(p, ) = (pcos a, psin «, cosh p). Aixi

¢, = (cosa,sina,sinhp)

Pa

(—psina, pcos o, 0)

I la primera forma fonamental

cosh’p 0 >
I= .
< 0o

2 ra
A(r) = / / pcosh pdpda = 2n(asinha — cosha + 1) = 2n(r - argsinhr — /1 +r2 + 1).
o Jo

L’area demanada és dons

¢) El normal en un punt de coordenades (p, ) és

)

v = (— tanh p cos a, — tanh psin «,
cosh p

En el punt p = a i« = 0, el producte escalar de v per (0,0,1) és 1/ cosh a, de manera que si diem
0 a I’angle que formen en aquest punt aquests dos vectors tenim

1

cosf = .
cosha
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d) Només hem d’aplicar la formula de I'area del casquet i tenir en compte I'apartat anterior.
L)
V1+r2
e) Maple diu que la curvatura de Gauss K en un punt de coordenades (x,y) esta donada per
sinh (\/1’2 + yQ)
- 3
Va4 y? (cosh (x/a;Q + y2>>

Per tant, prenent limits quan (x,y) — (0,0) tenim que, a l'origen, K = 1.
Per altra banda, desenvolupant fins quart ordre

A(v(R)) =2n(1 — cosf) = 2m(1 —

,r.3 2 4 4

_ _~ _ r_r ... 2 T
A(r) =2r(r(r 6+...) (1+2 8+ +1))=nr 12+...
Ara el resultat és clar.
f)
1 4
o AWR) 2n(l = Ams) . (145 — %+ —1) _,
r—0 A(T) r—0 72 % + r—0 (1 + T; —_ % + )(71'7"2 % + )
6.11 Area

182. El radi mitja de la Terra és de 6.371 Km; la latitud de Barcelona és de 41°20’N. Trobeu I’area
d’un ‘quadrat’ d’un grau de latitud i un grau de longitud centrat a Barcelona. Feu el mateix amb
Estocolm (59°20°N). A quina latitud el ‘quadrat’ té area 10.000 Km??

Solucié: Utilitzarem la parametritzacio de la esfera de radi R = 6371 mitjancant la longitud
6 € (—180°,180°) = (—m,7) i la latitud ¢ € (—90°,90°) = (=%,5). Ja haviem calculat la
primera forma fonamental: E(0,¢) = R?cosp, F =0 i G = R?, de manera que I’element d’area
és dA = R?cos? pdfdyp. Definim Q(o, o) com el ‘quadrat’ d’un grau de latitud i un grau de

longitud centrat al punt de la terra amb coordenades (6, po). L’area de Q(6y, po) és igual a

vot+355

s
Y0~ 360

Po+355 0=00+ 355 T
A(Q (0o, ¢0)) = / dA = R2/ cos«pdgp/ df = R® —sin¢p
Q(00,0) @ 6

W o -~ 180
0~ 360 =00 355

_ TR sin + ) —sin 7)) = 7T—R22 cos posin | ——

T80 70T 360 707 360) ) T 180 - PN 360
2

— <7TR sin <7T>> cos o ~ 12364.15 cos ¢g

que no depén més que de la latitud pg. Com Barcelona esta situada a una latitud de ¢y =
41°20" = 15541.33 = 0.721345 tenim que A(Qp) ~ 9284.47 km?. En canvi, la latitud d’Estocolm
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184.
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és oo = 51°20" = {5559.33 = 1.0356 i per tant, A(Qg) = 6306.24 km?. D’altra banda, si
A(Q(bo, po)) = 10000 llavors g =~ 36°1'20" que és la latitud aproximada de Ceuta, Tanger, San
Francisco, Buenos Aires, Nicosia (Chipre) o Teheran. De fet, on I'area és maxima és a I’equador,
on A(Q(g,0)) = 12364.15 km?.

Considereu la banda de M&bius a R? donada per
c(u,v) = (2cosu + vsin(u/2) cosu, 2sinu + v sin(u/2) sinu, v cos(u/2)),

u € [0,27], v € [-1,1]. Calculeu 'area de M.

Solucié: Tot i que M no és orientable traiem un segment i ja ho és. Si G és el tensor meétric a R3
fem ¢*G i obtenim com a primera forma fonamental E = 444 sin ((1/2) u) v—v? (cos ((1/2) u))*+
(5/4)v?, G =11 F =0. A partir d’aqui fem servir Maple.*

Volta de Viviani. Sigui S lesfera de radi 2a centrada a I'origen (d’equacié 22 +y? + 22 = 4a?)
2

i sigui S el cilindre d’equacié (z — a)? + y? = a?.
a) Calculeu la primera forma fonamental de S'i S. (Per a I'esfera S utilitzeu la parametritzacié

donada per la latitud ¢ € (-5, %) i la longitud 6 € (-, m)).

b) Parametritzeu la corba a obtinguda al fer la interseccié SN 5’ (Recordeu que 'expressié
en coordenades polars de la circumferéncia (z — a)? + y* = a® és r(0) = 2acos?.)

c¢) Calculeu I'angle que forma la corba o amb els parallels de esfera en funcié de la latitud
¢o del parallel {¢ = po}.

d) Calculeu la seva longitud.

e) Proveu que l'area de la wolta de Viviani, que és la regié de la esfera x? + y? + 22 = 4a>
delimitada pel cilindre (x — a)? + y? < a? dins el semiespai superior z > 0, val 4a?(m — 2).

Solucié: a) Parametritzem l'esfera amb x(0,p) = (2a cos cos ¢, 2asin @ cos p, 2asin ) amb
0 (—mm)ige(—%,%). Lelement d’area és doncs dA = 4a? cos pdfdep.
b) Observem que la interseccié de la esfera amb el cilindre és una corba que en coordenades

cilindriques (r,0,z) de R?® verifica que r = 2acosf amb § € (—%,%) (per estar continguda

al cilindre) i v? + 22 = 4a® (per estar continguda a l'esfera), d'on z = ++/4a? — 4a2cos? 0 =
2a|sin 6| = 2asin ||, és a dir, podem parametritzar la corba interseccié sobre la esfera mitjangant

60— x(0,10]), 0 € (—-5,7%).

272

4Veureu que Maple té problemes. Independent d’aixd, la parametritzacié de la banda de Moebius donada aqui
correspon a una superficie que NO té curvatura de gauss zero. Aquesta curvatura de gauss si que la sap calcular
el maple facilment. Sobre v = 0 val —1/16. Per tant, no es correspon amb la banda de Moebius que obtenim
habitualment doblegant el paper, tal com va observar el gran Odi. La Flat Moebius band és la superficie de les
normals principals de la corba (sint, (1 — cost)® sint(1 — cost)), vegeu A pretender to the title ‘canonical Moebius
Strip’, G. Schwarz, Pacific J.M., 143, 1990.
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c¢) Siguin
z(0, ) = (2acos O cos p,2asin b cos p,2asin p),
a(f) = x(0,|0]) amb 6 € (—5,5) 1 Bpy(0) = z(0, o) parametritzacions de I'esfera, de la corba
«, interseccié de S i S, i del paralll de latitud ¢o. Tenim que o = x¢(0,|0]) £ x,(6,0]) i
</po = x9(0,¢0). Si denotem per a(ypp) 'angle que formen aquests dos vectors tenim que

(2o (0, P0) T (0, P0), o(0, P0))
|z (0, o) £ 2, (w0, o)l e (w0, o)l
4a? cos? g _ €Os g

V/4a?(1 + cos? o) (2a cos o ) /1 + cos2 g

cosa(pg) =

d)
e) La regio V C (—m,m) x (=%, %) sobre la qual cal integrar I’element d’area dA és
T T
V=A{¢) e (=55)x0,3) 10l < ¢}

I aixi, 'area de la volta de Viviani és igual a

o=1 =1 g=x =T
/ dA 4a2/ dO(/ ’ cos cpdgp) = 8a2/ ’ d@(/ ’ cos godgo)
1% f=—1 =10 0=0 =0

= 8612/02 [Slmp] db = 8a? /02(1—sin9)d9:8a [9+cos0}: a2(§—1)

= 4a®(m —2)

185. Tor de revolucié. Considereu el tor amb la parametritzacio
o(u,v) = ((R+ rcosu) cosv, (R+ rcosu)sinv, rsinu)

a) Calculeu I'area del triangle 0 < u < v < 27.
b) Calculeu la curvatura normal de la corba u = v.

Solucié:

(a)

Yy = (—rsinucosv,—rsinvsinu,rcosu)

oy = (=(R+rcosu)sinv, (R + rcosu)cosv,0)
E = r?

F = 0

G = (R+rcosu)?

do = r(R+rcosu)dudv (Elementd area)

2m 2w
Area(T) = / r(R + rcosu)dudv = / r(Ru + Tsinu’g)dv
o Jo 0

2 2

2m
= / (rRv + r* sinv)dv = <rRU2 —r?cosw
0

) = rR2m?
0
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(b)

Yuu = (—rcosucosv,—rcosusinv,—rsinu)
Yuww = (rsinusinv, —rsinucosv,0)
ow = (—(R+rcosu)cosv,—(R+ rcosu)sinv,0)
Yu X py = (—rcosucosv(R+ rcosu), —rcosusinv(R + rcosu), —rsinu(R + rcosu))
lpu x 9ol = r(R+rcosw)
v = (—cosucosv,—cosusinv, —sinu)
e =1
— 0
g = cosu(R+rcosu)

Tenim «(t) = (t,t), &' (t) = (1,1) i

kn(a) = II(a/(t)) 7+ cost(R+ rcost)
|2 r2 4+ (R +rcost)?

186. La primera forma fonamental d’una superficie S parametritzada per ¢ = p(u,v) és
1 0
0 u?+a?

a) Calculeu el perimetre del triangle curvilini determinat per les corbes u = i%avz iv=1.

on a és una constant positiva.

b) Determineu els angles d’aquest triangle curvilini.
c) Calculeu l'area del triangle determinat per les corbes u = +av i v = 1.

Solucié: a) Considerem el costat u = $av? com la imatge per ¢ de la corba (3av?,v). EI vector
tangent té components (av, 1) respecte de la base (¢, ¢y), 1 per tant la longitud de la corba entre

v=01iv =1 esta donada per

/01\/( av 1)<(1) a2+(L(U)2)<a1v>dv:a/01(1+v22):76a,

Observis que hem restringit la métrica als punts de la corba on estem multiplicant, per aixo hem
canviat el terme a® 4+ u? per a® + %azv‘L. El mateix resultat obtindriem per a la corba u = —%an.

La corba v = 1 és la imatge per ¢ de la corba (u,1), amb —%a <u < %a. Per tant, la seva

longitud val
1
2® 1 0 1
éa\/( ! 0)<0 a? + u? ><O>dv—a.
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El perimetre és doncs 10a/3.

b) Els vertexs d’aquest triangle curvilini sén els punts A = (0,0), B = (%a, 1),C = (—%a7 1).
Els vectors tangents a les corbes que es tallen en A estan donats per (+av,1), que en A (v =10)
valen tots dos (0,1), per tant I'angle en el vertex A és zero.

Els vectors tangents que concorren en el punt B sén (1,0) i (a,1). Per tant

(1 0) (g s ) (1) .

cos B = = =

(1, 0)[|(a, 1)] \/( 0 1) < (1) 5@2/4 > < clz >

Els vectors tangents que concorren en el punt C sén (1,0) i (a,—1). Per tant

(1) (g s ) () . :

cosC = = = —.

-Olfe. =) \/( a —1 ) < 3] 5a2/4 > < _@1 )

¢) L’element d’area és dA = vu? 4+ a?du A dv.

2
-

Per tant,
. 1 av 1 1 1 av
Area = /(/ \/u2+a2du>dv:/ {fu u2+a2+fa21n<u+ u2+a2)] dv
0 —av 0 2 2 —av
1 2 1 2 1
= /a2v\/1+v2dv—l—a2/ ln(av+a\/1+v2)dv—a2/ In(—av + av/'1 + v2)dv
0 0 0
1 92 2 2
= a2(—§+g\/§)+%(1—\f2+ln(1+\f2))—%(1+\/§+1n(1+\/§))
22— V9)
= —

187. Sigui S C R? I'hiperboloide d’equacié x? + y? = 1 + 22,
a) Determineu l'area de la regié de S limitada pels parallels z = zp i z = 2;.
b) Calculeu la curvatura de Gauss de S.
Solucié:
(a) Prenem la parametritzacié

o(u,v) = (cosh u, cos v, cosh u, sin v, sinh u)
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Llavors

oy = (sinhwucosv,sinhusinv,coshu)

¢y = (—coshusinv,coshucoswv,0)
E =sinh®?u+ cosh?u, F =0, G =cosh’u

L’element d’area és do = VEG — F? = coshuy/1 + 2sinh? v i per tant
3/24
coshuV/'1 + 2sinh? udu = 27 <1 + 2sinh? u) —

= F(aw2pe - araen)

arcsinhzi arcsinhzy

Arca(R) = 27 /

resinhzo arcsinhzg

(b)

Yuu = (coshucosv,coshusinv,sinhu)
Yuww = (—sinhusinv,sinhucosv,0)
Yy = (—coshucosv,—coshusinwv,0)
©uNpy = (—cosh?ucosv,— cosh?wusinv,sinhucoshv)
[lou Ayl = cosh u\/cosh? u + sinh? u
1
v = ————(—coshucosv,—coshusinv,sinhu
v/ cosh 2u ( )
v, ) = e
e = (v, =
Puu cosh 2u
f = <V7 SOUU> =0
( > cosh? u
= ]j’ =
g pov v/ cosh 2u
2
_ ~1
i eg—f* _

EG —F?2  ¢osh?2u

188. Donat un numero real «, considerem el conjunt
D={(z,y,2) eR3 | =1 < 2 < 0,22 + 3% < (—2)*}.

Comproveu que, quan « € (—1/2,0), el volum de D és finit pero l'area de 9D és infinita. (Amb
un volum finit de pintura podem pintar una superficie d’area infinital).

189. * Superficies tubulars. Sigui o : I — R? una corba regular parametritzada per I’arc i amb
curvatura mai nulla. Sigui II, el pla normal a la corba en el punt a(u). Sobre II,, considerem una
circumferencia C,, de centre a(u) i radi r(u). La reunié S = U,¢;C,, d’aquestes circumferéncies
s’anomena superficie tubular o tub al voltant de la corba a(u) amb radi (variable) r(u). Moltes
vegades es pren r(u) constant rg i es parla del tub de radi ro.



Geometria Diferencial 177

a)

Proveu que
o(u,v) = a(u) + r(u)(cosv N(u) + sinv B(u))

‘parametritza’ S, on N(u) i B(u) denoten els vectors normal principal i binormal de la
corba a.

Proveu que si 0 < r(u) < 1/k(u), on k(u) és la curvatura de «, aleshores ¢, A ¢, # 0.
Trobeu la primera forma fonamental associada a aquesta parametritzacio.

Demostreu que l'area de S no depen de la torsio de a.

Trobeu les linies de curvatura si r és constant i la corba « és plana.

Particularitzeu els resultats anteriors al cas del tor.

Solucié:

(a)

(b)i(c)

(d)

Com que N(u) i B(u) constitueixen una base ortonormal del pla II,, aleshores tenim que per
tot u € I la corbav — a(u)+r(u)cosv N(u)+r(u)sinv B(u) parametritza la circumferéncia
C\ de centre a(u) i radi r(u) sobre el pla 11, i per tant, ¢ parametritza S.

Calculem els vectors tangents utilitzant les formules de Frenet de la corba «:
ou(u,v) = o' (u) +r'(u)(cosv N(u) + sinv B(u)) + r(u)(cosv N'(u) + sinv B’ (u))
= (1 — k(u)r(u) cos v)T(u) + (r'(u) cosv + r(u)T(u) sin U)N(u)
+ (r’(u) sinv — r(u)7(u) cos v) B(u)
ou(u,v) = —r(u)sinv N(u) + r(u) cosv B(u)
i la primera forma fonamental ve donada per
E(u,v) = (1 —k(u)r(u)cosv)? + 7' (u)? 4 r(u)?r(u)?
F(uw) = —r(u)’r(u)
Gu,v) = 7(u)?
de manera que el seu determinant és igual a

EG - F? = ((1 ~ k(w)r(u) cosv)? + T’(u)2)r(u)2

Recordem que ¢ és immersié si i només si dy és injectiva si i només si els vectors ,, i
@, sén linealment independents, si i només si @, X @, # 0, si i només si EG — F? =
lu X @ul|? # 0. Aixi, la nostra parametritzacié ¢ és una immersié si i només si r(u) # 0
i0obé1l—k(u)r(u)cosv #0 o bé r'(u) # 0, per tot (u,v) € I x (0,27). Observem que la
condicié 1 — k(u)r(u) cosv # 0 es satisfa sempre que 0 < r(u) < ﬁ

Observem també que 'element d’area dA = v EG — F2dudv no depén de la torsié T de la

corba «.
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(¢)

()

Les linies de curvatura sén corbes ((t) sobre la superficie de manera que per tot t el vector
tangent ['(t) és un vector propi de laplicacié de Weingarten W = —dv. Suposem que r(u)
és constant i « és plana (i.e. T(u) =0) i calculem en aquest cas

T (u) N(u) B(u)
Yu Xy = | 1—=Ek(u)r(u)cosv 0 0
0 —r(u)sinv  r(u)cosv

= —(1—k(u)r(u)cosv)(r(u) cosv N(u) + r(u) sinv B(u)),
llavors el vector normal de la superficie S és igual a

A
v(u,v) = PulPo —cosv N(u) — sinv B(u).

T leu Aol

Si derivem v(u,v) respecte u i v obtenim

dv(py)(u,v) = 61/((31;,1}) = —cosv N'(u) = — cosvk(u) T(u) || pu(u,v)
dv(py)(u,v) = (91/591;,11) =sinv N(u) — cosv B(u)|| ¢u(u,v)

Per tant, les linies de curvatura sén en aquest cas les linies coordenades.

Sigui o(u) = (acos %, asin %,0), llavors N(u) = (—cos %, —sin%,0) i B(u) = (0,0,1). La
condicié de regularitat és b = r(u) < ﬁ = Tla = a i la parametritzacio és

u,v) = acosg,asing,o + b( cosv —cosg,—sing,() +sinw(0,0, 1
v a a a a

= ((a—bcosv) COSE, (a — becosv) sing,bsinv).
a a

La primera formal fonamental s’escriu com

(1 — g cos 0)2 0
0 b?
i larea, com ja haviem vist, és

2ma 27 b
/ du/ dv(1 — = cosv)b = 4n’ab.
0 0 a

Finalment, les linies de curvatura del tor son les seves linies coordenades, és a dir, els
parallels i els meridians.

190. Superficies paralleles o semitubs. Donada una parametritzacié ¢(u,v), d'una superficie
S, es defineix la superficie parallela o semitub a distancia ¢, S;, com la superficie donada per

o' (u,v) = @(u,v) + tr(u,v),

on v = v(u,v) és el vector normal unitari de S (escollim un dels dos).
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a) Trobeu, respecte de les coordenades u, v, 'expressié de l'element d’area de S;.
b) Proveu que la curvatura de Gauss K* = K'(u,v) esta donada per

. K
1 —2Ht+ K2’

on K = K(u,v) i H= H(u,v) sén les curvatures de Gauss i mitjana de la superficie inicial
en el punt corresponent.

c¢) Proveu que la curvatura mitjana H' = H'(u,v) de S; estd donada per

H - Kt

H=———
1—2Ht+ Kt2’

Solucié: a) Mirem la relacié entre els espais tangents a les dues superficies.

QDZ = Yyt tyy
902 = @yt iy
Si escrivim, com és habitual,
Vy = G11¢y T 0129y
Vy = Q21¥y + a220y
obtenim
YuNVy = 02204 N\ Py
Uy Ny = a119u N\ Yo
UV ANVy = Koy N @y

Simplement substituint tenim

o Aol = (1= 2Ht + Kt*)u A oo,

En particular
v (" (u,v)) = v(p(u,v)).

L’element d’area esta donat doncs per
dS* = [@l, Agl| = [(1 = 2Ht + Kt*)| - |ou A | = |(1 — 2Ht + K1%)|dS.
b) Per mirar la relacié entre les curvatures de Gauss, observem que es compleix

t t t t t
vy Ny = Ko, Ay,

Jja que aquesta relacio és certa per a qualsevol superficie. Aixi doncs
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Koy Ny =vy A =V AVl = Klol At = K1 — 2Ht + Kt*) oy, A @

Per tant,
Kt = #
1—2Ht + Kt?’
com voliem.
b) Com que v'(u,v) = v(u,v) tenim
Vi = a1y + a120 = b1, + biah
Vy = a219u + a20py = bl + bagh
També
PLAVL = @y Ay +tug Ay = (agz + K)oy A oy = bazegl, A @,
VEAQL = v Ay ity Ay = (a11 + K )pu A gy = biigh, Al

Sumant i igualant el coeficient de ¢, N @, tenim

—2H +2tK = —2H'(1 — 2Ht + Kt?)

i per tant
ot — —H+tK
1—2Ht + Kt?
Si canviem v per —v tenim
. K ¢ H+tK
14 2Ht+ Kt2 1+ 2Ht+ Kt?

Penseu el parallel interior i exterior a una esfera.

191. Sigui S una superficie amb curvatura mitjana constant ¢ # 0. Demostreu que la superficie

1
tubular a distancia % té curvatura de Gauss constant K = 4c2.
c

Solucié: Vegeu problema 190.

192. Sigui S una superficie amb curvatura de Gauss constant a® # 0. Demostreu que la superficie
tubular a distancia — té curvatura mitjana constant H = 3.
a

Solucié: Vegeu problema 190.
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6.12 Geodesiques
* Sigui S la superficie de revolucié parametritzada per
o(u,v) = (a(u) cosv, a(u) sinv, b(u))
amb a(u) > 01i (a')? + (v)?
a) Calculeu el simbols de Christoffel i les equacions de les geodesiques de S.
b) Comproveu que els meridians d’una superficie de revolucié sén geodesiques.

¢) Proveu que un parallel és una geodesica si i només si la recta tangent al meridia que passa
per cada un dels seus punts és parallela a 'eix de rotacié de la superficie. Apliqueu-ho al
cas de l'esfera i del tor.

d) Demostreu el Teorema de Clairaut: Si a(s) és una geodesica (parametritzada) de S i
0(s) és l'angle que forma o amb el parallel per «(s), aleshores el producte de la distancia
de a(s) a l'eix de gir pel cosinus de 0(s) és constant al llarg de la corba a.

e) Trobeu la curvatura geodesica dels parallels (u = ug) en funcié de a(u).

Solucié: Utilitzarem els calculs fets al problema 121.

(a) Com que E(u,v) = 1, F(u,v) = 0 i G(u,v) = a(u)?, els simbols de Christoffel sén els
segtients (veure el problema 162):

Fh =0 F% = )
l _ 2 _ a(u
F22 = —a(u)a’(u) I3, =0

I a(s) = p(u(s),v(s)) és una geodesica (parametritzada) de S si i només si es satisfan les
segiients equacions:

u’(s) = au(s))a’ (u(s)v'(s)* = 0

IO _
(5) + 25 () = 0

(b) Les funcions u(s) = s, v(s) = wg verifiquen les equacions anteriors i la corba «(s) =
o(u(s),v(s)) és un meridia de S.

(c) Els parallels parametritzats a velocitat constant s’obtenen prenent u(s) = ug 1 v(s) = s.
Aquest parell de funcions verifiquen les equacions de les geodésiques si 1 només si a’(ug) = 0,
o equivalentment si la recta tangent a un meridia que passi per aquest parallel és vertical
(parallela a l'eix de gir). En el cas de la esfera, de tots el parallels només 'equador és
geodésica (cercle maxim). En el cas del tor, hi ha dos equadors, l'interior i I'exterior.
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(d)

()

Si escrivim la segona equacio de les geodésiques com

(s) o (u(s)(s)
7(s) TP atu(s)

i integrem respecte a s obtenim la relacié

=0

log v'(s) + 2log a(u(s)) = log(v'(s)a(u(s))?) = const.

Sigui a(s) = ¢(u(s),v(s)) una geodesica parametritzada per I'arc i sigui 6(s) I'angle que
forma o amb el parallel que passa per a(s). Llavors el cosinus de 0(s) és igual a

cosdls) = Pt (S)ou TV (S)pu) ey
N P el

Per tant, a(u(s)) cosf(s) = v'(s)a(u(s))? és constant.

Sigui ay,(s) = p(ug, ﬁ) amb s € [0,2ma(ug)] una parametritzacié per 'arc del parallel

que passa per ¢(ug,0). Recordem la férmula a(ulo)2 = k% = k2 + k2. D’altra banda, la
P 1 1 g<u0’a<%o))
curvatura normal de «a(s) és igual a Il(mgov) = W(—du(gov),gov) = o on

g(u,v) denota I'iltim coeficient de la segona forma fonamental de S que ja haviem calculat
al problema 0. Aixi teniem que g(u,v) = V' (u)a(u) i per tant

R e ) B

gro a(up)? a(ugp) a(ugp)
Per determinar el signe hem de tenir en compte que V1T = kyN, on N, és un vector
tangent a S unitari de manera que T, N, i v formen una base ortonormal directa de R3.
Per exemple, si el vector normal v = Hi“ig”u apunta cap en fora (en sentit contrari cap
a on es troba l'eix de gir de S) i estem en un punt on a’(ug) > 0 (la corba generatriu es
recorre de dalt a baix per qué el vector v sigui exterior) aleshores podem veure que kg > 0

i per tant kg(awy,) = ‘Z((;?)). També podriem haver arribat al mateix resultat calculant

oy (8) = VT = xpy + ypu + 2v = —a(io) (cos <a(zo)> ,sin <a(zo)> ,O>

i utilitzar que T = % v, —y 1 v formen una base ortonormal directa de R? per deduir

a
que y = (o, (s), pu) = 0 i per tant

by tug) = {1 (5), —pu) = 210,
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a) Suposem que dues superficies s6n tangents al llarg d’una certa corba C. Demostreu que si
C és geodesica en una de les dues superficies també ho és a 'altra.

b) Demostreu que tota corba a(s) de R3 és geodesica d’alguna superficie. (Indicacié: Conside-
reu la superficie reglada ¢(s,t) = a(s) +tB(s) on B(s) és el vector binormal de la corba.)

¢) Descriviu un metode per determinar les geodesiques d’una superficie per medi d’una banda
adhesiva (cello).

Solucié:

(a) Si dos superficies S i S’ sén tangents al llarg d’una corba C' aleshores els vectors normals
de S 15’ restringits a C sén parallels. Si C és la traca d’una geodésica a S llavors el vector
normal principal N de C és parallel al vector normal v de S i per tant al vector normal v/
de S’, amb la qual cosa C és també una geodésica de S’.

(b) Sigui S la superficie definida per ¢(s,t) = a(s)+tB(s) a partir d’'una corba o(s) parametrit-
zada per larc i del seu vector binormal B(s). Calculem els vectors tangents

ps(s,t) = T(s)+tB'(s) =T(s)+tr(s)N(s)
pi(s,t) = Bls)

de manera que el vector normal v(s,t) és parallel a
ps X or = =N(s) +t7(s)T(s).

La restriccié de v a la corba a s’obté posant t = 0, aixi v|,|| — N(s) i per tant o és geodesica
de la superficie S.

(c) Considerem S’ una superficie qualsevol i estenem una banda de cello S sobre la superficie
S’ de manera que sigui tangent sobre la corba central C de S. Com que la banda de cello
només es pot deformar en la direccié longitudinal tenim que S és una superficie reglada del
tipus descrit a apartat anterior (podem pensar que és un tros de cilindre, la corba central
un parallel del cilindre, i aixi la binormal es 'eix del cilindre), per tant C' és una geodesica
de S i per apartat (a) també ho és de S'.

195. Sigui a(t) (t € I) una corba regular i S = UierCh la superficie tubular al voltant de «(t) i radi
(variable) r(t), i.e. C} és una circumferéncia de radi r(¢) continguda al pla normal de a en el
punt «(t), vegeu el problema 189. Proveu que C; és geodesica de S si i només si 7/(t) = 0. En
particular, en un tub de radi constant totes les circumferencies C; sén geodesiques.

Solucié: Prenem la parametritzacié de S del problema 189.

o(u,v) = a(u) + r(u)(cosv N(u) + sinv B(u))
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utilitzant el parametre arc u de la corba . Aleshores

ou(u,v) = o (u) + 7' (u)(cosv N(u) + sinv B(u)) + r(u)(cosv N'(u) + sinv B’ (u))
= (1 — k(u)r(u) cos v)T(u) + <r’(u) cos v + r(u)7(u) sin v)N(u)

" (r/(u) sinv — 7(u)7(u) cos U) B(u)

ou(u,v) = —r(u)sinv N(u) + r(u) cosv B(u)
T(u) N (u) B(u)
ou Xy = | 1—=Fk(u)r(u)cosv 7'(u)cosv+ 7(u)sinv 7'(u)sinv — r(u)7(u) cosv
0 —r(u)sinv r(u) cosv

= r(u)r’(v) T(u) — (1 — k(u)r(u) cosv)r(u)(cosv N(u) + sinv B(u))

Com que el vector normal de C,, és parallel a ¢,, = —r(u)(cosv N(u) + sinv B(u)) i r(u) > 0,
veiem que C,, és geodesica de S si i només si r'(u) = 0.

196. Sigui P un punt d’una superficie S. Sigui o una geodesica per P. Prenem, en un entorn de P,
coordenades u, v, on u indica la longitud mesurada a partir de P sobre ¢ i v indica la longitud
mesurada sobre la geodésica ortogonal a o que passa per (u,0).

Proveu que

1. Les linies u = constant sén perpendiculars a les linies v = constant.

2. La metrica, en aquestes coordenades, s’expressa com

ds* = E(u,v)du® + dv?,

E
amb 8(;2’0) =0,1FE(u,0)=1
2
E
3. (VE)yu + KvVE =0, 0on K és la curvatura de Gauss. (Eyy, = 88(%’1}))
u

Solucié: 1) Denotarem ¢(u,v) aquesta parametritzacié. Concretament tindrem
a) p(u,0) és una geodésica parametritzada per I'arc. P = ¢(0,0).

b) Per a cada u = wy fixat, p(ug,v) és la geodesica ortogonal a la geodésica ¢(u,0) en el punt
©(ug,0). Podem suposar que v és el parametre arc de totes aquestes geodeésiques. Tindrem

doncs
dp(u,v)|
o) o
1
Ip(u,0) dp(u,v)|  _ dp(u,v)|  Op(u,v) 0 (6.3)
ou v lv=0  Ou lv=0 v lv=0 ’
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Considerem la funcié
dp(u,v)  Op(u,v)

F -
(u7 U) au av Y

terme (1,2) de la primera forma fonamental.
Observem que per valorar aquesta funcié en un punt primer hem de derivar i després substituir,

és a dir,
dp(u,v) dp(u,v)
F(a,b) = ——— L
(Cl, ) ou u=a,v=>b ov u=a,v=>b
En particular
9¢p(u,0) Op(u,v)
F(u,0) = . =0. 6.4
(u,0) ou v lv=0 (6:4)
Derivant F' respecte de v tenim:
OF _ ¢ dp  0p P (6.5)

%_&M%.ﬁv—i_au o2
Com que, per (6.2),

_0p 99 _,
ov  Ov
tenim que 5 90 9
w op
ou'ov a0 =0
i per tant
Po Op_
Ooudv v ’

és a dir, el primer sumand del terme de la dreta de (6.5) s’anulla.
Ara observem que, per la primera formula de Frenet,

e
ov?

té la direccié del vector normal a la corba de R? op(u,v) (u fixat), pero justament la definicié de

geodeésica és que aquest vector normal coincideixi amb el vector normal a la superficie en cada
punt. Per tant,

9p v _

ou  Ov? ’
i hem provat doncs, substituint a (6.5), que

oF

— =0.
v

Aixo implica, juntament amb (6.4), que F(u,v) = 0 per tot v, és a dir, que les corbes v = constant

tallen ortogonalment les corbes u = constant.
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2) Per estudiar la métrica observem que acabem de veure F' =0 i G = 1. Per definicié tenim

_ 0p(u,v) ‘ dp(u,v)

E —
(U’7 U) au 8u )
per tant

_ 0p(u,0) 9p(u,0) _

E(u,0) = ou  du L
ja que és la norma al quadrat del vector tangent a la geodésica o(u) = ¢(u,0) donada.
Derivant,
OE(u,v)| (Q 3@(%0)) Op(u,v) | _ ,0%p(u,v) d¢p(u, v)
ov =0 TOvl=0 Ou ou =0 7 Oudv lv=0 ou =0’

pero, derivant (6.3) tenim,

Pp(u,0) Dp(u,v)
Ou? ou

v=0 ou  Ou

+8g0(u,0) 8(8@((91:,1})

>_a
v=0

El primer terme del sumand és zero pel mateix argument sobre la primera formula de Frenet i la
coincidéncia de les normals usat anteriorment. El segon, per Schwartz, s’escriu com

Op(u,v)
v=0 ou

9%p(u,v)
Oudv

)

v=0

que coincideix, llevat del factor 2, amb la derivada parcial de FE respecte de v en v = 0, per tant

OE(u,v)

com voliem demostrar.
Observeu que hem anat utilitzant que per a funcions de dues variables h(u,v) es compleix

Oh(u,v)

_ Oh(u,0)
ou N '

v=0 ou

3) Finalment, per calcular la curvatura recordem la férmula de Gauss

4EG—-FF)?k = E|— ——-2— —
(FG ) (dq dg ~ dpdg  \dp

dE dG _ dF dG <dG>2>
BdG _dEdG _,dBdF  dFdF _,dFdG
dp dq dq dp dq dq dp dq dp dp
dEdG _dEdF [dE\?
G| == o 4 [ ==
(@um @dq+(@>>
ddE _ ddF +ddG
dg*> ~dp-dq  dp?

— 2(EG - FF) <
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Posant F'=01G =1 obtenim
AE’K = E? — 2FEE,,

que es pot escriure com

K=="U%

197. Siguia: I CR — C C R3, a(u) = (z(u),y(u),0), corba regular plana parametritzada per
I’arc i W un vector unitari perpendicular al pla que conté la corba.
Sigui U = I x R. Considerem I’aplicacié ¢ : U C R? — S C R? donada per

o(u,v) = cosh(v)a(u) + sinh(v)d.
1. Proveu que ¢ : U — S defineix una parametritzacié regular de S C R3.

2. Trobeu la primera forma fonamental de S i ’angle que formen les linies coordenades. Per
a quines corbes « totes les linies coordenades de la superficie S sén ortogonals?

3. Trobeu el vector normal a S al llarg de « en termes del vector tangent a la corba « i del
vector unitari .

4. Proveu que « és una geodesica de S.
5. Es « una linia de curvatura de S?

6. Si o parametritza una circumferencia, quina és la superficie que estem considerant?

Solucié: 1) Observem que

@y = coshv o/(u)
vy = sinhv a(u)+ coshv W
©u Ny = coshvsinhv @ + cosh?v (o (u) A W)

i aquest darrer vector no s’anul'la mai, cosa equivalent a dir que la diferencial de p(u,v) té rang
dos en tot punt.
2) La primera forma fonamental és

cosh? v coshvsinhv a(u) - o (u)
coshvsinhv a(u) - o/(u) sinh?v a(u) - a(u) + cosh? v

Per tant, I'angle entre les corbes coordenades esta donat per
F sinhv a(u) - o/ (u)

cosf = = :
lullpol \/sinh2 va(u) - a(u) + cosh? v
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Per tant, les Iinies coordenades sén ortogonals per a aquelles corbes a(u) tals que a(u)-o/(u) =
0. Es a dir, a(u) - a(u) = R2, per a una certa constant R. Per tant, a(u) esta continguda en una
circumferéncia de centre I'origen i radi R.

3) Observem que a(u) esta donada, com corba de S, per la condicié v = 0. En particular,

Ou N\ @y 0= o (u) AT = £n(u)
v=
on n(u) és el vector normal principal de la corba. Recordem que com que la corba és plana, el
pla que la conté és el seu pla osculador.

4) El calcul anterior demostra que a(u) és geodésica.

5) Apliquem Olinde. Es a dir, derivem la normal al llarg de a(u) per veure si surt un miltiple
de o/ (u).
_dv(u,0)  dn(u)
 du du

on k(u) és la curvatura de a(u). Per tant, efectivament, a(u) és linia de curvatura.
També haguéssim pogut verificar directament si a(u) compleix I'equacié de les linies de cur-
vatura (recordem que en coordenades o(u) és (u,0)):

dv(a(w) — —k(w)a/(w),

dv? —dudv du? 0 0 1
F F G |=|1 0 1|=f
e / g e [ g

pero f(u,0) =0, ja que
Oup = sinhva/ (u)

i per tant
Yuv(u,0) = 0.
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Formes

198. Propietats elementals del producte exterior.

a) Demostreu que el producte exterior de tensors alternats (aplicacions multilineals alternades)
és distributiu respecte de la suma, és a dir,

TA(SI+SQ):TA51+T/\SQ

i també
(T1+T2)/\S=T1/\S+T2/\S

b) Demostreu que el producte exterior de tensors alternats és distributiu respecte del producte

per escalars, és a dir,
TAN-S)=XA-(TANS)=AN-T)AS

Solucié: a) Suposem T d’ordre k i Sy, Se d’ordre q.
1

TA(SI+SQ)(U1, 7uk+q) == W Z G(U)T(UO'(]_),"' 7uo'(k’))(sl+SQ)(U/O'(]€+1)7"' 7u0'(k+q))
U€5k+q
pero
(51 + 92) (Uo(kt1)s 5 Yo (ktq) = S1(Uo(hr1)s s Yo (ktq)) T S2(Uo(kt1)s 5 Us(htq))s
que substituint a ’anterior igualtat dona el resultat.
b)
1
TN ()‘S)(ula T 7uk+q) = FQ' Z E(U)T(ua(l)’ T 7“0(/6))()‘5)(“0(19-1—1)7 T 7ua(k+q))
o UESk+q

ara \ surt factor comu i tenim el resultat.

199. Sigui f: R” — R™ una aplicacié lineal. Considerem 1’aplicacio
5o AFR™) — AFR™)
donada per f*(T)(vi,...,vx) =T (f(v1),..., f(vk)), per a tot vy,...,v; € R™

189
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a) Proveu que f* esta ben definida, és a dir, si T € A¥(R™), aleshores f*(T) és realment un
element de A*(R")

b) Proveu que f* és lineal, és a dir, que es satisfan f*(T'+ S) = f*(T) + f*(S) i f*(A-T) =
e FH(T)
c) Siguin T' € A¥(R™) i S € AY(R™). Demostreu que aleshores

AT AS) = f1(T) A FH(S)

Solucié: a) Hem de veure que, per a tota permutacié o tenim
T (D) (Wo(rys - -5 Vor)) = (@) f(T)(v1, ..., vp).
Pero
T () (Wo(rys - -5 Vo)) = T(f(Vo))s - - f(Uor))) = €(@)T(f(v1), ... f(vg)) = €(o) [ (T)(v1, - .., vk)-

b) Evident.
c)

ST NS) (1, vkeg) = (TAS)(f(v1),-- -, fVksg))
1

= kZTQ' Z E(U)T(f(va(l))’ T 7f(va(k)))8(f(vo(k+l))’ to 7f(va(k+q)))
o O’ESkJrq
1

= ha > 0 T(Wo)s s Woe) I S Watrat)s > f (Vr(rg))
o O'ESkJrq

= fTTAfS(v1,. .. Vktq)

200. Sigui f € End(R™) un endomorfisme de R", i T" € A™(R").

a) Demostreu que existeix o € R tal que T'(vy, ..., v,) = a-det(vy,...,v,) peratot vy,..., v, €
R™.

b) Deduiu que f*(7') = det(f) - T.

Solucié: a) Per determinant de n vectors s’enten el determinant de la matriu de les components
d’aquests vectors respecte de la base canonica de R™. Si denotem (ey,...,e,) aquesta base tenim
v; = afej amb el criteri de sumacio estandard. Llavors

T(vi,...vn) = T(a{ej, .., ale;)
Per ser T multilineal alternat els coeficients surten fora i

T(ea(l), .. .eo(n)) =e(o)T(e1,...,en).
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Observem que només apareixen els termes T'(eq(1), - - - €5(n)) ja que si dos dels superindexs j sén
iguals el valor de T és zero.

Aixi
o(1) o(n
T(vi,...vn) = E e(0)a .. alMa = a - det(vy, ..., ),
O'eSn
amb o =T(ey,...,e,), com voliem.
b) Es suficient veure que coincideixen sobre la base canonica.
Pero

A (T)(er,y...,en) =T(f(e1),..., f(en)) = a-det f.

(La darrera igualtat és conseqiiéncia de 'aparat a)).

Sigui e1,...,e4 la base canonica de R*, i wi,...,ws la seva base dual. Demostreu que no
existeixen T, S € A'(R?*) tals que

wi Awg +w3Awyg =SAT

Solucié: Elevem al quadrat tenint en compte que per a tota 1-forma w es compleix w A w = 0.
Ens quedara
M=SATASAT

onn=wi Awy Aws A wy és I'element de volum de R*. Pero com que SAT = =T A S, el terme
de la dreta és zero, contradiccio.

Proveu que si T' és un producte interior a V' (bilineal, simetric, definit positiu), existeix una
f:R™ — V lineal bijectiva tal que f*1" = (-,-) on (-,-) denota el producte escalar ordinari.

Solucié: Es ben sabut, vegeu per exemple, Affine Maps, Euclidean Motions and Quadrics,
que tota aplicacié bilineal simétrica diagonalitza. Si estem en R-espais vectorials i I’aplicacié
és definida positiva, podem suposar que tots els termes de la diagonal sén iguals a 1. Diem
(u,...,uy) la base on la matriu de T és la identitat, i definim f per f(e;) = ui, on (e1,...,en)
és la base canonica de R".

Llavors f*T(e;, e;) =T(f(e1), f(e;)) = T(ui, u;) = 0i5 = (es,€5), és a dir, f*T = (-,-).

Vegeu que det és ’element de volum per l'orientacié i producte habituals de R™. Vegeu a més
que |det(vy,...,v,)| és el volum del parallelepipede definit pels vectors v;.

Solucié: L’element de volum, és per definicid, la n-forma que val 1 sobre una base ortonormal.
Aixo vol dir que £1 sobre tota base ortonormal. Com que det(eq,...,ey), on (e1,...,e,) és la
base canonica, és el determinant de la matriu identitat, hem acabat.

b) Per a n = 2 sabem que l’area del parallelogram format pels vectors u,v, que formen entre
ells un angle «, és igual a la longitud de la base per altura.

Aixi doncs
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2
Area = |v|-h = |v|ju|sina = |v||u]y[1 - (u v >
[ol]u|
= Va2 = (- 0)? = V{wos —ugon)2 = || 1| = det(u, ).
Ug V2

Una altra manera és mirar el dibuix i adonar-se que la figura ratllada esta formada per dos
triangles de la mateixa base QH i altures respectives ¢ i a — ¢, de manera que ’area del paral-
lelogram de costas OP, 0OQ) és igual a

Area = 2%@H.(c—|—a— c)=(d— %) ca=ad—bc= det(O?, Oﬁ)

a

Q= (Cv d)
P=(a,b)

H = (¢,bc/a)

O

El volum d’un parallelepipede n-imensional es pot definir per recurréncia com
Vol(vy,...,v,) =Vol(vy,...,0n-1) - h

on h és laltura del parallelepipede sobre I'hiperpla H = (vy,...,vy_1), és a dir, v, = u+ hN on
u € H i N és ortogonal (amb el producte habitual de R") a H.
Es pot veure que aquesta definicié no depén de quin dels vectors v; fa el paper de v,,.
Per induccio,
Vol(vy,...,vp) = |det(vy,...,vn—1)| - h

ondet(vy,...,v,—1) vol dir el determinant de la matriu (n—1)x (n—1) formada per les components
de v1,...,v,—1 respecte de una base ortonormal (no importa quina) de H.
Ara tenim

det(vi,...,vy,) = det(vi,...,vp—1,u+ hN) = det(vy,...,AN)
= hdet(vi,...,vp—1,N) = hdet(vi,...,vp_1).

Per tant,
Vol(vy,...,v,) = |det(vy,...,v,)|.
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204. Siz’:R"™ — R és la funcié que a cada p li fa correspondre la seva component i-éssima, veure
que {dz'(p)} és la base dual de la base canonica (e;), a p.

Solucié: Només hem de recordar com funciona la diferencial d’una aplicacié quan és aplicada
a un vector v € TpR™: s’agafa una corba integral del vector (y(0) = P, 4/(0) = v), no importa
quina, es transforma aquesta corba per la funcio, i es fa la derivada en t = 0.

En el nostre cas tenim

. d .
dz'(p)(ej)p = 2| _ @' (P1-- - Pj=1, 05 + . Pjs1s -5 Pn) = O3

Jja que xi(pl, .. ,pj_l,pj—i-t,pj_H, ... ,pn) =p;+tsii=7y, il’i(pl, sy Dj—1,D5 +t,pj+1, - ,pn) =
pj sii#j.
205. Si f:R™ — R™ i h una funcié, provar que
fr(hdzt Ao Adz™) = (ho f)(det f') dat A --- A da™,

on f’ denota la matriu jacobiana de f.

Solucié: Per definicié, i amb la notacié del problema anterior, tenim
(f(hda* A Ada™)p((en)p, - (en)p) = (b dat A+ Ada™) gy (dfp((e1)p), - dfp((ea)p))
Denotant

ui = (ei)sp)
uwt = dx'(f(P)) (base dual de uy,..., uy)

i tenint en compte que la matriu de 'aplicacié lineal dfp és la matriu

of
(&ﬂ (P))ij’
el segon terme de la igualtat s’escriu com
* o OfF afr /
M A A (S0 L (P) g, S0 ST () w) = (7 (P)) det £/(P),
k k

que és el mateix valor que obtenim quan calculem

((ho (et fydat Ave A da™) ((e0)ps- - (en)r)

Per tant
fA(h dat A--- Ada™) = (ho f)(det f') dzt A A da™

206. *Siw=ady—dz, n=22%dr, p = dr —yzdy, calculeu zw+mn, 21— 2, WA, (2w —y ) An,
wANNA L.
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Solucié: a) rw +1n = x(vdy — dz) + 222 dw = 22% dx + 2 dy — z d=.
b) zn — zp = 2(222 dx) — z(dv — yz dy) = (223 — 2)dx + y22 dy.
c)wAn=(zdy—dz) AN22%dx = 2z2% dy Ndz — 22° dz A dx.
d) 2w—yp)An= 2rdy—2dz—ydr+y*zdy) N2z dov = (42> +2y?23)dy Ndx — 422 dz Adx.
e) wAnAp = (x dy—dz)A222 deA(dz—yz dy) = (z dy—dz)A—2y23 dendy = 2yz3 dzAdxNdy =
2y23 dx A dy A dz.

207. Comproveu que si w és una 2n + 1-forma diferencial, aleshores w A w = 0. Doneu un exemple
de 2-forma diferencial w tal que w A w # 0.

Solucié: Sabem que si « és una p-forma i B una g-forma, llavors a A f = (—1)P45 A . Aplicant
aquesta formula amb o = = w tenim

WAw = (71)(2"+1)2w Aw

i com que I'exponent és imparell hem acabat.
Podem agafar w la 2-forma de R* donada per w = dx A dy + dz A dt. Llavors w A w = 27, on
n és Ielement de volum de R*.

208. Determineu les 2-formes diferencials w de R?* tals que

wA (de ANdy +dz ANdt) =dx Ndy Ndz N dt

Solucié: Tota 2-forma diferencial de R* s’escriu com

w= Z )\ijdxi VAN d.%'j.
1<j

Imposant
wA (dx1 A dzxg + dxs A dxg) = dxy Adzg A dxs A dxy

obtenim
X34+ A2 = 1.

Aquesta és la tinica restriccio.

209. Determineu les 2-formes diferencials w de R?* tals que

wAw=drANdyNdzAdt

Solucié: Posem, com en el problema anterior,

w= Z )\ijdaci VAN dxj.
1<j
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Llavors
WAw= Z /\ij)\krdxi A d.’L‘j Adxy N dx,.
1<j,k<r
Com, a més, els quatre subindexs 1, j, k,r han de ser diferents, tots els termes del sumatori de la
dreta tenen el factor comi

dx1 A dxo A dxs A dxy.

Per saber de quin coeficient esta afectat aquest terme observem que en multiplicar Aadx1 A dxs
per A3qdxs A dzy, (0o amb ordre oposat) obtenim

A12A3adzy A dxo A dxs A dxy.
Analogament en multiplicar A\j3dxy A dxs per Aagdzae A dxy, (0 amb ordre oposat) obtenim
—M3gAogdzy A dzo A drs N dzy.
I també, en multiplicar A\14dx1 A dxy per Aasdze A dxs, (o amb ordre oposat) obtenim
AgXozdxy A dxo A dxs A dxy.

Per tant

wWAw = 2()\12)\34 — A13Aog + )\14)\23)d(L‘1 ANdxo ANdxg Adry = dxy Ndro N\drs N dzy,

és a dir, la unica condicié que ha de complir w és

1
A12A34 — A13A24 + Aado3 = 3

210. Donat un camp vectorial de R3, X = (X3, X, X3), considereu les formes diferencials
wx = X1dy Ndz — Xodx Ndz + Xsdx Ady

nx = X1dx + Xody + X3dz

Calculeu dwx i dnx. Observeu que si Y, Z sén camps de R? llavors wx (Y, Z) = det(X,Y, Z) i
nx(Y) = (X,Y).

Solucié: a)

X X X
du)X:bdy/\dz—&dyAdm/\dz+b

I &y 5% dz Ndx Ndy = div X de AN dy A dz.

b)

0Xs

8dez/\d:z:+ %d:c/\dy—k
Ox 0

0X1
dnx = ——dy Ad
nx a2y yAdr+

X X
dz N\ dy + Qdaz/\dz%—&dy/\dz
Ox oy

z z
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Agrupant termes

X, 09Xy 0X5  0X, 0Xs  0X;
an_(&E .y )da:/\dy+(8x -, Ydz A dz + ( oy~ 0: )dy A dz.

Es a dir,
dnx = tgrotxdx N dy N dz

(contraccié de 'element de volum amb el rotacional del camp.)

211. Calculeu dw en els casos seglients:

a) w = zdy + ydx

b) w = 2%ydy — ry?dx

c) w=f(z)dr+g(y)dy

d) w=(dy — xzdz) A (zydz + 3dy + zdz)

e) w= f(z,y)dz Ndy

) w= f(x)dy

g) w = cos(wy?)dx A dz

h) w=xzdy Adz + ydz A dx + zdz A dy

i) w= fdy Adz+ gdz Adx + hdx A dy, amb f,g,h: R3 — R diferenciables.

j) w= Z?Zl(—l)jxjd;vl /\--~/\Ex\j--~/\dazn z € R,

i) w= Y0 (<1 Seday A Adaj - Ada, 7 € R\ {0},
Nota: EZE vol dir que dz; no hi apareix.

212. Sigui f una funcié, i n = hy dxy + he dxy + hs dxs una 1-forma diferencial de R3. Demostreu que
df =n <= V[ = (h1, ha, h3)
Deduiu que 7n és exacta (diferencial d'una funcié) si i només si X = (hy, ho, hg) és un camp
vectorial conservatiu (irrotacional) a R3.

Solucio6: La diferencial d’una funcio és

_of of of
df = 871:1611171 + aimdw‘Q + 87333dx3

i per tant df = n si 1 només si % =hi,i=1,2,3. Esadir, Vf = ( of of ﬁ) = (h1, ho, h3).

Oz1’ Oz2’ Ox3
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Utilitzarem el Lema de Poincaré, que diu que en oberts estrellats, en particular quan aquest
obert és tot R", tota forma diferencial tancada és exacta. (Que tota forma exacta és tancada és
evident ja que d*> = 0.)

Suposem que 1 és exacta. La igualtat anterior ens diu que X és igual al gradient d’una funcio,
X = Vf. (En aquesta situacié es diu que f és la funcié potencial i que X deriva d’un potencial).
Llavors rotX = rotVf = 0. Que el rotacional del gradient és zero és ben conegut i facil de
demostrar usant Schwartz.

Reciprocament, suposem X = (hy, he, hg) conservatiu. Observem que dn = i,ot xdx1 A dxa A
dxs (problema 210). Per tant, si X és conservatiu (irrotacional) dn = 0, que, pel Lema de
Poincaré, vol dir que n és exacta.

213. Utilitzeu el metode de Poincaré per trobar una primitiva de la forma tancada

2
w:%d:r/\dy/\dt+(yz~|—t)dx/\dz/\dt.

Solucié: Busquem una 2-forma n tal que dn = w. El métode de Poincaré, en el cas general, diu
que si

w = Zwil---irdxil A=A Cl.%'ir

llavors
T

1
n= Z (/0 whmir(Ax)d)\>injdg;ilA.../\dxij/\.../\dxl.r.

i <<y j=1

En el nostre cas

2

z
w124($,.%2775) = ?7
W134($, Y, z, t) = Yz +t.

Calculem a part les integrals,

1 1 42,2 52
/ wi24(Az, Ay, Az, At)dA = / A2 d\ = —,
0 0 2 10

1 1
/ wia(Az, Ay, Az, \t)dA = / N (A2yz + At)d) = % +
0 0

|

Per tant,

2
n = %(xdyAdt—yddetdmdy)

t
+ (%Jr D@dz Adt— zdo A dt + tde A dz).
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214. Siguin w = fide+ fody + fsdz, n = FidyAdz — Fydx Ndz + Fydx Ady, fi, F; € CH(R3) formes
diferencials de R3. Demostreu que

dw =1 <= rot(f1, f2, f3) = (F1, I, F3)

En tal cas, deduiu que w és tancada si i només si (f1, f2, f3) és un camp vectorial conservatiu a

R3. Deduiu també que 7 és exacta si i només si X = (F, Fy, F3) és solenoidal (divergéncia zero)
3

a R°.

Solucié: a) L’equivaléncia esta demostrada en el calcul del problema 210.

Siw és tancada, dw = 0, i per tant rot(fi, fa, f3) = 0. Es a dir, (f1, f2, f3) és conservatiu.

Sin és exacta, existeix w = f1 dx+ fo dy+ f3 dz tal quen = dw. En particular, X = (Fy, F3, F3)
és el rotacional d’el campY = (f1, fa, f3). Aixi, divX = div (rotY) = 0. Que la divergéncia del
rotacional és zero és facil de demostrar utilitzant Schwartz.

Reciprocament, suposem X solenoidal, és a dir div X = 0. Llavors, com que

dn = (divX)dz A dy A dz, X = (F1, FyF3),

tenim dn = 0, i pel Lema de Poincaré, n és exacta.

215. Siguin w = Fidy Adz — Fodx Adz + Fydx Ady, n = fdx A dy A dz formes diferencials a R3.
Demostreu que
dw =n<+= diV(Fl,Fg,Fg) = f

Deduiu que w és tancada si i només si (Fy, Fb, F3) és un camp vectorial solenoidal a R3.

Solucié: Ja hem vist al problema anterior que

dw = (div X)dx A dy N dz, X = (F, F,), F3.

Recordatori

divrot X = 0
rot grad X = 0
divX = 0 X=rotY
rot X = 0 X =Vf

Les dues ultimes implicacions cap a la dreta (=) només sén certes sobre oberts estrellats.

216. * Calculeu la imatge reciproca (o pull-back) de la forma diferencial w per l'aplicacié T en els
seglients casos:
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1. T:[0,1] = R3, T(s) = (s,5%,5%), w=dz + dz

2. T:[0,1] = R3, T(#) = (cos 270, sin 270,0), w = xy dx — 2z dy

3. T:[0,1]> = R3, T(s,t) = (s,t,5t), w=dr Adz

4. T :10,1]> = R3, T(s,t) = (s cost, s sint,t), w = xy?>dr N dy — 2yzdx Ndz + 4dy A dz
5. T:[0,1] = R, T(s,t,u) = (st?,tu,s,s +u), w = dry Adwy A dry

Solucié: En tots els casos la tinica cosa que hem de fer és substituir x, y, z, i les seves diferencials,
pels valors donats per T.

1) T*w=T*(dx +dz) =d(xoT)+d(z0T) = ds + ds® = (1 + 3s%)ds.

3) T*w =T*(dzxNdz) =d(xoT)Nd(zoT) =ds Nd(st) = ds A (tds + sdt) = sds A dt.

5) T*w = T*(dw1 Adxo Adry) = d(xyoT) Ad(z2 0 T) Ad(z40T) = d(st?) Ad(tu) Ad(s+u) =
(t2ds + 2tsdt) A (tdu + udt) A (ds + du) = (t3ds A du + t2uds A dt + 2t2sdt A du)(ds + du) =
(2st? + t2u)ds A dt A du.

217. * Sigui T una parametritzacié de l'esfera unitat. Calculeu la imatge reciproca per T de les
formes dx, dy, dz, de A dy, de ANdz, de A dy N dz.

Solucié: Posem T'(0, p) = (cos p cosf, cos psin b, sin ¢).

T*(dx) = d(xoT)=d(cospcosf) = —sinpcosfdp — cospsinfdb
T*(dy) = d(yoT)=d(cospsinf) = —sinysinfdy — cos @ cos b df
T*(dz) = cospdy

T*(dx Ndy) = T*(dz) NT*(dy) = sinpcospdd A dp

Observem que T*(dxz A dy A dz) = 0 ja que és una 3-forma sobre l’esfera 2-dimensional.

218. Sigui o la 1-forma sobre R? donada per a = xzdx + ydy + zdz i f : R?> — R3 T'aplicacié
f(u,v) = (cosu,sinu, v). Trobeu una expressié per f*a.

Solucié: f*(a) = (zo fld(xo f)+ (yo f)d(yo f) + (zo f)d(z o f) = cosu(—sinudu) +
sinu(cosudu) + vdv = vdv.

219. Escriviu I’element de volum de R? en coordenades cilindriques.

Solucié: L’element de volum de R3 és, per definicié, una 3-forma que val 1 sobre una base
ortonormal (i per tant, sobre totes les bases ortonormals positives). Si x,y,z, sén les funcions
coordenades habituals (projeccié sobre les respectives components) llavors n = dxz A dy A dz.
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Les coordenades cilindriques es defineixen com les tres funcions 7,&,z donades per © =
V% 4+ y?, a = arctan(y/x), z = z. Llavors

di = et Ty + e = w1 Yay
or oy 0z T T

oo o oo Y T
da = —d —d —dz=—=d —d
@ ox $+6y y+az : 72 erfQ 4
dz = dz
Per tant,
1 1
dF/\do_z/\dZ:%d:L‘/\dy/\dz:%n.
Esadir,

n=rdr Nda Adz
Una altra manera de pensar és la segiient. Sigui ¢ : U C R3 — R3 I'aplicacié donada per
o(r,a,z) = (rcosa,rsina, z),
on U és I'obert de R3 donat per
U={(ra,z) eR®r>0,0<a< 2t}
Llavors

' = " (deANdyAndz)=d(xop)ANd(yop)ANd(zop)=d(rcosa)Ad(rsina)Adz
= (cosadr —rsinada) A (sinadr + rcosada) Adz = rdr Ada A dz.

Equivalentment,

n=¢" " HrdrAdandz) = (rog T d(ropT) Alaoy ) A(zop™h)

que denotant

1

r = roy
a = aogo*l
z = zocp_l

tenim
n = Fdr A da A dz.

Observem que 7(x,y, z) = /22 + 4%, a(z,y, z) = arctan(y/x) 1 Z(z,y, z) = 2.

220. * (a) Proveu que si a i 3 sén formes tancades aleshores a A 5 també ho és. (b) Proveu que si a
és tancada i 8 exacta llavors a A 8 és exacta.
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Solucié: a) Si da = df = 0 tenim
dlaNB)=daAp+ (—1)7"*"“wAdp = 0.
b) Si p = dr, llavors

QNB = andy = (=17 d(aAy) = da A (<17

221. Es considera a R3 la forma w = xdy A dz — 22f(y)dz A dy + yf(y)dz A dx amb f diferenciable
tal que f(1) = 1. Trobeu f si

a) dw =dx N\dyANdz,
b) dw = 0.
Solucié:

a) Com que
dw = (1— f+yf)dx Ndy N dz,

ha de ser
yfl - f = 07
equacié diferencial obvia que ens déna f(y) = cy, on ¢ és una constant que determinem per la
condici6 inicial f(1) =1, i obtenim f(y) = y.
b) Ara I'equacié diferencial que cal resoldre és

yf,_f:_L

que és lineal i podem resoldre pel métode de variacié de les constants. Ja sabem que f(y) = cy
és la solucié general de la homogenia, i per tant, busquem solucions de la no homogénia de la
forma f(y) = c(y)y. Es a dir,

y(dy+c) —cy=—1.

Deduim ¢ = —1/y? i per tant c(y) = % + k. Aix{

fly) = (;Jrk)y: 1+ ky.

En imposar f(1) =1 obtenim k = 0 de manera que la solucié6 és f(y) = 1.

222. Considereu a R?\ {(1,0)} la 1-forma

-y r—1
d d
PR Y R e Se A

w(a:,y) = (

1. Demostreu que w és tancada.
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2. Proveu que w no és exacta.

3. Trobeu un obert U C R?\ {(1,0)} on w sigui exacta.

Solucié: 1) Observem que si w = Adzx + Bdy llavors dw = (%—f - %)daj A dy. De manera que

w és tancada si i només si %—f = %. En el nostre cas només hem de veure aquesta igualtat amb
_ —y 2 > S -1

A= e 1B = o

2) Passem a polars centrades a (1,0). Es a dir, posem © = 1+ rcos6, y = rsinf. Llavors

—rsinf 0
—remy s21n (drcos® — rsin0do) + r c02s
r r

w(r,0) = (drsinf + rcos 6df) = db.
Per la propia definicié de coordenades polars tenim 0 < 6 < 2. Es a dir, 0 és una funcié a
R2\ {(a,0);a > 0}, pero no pas a R?\ {(1,0)}.

Si existis una funcié f a R?\ {(1,0)} tal que df = w, llavors seria df = df, en el domini de
definicié de 0 (R*\ {(a,0);a > 0}). En particular, f = § + ¢, amb ¢ constant en aquest domini.
Pero per a tot € > 0 tindriem f(1,¢) — f(1,—€) = 6(1,¢) — (1, —€). Per ser f continua, el primer
terme tendeix a zero quan € tendeix a zero, i el segon tendeix a .

Si es coneix el teorema de Stokes es pot raonar aixi. Sigui S* el cercle de centre (1,0) i radi 1.
Sobre S' tenim w = —ydx + (x — 1) dy. Es facil veure que aquesta 1-forma val 1 sobre el vector
tangent a S' = 0D, unitari en cada punt. Es doncs el seu element de volum.

Si w = df en aquest disc, tindriem

21 = / w = f=0,
S oS
ja que S* no té vora.

3) Qualsevol obert de R?\ {(a,0);a > 0}, ja que aqui 6 és una funcié (i w = df).
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Integracié de formes

223. Sigui C la corba de R? parametritzada per v(s) = (s,s2,s%), s € [0,1]. Calculeu /da: +dz.
g

Solucié: Per definicié!,

1 1 1
/d:r—l—dz:/ ’y*(d:c+dz):/ d(x07)+d(z0'y):/ ds+ds3:/(1+332)ds:2.
Y [0,1] 0 0 0

224. Sigui C la corba de R? donada per 22 +y?>+ 22 =1, z = R, 0 < R < 1. Calculeu

/ zydr — zdy
C

si es considera l'orientacié de C' donada per (—y,z,0)/(x? + y?)'/2.

Solucié: Sense Stokes. Parametritzem C per (t) = (rcost,rsint, R) amb R? + r?> = 1. Obser-
vem que amb aquesta parametritzacié C esta orientada com ens diu I'enunciat. Com que
y*(zy dx — zdy) = (rcost)(rsint)(—rsintdt) — R(rcostdt) = (—r3 costsin®t — rRcost)dt,
tenim que
2
/ xyder — zdy = / (=13 costsin®t — rRcost)dt = 0,
C 0

ja que la funcié que integrem entre 0 i 27 té primitiva periodica.

Amb Stokes. La circumferéncia C' és frontera del disc D del pla z = R de centre a (0,0, R),

i esta orientada deixant el recinte a 'esquerra (i.e. la base formada per la normal exterior i el
vector tangent a C és positiva). Aplicant Stokes tenim

/mydw—Rdy:/ d(a:yd:z:—Rdy):—/xdm/\dy.
c D D

'Recordem que si M és una subvarietat orientada de R™, llavors, per definicid,

/w:/cp*w
M v

on ¢ : V — M és una carta que conserva orientacions.

203



Geometria Diferencial 204

Perd aquesta darrera integral és zero per simetria. Si es vol fer el calcul es pot passar a polars o

bé directament
T 332 rz—yz
zde Ady = [7] dy = 0.
/D Y /r 21- Vri—y? Y

225. Sigui S = {(z,y,2) ER3%2+3y—2=2,0<x<1,0<y<1}. Calculeu

/d:z:/\dz
S

amb D'orientacié donada pel normal (—1,—-3,1).

Solucié: La parametritzacié p(x,y) = (z,y,x + 3y — 2) conserva l'orientacio ja que ¢z N p, =
(—=1,-3,1). Per definicié

1,1 1,1
/dx/\dz-/ (p*(dx/\dz)—/ / d:n/\d(:c+3y—2)—3/ / dx N dy = 3.
s [0,1]2 0o Jo 0o Jo

226. Sigui S? I'esfera unitat de R? orientada amb el vector normal exterior. Calculeu ng dx N dy.

Solucié: Sense Stokes. Sigui ¢ : U — S?, amb U = (0,27) x (0,7), donada per (0, ¢) =
(sin ¢ cos 0, sin psin @, cos ) una parametritzacié (positiva) de lesfera. Llavors

/SQdm/\dy:/Uw*(dx/\dy):/U(d(xoz/z)/\d(yow)):/Ud(sinapcosﬁ)/\d(simpsin@).

Com que
d(sin ¢ cos @) = cos p cos dp — sin ¢ sin 6 db,

d(sin ¢ sin ) = cos psin 6 dy + sin @ cos 0 db,

substituint tenim
1 ™
/ dx/\dyz/cosgosingpdgp/\d@z%r[sin2go] =0
S2 U 2 0
Amb Stokes. Com que S? no té vora i dx A dy és exacta la integral és zero:

/dx/\dy:/ d(wdy):/ xdy =0,
52 52 052

ja 0S% =1.

227. Sigui M la hipersuperficie de R* parametritzada per ¢ : [0,1]> — R*, amb

o(s,t,u) = (st?, tu, s, s + u)
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Calculeu la integral / dri N dxo N dzy.
M

Solucio:

/ dri Ndro ANdxy = / ©*(dzy N dzg A dxy)
M [0,1]3
= /[ ]S(d(:zl o) Ad(xe o) Ad(zs0p))
0,1

_ / (d(st?) A d(tu) A d(s + )

0,1]3

= / ((t* ds + 2st dt) A (wdt + tdu) A (ds + du))
[0,1]

1 11
= / / / (t2u + 2st?) ds A dt A du
o Jo Jo

228. Sigui w una 1-forma i f una funcié en M, superficie compacta. Proveu la férmula d’integracié

per parts
/fdw: fw—/df/\w.
M oM M

Solucié: Resulta del fet que d(fw) =df Aw + f dw.

229. Sigui D C R™ un domini compacte amb frontera 0D regular.

a) Trobeuw € Q" 1(R") tal que [, w sigui el volum n-dimensional de D. Indicacié: analitzeu
primer els casos de dimensié n =2 in = 3.

b) Siw’ € Q" 1(R") és una altra (n — 1)-forma amb la propietat anterior, proveu que w — w’

A

és tancada. Es també exacta?

Solucié: (a) Es conseqiiéncia del teorema de Stokes aplicat aw = L3 (=)= aidat A dai ... dz"™).

En el pla seria w = 3 (z dy — y dz).

(b) Sabem que per a qualsevol domini D és cert que || p d(w—w') = 0. D’aquf es dedueix, per un
argument estandard, que d(w—w') = 0. En efecte, si una n-forman = f(x1,...,z,)dri A+ -Adxy,
és diferent de zero en un punt (podem suposar f positiva en aquest punt) llavors també és positiva
en un petit entorn d’aquest punt. Per tant la seva integral sobre un domini D contingut en aquest
entorn obert seria diferent de zero.

En canvi hi ha (n — 1)-formes que tenen integral zero sobre la bora de qualsevol domini i no
sén zero. Per exemple a R?, w = xdy + ydx. Com és tancada,

/ w:/dwzo
oD D
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per a tot domini D de R?.
En el pla, la forma w' = xdy també compleix 'apartat a). I

1 1 1 1
dw—-w') = d(§($ dy — ydzx) — zdy) = —id(xdy + ydz) = —de Ndy — Edy Adx = 0.

230. Es considera la 2-forma

xdy N dz + ydz A dx 4 zdx A dy

) =
(.’L’Q +y2 +Z2)3/2

a R3\ {0}.
a) Proveu que 2 és tancada.

(v X w, P)

T2k on v,w € TpR3.

b) Comproveu que Q(P;v,w) =

¢) Proveu que |, g2l =4mon S? és I'esfera de radi r centrada a I'origen. En particular £ no
és exacta a R3\ {0}.

d) Siv = AP proveu que Q(P;v,w) = 0. Deduiu que si L és una uni6 de segments de semirectes
que surten de l'origen, aleshores || . 2=0.

e) Sigui M C R3\ {0} una varietat de dimensi6 2 de manera que cada semirecta per 1'origen
talla M com a molt un cop. Sigui C'(M) 'unié de les semirectes que tallen M. L’angle
solid que determina M és C(M) N S?. Proveu que I'area de I’angle solid determinat per M

és | [, 9

Solucié: (a) Un calcul llarg.
(b) En el punt P = (p1,p2,p3) tenim

p1(dy A dz)(P;v,w) + pa(dz A dz)(P;v,w) + p3(dz A dy)(P; v, w)

Q(P;v,w) = RE
_ p1(vaws — v3wsa) + pa(vzwi — viws) + p3(viwa — vowy)
|PJ3
~det(P,v,w)
|PJ3

(c) Fem el calcul en coordenades esfériques, concretament c(p, ) = (rsin p cos 0, r sin ¢ cos 6, r cos ).
Aprofitant els calculs del problema 226 tenim

c(dx Ndy) = r?cospsinpdp A df
H(drAdz) = —r’sin®@sinfde A do
Hdyndz) = r*sin®gpcosfdyp A dh
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i, per tant,
H(zdr ANdy) = 13cos® psingde A df
Hyde Ndz) = —r3sin® psin®0de A do
HaxdyNdz) = r3sin®pcos?@dp A db

1
Q= —37"3 sin dp A df.
r

Nota: Aquest resultat és evident i no cal fer aquest calcul. En efecte, §) és I'element d’area
de S? (val 1 sobre una base ortonormal de vectors tangents en un punt a S2), i és homogénia
respecte de r, és a dir, invariant per una homotecia de centre I'origen i rao r.

Aixi, dient U = (0,27) x (0,7), tenim

/ Q:/C*QZ/Sin(pd(p/\d9:47T.
52 U U

Nota: Com que normalment és clar pel context si estem manipulant formes sobre la superficie
o la seva expressié en coordenades, és molt habitual escriure equacions com les 7 tltimes ometent
la referéncia a c¢*. Es a dir, escrivim per exemple dx A dy = r% cos psin p dp A df.

Finalment observem que, per ser 0S? = (),  no pot ser exacta, ja que llavors, per Stokes
seria f52 Q=0.

(d) La primera igualtat és conseqiiéncia immediata de 'apartat b), ja que tindriem

Q(P; A\P,w) = (M(J’D]’D)’;Rm =0.

Hem de suposar que L és una 2-varietat ja que ) és una 2-forma (només sabem integrar k-
formes sobre k-varietats). La forma és nulla sobre els camps tangents a L, ja que podem pensar
que tenim una base local de camps e, es sobre L amb e; tangent a les semirectes per 1'origen.
Aixli,

QX,Y) = Q(ae; + beg, cer + dea) = (ad — bc)S2(eq, e2) = 0.

Aixo implica que la integral és zero, ja que

e
L \%

on ¢ :V — L és una carta local de L. Pero com fer el pull-back és essencialment restringir,
aquest pull-back és zero (p*Q(X,Y) = Q(p. X, pY) =0.)

(e) Apliquem el teorema de Stokes a la regié R delimitada per M, C(M) N S? i la superficie
lateral L formada pels rajos que uneixen aquestes superficies. Com ) és tancada tenim

Oz/dQ:/Q:/Q+/Q+/ Q:/Q+/ Q.
R OR L M c(M)NS2 M c(M)NS2

La ultima integral és I’area de I’angle solid, doncs ja hem vist que §2 restringida a 'esfera és el
seu element d’area. Com voliem veure.
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231. Siguin P = (P, P, P3), Q = (Q1,Q2,Q3) dos punts de R? i R el seu punt mig. Considereu la
segiient 2-forma de R3\ {P, Q}:

3

_ el (@B wi — Qs 1 o 3
w(m,m,x:«;)—;( 1) <]x—PH3 Hx_QH3>d:E A...dx Adx®.

a) Proveu que w és tancada.

b) Calculeu la integral de w sobre 'esfera de radi |P — Q||/3 i centre P.

c¢) Calculeu la integral de w sobre l'esfera de radi 3||P — Q|| i centre R.
)

d) Deduiu que w no és exacta a R3\ {P, Q}.

Solucié: Observem que w és la resta de les formes angulars a P i a Q.
(a) Come les formes angulars sén tancades la diferéncia també.
(b) Denotem

3
i z;, — B —
wP:Z(—l)Z 1 (H;EZ_P|1|3> dJUl/\...daﬂ-n/\dxi”’
=1

3
wg = Z(—l)"*1 <m> de' AL odat- - A daP,
i=1

de manera que w = wp — wgQ.
Sigui Sp I'esfera 2-dimensional de centre P iradi ||P — Q)||/3, i Sq l'esfera 2-dimensional de
centre () i radi ||P — Q||/3. Pel problema 230

/ wp = 4m.
Sp

Per Stokes, i ser wg diferenciable a R?\ {Q}, tenim

/ wo = dwg = 0,
Sp Bp
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ja que wq és tancada. Bp denota la bola 3-dimensional de centre P i radi ||P — Q)||/3.

Per tant
/ w—/ (wp —wq) = 4.
Sp Sp

El mateix argument demostra que

LQw:[qQ<wp—wQ>:—4w-

(¢) La unié disjunta de les esferes 2-dimensionals Sp, Sq, i E, on E és I'esfera de radi 3| P— Q||
i centre R, és la vora d’una regié 3-dimensional W on w és diferenciable i tancada. Per Stokes

tenim
O:/dw:/w—i—/ w+/ w:/w—|—47r—47r:/w
w E Sp So E E

(d) No és exacta per 'apartat b) i el mateix argument que en ’apartat c) del problema 230.

232. Sigui S la superficie de R parametritzada per ¢(s,t) = (scost,ssint,t),0 < s<m, 0<t <7
(un trog d’helicoide) i sigui w = zdzx +ydy + zdz. Comproveu que es satisfa el Teorema de Stokes.

Solucié: Com que dw = 0, per Stokes, tenim

/ w:/dwzo.
oS S

Comprovem-ho calculant directament aquesta segona integral.
Veiem que 0S és la unié de les quatre corbes

Ci(t) =¢(0,t) = (0,0,1)

Cy(t) = p(m,t) = (mwcost,mwsint,t)
Cs(s) =¢(s,0) = (s,0,0)

Cu(s) =p(s,m) = (—s,0,7)

/ w:/ﬂCfu):/W(xocl)d(xocl)+(yoC’l)d(yocl)—l—(zoCl)d(zocl):/ﬂtdt:
C1 0 0 0

Analogament

/w _ /”C;w:/”(xoC'Q)d(:EoCQ)+(yoCz)d(yoCQ)+(zo02)d(2002)
Ca 0 0

meost (d(mcost)) + wsint (d(mwsint)) + tdt
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/ w = / Ciw :/ (xoC3)d(xoCs)+ (yoC3)d(yoCs) + (z0C3)d(z0Chs)
Cs 0 0
s 71-2
= sds = —
| sas=5

/w _ /”CZw:/“(xoC4)d(xoC4)+(yoC4)d(yoC4)+(zoc4)d(zoc4)
Cy 0 0

2
T
= —sd(—s) = —
/ 2
/w:/w+/w—/w—/w20.
oS C1 Cy Ca Cs

&)

Llavors

C3

¢

233. Sigui Q el tor solid {(rcoss, (b + rsins)cost, (b + rsins)sint)} amb 0 < a < b,r € [0,q],
s €]0,2nx], t € [0,27], i sigui w = xzdy A dz + ydz A dx + zdx A\ dy. Comproveu que es satisfa el
Teorema de Stokes.

Solucié: Com dw = 3dx A dy A dz és clar que
/ dw = 3Vol(Q) = 3(wa?)(27b)
Q

La darrera igualtat de moment ens la creiem pero és standard en teoria de tubs: només hem de
tallar el tor per un meridia i posar-lo recte. Obtenim un cilindre d’altura 27b i base un cercle de
radi a.

La vora 02 esta donada per les anteriors equacions amb r = a.

Si denotem per ¢(s,t) = (acoss, (b+asins) cost, (b+asin s)sint) i identifiquem x amb x o,
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y amb y o, z amb z o @, tenim

dx
dy
dz
dx N dy
dxr ANdz
dy Ndz

Per tant,

—asinsds

acosscostds —sint(b+ asin s)dt
acosssintds + cost(b+ asin s)dt
asinssint(b+ asins)ds A dt
—asinscost(b+ asins)ds A dt
acoss(b+ asins)ds A dt

w=a(b+ asins)(a+ bsins) ds A dt.

Aixi

2T 27 2r 27
/dw = / w:/ / gp*w:/ / a(b+ asins)(a + bsins) ds A dt
Q o9 o Jo o Jo
27

= a%b(27)(27) + a®b(27) / sin? s ds = 6m%a?b.

0

211
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Calcul vectorial classic

! = aﬁ_aj T = reemn
| e yma = [(GE-GFaa.  F-(PQ. ¢

D domini al pla
~(t) parametritzacié de 0D

/ (F(v(t) -y (#)dt = / rot F-v dS. Rotacional
as S

S superficie
v(t) parametritzacié de 0.5
rot F' restringit a S

/ (F-v)dS = /div F dv. Divergencia
o0 Q

() domini a 'espai

A Tesquerra F' esta restringit a 0f2

234. Sigui D una regié del pla limitada per una corba tancada (diferenciable) . Usant la férmula
de Green, proveu que l’area de D és — fv ydz i també fy x dy.

Solucié: L’area es calcula integrant sobre el recinte donat I'element d’area del pla, que és dz N\dy.

A:/ dw/\dy:/d(a:dy):/ xdy
D D oD

212
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amb la orientacié de la vora que deixa el recinte a l’esquerra.

235. Considereu la cicloide v donada per x(t) =t —sint,y(t) = 1 —cost,0 <t < 27. Calculeu I'area
compresa entre aquesta cicloide i I'eix de les z.

Solucié: Pel problema anterior només hem d’integrar sobre la vora x dy. Si denotem per D el
recinte limitat per la cicloide i 'eix de les x, llavors 0D és la unié de les dues corbes

m(t) = (t,0), 0<t<2rm

vo =~v(2m —t) = (2r — t +sint, 1 — cost).

Agafem -9 en lloc de ~ ja que volem recérrer la vora del domini deixant a l’esquerra el propi

domini. Llavors
/ xdy:/ :cdy—i—/ xdy.
oD 1 Y2

Sobre 1 tenim dy = 0, de manera que la primera integral és zero. Per tant

2w
/ :z:dy:/ xdy:/ (2m —t+sint)sint dt = 3.
oD Y2 0

Hem usat que
27 o
/ tsint = [Sint—tcost} = —2m.
0 0

236. Trobeu la corba tancada del pla, v, que fa maxima la integral
/ y? da + (3z — 2°) dy.
.

Solucié: Sigui D el domini encerclat per . Per Stokes

/y3 dz + (3z — 23) dy = / (3 — 32 — 3y*)dx A dy.
¥ D

La funcié a integrar és radial i només és positiva en el disc D(O, 1) de centre I'origen i radi 1. Si
volem un domini on aquesta integral sigui maxima aquest domini no pot tenir punts exteriors a
D(0,1). A més, si D estigués estrictament contingut a D(O,1) podriem augmentar el valor de

la integral augmentant aquest domini. Per tant, el domini D on la integral és maxima és el disc
D(O,1).

237. Sigui X; el camp vectorial de R? donat per X1 = (x,v,2). Sigui Xo = (22,92, 2%). Trobeu el
flux d’aquests dos camps sobre 'esfera de radi R.
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Solucié:

1 1
X1 -vdSg = / (z,y,2) =(z,y,2)dSr = / (% 4+ 9 + 2%)dSr = R(47R?) = 47 R3.
Sk Sk R R /sy

També s’arriba a aquest resultat trivialment aplicant el teorema de la divergéncia, ja que la
divergencia de X1 és 3 i el volum de 'esfera %T{'R?’.

1 1
X5 -vdSg = / (a:Q,y2,22) - —(z,y,2)dSg = / (xg + 3+ 23)d5’R.
Sgr Sgr R R Sr

Com la funcié a integrar és imparell aquesta integral és zero. Ho podem veure també aixi:
Parametritzem [D'esfera per

x = Rsinpcosf
= Rsinysing
z = Rcosyp

de manera que dSgp = R?sinpdp A df. Aixi
1
Xo-vdSgr = = (3 +1y3+2%)dSkr = R / (sin? o cos? B+4-sin? psin® 64-cos® psin )dpAdb.
SR R SR SR

Les integrals entre 0 i 27 de les poténcies imparells de sinus i cosinus sén zero, de manera que
només queda la integral entre 0 i 7 de cos® psin ¢, que també val 0. Es a dir,

Xo-vdSr=0.
Sk

També s’arriba a aquest resultat trivialment aplicant el teorema de la divergéncia, ja que la
divergencia de Xy és 2x + 2y + 2z, funcié imparell sobre I'esfera.

238. Comproveu explicitament el teorema de Stokes (el del rotacional) per a la regié V' de l'ellipsoide

222 + 2y + 22 = 1 que esta per sobre del pla z = % i per al camp vectorial X = (—3y, 3z, 2%).

Solucié: Calculem el rotacional.

ik
Rot X =| 0, 9, 0. |=(0,0,6).
—3y 3z z*

El normal a Pellipsoide és el gradient normalitzat:
1
VA2 + 42 + 22

Si parametritzem 'el'lipsoide E per o(x,y) = (x,y, /1 — 222 — 2y2), I'element d’area és

1
dSp = —\/4x? + 4y + 22dx N dy.
2

v =(2z,2y,2)
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Per tant,

/ROtX-VdSE:/6d$/\dy:37T,
E E 2

ja que x,y varien en el disc 2% + y* < i que té area /4.
Per fer aquest calcul aplicant el teorema del rotacional parametritzem la vora d’aquesta regié
de lellipsoide per v(t) = (% cost, %sin t, %), llavors

2m 37

X(v(1)) -+ (1) dt /%( S gint, S cost, ~) - (—= sint, = cost, 0) dt
. = — — S1ln — COS — ) (——=S1n — COS = —.
Y(t) -y | (—gsin, 5 cost, 5 sint, - cost, 5

0 4

Nota: Sigui ¢ : U C R? — S una parametritzacié d’una superficie S de R®. Denotem (u,v)
les coordenades cartesianes dels punts de U. Observem que

/(X-u>ds=/<Xow>-mm)dudv,
S U

Jja que
_ Pu NPy

Lo PulNpy
llou A ol

dS = |leu A pulldu A dv.

239. La meitat superior de l'ellipsoide #2/2 +142%/2+ 2% = 1 talla el cilindre 22 +%? = y al llarg d'una
corba tancada 7. Calculeu la circulacié del camp vectorial X = (y3, zy + 3zy?, z%) al llarg de .

Solucié: Sense Stokes. Parametritzem ~ per y(t) = (sintcost, cos®t, /1 — 3 cos? t). Per arribar

aqui només cal adonar-se que x> + y> = y es pot escriure com x> + (y — 1/2)> = 1/4. Una

parametritzacié d’aquest cercle és doncs x = (1/2)sins, y = (1/2)(1 + cos s) i agafar s = 2t.
Aixi )

sintcost

24/1 — %coth

~v'(t) = (cos’t — sin®t, —2sint cost,

El camp restringit a la corba

1
F(v(t)) = (cos® t,sint cos® t 4+ 3sint cos’ t, (1 — 5 cos?t)?),

i la projeccio sobre el tangent a la corba

sintcost 1
F(y(t)-~'(t) = cos®t—sin?tcos®t — 2sin?tcos?t — 6sin?t cosbt — T(l —5 cos? t)3/2
sintcost 1
= 8cos®t —5cos®t — 2costt — T(l —5 cos? )32

Aixi - 4 . 5
F(v() -~ (H)dt = 822F _ 52T _ 92T _ T
/0 (1(0)) - (B = 805 — 5% 2% = -7
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1

3 cos?t)~1/2

ja que el darrer terme de F(vy(t)) - +/(t) és la derivada de (1 —
integral entre 0 i m és zero.

Amb Stokes. Observem primerament que

i, per tant, la seva

Rot X = (0,0,y),

i que el normal a I’el'lipsoide és

+z

i per tant

V2yz
V1422

En coordenades cilindriques I’ellipsoide és (millor veure nota dos problemes anteriors)

Rot X -v =

(o) = ( na, Y2 210)
r,a) = (rcosaq,rsinq, ——).
¥ /2
La métrica esta donada per
4 —r?
I'=1| 4-2r2
0 r?

i Pelement d’area

[ 4 —r2
dA:T mdr/\da
Per tant
T sin « ) T 7,3) sina T
/RotX-VdA:/ / T sinadr/\da:/ Sina[—} do = —
0 0 0 3 1o 8

V/ 7 vV4- r2
142
V2
Els Iimits d’integracié es veuen clars escrivint x> + y?> = y en cilindriques, i.e. r?> = rsina.
La discrepancia en el signe dels dos métodes prové de que tal com hem parametritzat v en el
primer métode, recorrem el recinte sobre I’el'lipsoide deixant I’el'lipsoide a la dreta i no a I’esquerra
com ha de ser quan la normal és la normal exterior, com la que hem agafat en el segon métode.

ja que

240. Doneu una expressié de la divergencia d’un camp de R3 en coordenades cilindriques.

Solucié: Denotem r, @, z les coordenades cilindriques de R3. Esa dir, x =rcosp,y =rsing,z =
z.

Sigui
0 0

0
X=a15+a +tasgs

or dp
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amb a; = a;(r, p, z). Com que

g = COS 2 + sin 2
or e Soay
0 .0 n 0
— = —rsinp— 4 rcosp—
dy Yor *an
tenim
X = (aj cos agr sin )8 + (a1 sin g + agr cos )8 +a
1 2 2 2 o 151 $ 2 ¥ ay 35,
i
0 0 das
div X = —(ajcosy — agrsiny) + — (a1 siny + agrcos p) + —
v 5y (01 €08 — azrsin ) 8y( 18I0 + arcos ) + -
Utilitzant que r = \/x? + y? i ¢ = arctan £ tenim
0 cos 0 _1 si 0
i 2 lgino—
ox Yor 7 (pﬁgp
0 si 0 + ! coS 0
2 - sinp— 4+ = =
oy Por T r (pﬁgp
Per tant
( ne) = ( s ) o)
—(aj cos ¢ — agrsin = (cosyp— — —sinyp—)(aj cosp — agrsin
o 1 ¥ 2 ¥ SD@T r SOaQO 1 ¥ 2 12
cos ¢(cos dar si das sin @)
= — —singp——r —aysin
12 P or 12 or 281 @
1 . Oay . az .
— —sing(—=—cos¢ —ay sinp — r——sin @ — ras cos )
r Op Oy
Analogament
8( sin ¢ + agr cos @) (sin 0 + 1cos 0 )(a1sin g + asr cos p)
—(a sin asr = (singp— + — —)(ay si asr
oy 1SI@ T a2 ¥ Yor T @aso 1SI@ 1 a2 ®
sin ¢(sin dar + cos aa?r + ag cos p)
= 1 —_— —_—
¥ 14 or 14 or 2 ¥
1 6a1 . 8&2 .
+ —cosp(—=—siny + a1 cosp + r——- cos — ragsin @)
r Oy 0y

Sumant obtenim

_10(ra1) N Oday  Oas
o Or dp 0z

divX

241. Integreu la funcié g = /42 + 4y2? + 1 sobre la part del paraboloide z = z? + y? per sota del
play = z.
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Solucié: Parametritzem el paraboloide per ¢(r,0) = (rcos®,rsinf,r?). Aixi

or = (cosb,sinb,2r)
vp = (—rsinf,rcosb,0)

Els coeficients de la primera forma fonamental sén E = 1+4r?, F =0, G = 2. L’element d’area
és dS = rv/1+ 4r2dr ANdf. Per tant, dient P a la part del paraboloide que esta per sota de z = v,
tenim

/ gdS = / Var2 + 171 + 4r2dr df = / (r + 413)dr df
P P P

La condicié y > z s’escriu com rsinf > 12, és a dir 0 < r < sinf. En particular 0 < 6 < .

Aixi " )
s Sin s : 0
/ gdS = / / (r + 4r3)dr df = / (M7 4 sint0)do = om
P 0 0 0 2 8

242. Integreu fSF-I/dS si F(x,y,z) = (z,y,2), S és el cub unitari amb diagonal de (0,0,0) a (1,1,1)
i v és normal exterior unitari.

Solucié: Pel teorema de la divergéncia, denotant @) el cub solid, tenim

/F-l/dS:/dideV:/3dV:3.
S Q Q

Si volem fer el calcul directament tenim
Flux a través de la cara C7 : z = 1.

/ F-vdS= | (z,y,1)-(0,0,1)dS = 1.
Ch Cy
Flux a través de la cara Cy : z = 0.
/ F-vdS= [ (z,4,0)-(0,0,—1)dS =0.
CQ CQ
Flux a través de la cara C3 : x = 1.
/ FovdS= [ (1,y,2)(1,0,0)dS = 1.
Cs Cs
Flux a través de la cara Cy : x = 0.
/ F-vdS= | (0,y,2)-(—1,0,0)dS = 0.
Cy Cy
Flux a través de la cara C5 : y = 1.

/ F-vdS= | (z,1,2)-(0,1,0)dS = 1.
C5 CS
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Flux a través de la cara Cg : y = 0.
/ FovdS= [ (2,0,2)-(0,~1,0)dS = 0.
Cs Cs

La suma és 3 com ja hem vist en aplicar el teorema de la divergéncia.

243. Trobeu el flux del camp X (z,y,2) = (x,y, z) a través de la part regular de la frontera de
Q= {(x,y,z) eR3: 22+ P <R 0<:z< H}

amb R, H > 0.

Solucié: Usant el teorema de la divergencia. La divergéncia de X és 3. Per tant,

/ X.ydsz/3dV=3wR2H.
o0 Q

Sense usar el teorema de la divergencia.
Integrem primer sobre la tapa superior Ty : z = H.

/X~1/dS— (z,y,2)-(0,0,1)dS = | 2dS=H | zdS= HnR>
Ty T T1 T

Integrem ara sobre la base B : z = 0.
/ X -vdS = (x,y,z)-(0,0,—l)dS:—/ zdS = 0.
T Ty T

Integrem sobre la superficie lateral L. Aqui el camp unitari normal exterior és v = %(x, y,0).
1
/ X -vdS = /(x,y,z) - —(z,y,0)dS = / RdS = R2nRH = 2rR*H.
L L R L

Sumant aquests tres integrals obtenim 3nR>H, que és el mateix resultat que hem obtingut
usant el teorema de la divergencia.

244. Trobeu el flux del camp X (z,y,2) = (23,53, 23) a través de la part regular de la frontera de
R?2 — H%

Q:{(az,y,z)eRB: ngSH}

amb R, H > 0.

Solucié: Usant el teorema de la divergéncia. La divergéncia de X és 3(x? + 3% + 22). En
coordenades cilindriques,

X -vdS = /3(x2+y2+z2)dV:3/(7‘2+22)rdr/\d9/\dz
Q Q

H 4. Rz/H H 2 R2/H 4 F 23
— 6n / [L} dz + 61 / [L] 2y = STRH | STRTHT
0 0

o0N

4 1o 2 1o 10 5
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Sense usar el teorema de la divergencia. Tapa superior T : z = H.

/X.uds—/(xS,y?’,z?’) -(0,0,1)dS = / H3dS = H37R2.
T T P
Superficie lateral L. Aqui el vector normal val

H
VvV = m(cos 0, Sin¢9, —g),

com es veu facilment a partir de la parametritzacié p(z,y) = (z,y, %\/xz + y2.) L’element d’area

és
JR2 H2
ds = RTerxdy.

H R
X-udS:/ 23,43, 2%) - (cos0,sin 6, ——)dS.
/L v ), i

Substituint el dS i passant a polars
H R pr27
/X-VdS: / / (T‘3COS49+T3Sin49—Zsﬁ)rdrde.
L R Jo Jo H

Recordem que

27 27
/ sin49d9:/ cos*0dh = 3—77
0 0 4

Substituint obtenim

4 27173
/X-VdS:?mHR _27rRH'
I 10 5

Per tant
3rHR* 2xR2H3
10 5

/ X—de—/X-de+/X~z/dS—H37rR2+
o0 T L

resultat que coincideix amb ’obtingut anteriorment.

245. Considereu els camps vectorials

E: (x7y7z)
(2% 4+ y? +z2)%
X =F +rotY

(a) Calculeu div X.
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(b) Calculeu el flux de X a través de la superficie

S = {(x,y,z) 4t =12> O}
(¢) Calculeu la circulacié [, Y, essent ¥ = S N {z = 0}
(d) Calculeu el flux de X a través de

Sy ={(z,y,2) 2 +y*+2*=2,2>0}

Solucié: a) Com que la divergeéncia del rotacional és zero tenim

divX:divE’:g v 9 i 0 ©

630((1‘2 +y2 + 22)3/2) " 87/((902 +y?+ 22)3/2) " %((aﬁ +y2 + 22)3/2) -0

b)
/X-I/dS: E'l/dS—i—/ rotY -vdS.
S1 St S1

Observem que rot Y = 0 sobre S;. En efecte, Y = f(y,—x, eZQ) amb f = f(z,y,z) =
(1 — (22 +y* + 2%))?, una funcié que sobre Sy compleix f = f, = f, = f. = 0.

Com que en tots els termes del rotacional de Y apareixen alguna d’aquestes 4 funcions, tenim
que rot Y = 0 sobre S7.

Per tant

/X-VdS:/ E-vdS= | (z,y,2) (x,y,2)dS = dS = 2m.
S1 S S1 S1

c¢) El teorema del rotacional, i el fet de que rot Y = 0 sobre S; ens diu que aquesta integral
és zero. De fet, ja es veu que Y = 0 sobre X..

d) Primer metode. Com que la divergéncia de X és zero i I'origen no pertany a la figura tres
dimensional delimitada per per Si, S, i la corona circular C' = {(x,y,0);1 < 2% +y? < 2}, tenim
que

X (—z,—y,—2)dS + X (x,y,z)dS—i—/ X -(0,0,—1)dS = 0.
S1 Sa C

Observem com hem canviat el signe de la normal en S1 ja que la normal a d’apuntar cap
enfora.
Pero

/X-(0,0,—l)dS:/E-(0,0,—l)dS+/rotY-(0,0,—l)dS
C C C

Com que la tercera component de E és zero sobre la corona (z = 0) tenim

/X-(0,0,—l)dS—/rotY-(0,0,—l)dS
C C
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La tercera component del rotacional de Y = f(y, —z, 622) val

0 0
as"eh) = g, ) = =2 —afe —yfy =4V/] 6/

ja que fp = —4a\/f i fy = —4y/T.

Llavors
/mnﬂm@—mwzz—/@¢ﬂmﬁMA@
C (&

= 6/(1—7“2)27“d7“/\d6—4/(1—rz)rdr/\dﬁ
C C

- (o)) oG] s[5 o
Aixi doncs,
X (z,y,2)dS=—-[| X-(—z,—y,—2)dS —/ X (x,y,2)dS =21 — 47 = —271.
Sa2 S1 C

Segon metode. Directament, denotant v(t) = v/2(cost,sint,0), tenim

1 1 1
X —(x,y,2)dS = E-x,y,zd5+/ rotY - —(z,y, 2)dS
W) I A AN
1 1
= x,y,z-x,y,zdS’—i—/ Y (y(t)) -+ (t)dt
[ gt Sevadst [ vom)yo
2
= le/ 2dS + F(y(#)(V2sint, —v2cost, e") - v/2(—sint, cost, 0)dt
So 0

27
__2w+A (=2f(~(1))) dt

= 27 —4m = -2,

Ja que f(y(t)) = 1.

246. La secci6 d’un canal és un rectangle 40 x 10 (en metres) i la suposem en el pla zz. El canal és
ple d’aigua i a cada punt la velocitat del flux d’aigua és V = (400 — x2) (en metres ctibics per
minut). Calculeu el flux de massa d’aigua per una seccié perpendicular a 'eix y si la densitat és
igual a p.

Solucié: Com que la massa és el volum per la densitat, el lux de massa és el flux de volum per
la densitat, que suposem constant i igual a p.

F]uxz/ V -vdS
c

on C és la seccié del canal, v = (0,1,0) el normal unitari al canal i dS = dx A dz és I'element
d’area del canal. Per tant

40 10
800000
MQZMM%ﬂﬁL@-@JJthz:p/QU/ (400 — 2?)dzdz = .
0 0

Flux de massa = / 3

C
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247. Sigui D un domini compacte de R? i sigui f una funcié C*nulla a la vora de D.

N T T
| 16+ Ghdeay=— [ (5L + Ghhdvay

1. Proveu que

2. Deduiu de 'apartat anterior que si f és harmonica a D, llavors és identicament nulla.

248. Utilitzeu el Teorema de Green per a calcular ’area d’una fulla de la rosa de quatre petals.
Recordeu que 'equacié d’aquesta corba en coordenades polars (r,t) és r(t) = 3sin 2t.

Solucié: El teorema de Green diu

iy ai— [ (29 _9F
/8DF ' (t) dt_/D(ax ay)dxdy

on D és un domini del pla, v(t) una parametritzacié de la vora i F = (P,Q) un camp.
Un truc estandard quan es vol calcular 'area és integrar el camp F(x,y) = (—y,x), ja que
llavors el teorema de Green diu

Jop F o/ (t)dt =2A

on A és I'area del domini.
La vora la tenim parametritzada per

v(t) = (z(t),y(t) = (r(t) cost,r(t)sint) = (3sin 2t cost,3sin 2t sint).

Aix{
7 (t) = (' cos @ — rsinf,r’'sinf + r cos ).
Per tant
F-~(t)dt = / (—rsint,rcost) - (r' cost — rsint,r’ sint + rcost) dt.
oD oD
Es a dir

O

/2 T
F-v’(t)dtz/ rzdtz/ 981n22tdt:9/ sinfudy = — = 2A4.
0 2 0 4

oD oD

L’area demanada és doncs 97 /8.

249. Considereu a R3\ {(0,0,0)} les funcions

o(x,y,2) = Va? +y* + 2?

x
Viz,y,2) = ——

(a) Calculeu la circulacié de F' = VV al llarg d’un arc de la circumferencia centrada a (0,0, 0)
i que uneix els punts (1,0,0) i (—1,0,0)
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(b) Calculeu la circulacié de G = ¢*VV al llarg del perimetre del quadrat
Q={(z,y,2):0<2<1,y=00<z<1}

(c) Calculeu el flux del camp H = 0?VV a través de l'esfera de centre (0,0,0) i radi 3

Solucié:
a) Calculem el gradient de V.

1
F=VV = ;(p — TPz, —TPy, —TPz)-

Una parametritzacié de la circumferéncia que ens donen és y(t) = (cost,sint,0), 0 <t < . Aixi

s ™ 1
Circulacié = / F-o/(t)dt = / - ((— sint)(p — py cost) + (cost)(—p, cos t)) dt
0 o P

Pero p, = % = cost, ja que sobre (t) tenim x = cost i p = 1. Analogament p, = % = sint.
Substituint aquests valors a la integral tenim

s 2w
Circulacié = / ((— sint)(1 — cos?t) — cos® t(sin t)) dt = / sintdt = —2.
0 0

b) Aplicarem el teorema de Green. Dins del quadrat tenim y = 0, de manera que p =
Va? + 22, Aprofitant el calcul del gradient fet a apartat a) tenim
pP’VV = (22,0, —zz).

Dient ~(t) a una parametritzacié de 0Q), i aplicant Green en el pla y = 0, tenim

O(—mwz) 02* Lot 3
3 .~ — - = — = ——
p°VV -4/ (t)dt /Q< 5 % )dx dz /0 /0 3zdxdz 5

Circulacié = /
oQ

c) Aplicarem el teorema de la divergencia. A I'apartat a) hem vist que H = (p—xpy, —xpy, —2p2).

. 8H1 8H2 8H3 2x
div H = =——.
v ox * oy * 0z P

Hem usat que py. = (p — xpy)/p?, etc.

Es compleix que div H(x,y,z) = —div H(—x,—y — z), de manera que la integral de div H
sobre una esfera centrada a I'origen és zero. Per tant, pel teorema de la divergencia, la integral
del flux de H sobre la vora d’aquesta esfera és zero.

250. Considereu les superficies de R? donades per
S2={(z,y,2) eR3: 2?4942+ 22 =1}
P={(z,y,2) eR3: 2z =24y}
(z,9,2)

Vi 42422

isigui X =
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(a) Calculeu fﬁ/X, siy=S%nP.
(b) Calculeu el flux de X a través de S? N {z >z + y}.

Solucié: a) Apliquem el teorema del rotacional a la superficie S determinada per
S={(z,y,2) eER*: 2 +y* + 22 < Lz =2 +y}.

Llavors

/X: X-'y’(t)dt:/rothS
a5 S

on 7y(t) és una parametrltzacm de 0S. Ara bé, com que X = (J: y,z) amb M = /22 + y? + 22,
iMx— My—M,M— = tenim

i analogament els altres termes del rotacional, de manera que rot X = 0, i la integral demanada
és zero.

b)

Aplicar el teorema de la divergéncia pot portar algun problema ja que el camp donat no és
diferenciable a I'origen. Fem el calcul directe.

(z,y,2)dS = /dS_27T

/X vdS = / (x,y,z
\/x2+y + 22

La ultima igualtat deguda a que E és mitja esfera, 1 per tant, la seva area val 2w. A més, sobre
E, 22 +y2+22=1.

251. Sigui R una regié simple (amb frontera una corba simple) del pla amb frontera diferenciable C'
i area A. Proveu que el centre de gravetat (zZ,y) de R ve donat per

1
_ 2 _
v 2A/ dy. ¥= 2A y “do.

Feu servir aquesta propietat per trobar el centre de masses de la regié envoltada per la corba
~v(t) = (2cost —sin2t,2sint), 0 < ¢t < 27, suposada homogenia.

Solucié: Per definicié de centre de gravetat tenim

:/:Ud:rdy

A partir d’aqui el resultat és immediat per Stokes. Si ens volem entretenir una mica el
2
podem resoldre aplicant el teorema de Green al camp F' = (P,Q) = (0,% ). Suposem la vora
parametritzada per y(s) = (z(s), y(s)).

i 9Q oP B L,
v A e Ty A/ s)ds = 2A/ S_2A/dey
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Analogament fariem per a y.
Calculem ara I’area envoltada per la corba C donada. Com en el problema 248 tenim

Azl/F-y’(t)dt
2 Je

amb F(z,y) = (—y,x). Aix{

1 2
A= 2/(—QSint,200st—sin2t) - (—2sint — 2 cos 2t,2 cost) dt = 2/ (4 — 4sin®t) dt = 4n.
c 0

Per tant, la coordenada T del centre de masses de la regié envoltada per la corba ~(t) =
(2cost — sin 2t,2sint) és

_ 1 2 1 2 . 2
T = — | x°dy=— (2cost —sin 2t)“ - 2 cost dt
8T Jo 87 Jo
1 27
= (4cos®t +4sin®tcos® t — 8sintcos®t) dt = 0.
T Jo

(La integral entre 0 i 27 de les poteéncies imparells de sinus i cosinus és zero.)
Analogament

_ 1 2 I . 12, 1
g=—— de = —— 4sin“t - (—2sint — 2cos2t) dt = — sin“tcos2tdt = —=.
8T Jo 87 Jo T Jo 2

El centre de masses és doncs el punt (0, —1/2).

2

252. Si X = (x,y,2) i D és una regié solida simple envoltada per una superficie S amb normal

exterior v, proveu el volum V de D és

Vzl/X-ndA.
3Js
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Solucié: Aplicacié directa del teorema de la divergéncia, observant que la divergéncia de X és
igual a 3.

253. Sigui M = Verifiqueu

—y U= T
x2+y2 9 m2+y2 .

L. [ypMdx + Ndy = [5(N, — My)dA on R és 'anell centrat a (0,0), radi exterior 2 i radi
interior 1 (trieu les orientacions de forma coherent).

2. [ypMdx+ Ndy # [n(Ny — M,)dA en el disc R de radi 1.

3. Per que l'apartat anterior no contradiu el teorema de Green?

Solucié: 1) Aplicacié directa del Teorema de Green. Observem que |, o Mdz+Ndy és una manera
equivalent d’escriure [ F -~/(t)dt, am F = (M,N) i~(t) = (x(t),y(t)) una parametritzacié de
C.

2) El disc de radi 1 el parameritzem per x = cost, y = sint, de manera que dx = —sintdt,
dy = costdt. Aixi

Mdx + Ndy = / (—sint)(—sint) dt + cost(cost) dt = 2.

OR OR

En canvi, és facil veure que N, = M,,, de manera que [p(N, — M,)dA = 0.
3) Perqué el camp F = (M, N) no és diferenciable a ’origen.

254. [Identitats de Green]. Sigui R una regié simple amb frontera C' diferenciable a trossos que
orientem positivament i considerem el vector normal exterior v. Siguin f,g : R ¢ R? - R
funcions diferenciables i F': R C R? — R? un camp vectorial diferenciable. Proveu que:

L o9 (F-v)ds= [,(gdivF +gradg- F) dA.

2. [og(gradf-v)ds = [ (gAf + (gradg) - (grad f)) dA

Solucié: Posem F' = (P, Q). Llavors, aplicant les definicions i el teorema de Green tenim,

/R<g(?+g@)+a o Q)

= [ (5eom)+ 5 60Q)) s

= / (—gP,gQ) - Tds
C

/ (gdivF +gradg- F) dA
R

on T és el tangent unitari a C'. Pero el producte escalar de dos vectors és igual al producte escalar
dels seus ortogonals de manera que finalment tenim

/(gdivF—Fgradg'F) dA:/g(F-V)ds
R c
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La segona igualtat és conseqiiencia immediata de la primera, amb F = gradf, i observant que
div(gradf) = Af.

255. Sigui f una funcié diferenciable definida en una regié simple R amb frontera C' diferenciable a
trossos. Assumim que f s’anulla sobre C'i que Af = 0 (Laplacia) a R.

1. Proveu que [5, ||V f||dA = 0 per a tot rectangle D C R.

2. Proveu que f és constant sobre R.

Solucié: Apliquem la segona identitat de Green del problema anterior amb g = f.

/fgradf-udL:/(fAf+(gradf)'(gradf)) dA.
C R

Si f =0sobre C'i Af =0 a R, aquesta igualtat queda

_ , _ 2
0= /R (grad f) - (grad f) dA /R IV 7]2dA

Aixo implica Vf = 0, i per tant f és constant sobre tot R.

256. Sigui F(z,y,z) = (0,0,pz) i M C {z <0} una varietat tridimensional compacta amb vora. El
camp F' es pot interpretar com la pressié cap al fons d’un fluid de densitat constant p a {z > 0}.
Donat que el fluid exerceix pressio en totes direccions, es defineix I'’empenyiment a M exercit pel
fluid com [, o F - v dS. Proveu el teorema d’Arquimedes: I'empenyiment és igual al pes del fluid
que desallotja M.

Solucié: Pel teorema de la divergéncia 'empenyiment és [, F-vdS = [, div(F)dV = pvol(M)
i hem acabat.

257. Calculeu la integral del camp vectorial F = (y+e* ¥, 22 +x—e"Y) sobre la corba C : 22+ = 1
orientada positivament pel vector tangent T' = (y, —z).

Solucié: Parametritzem la corba C per v(t) = (cost,—sint). D’aquesta manera +'(t) =
(—sint, —cost), i.e. ¥ (z,y) = (y, —x). Ens demanen

2
/ F-yt)dt = / (—sint 4 esmiTeost cos?¢ —sint — eSSty (_gint, — cost) dt
C 0

27
= / sin?tdt =
0

ja que les demés funcions que s’han d’integrar tenen primitiva periodica (i, per tant, la integral
entre 0 1 27 val zero).
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258. Sigui S = {(z,y,2) € R® : 22 + 4> = 1,0 < z < 1}, la superficie de R? orientada amb el
vector normal v = e (x,y,0) isigui F = (z+e* Y, —y+ e, 2). Calculeu el flux del camp
z24y

vectorial F' sobre la superficie S.

Solucié: Pensem el cilindre parametritzat per ¢(t,z) = (cost,sint, z). La primera forma fona-
mental en aquesta base és la identitat, de manera que, en particular I'element d’area és dx N dz.
Ens demanen

/ F-vdS = /(cost 4 ecostrsint | gint — COSESING ) . (cost, sint, 0)dtdz
S S

1 2m 1 2w
= / / cos 2t dtdz + / / (cost — sint)e®S s gidy = 0,
0o Jo 0o Jo

ja que les dues integrals respecte de t tenen primitiva periodica.

259. Sigui S = {(z,9,2) € R3 : 22 +9? + 22 =1, 0 < 2z < 1}, la superficie de R? orientada amb el
vector normal v = \/ﬁ(w, y,z)isigui F = (z+ 1,y — 1,1 —22). Calculeu el flux del camp
r24y2+2

vectorial F' sobre la superficie S.

Solucié: Primer metode. Aquesta superficie es pot parametritzar per p(x,y) = (z,y,/1 — 22 — y?),
de manera que @, = (1,0, —z/2), ¢, = (0,1, —y/z), i per tant els coeficients de la primera forma

fonamental sén E =1+ i—z, G=1+ z—; F = % Per tant, I'element d’area és dS = %dx Ady.
Aixi doncs,

1
/F.de:/(:n+1,y—1,1—2z).(x,y,z)dS:/(l—322+x—y+z)zdaz/\dy.
S S S

Aquestes integrals son facils:

1 27 1 1
—dx Nd z/ /rdr/\d0:27r.
/SZ Y o Jo V1—1r?
27 1
—S/zdac/\dy——S/ / V1—r2rdr ANdf = —2m.
s 0o Jo

/d:c/\dy—ﬂ; /mdx/\dy—/ydx/\dy—O.
S sz sz

Per tant, sumant aquestes quantitats obtenim

/F-VdS:ﬂ.
s

Segon metode. Teorema de la divergencia. Clarament div F' = 0, de manera que la integral
sobre la superficie de la esfera més la integral sobre I'equador (E : 2% +y* < 1,z = 0) és zero.
Per tant la integral que ens demanen val

—/F~(0,0,—1)da:/\dy:—/(22’—1)‘ dx/\dy:/dxAdy:W.
E E E E
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260. Sigui S = {(z,5,2) € R3 : 22+ y?> < 1,2 = 5 — x — y} la superficie orientada amb el vector

261.

normal (1,1,1). Donat el camp vectorial F' = (x,y, z) calculeu [(F - dS.

Solucié: Aquesta superficie es pot parametritzar per o(z,y) = (z,y,5 —  — y), de manera que
e = (1,0,-1), ¢, = (0,1,—1), i per tant v = %(1, 1,1). Els coeficients de la primera forma

fonamental sén E = G =2, F = 1. Per tant, 'element d’area és dS = v/3dxz A dy. Aixi doncs,

1
/F-de:/(x,y,z)-(1,1,1)\/§dx/\dy:/(x—i—y—l—z)d:r/\dy:/5dw/\dy:57r.
s V3 Js s s

Sotal certes circumstancies una ona electromagnetica consisteix en un camp electric E i un
camp magnetic B perpendiculars entre ells en la direccié de propagacié de la ona (diem que és

'Resum teoric fet per D. Marin i E. Gallego necessari per entendre aquest problema.
Equacions de Maxwell.

Recordem que la forga F que exerceix un camp electric E i un camp magnetic B sobre una particula de carrega ¢
que té velocitat v ve donada per la férmula de Lorentz:

F=¢(E+v xB).

La segona llei de Newton F = ma determina doncs el moviment un cop coneguda la massa m de la particula.
D’aquesta manera el problema de 'electromagnetisme es redueix a coneixer el camp electric E(z, y, 2,t) i el camp
magnetic B(z,y, z,t) en cada punt de l'espai (z,y,2) i en cada instant de temps ¢ a partir de la distribucié de
carregues electriques (codificada en una funcié densitat de carrega (p(z,y, z,t)) i del seu moviment (codificat amb el
vector densitat de corrent j(z,y, z,t)). La determinacié de E i B s’efectua a partir de les lleis segiients (expressades
en un sistema d’unitats fisiques convenient):

(1) Llei de Gauss: El flux del camp eléctric a través d’una superficie tancada S = 9 delimitant un domini € és
igual a la carrega electrica @ que hi ha a l'interior de 2:

/E-ds:Q&/v-Edv:/pdV@v.E:p.
S Q Q

(2) Llei de Faraday: El voltatge (la circulacié de E) al llarg d’una trajectoria tancada simple C' = 9S que és la
vora d’una superficie S és igual a (menys) la variacié del flux magnetic a través de S:

ro B B
/E~dL:—2/B-dS<:t> (VxE)-dS=— B gsesvxE=-28
o5 ot /g s g Ot ot
(3) Abséncia de carreques magneétiques: El flux del camp magnetic a través de qualsevol superficie tancada S = 9
és zero:

/B-dS:O«%/V~de:o<:>V~B:0.
S Q

(4) Llei d’Ampére modificada per Mazwell: La circulacié de B al llarg d’una corba tancada simple C' = 95 és
proporcional a la suma de 'intensitat de corrent que travessa S més la variacié en el temps del flux de E a
través S: 5 o

1 Tro . E
B.-dL= /j~dS—|——/E-dS {:t>c2V><B:J—|——.
a5 c g ot Jg ot

La constant de proporcionalitat és 'invers de la velocitat de la llum ¢ al quadrat.
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una ona plana). Per exemple és el cas quan
E(ilf, Y, z, t) = (07 07 E(% t))a B(.’E, Y, z, t) = (B(ya t)7 07 0)

amb E i B funcions de classe C?. Suposem un ambient sense corrent J = 0 (per exemple en el
buit).

1. Proveu que rot E = (0, F,0,0) i que rot B = (0,0, -0, B).
2. Deduiu de les equacions de Maxwell que

OE 9B 9B 10E

By ot Oy 2ot
on c¢ és la velocitat de la llum.

3. Deduiu ’equacié d’ona per B i E:

O’E  ,0°E  0°B  ,0’B
= C C .
ot? oy’ o2 Oy?

4. Comproveu que les solucions generals sén de la forma f(y — ct) + g(y + ct).

Solucié: 1) Obvi.

2) Les equacions de Maxwell diuen que la circulacié de B al llarg d’una corba tancada simple
C = 08 és proporcional a la suma de la intensitat de corrent que travessa S més la variacié en
el temps del flux de E a través de S. En el buit la intensitat de corrent és zero i tenim:

/ _13/
/aSB ’y(t)dt—czat SE vdS

on v és el normal unitari a la superficie S, v(t) una parametritzacié de la vora de S, B el camp
magnetic i F el camp eléctric.
Pel teorema del rotacional tenim

1
/rotB-udSzQa/E-udS.
S Cat S

Com que aquesta igualtat és certa per a tota superficie, els integrants han de ser iguals. Per tant

1 OE
tB-v= 2.
ro YT a2a Y

(v no depén de t). Perd, novament, com v és arbitrari, ha de ser

OB, 10E 1, OF

tB=(0,0,—)=—=—=—=(0,0, —
ro ( Y bl 8y) 62 8.[; CQ( Y 78t )7
és a dir,

0B 1 0F

oy 2ot
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La llei de Faraday diu que el voltatge (la circulacié de E) al llarg d’una trajectoria tancada
simple C' = S que és la vora d’una superficie S és igual a (menys) la variacié del flux magnétic

a través de S: 9
/ E-’y’(t)dt:—/B-de.
s ot Js

Pel teorema del rotacional, i els mateixos comentaris de I’apartat anterior aixo €s equivalent a

dir

0B
E=—.
rot En
Es a dir,
o8 _ 0B
oy Ot

3) Aplicarem la identitat
rot (rot A) = —V?A +V(V - A)

on

82 82 62
2 —_——— —_— —_—
V= Ox? + Oy? + 022
i
0A1 0As 0As
-A =grad A =
v sta ox + oy + 0z
amb A = E i amb A = B. Recordem que V-E =V -B = 0.
Tindrem
rot (rot E) = (0, — By, Byy) = —(0,0, Ey,).
Com ja hem vist que B, = —C%Et tenim cQEyy = FEy.
Analogament
1 1
rot (rot B) = (?Ety, —gEtx, 0) = (_Bny 0, 0)
Com ja hem vist que E, = —B; tenim cszy = By.

4) Es clar, per la regla de la cadena, que

(82 10

a2 ga)(f(y—@f)‘i‘g(y+ct)) = 0.
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Exercicis complementaris de Calcul
Vectorial

262. Proveu les seglients identitats:
div(fF) = grad(f)F + fdivF
rot (fF) = grad(f) x F + frot F.

Solucié: Calcul directe.

263. Siguin f, p funcions de classe C! a R, i r(z,y, 2) = /22 + 32 > 0.

(a) Considerem els camps F tals que div E = p(r) en R3\ {x = 0, y = 0}. Quins d’aquests sén
radials?

(b) Si B = f(r)(—y,z,0), calculeu rot B.
(¢) SiJ =p(r)(0,0,z), en quins casos div.J = 07

(d) Donat J com a l'apartat c), determineu f per tal de que rot B = J.

Solucié: a) Si E = )\(r)% llavors aplicant la férmula del problema anterior tenim

) _1o(ra) 1 N
dle—; 5 —;()\+r)\)—p(r).

La funcié \(r) ha de complir doncs 'equacié diferencial
Nr+ X =rp(r),

equacié lineal de primer ordre que podem resoldre si coneixem p(r).
b)

Rot B = (= (@ (1)), ~ 5 (0 (). 52 0) + 5 (uf (1) = (0.0.24(r) + 7).

233
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Hem usat que 5 5
gl ) =T 5ofn) =107

divJ = W = p(r),

per tant divJ = 0 si i només si p(r) =0, és a dir, si i només si J = 0.
d) Com ja hem calculat el rotacional de B tenim

rot B=J siinoméssi 2f(r)+rf'(r)=zp(r)

pero aquesta igualtat només es pot donar si p(r), i per tant J, és zero. Només cal derivar respecte
de z lanterior igualtat.

Per tant f(r) és solucié de I'equacié diferencial xy' + 2y = 0. Es a dir, f(r) = kr=2, amb k
constant.

264. Integreu la funcié z(z? 4 y?) a la semiesfera S donada per /a2 +y2 + 22 =21 z > 0.

Solucié: Parmetritzem S per

x = 2sinpcosf
= 2sinpsinf
z = 2cosp

amb 0 < 0 <27, 0 < ¢ < w/2. Els coeficients de la primera forma fonamental sén E = 4, F' = 0,
G = 4sin? ¢. L'element d’area és dS = 4sinpdp A df.

2r  pm/2
/ 2(2% 4+ 9?)dS = / 2 cos p(4sin? )4 sin p dp A df = 32/ / cos @ sin® odp A df = 16
S S 0 0

265. Si la densitat d’una esfera metallica massissa B centrada a l'origen i de radi 5 és en el punt
(x,7, z) proporcional a 1 4 22, calculeu la massa d’aquest objecte.

Solucié: Massa és volum per densitat.

4
M /)\(1+22)dV:)\37r53+)\/ 22dx dy dz
B

B
4 5 pm 2w
= )\7r53+)\/ / / 2 cos® o 2 sin p df dop dr
3 0o Jo Jo
4 ™ 2m
= )\§7r53 + 54)\/ / cos? ¢ sin pdf dyp
o Jo

4 2
= )\§7r53 +5%\ .21 3= STABS.



Geometria Diferencial 235

266. Es considera el camp X = (M, N) a R?, calculeu la circulacié de X al llarg de la corba C si
1. M =zy, N =232 4432 i C és el quadrat amb vertexs (0,0), (1,0), (1,1), (0,1).

2. M = (22 +y?)*? = NiC és el cercle 2% + 2 = 1.

Solucié: 1) Primer metode. Observem que

ON oM 3
_OM 3 g

or Oy 2 -

Si denotem per () interior del quadrat, pel teorema de Green tenim

1 1
1
X('y(t))-7’(t)dtz/(3x1/2—ac)dxdy:/ /(3x1/2—x)d:cdy:.
0Q Q2 0o Jo 2 2

una parametritzacio del quadrat.
Llavors tenim

X(%(t))-(l,o)dt:/ (0,£3/2) - (1,0)dt = 0.

At 71

Analogament,

/X(fyg(t))-(o,l)dt:/ (t,1+t3/2)-(0,1)dt:g.

2

/ X (y3(t)) - (—1,0)dt:/ (1—t,(1—t)%2 413/%) . (=1,0)dt = —%.
3

3

X(u(t) - (0. -Ddt = [ (0,0= 6% (0. -1t = .

Y4 Y4
Sumant tenim 0+ 7/5—2/5 —1/2 = 1/2, com voliem.

267. Considereu el camp vectorial de R? definit per X (z,y,2) = (v,y,22 — x — y). Calculeu el flux
d’aquest camp a través de les seglients superficies:

(a) S={22+y>=1,2€ (0,1)}U{z?+4> < 1,2 =0}

b) S={z?+y*=22z2€ (L,4)}u{z’+42=1,2€(0,1)}
() S={z?+y*+22=a%},a>0
)

(d) S={z+y—-22=0,0<2<1,0<y<1}
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Solucié: a) Primer meétode. Directament. Denotem L el cilindre, Ty la tapa de sota (z =0) i
T, la tapa de sobre (z =1).
Sobre L:

/X'VdS:/(a:,y,Qz—x—y)~(x,y,O)dS:/(x2+y2)dS:/dS:27r.
L L L L

Sobre Tj:

27 1
/ X-vdS = (:U,y,Zz—a:—y)-(0,0,—l)dS:/(:L"+y)d5’:/ / (cos@+sinf) dONdz = 0.
To To L 0 0

Hem suposat el cilindre parametritzat per (6, z) = (cos,sin@, z).
Aixi doncs,

/X-Z/d5’—|— X -vdS = 2m.
L To

b) Segon metode. Teorema de la divergencia. Com div X = 4, i el volum del cilindre massis
C és m, tenim

/dideV:47r:/X-1/dS+ X-(0,0,-1)aS+ [ X-(0,0,1)ds.
C L To T

Com

X -(0,0,1)dS = 2—x—yd:1:dy:/ 2dx dy = 2,
T Ty T

la integral demanada val

/X'VdS+ X -(0,0,-1)dS = 47 — 27w = 27.
L To

d) Parametritzem per ¢(z,y) = (z,y, xQﬂ) Aixi ¢, = (1,0,1/2), ¢, = (0,1,1/2) i el vector
normal v = %(—1, —1,2). Els coeficients de la primera forma fonamental sén E = G = 5/4,

F =1/4. Per tant, I’element d’area és dS = \/gdw A dy. El flux val

1
r,Y,2z—x—y) -vdS = / z,y,0)-(—=1,-1,2)dS
/. ) 7 [@n0)-(-1.-12

_ _jéﬁ/ol/ol(x—l—y)dxdy:—;

Observem que si canviem v per —v el resultat final canvia de signe. Tal com esta enuncia el
problema no hi ha un argument que prioritzi un dels dos signes.

268. Utilitzant el teorema de la divergencia a R™ aplicat al camp radial proveu que el volum (n —1)-

dimensional de l'esfera de radi 1 és n vegades el volum n-dimensional de la bola unitat. Que
succeeix quan el radi és r?
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Solucié: Aplicacié directa del teorema de la divergéncia al camp F(x1,...,zy) = (T1,...,%y).
Si el radi és r, tenim rV,_1 (S 1) = nV,(B,).

269. Comproveu que el flux del camp vectorial de R? \ {0} definit per

a través de boles centrades a l'origen és independent del seu radi.

Solucié: El camp normal unitari a una bola centrada a l'origen en el punt (z,y,z) € B(O; R)
és v = %(z,y,2). El flux és doncs

1 1 1
X -vdS = — : dS = — | R?%dS = —4rR? = 4.
[ xvas = g [ @) on2)ds = g [ Bas = gpank? —an
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Referencia mobil

270. Calculeu la curvatura d’una superficie que té, respecte d’una certa parametritzacié (z,y) amb
y > 0, primera forma fonamental
1
I=| v

Solucié: Prenem la referéncia mobil donada per una base ortonormal respecte d’aquest producte.

@M‘,_\ o

B 0
a = yax
0

Recordem que la notacio a% vol dir g—f on ¢ = p(x,y) és la carta local en la que ens han
donat la superficie.

La base dual de la referéncia mobil és

1
' = Zdz

—_

0> = —dy.
Yy

Les diferencials de la base dual

dot = —af' AB?
de®> = —bO'AG?

En el nostre cas

1

do' = ——dyAndx=06"N0°
(0

o> = 0

Per tant, a = —1, b = 0.

238
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La forma de connexio és

Per tant, en el nostre cas

L’equacié d’estructura és

En el nostre cas

Per tant K = —1.

wy = af’ + bo*.
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