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Abstract

Aquestes notes recullen la 1ligé inaugural de la Catedra Lluis Santalé d’Aplicacions de la
Matematica pronunciada a la Universitat de Girona el dia 16 de marg¢ de 2001. Vaig voler
recollir la part del treball de Santalé dedicat a la geometria integral hiperbolica ja que va
ser en aquesta branca en la que es va produir la meva relacié amb el professor Santal6. Per
presentar aquest tema a un public divers no hi ha cap més remei que parlar una mica de
geometria integral i una mica de geometria hiperbolica, per poder lligar posteriorment els dos
camps. Aix0 és el que vaig tractar de fer i és el que procuraré, potser una mica més ampliat,
reflectir aqui.

1 Teorema de Pitagores

El gran problema dels geometres durant 2.000 anys, d’Euclides a Hilbert, en voler fonamentar rigorosa-
ment la geometria rau en la propia definicié de linia recta.

Com que aproximadament vivim sobre una esfera, i a partir de la idea intuitiva de que la distancia
més curta entre dos punts és la linia recta, ens adonem que les nostres linies rectes son els meridians, ja
que és sabut que la distancia més curta entre dos punts de la terra s’aconsegueix viatjant sobre el meridia
que els uneix. Recordem que el meridia determinat per aquests dos punts s’obté tallant ’esfera terrestre
amb el pla determinat pel centre d’aquesta esfera i els dos punts donats.

Aixi, un triangle és la figura formada per tres meridians que es tallen dos a dos, i quan en un
d’aquests punts d’interseccid els meridians formen angle recte direm que tenim un triangle rectangle.
Per fer mesures d’angles i distancies necessitarem saber les relacions entre les longituds dels costats i els
angles dels triangles, i en particular el que es coneix com teorema de Pitagores.

Teorema 1.1 (Pitagores esferic) Suposem donat un triangle rectangle de costats a,b,c sobre una es-

fera de radi R. Llavors
c a b
COS — = COS — - COS —
R R R
No en donem la demostracié perdo comentem que es dedueix facilment usant trigonometria plana, ja
que cada costat esta en un pla, el determinat pel meridia corresponent.

. .7 2 N1 . .
Quan R — oo, usant I'aproximacié cosx ~ 1 — %- valida per a z petits, obtenim

c? a? b2
l1-—~(1-—) - (1- —
2R? ( 2R2) ( 2R2)
és a dir
A=a>+b+..

que ens diu que el teorema de Pitagores euclidia, hipotenusa al quadrat igual a la suma dels quadrats dels
catets, és un cas limit del teorema de Pitagores sobre una esfera de radi R quan R — oo.



He volgut explicar aquesta relacié perque si ara, en lloc de canviar R per oo canviem R pel nombre
complex Ri obtenim

—ci_ —ai —bi (1)
cos 7 = cos 7 cos 7

. 1i_ -
jaque ; = —i.
Pero si recordem ara la férmula d’Euler

e =cosx +isinz

i les funcions cosinus hiperbolic i sinus hiperbolic

xT —x xr —x
e’ +e . e’ —e
coshr = ———| sinhe = ——
2
obtenim
cosix = coshu, sinix = ¢ sinh x.

Substituint a ?? obtenim

Teorema 1.2 (Pitagores hiperbolic) Suposem donat un triangle rectangle de costats a,b, ¢ sobre una
esfera de radi Ri. Llavors

b
cosh% = cosh% - cosh =

En geometria diferencial s’introdueix un molt important concepte anomenat curvatura d’una su-
perficie, per mesurar si una superficie és proxima o no a un pla. Pel cas d’una esfera de radi R és conegut

que
Curvatura d’una esfera de radi R = 2k
Seguint aquest procés formal que hem fet de transformar R en Ri resulta que
.. T 1
Curvatura d’una esfera de radi imaginari Ri = T

De fet, el teorema de Pitagores hiperbolic sobre qualsevol superficie de curvatura constant —1, per
exemple 'esfera anterior amb R = 1, diu que

cosh ¢ = cosha - cosh b,

és a dir que el cosinus hiperbolic de la hipotenusa €s igual al producte dels cosinus hiperbolics dels catets.
Aquesta geometria que estem desenvolupant sobre una esfera de radi imaginari és la Geometria Hi-
perbolica. Pero s’ha de ser molt agosarat per treballar tranquil-lament en una esfera de radi Ri. Que vol
dir radi complex?
No obstant ja Lambert el 1750 havia fet comentaris sobre aquesta geometria en una esfera de radi
imaginari, i sobre tot el gran K.F. Gauss la dominava totalment, tot i no atrevir-se a publicar mai res
sobre el tema.

2 El cinque postulat

Tornem enrera en el temps i vegem com apareix la Geometria Hiperbolica d’una manera menys miraculosa,
i la seva relacié amb el cinque postulat.

A T'época d’Euclides, uns 300 anys abans de Crist, eren molts els resultats coneguts de geometria.
A més, els grecs tenien prou clar que volia dir demostrar un resultat o teorema. Volia dir deduir-lo
de resultats ja coneguts per raonaments logics. Ara bé, aquests resultats ja coneguts, com s’havien



demostrat? Doncs també a partir de resultats coneguts i raonaments logics. Pero i aquests resultats, com
s’havien demostrat? Ja es veu la necessitat imperiosa que va tenir Euclides de buscar un inici a aquesta
cadena de resultats, uns lligats als altres, i anar molt en compte no fos cas que un resultat A es basés en
un resultat B el qual es basés per la seva part en A arribant aixi a un cercle viciés o peticié de principi,
que hagués fet trontollar I'edifici de les matematiques.

Euclides, a la seva gran obra FEls FElements, va voler ser molt rigorés i per aixo va donar un co-
mencgament d’aquesta cadena de resultats, format aquest comencament forcosament per resultats no
demostrables, i va voler donar també una manera precisa d’anar passant d’un resultat a ’altre expressant
de manera clara que entenia per raonaments logics.

Concretament va donar 23 definicions, 5 nocions comunes, i els 5 postulats. Les definicions venien a
ser com una descripcié dels objectes que s’anaven a utilitzar, les nocions comunes eren les normes de la
logica i els postulats l'inici de la cadena.

Recordem, per fer-nos una idea, les cinc primeres definicions.

DEFINICIONS
1. Un punt és allo que no té parts.
2. Una linia és una longitud sense amplada.
3. Les extremitats d’una linia son punts.
4. Una linia recta és una linia igualment distribuida respecte els seus punts.
5. Una superficie és allo que té longitud i amplada tdnicament.

NOCIONS COMUNES

1. Coses iguals a una mateixa cosa sén iguals entre elles.
2. Siiguals s’afegeixen a iguals els totals son iguals.
3. Si iguals es sostreuen d’iguals els restes sén iguals.
4. Coses que coincideixen amb una altra son iguals a ella.
5. El total és major que la part.

PosTULATS
1. Podem dibuixar linies rectes des de qualsevol punt a qualsevol punt.
2. Podem prolongar una linia recta finita continuament a una linia recta.
3. Podem descriure un cercle amb qualsevol centre i distancia.
4. Tots els angles rectes sén iguals.

5. Si una linia recta és tallada per dues linies rectes de manera que els angles interiors del mateix
costat sumin menys de dos rectes, i si aquestes dues linies rectes es prolonguen indefinidament,
llavors es tallen en el costat on estan aquests angles que sumen menys de dos rectes.



Observem com els tres primers postulats diuen que es vol fer la geometria del regle i el compas: per dos
punts passa una Unica recta, les rectes es poden prolongar indefinidament i podem tracar circumferencies
de centre i radi arbitraris.

El quart postulat diu simplement que tots els angles rectes son iguals. Que vol dir Euclides amb aixo?
Molts matematics pensen que amb aquest postulat Euclides volia evitar tota referencia al moviment. En
efecte, que vol dir que un angle recte de vertex un punt P sigui igual a un angle recte de vertex un
altre punt Q7 No es podria demostrar? (i per tant no seria un postulat siné un teorema). Si intentem
demostrar-ho la primera cosa que se’'ns acudeix és posar 'angle de vertex P sobre I'angle de veértex Q.
Pero aixo vol dir moure (!) i Euclides no ho podia fer. O si que podia?

El cinque postulat és el famos postulat de les paral.leles i diu essencialment que per un punt exterior
a una recta hi passa una unica paral.lela. La dificultat ve de la unicitat no de I’existencia.

A partir de la negacié d’aquest postulat apareixen els treballs de Lobatxevski i Bolyai que, inde-
pendentment, descobreixen la Geometria Hiperbolica, una geometria totalment coherent perd que no
compleix el cinque postulat.

Aixi doncs podem dir

Definicié 2.1 La Geometria Hiperbolica és la geometria que compleix els quatre primers postulats d’Eu-
clides i tal que per un punt exterior a una recta hi passen més d’una paral-lela.

Observem pero el gran encert d’Euclides en adonar-se’'n de la necessitat del cinque postulat ja que,

com es veu, de la seva negacid no se’n segueix cap contradiccié, com molts grans matematics varen tractar
de demostrar durant molts anys. Per aix0 es diu que Euclides va ser el primer gedometra no euclidial.

FORMULACIONS EQUIVALENTS DEL CINQUI:] POSTULAT.

Sén equivalents:

1. Si una linia recta és tallada per dues linies rectes de manera que els angles interiors del mateix
costat sumin menys de dos rectes, i si aquestes dues linies rectes es prolonguen indefinidament,
llavors es tallen en el costat on estan aquests angles que sumen menys de dos rectes.

2. Per un punt exterior a una recta hi passa una tnica paral.lela.

3. Tres punts no alineats determinen una circumferencia.

4. Existeixen triangles semblants.

5. Per a tot triangle n’hi ha un de semblant arbitrariament gran.

6. Hi ha triangles d’area tan gran com vulguem.

7. Els angles d’un triangle sumen el mateix que dos angles rectes.

8. Rectes que no es tallen sén equidistants.

9. Les equidistants sén rectes.

Per exemple, usant 3 es pot “demostrar” el cinque postulat aixi:

DEMOSTRACIO DE BOLYAI DEL CINQUE POSTULAT



Prenem dues rectes r, s i punts P € r,Q € s tals que PQ és perpendicular comu a r i s. Prenem una
tercera recta r’ # r per P iun punt A entre P i Q. Sigui B el simetric de A respecte s i sigui C' el simetric
de A respecte r’. El centre de la circumferéncia determinada pels punts no alineats A, B, C pertany a la
mediatriu de AB i a la mediatriu de AC, per tant aquestes dues rectes es tallen i la paral-lela a s per P
és unica.

La féormula més impressionant i important de la Geometria Hiperbolica és la que ens déna ’angle de
paral-lelisme en funcié de la distancia a la recta. Concretament, sigui P un punt exterior a una recta
r i sigui x la distancia hiperbolica entre P i r. Sigui @ el peu de P sobre r. Sabem que per P passen
infinites rectes que no tallen r perd només una per cada costat rep propiament el nom de paral-lela (per
la dreta o per 'esquerra), i és aquella que té una posicié limit respecte la propietat de no tallar. Es a dir,
tota recta per P que formi amb PQ un angle menor que el que hi formi aquesta recta, diguem-li «, talla
r, i si forma un angle major que « no talla r.

La relacié entre = i a esta donada per la formula del paral-lelisme o funcié II de Lobatxevski
a =T(x) = 2arctane™ &

on aquesta R depén només de la unitat de mesura elegida. Correspon al radi d’aquella esfera imaginaria
de que parlavem anteriorment.

Justament d’aquesta férmula es dedueix que en geometria hiperbolica es pot descriure una unitat
de mesura de longitud a priori. Se’n pot privilegiar una respecte les altres, cosa que no passa pas en
geometria euclidiana. Per exemple, si agafem com unitat de longitud la corresponent a un angle 7 tenim

T _1
1 = 2arctane R

i podem determinar R. Pero és més natural simplificar els calculs prenent R = 1, que equival a agafar
com unitat de longitud la corresponent a un angle de paral-lelisme

II(1) = 2arctane™ .

No demostrarem ara aquesta formula pero voldria remarcar el sorprenent que és que de la negacié del
cinque postulat se’'n dedueixin férmules que involucren funcions exponencials. Com pot ser aixo?



La resposta és que la culpa de tot la tenen els horocicles. De fet, el que sens dubte va permetre
a Lobatxevski i Bolyai tirar endavant els seu desenvolupament de la geometria no euclidiana va ser el
coneixement profund que tenien dels horocicles i les horosferes i del fet fonamental de que la geometria
de les horosferes és euclidiana.

3 Horocicles

La definicié classica d’horocicle és la segiient:

Definicié 3.1 Donada una semirecta d’origen A, AA’, un horocicle és el lloc geométric dels punts B
tals que la mediatriu del segment AB és paral-lela a la semirecta AA’ en la direccid de A a A'.

De la semirecta AA’ se’n diu eiz de ’horocicle. De fet totes les paral-leles a la semirecta AA’, en la
direccié de A’, poden jugar el paper d’eix de I’horocicle, i reben el nom de rectes del feix horociclic.

Es pot visualitzar com una circumferencia de diametre AA’ pensant que A’ estd a l'infinit de manera
que en el segiient dibuix la mediatriu i AA’ sén paral-leles en el sentit de que es tallen a I'infinit.

A

De la mateixa manera que es parla de longitud de segments es pot parlar també de longitud d’ho-
rocicles. Aix0 es pot fer de diverses maneres pero la seguida per Lobatxevski és adonar-se de que els
horocicles es poden pensar com circumferéencies de radi infinit i per tant un arc d’horocicle té longitud
donada per la longitud de I’arc d’aquesta circumferencia de radi infinit que ’aproxima. El dibuix i notacié
que il-lustra el treball original de Lobatxevski és el segiient:




En aquesta figura AC i BD sén eixos d’un horocicle. Per construccié /DBA = /ZBAC = «. Amb
centre F i radi r = F A tracem una circumferencia que talla BD en F. Aixi /ZFAF = /EFA = (3. Com
que el triangle ABF A té defecte negatiu tenim que a — 8 < %fy. Llavors quan F tendeix a infinit en
la direccié de A a C l'angle v tendeix a zero i per tant a tendeix a 8. En particular la corda AF de
la circumferéncia tendeix a la corda AB de I'horocicle, i F tendeix a B, que ens diu que tot punt B de
I’horocicle és limit d’un punt F' de la circumferencia.

En particular és natural definir longitud de l’arc d’horocicle AB com el limit de les longituds dels arcs
de circumferéncia AF'.

Si acceptem per un moment algun resultat de trigonometria hiperbolica (longitud de la circumferéncia
i teorema dels sinus), podem relacionar aquesta longitud d’horocicles amb la separacié entre els eixos que
el determinen. Concretament, si denotem § = ZFFE A, llavors la longitud de 'arc AF' de circumferencia
hiperbolica de centre E i radi r val  sinhr. Quan ¢ és petit aquesta longitud s’aproxima a sind sinhr.
Pero, pel teorema hiperbolic del sinus aplicat al triangle AEFF’, on F’ és el peu de la perpendicular de
F sobre AC' tenim

longitud arc AF ~ siné - sinhr = sinh FF’.

Quan passem al limit quan F tendeix a infinit en la direccié AC, el segment FF’ tendeix a BB’, on
B’ és el peu de la perpendicular de B sobre AC.
Aixi doncs si denotem per s la longitud de ’arc d’horocicle AB i posem h = BB’ tenim

s = sinh h.
Els dos resultats fonamentals que s’obtenen a partir d’aqui soén els segiients:

Teorema 3.2 Dos horocicles de mateiz eix, determinen sobre les rectes del feix horociclic segments
digual longitud.

Amb la notacié de la figura, aixo vol dir que la longitud del segment BB’ és igual a la longitud del
segment CC".

A

Teorema 3.3 Suposem donats dos horocicles amb el mateix eix. Siguin BC 1 B'C’ arcs sobre cadascun
dels horocicles determinats per dues rectes del feix, BB’ i CC’. Si una tercera recta del feix talla 'arc
BC' en el seu punt mitja llavors talla també 'arc B'C' en el seu punt mitja.

Com que el procés de mesura es pot fer dividint per la meitat i tornant a dividir per la meitat etc, el
valor que obtinguem en mesurar 1’arc d’horocicle BC sera proporcional al valor que obtinguem en mesurar



Parc d’horocicle B’C” i aquesta constant dependra tinicament de la separacié entre els horocicles, donada
per x = BB = CC'.

Es a dir, que si denotem per s(0) la longitud de arc d’horocicle BC' i per s(x) la longitud de Iarc
d’horocicle B'C’ separat de BC' una distancia z, llavors per tot nombre real a el quocient

s(a)
s(a+ )
depén només de x. En particular la funcié ¢ : Rt — R* definida per

5(0) longitud arc BC , ,
#() s(xz)  longitud arc B’C’’ b ’

compleix que
oz +y) = o(x)e(y)

ja que

s(0) s(0)  s(@)

Pero és ben sabut que les aplicacions que transformen sumes en productes sén les exponencials i per
tant, com que ¢ és estrictament creixent,

o(z) = e, amb A > 0.

Es a dir

i en particular

s(a+x)=s(a)e™™, Va.
Aixi és com apareixen les exponencials i de retruc els sinus i cosinus hiperbolics.

4 Element de longitud

Amb tot aix0 apareix el 1854 el famds treball de G. F. B. Riemann Sobre les hipotesis que estan a la base
de la geometria. Generalitza el concepte de meétrica ja apuntat per K. F. Gauss a Disquisicions sobre
superficies corbes. Simplificant molt la idea és que per mesurar longituds no hi ha unes linies privilegiades
sobre les altres (les linies rectes) a partir de les quals es calculen les longituds de totes les corbes siné que
per calcular la longitud de qualsevol corba el que s’ha de fer és integrar I’element de longitud o metrica
al llarg d’aquesta corba.

Podem doncs dir informalment que una métrica és allo que s’integra per trobar la longitud.

Ezxemple 1. Corba plana en cartesianes.

La longitud de la corba ~(t) = (z(t),y(t)) entre el punts v(0) i y(to) és

X X
s_/ o df d?; )2dt = /\/d:ﬁQ—i—dydt



Es a dir que la metrica ds en cartesianes esta donada per
ds® = dz® + dy>.

Ezxemple 2. Corba plana en polars.
Si anterior corba v(t) I'expressem en coordenades polars (p, ) amb

x = pcosb

y = psinb,

obtenim ~(t) = (p(t),0(t)), i el mateix calcul de 'exemple 1 ens diu que la metrica ds en coordenades
polars esta donada per
ds? = dp® + p*db*.

Ezxemple 3. Corba esférica en polars esferiqgues. Prenem com coordenades d’'un punt P de l'esfera de
radi R la seva distancia p al pol nord O (mesurada sobre l’esfera) i 'angle 6 entre PO i un meridia per
O prefixat.

Es pot veure llavors que la relacié amb les coordenades cartesianes de R? és

r = Rsin%~cos9
y = Rsin%~sin9
p
= Recos &
z cosR

i la metrica ds en coordenades polars esferiques esta donada per
ds? = dp?® + R?sin? % 462,

Observem que quan R — oo, sin sz o~ %, de manera que la metrica sobre una esfera de radi infinit tendeix
a la metrica plana ds? = dp? + p*d6?.

Si canviem formalment R per R: a I’anterior expressi6 de la metrica obtenim
ds? = dp? + R? sinh? % Pl

que és la metrica sobre una esfera de radi imaginari Ri, o equivalentment la métrica de l’espai hiperbolic
de curvatura —%.

5 Circumferencies, area i longitud

En els tres casos, euclidia (esfera de radi o), esferic (esfera de radi R) i hiperbolic (esfera de radi Ri)
I’equacié d’una circumferéncia de radi r és p = r de manera que ’element de longitud queda reduit
respectivament a

ds = rdb,
r
ds = Rsin— df
s sin  dd,
r
ds = Rsinh— df
s sinh

i element d’area dA = dz dy = Vdet ds?dp df val respectivament

dA = pdpdb,
P

dA = Rsin—=dp df
sin mdp do,

dA = Rsinh %dp do.



Per integracié quan 6 varia entre 0 i 27 en el cas de la longitud i per integracié quan € varia entre 0 i
27 i p varia entre 0 i r en el cas de I'area obtenim respectivament

Circumferencia euclidiana:  Longitud = 27r; Area = 2.

Circumferencia esferica: Longitud = 2w Rsin %; Area = 2rR?(1 — cos %)
Circumferéncia hiperbolica: Longitud = 27 R sinh %; Area = 27 R2 (cosh% —1).

Problemes de Geometria Integral que explicarem a continuacié porten al Professor L. A. Santal6 a
preocupar-se del quocient
F Area
L Longitud
per a cossos convexos. Era ben sabut que aquestes dues quantitats estaven relacionades, en el cas euclidia,
per la desigualtat isoperimetrica
L? —47F > 0.

Fent un primer test sobre els convexos més senzills, com sén les circumferencies, Santalé observa que
si considera el 1imit d’aquests quocients area/longitud quan les circumferéncies es van fent grans fins a
tendir a omplir tot el pla tenim
F ar?

C lidia: - = —
as euclidia T =95 %

2mR?(1 — cos %)

F
Cas esferic: — = 7 — 0,
L 27 R sin —
R
21 R2(cosh — — 1
' . F wR?(cos i )
Cas hiperbolic: — = 7 — 1.
L 27 R sinh =

En els casos euclidia i hiperbolic els limits es prenen quan 7 tendeix a infinit i en el cas esferic la r primer
creix fins R i després tendeix a zero.

Santalé demostra llavors que aquest comportament és aixi no solament per a circumferencies siné per
a tota familia de convexos que tendeixin a omplir tot el pla euclidia, i conjectura que el mateix deu passar
en el cas hiperbolic. De fet ho prova per a un tipus especial de convexos, els anomenats horociclicament
convexos, vegeu (7).

Aquesta és la conjectura que em planteja en una estada seva a Barcelona i que estudiem amb E.
Gallego arribant a la conclusié de que la conjectura no és certa en general siné que demostrem que el
quocient area/longitud per a convexos hiperbolics esta sempre entre 01 11 que per a tot valor A entre 0 i
1 hi ha alguna successié de convexos amb quocient area/longitud tendint a A. Vegeu la contribucié d’E.
Gallego en aquest mateix volum.

6 Geometria integral euclidiana. Mesura de punts. El problema de 1’agulla
de Buffon

L’origen de les probabilitats geometriques es troba en 'anomenat problema de l’agulla de Buffon.

El Comte de Buffon era un frances que es deia Georges Louis Leclerc, que va viure de 1707 a 1788 i
va ser nomenat Comte per Lluis XV. Va ser un gran naturalista i va escriure una Historia Natural de 36
volums. Va ingressar a I’Academia de Ciencies de Paris el 1734, com a cultivador de la mecanica racional.



L’any 1777, en el volum IV del Suplement a la Historia Natural va incloure-hi un treball titulat Essai
d’Arithmetique Morale. En aquest article Buffon tracta d’adaptar la matematica a 'estudi de la realitat
de I’home, procurant mesurar dins el possible, les seves emocions, temors i esperances. Per fer aixo
necessita escollir una unitat de mesura de les emocions, a la qual poder referir quantitativament tota
altra emocié. Agafa com unitat el temor a la mort, que la pot considerar a la vegada mesura de temor i
esperanca sense més que canviar-la de signe.

En considerar les passions de 'home, Buffon assenyala la del joc com la més estesa i perniciosa. Es
refereix als jocs d’atzar amb diners. Com coneix resultats de Teoria de Probabilitats, que havia estat
introduida per J.Bernouilli el 1713, relaciona ’atzar amb els nimeros i veu com aquests influeixen aixi
en el comportament de les persones. Per aix0 parla d’aritmetica moral.

Posteriorment reivindica la geometria com una eina eficag en el calcul de probabilitats. Diu:

L’analisi ha estat [’unic instrument que fins la data d’avui s’ha utilitzat en la ciencia de les
probabilitats, com si la geometria no fos adient per aquests fins, quan en realitat n’hi ha prou
amb una mica d’atencid per observar que l'avantatge de l’andlisi sobre la geometria és tan
sols accidental, i que l’atzar és tan propi de la geometria com de l’analisi.

També afegeix:

Per posar la geometria en possessio dels seus drets sobre la ciéncia de l’atzar, n’hi haura prou
amb inventar jocs que es basin en l’extensio i en les seves relacions.

A continuacié introdueix el seu famds problema de I'agulla que consisteix essencialment en llangar a
I’atzar una agulla sobre un terra dividit en linies rectes paral-leles i preguntar-se per la probabilitat de
que l'agulla talli o no alguna d’aquestes linies rectes.

Es tracta d’un joc d’atzar en el que no podem aplicar la tipica férmula de

casos favorables

casos possibles

ja que no podem comptar aquests casos (hi ha infinites possibilitats), siné que cal mesurar-los. Passem
de l'aritmetica a la geometria.

Es pot demostrar que, en funcié de la longitud de ’agulla [ i la separacié entre les linies paral-leles a,
la probabilitat de que I’agulla talli aquestes linies és

21
b= T

Per fer aquest calcul el primer que hem de fer és descriure la posicié en que ha caigut ’agulla. Direm
x a la distancia entre el centre de I'agulla i la primera recta horitzontal que es troba per sobre d’ell, i
direm 6 ’angle entre aquesta semirecta vertical i I’agulla, mesurat des de la vertical. Si anem cap a la
dreta sera positiu i si anem cap a ’esquerra sera negatiu.

D’aquesta manera tenim tantes posicions possibles de 'agulla com parelles (z,6) amb 0 < z < a i
—5 < 0 < 3. Aquestes posicions corresponen al nombre de casos possibles, pero no els podem comptar
un a un i el que farem sera mesurar-los.

Representem els valors de x i 6 en un sistema d’eixos cartesians i diem que la mesura del casos possibles
és area de la regié que determinen.

Aixi doncs

m(casos possibles) =7 - a

on posem m per mesura.
De manera semblant podem mesurar els casos favorables. Ens adonem que mentre

l
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I’agulla talla la recta horitzontal superior, mentre que si

l
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I’agulla talla la recta horitzontal inferior de la banda.
Per tant la mesura del casos favorables és

m(casos favorables) = area entre la grafica de: x = %cos@ ileixx=0
+ l'area entre la grafica de: x = a — écos@ ileix x = a.
Un petit calcul ens diu que
m(casos favorables) = 21.

Aixi doncs la probabilitat de tall buscada és

_ m(casos favorables) 2l

" m(casos possibles)  7a

com haviem dit.

Una caracteristica extraordinaria d’aquest resultat és que ens permet obtenir bones aproximacions
del ntimero 7 simplement llangant agulles al terra.

Es considera que amb aquest problema neix la teoria de les probabilitats geometriques.

6.1 Paradoxa de Bertrand

Sense entrar en detalls diguem que la geometria integral es va trobar en els seus inicis amb dificultats
importants com ara la paradoxa de Bertrand que consisteix en calcular la probabilitat de que una corda
d’un cercle agafada a ’atzar sigui més gran que el costat del triangle equilater inscrit.

1/2

4

e
e
L

da db dx dy dp de

Segons com s’enfoqui el problema s’obtenen resultats diferents. En el primer cas de la figura es veu
que de totes les cordes que surten del vertex del triangle una tercera part sén més llargues que el costat
del triangle equilater inscrit. Per tant la probabilitat demanada és 1/3. Correspon a fixar la corda a
partir dels seus vertexs, és a dir a donar dos angles a, b i prendre dL = da A db com mesura de rectes.

En el segon cas es veu que si el punt mitja de la corda esta dintre de la circumferéncia de radi 1/2
la corda és més llarga que el costat del triangle equilater inscrit. Per tant la probabilitat demanada és



larea del cercle petit dividida per larea del cercle gran, és a dir 1/4. Correspon a fixar la corda a partir
del seu punt mitja, és a dir a donar les seves coordenades x,y i prendre dL. = dx A dy com mesura de
rectes.

En el tercer cas es veu que si la corda esta dintre de la banda determinada per dues rectes paral-leles
d’amplada 1/2 i la corda és paral-lela a elles llavors és més llarga que el costat del triangle equilater
inscrit. Per tant la probabilitat demanada és 1/2. Correspon a fixar la corda a partir de la distancia
a lorigen i l'angle amb una direccié donada, és a dir a donar una distancia i un angle p, 8 i prendre
dL = dp A df com mesura de rectes.

L’explicacié d’aquesta aparent contradiccié prové de les diverses maneres d’interpretar la paraula
atzar tal com ja va remarcar el propi H. Poincaré a Calcul des probabilités, Gauthier-Villar, 1912. De fet
les mesures utilitzades per comptar rectes que tallen al cercle en el primer i el segon cas no sén invariants
per moviments rigids mentre que la mesura del tercer cas és invariant per isometries.

Posteriorment I'entrada en joc de tota la maquinaria de Grups de Lie va simplificar i aclarir aquests
tipus de problemes.

7 Mesura de rectes. Formula de Crofton

Ara ja hem vist que I'area ens serveix per comptar el nidmero de punts d’un conjunt. La pregunta ara és:
podem comptar el nimero de rectes? Per exemple, quantes rectes tallen un segment donat? O, quantes
rectes tallen una circumferencia donada? Per respondre a aquestes preguntes farem el segiient:

Per a cada recta del pla considerarem dues quantitats (p, d) definides de la segiient manera:

p = distancia de la recta a ’origen de coordenades
0 = angle entre l'eix de les = i la perpendicular a la recta per origen

Considerarem 6 mesurat sempre des de la part positiva de 'eix de les = fins la perpendicular per ’origen
en sentit anti-horari. D’aquesta manera tenim tantes rectes en el pla com parelles (p,6) amb 0 < p <
00, 0 < 0 < 27. Hi ha un petit problema amb p = 0 pero que no afecta el raonament posterior.

Aquesta interpretaci6 ens permet respondre ja les preguntes abans considerades, concretament anem
a calcular quantes rectes tallen un segment de longitud I. Comencarem estudiant el cas més senzill en
que aquest segment esta situat sobre l'eix de les x amb origen (0,0) i extrem (I,0), és a dir el conjunt
{(2,0);0 <z < 1},

Observem que una recta (p, 8) talla el segment donat si i només si

0<p<lcosb

3T
2

L’area d’aquesta regié en el pla (p, 0) ens mesura la quantitat de rectes que tallen el segment.

0<6< <60<or

| N

z 2
m(rectes que tallen) = / dp do = / lcos 0do + / lcos0do
regio 0 3

= 2/2 lcosOdh = 21.
0

Obtenim aixi un resultat realment remarcable: La mesura de rectes que tallen un segment de longitud I
és 21.

Si el segment no es troba sobre I'eix de les x siné en una posicié arbitraria el calcul és una mica més
complicat pero el resultat és el mateix. De fet estem fent les coses de manera que els resultats obtinguts
siguin invariants per moviments rigids, és a dir girs i translacions. Aixo és una caracteristica fonamental
i molt natural ja que les mesures que volem fer no han de dependre del lloc o posicié en que les fem.



Si en lloc de tenir un segment tenim una poligonal, cada recta pot tallar diverses vegades a la poligonal.
Per tant, si sumem les mesures de les rectes que tallen cada segment de la poligonal, el que obtindrem és
que:

La mesura de rectes que tallen una poligonal, comptades cadascuna d’elles tantes vegades com
la talli, és igual a dues vegades la longitud d’aquesta poligonal.

De manera general, per un procés de pas al limit, i degut a que tota corba (prou bona) es pot aproximar
per una poligonal tenim el resultat conegut com férmula de Crofton, que diu

/n(p, 0)dp df = 21(C)

on la integral esta estesa a aquells (p,#) tals que la recta corresponent talla una corba donada C, de
longitud I(C), i n(p, ) és el nimero de talls de la recta (p,d) amb la corba. Es llegeix com abans dient
que:

La mesura de rectes que tallen una corba, comptades cadascuna d’elles tantes vegades com la
talli, és igual a dues vegades la longitud d’aquesta corba.

En particular si la corba considerada és la bora d'un convex llavors

/dp do = 1(C)

De la forma diferencial dp dfl se’n diu densitat de rectes euclidianes, ja que és el que s’ha d’integrar per
obtenir aquest mesura.

De fet, a partir d’aqui es pot definir, i aixi es fa realment, longitud de corbes no rectificables a partir
del nombre de talls amb rectes.

Observacid. Observem que la recta (p,8) també es pot individualitzar com la recta (z,«) on z és la
distancia entre el punt de tall amb ’eix de les x i l'origen i « és 'angle que forma la recta amb aquest eix.
Pero s’ha de posar molta atencié perque llavors la densitat de rectes no és pas dz da (aquesta no seria
invariant per moviments i ens portaria a problemes tipus Bertrand) siné que la relacié facil d’establir és

dp df = sina dx da

8 Longitud mitjana de les cordes d’un convex

Un dels problemes atacats per Santalé en aquest ambit és el de saber la longitud mitjana de les cordes
d’un convex. Si el nombre de cordes fos finit aquest valor mitja seria simplement la suma de les longituds
de totes les cordes dividit pel nombre total de cordes.

Aquesta suma de longituds es transforma en el cas infinit en una integral de longituds i el nombre de
cordes coincideix amb el nombre de rectes que tallen el convex donat, que ja hem comentat que coincideix,
via la mesura dp df, amb la longitud L de la bora d’aquest convex.



Aix{ doncs si denotem per o = o(p, 0) la longitud de la corda que la recta (p,d) determina sobre un
convex donat i per E(c) 'esperanga o valor mitja de les cordes tenim

_ Jodpdb

Blo) = oy an

integrals esteses a parelles (p, ) tals que la recta (p,6) talla el convex.
Per definicié d’integral, per a un 6 fixat, tenim

/O‘dp=F

on F és larea del convex i la integral estesa com abans a parelles (p,0) tals que la recta (p,0) talla el
convex.

Aixi
/O’dp df = wF.
i per tant
F
E(o) =n—.
(0) =77

Es justament d’aquest problema que prové l'interes de Santalé en calcular els limits dels quocients
entre arees i longituds de convexos quan aquests creixen indefinidament.

9 Geometria Integral Hiperbolica

Ara sabem mesurar rectes en geometria euclidiana i sabem que és la geometria hiperbolica. Aixi que ara
estem en condicions d’estudiar la mesura de rectes hiperboliques. Necessitem una mesura del tipus dp df
que sigui invariant per moviments hiperbolics.

Santal6 demostra a (?) que aquesta mesura és

dG = coshp dp db

on pi 6 s’interpreten com en el cas euclidia. Esa dir, p és la distancia hiperbolica entre la recta hiperbolica
i un punt fixat com origen i 6 és I’angle entre la perpendicular a la recta hiperbolica donada i una altra
recta hiperbolica per 'origen, fixada a priori.



Santalé demostra en el mateix article, usant trigonometria hiperbolica, que aquesta mesura no depen
ni de l'origen ni de la recta escollida.

Ara esta en condicions d’estudiar problemes tipus Crofton hiperbolics. Demostra concretament que
la férmula de Crofton hiperbolica té el mateix aspecte que 'euclidiana, és a dir

/ndG = 2L,

integral estesa al conjunt de rectes hiperboliques que tallen el convex (convex hiperbolic). Aqui n és el
nombre de talls i L la longitud hiperbolica de la bora.

Podeu trobar una demostracié d’aquesta féormula de Crofton hiperbolica en el article de G. Solanes
en aquest mateix volum.

També es planteja, des del punt de vista hiperbolic, el problema de ’esperanga de les cordes. Curio-
sament el resultat final és de nou formalment com en el cas euclidia, pero el procés per arribar-hi és una
mica diferent. Amb la mateixa notacié que en el cas euclidia tenim

_ [ ocoshp dp do _ J40dG
J coshp dp df L

E(0)

on A és el conjunt de rectes que tallen el convex. Queda doncs el problema d’estudiar el numerador.

Per fer aquest estudi usarem la mesura de parelles de rectes hiperboliques, que podeu trobar a ’article
abans esmentat de G. Solanes. Concretament, donat un convex podem mesurar la quantitat de parelles
de rectes que es tallen en el interior d’aquest convex. S’obté que

/ dG dG =27 F
C

on la integral esta estesa al conjunt C' de parelles de rectes que es tallen en el interior del convex, que
suposem d’area hiperbolica F'.

La idea és ara molt senzilla i consisteix a interpretar, a partir de la férmula de Crofton, la longitud o
de la corda com la mesura de rectes que la tallen. Aixi tenim

[ oic= [ & [ acric

on A és el conjunt de rectes que tallen el convex i B és el conjunt de rectes que tallen la corda.
Pero integrar sobre A i B és el mateix que integrar sobre C' de manera que

/adG:/(ldG)dG:ﬂ'F.
A c 2

F
E(o) ==
(0) =77

és a dir que 'esperanca de la corda té la mateixa expressié formal que en el cas euclidia.
No obstant hi ha férmules que tenen expressions diferents en els casos euclidia i hiperbolic. A conti-
nuacié en resumim unes quantes que escrivim en funcié de la curvatura k = —% per tal de que es vegi

Per tant

que quan R — oo la férmula hiperbolica tendeix a la férmula euclidiana.



10 Taula comparativa

Euclidia

Hiperbolic k = —%

Longitud ds® = dp* + p* do? ds? = dp? + R? - sinh® £ - d6?
Area dS =p-dp-db dS = R-sinh % - dp - df
Longitud circumferencia l=2m-7r I =27R-sinh 5
Area circumferéncia A=m-r? A=2rR?*(cosh % — 1)
Mesura de rectes dG =dp - db dG = cosh & - dp - df
Crofton [ [ndG=2L [ [ndG =2L
Esperanca corda E(o)=nL E(o)=nL

. 2
Crofton per cordes J fGC;ﬁ@ 03 dG = 3F? ffG_C#D(smh Zz—2) % — %%
Isoperimatrica L* —47F >0 L~ _axF>o0
Bonnesen L? —47F > 72(pe — pi)? }g—z — g—z — 477% > Lam + %)Q(tanh £ — tanh ££)?
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