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1 : N .
= i (circumferencia)
k(p) : (cercle osculador)
P) = 557~
R(p)
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Cercle osculador
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Curvatura amb si



Aplicacio de Gau

aplicacié de
gauss




Aplicacio de Gauss

k(p) = Jacobia de I'aplicacié de Gauss 7.

P Longitud de ~(C)
k(p) = limg—, Longitud de C

(Jacobia=det dv(p))






Integral de la curvatura

Teorema SI C' es una corba plana tancada |
simple, llavors

/C k(s)ds = 2



Integral de la curvatura

Teorema Si C' és una corba plana tancada |
simple, llavors

/ k(s)ds = 2w
C
Demostracio

f(] ds—fc Lds =1 — 19 =27



Punts singulars




Punts singulars

| a curvatura s’acumula en els vertexs.
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Punts singulars



Curvatura total absoluta

Definicio Curvatura total absoluta

ca:/c\/c(s)\ds



Curvatura total absoluta

Definicio Curvatura total absoluta

o — / k(s)|ds
C
Teorema [l.Fary, W. Fenchel, J. Milnor (1950)]

L= longitud de la corba. = radi d’un cercle
gue la conté.



Teorema de lI'intercanvi

[ klds = [ uya

[= recta arbitraria per 'origen.

Teorema

w(l)= nombre de punts critics de la projeccio
ortogonal de C sobre |.

dl= diferencial de longitud a RP".






1 depen del



Demostracio de F.F.M.

C' tancada = pu(l) > 2
Jo|k(s)|ds = [op p(D)dl > 2 [ dl = 2



Demostracio de |l



Demostracio de I'intercanvi

On l'aplicacio de Gauss és difeomeorfisme,
I'integral de curvatura és la longitud de la
Imatge (teorema del canvi de variable)

/C|k(s)\ds:/RP1 di
[) = p(l)

gauss 1 (
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Corbes a I'espal

k(s) = |%(s)| (Parametre arc)

Teorema [Fary, Fenchel, Milnor]
» Cq 2T

. ¢, > 47 sl la corba és un nus.



Corbes a I'espal

k(s) = |%(s)| (Parametre arc)

Teorema [Fary, Fenchel, Milnor]
" Cq > 2T

. ¢, > 47 sl la corba és un nus.
Mes topologia implica més geometria.
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Superficies. Aplicacido deGauss




Curvatura

Denotem ~ I'aplicacio de Gauss.
K (p) = Jacobia de I'aplicacié de Gauss

Area de ~(5)
Area de S

K(p) = limg_,,



Curvatura

Denotem ~ I'aplicacio de Gauss.
K (p) = Jacobia de I'aplicacié de Gauss

Area de ~(5)

K = limqg_,, —
(p) = lims., Area de S

Area poligon de les normals
Suma d’arees en el vertex

K (vertex) =



Curvatures principals

Les curvatures principals son les curvatures
maxima | minima de les corbes que
s’obtenen en tallar la superficie pel feix de
plans determinat per la normal.

Les denotem k; 1 k. SONn funcions sobre la
superficie.
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Curvatures principals

Teorema [Curvatura de Gauss]
K =k - ks
Definicio [Curvatura mitjana]

k1 + ko
2

L=




Curvatura geodesica

Definicio [Curvatura geodesica]

k, = modul de la projeccio ortogonal sobre el
pla tangent del vector acceleracio.
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Curvatura geodesica | normal

K=k + Kk,

Teorema [Meusnier] La curvatura normal és
la curvatura de la seccio normal.

k, = Curvatura de la seccio normal (N, t)



Curvatura geodesica

(Q1.] Que podem dir de

[ 2
o

(C corba tancada | simple sobre una
superficie.)

[Q2.] Es k, la derivada d’un cert angle (tipus
dry7
ds) ;



Paral-lel d’'una esfera.|[Q1]

A l'esfera S*(R), k, = +.

El radi del paral-lel és R sin ¢. Aixi k = Rs}w.

La curvatura geodesica del paral-lel es

|
kg = ECOt 03

Ipertantfp ds——cotgb fpds—chosgb



Paral-lel d'una esfe



Paral-lel d’'una esfera.|[Q2]

__ dr
kg_ds

T = angle de la tangent amb un camp
paral-lel.

[ ky(s)ds = [ %ds =711 — 79 = 3 = 2w cos ¢



Integrals de curvatura

Quina relacio hi ha entre la integral de la
curvatura geodesica

[r ([ ko)

| la Integral de la curvatura de Gauss

/K (LK@MW

(dr = element d’area = dA)



Cas particular del paral-lel

S casquet esferic.
C = 0§ paral-lel vorade S.

[ ky(s)ds = 5 cot ¢ [ ds = 2m cos ¢
[o K(2)dx = 7 [, dx = area del casquet



Cas particular del paral-lel

S casquet esferic.
C = 0§ paral-lel vorade S.

[ ky(s)ds = 5 cot ¢ [ ds = 2m cos ¢
[o K(2)dz = = [, dx = zArquimedes



Cas particular del paral-lel

S casquet esferic.
C = 0§ paral-lel vorade S.

[ ky(s)ds = 5 cot ¢ [ ds = 2m cos ¢
[ K(2)dx = 7 [qdx = 2w — 27 cos ¢



Area d’'un casquet

Teorema [Arquimedes] Larea d’'un casquet
esferic es igual a I'area d’un cercle de radi la
distancia entre el centre i la vora del casquet.
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Area d’'un casquet
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Area = TAB? = 47 R?sin’(¢/2) = 27 R*(1 — cos ¢)



Arquimedes, —200, Siracusa
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Conjectura
Conjectura: [,ok,+ [(K =21 7

Petita dificultat: El mateix paral-lel és vora de
dos casquets.
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Gauss-Bonnet

Teorema [Gauss-Bonnet] S superficie de R?

/KdA—I—/ kods = 2m
S 0S



Gauss-Bonnet

Teorema [Gauss-Bonnet] S superficie de R?

/KdA+/ kods = 2mx(95)
S 0S



Gauss-Bonnet

Teorema [Gauss-Bonnet] S superficie de R?

Z(ﬂ' — o) + /SKdA + /as kods = 2mx(95)

1



Bonnet 1819 — 1892 Montpellier
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Triangles geodéesics &“(1)

K =1

Teorema [Gauss-Bonnet]

3

Z(w—ozi)jt/dAjLO:zw

= S



Triangles geodéesics &“(1)

K =1

Teorema [Gauss-Bonnet]

Z(w—ozi)jt/dAjLO:zw

= S

Area= Y ?  a; — m = Defecte



Triangles geodésics &%(i)

K=1/i*=-1

Teorema [Teorema de Gauss-Bonnet]

Z(W—ai)—/dA—FO:ZW
S

1=1



Triangles geodésics &%(i)

K=1/i*=-1
Teorema [Teorema de Gauss-Bonnet]
3
Z(?T—Oéi)—/dA—l—OZQﬂ'
i=1 S

Area = 7 — 3" . o; =Defecte



Defecte X =a+ 5+~

12 S4(1)
HAN
Y. =T N T

0 =T — D,



Defecte X =a+ 5+~

Y. =T N T
0 =m— X

Area=Defecte



Corbes dif. a S*(1)

K =1

Teorema [Gauss-Bonnet]

O+/dA+/ k,ds = 2m
S 0S



Corbes dif. a S*(1)

K =1

Teorema [Gauss-Bonnet]

O+/dA+/ k,ds = 2
S 0S

Area = 27 — [, k,ds = Defecte



Corbes dif. a S*(7)

i =]

Teorema [Gauss-Bonnet]

O—/dA+/ kods = 2m
S 0S



Corbes dif. a S*(7)

i =]

Teorema [Gauss-Bonnet]

0—/JA+/‘@@=@W
S 0S

Area = [,.k,ds — 2m = Defecte



Defecte Cas diferenciable
S4(1) 1% S4(4)

Q
fkg<27r fkg:27r fkg>27r

5:2W—fkg 5:fkg—27r
Area=Defecte




Geometria Integra-




El professor Santalo
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Mesura de rectes.En el Pla

Densitat de rectes
dG = dp do
Mesura de rectes

ﬂ@@?(ﬁ(77é@):=b/m dG

GNC#D



FOrmula de Crofton

ds. O<a<m




FOormula de Crofton

Mesura de rectes que tallen una corba C' de
longitud L, amb multiplicitat:

/ n dG = 2L
GNC#D



Integral de curvatura per ovals

Integrant &(s)dp d¢ = k(s) sina da ds

/ (]Cl -+ kQ) dG = 4
anoval£p

(k1 1 ko curvatura de 'oval en els punts
d’interseccid amb la recta GG.)



Mesura cinematica

Densitat cinematica
dK = dx dy do
Mesura cinematica (/X cos mobil, K cos fix.)

m(KﬂKl#@)z/ dK

KﬂKl#Q)



FOormula de Poinc




FOormula de Poinc
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FOormula de Poinc




FOormula de Poinc




FOormula de Poincaré

Ky (fixa) 1 K; (mobil) corbes de longituds L |
L.

Donem K; pels parametres arc s, s; del punt
de tall i 'angle 6 entre les tangents.

dK, = dzx dy d¢ = |sinf|dsy dsy df

Integrant (multiplicitats) tenim la formula de

Poincaré
/ n dKl =4 L() L1
KoNK;#()



Poincaré 1854 — 1912, Paris




FOormula de Blaschke

Cy corba vora d’un domini fix K, del pla.
C'; corba vora d’'un domini mobil K, del pla.

(Formula de Blaschke per a convexos)

/ dKl :27T(F0—|—F1)—|—LOL1
KoNK,#0



Blaschke 1885 — 1962, Hamburg




|Isoperimetrica
Suposem K | K; convexos congruents del pla.
Blaschke
/ dK, = 4w F + L*

Poincaré:
/n dKl — 4L2



|Isoperimetrica

Les Integrals anteriors es poden escriure:
ArE? + L7 = moy +my +mg + . ..
AL? = 2mo + dmy + 6mg + . . .

m; = mesura de les posicions de K, en les
gquals 0K te ¢ punts en comu amb 0K,.



|Isoperimetrica

Manipulant les igualtats anteriors obtenim
I'interpretacio geometrica del defecte per a
CONVEXOS:

L2—47TF:m4—|—2m6—|—3m8+...
En particular

L? —4xF > 0



Densitat de plans.A I'espal

dl) = sin Odp dy db



Densitat de plans

Teorema La mesura de plans gue tallen un

convex K es igual a I'integral M de la curvatura
mitjana de la vora.

/ db = M
ENK#()

on

ki+ k .
W= / 1 T Qdaz, dx = element d’area
oK 2



Quermassintegrale

W5 = mitjana de les longituds K.



Quermassintegrale

IV, = mitjana de les arees K.



Quermassintegrale

1 : .,
Wi = —/ (area projeccio sobre F)dE
27'(' R P2
1 : : iy
= —/ (longitud projeccio sobre G)dG
27T R P2



Quermassintegrale

1 : .,
Wi = —/ (area projeccio sobre F)dE
27T R P2
1 : : iy
= —/ (longitud projeccio sobre G)dG
27T R P2

Es clar que sobre S?(R), W, = 47 R?,
Wy = 2R.



Quermassintegrale

Teorema
Area = 4/,

M:27TW2

'area de la vora d’un cos és igual a quatre
vegades la mitjana de les arees de les
seccions.

Molt usada en medicina.
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Quermassintegrale

Les quermassintegrals permeten parlar de
curvatura mitjana de cossos no diferenciables.

Poliedre convex amb arestes de longituds a; |
angles diedrics a;:

M = %Z(ﬂ' — Oéi)CLZ'

Cilindre de revolucio d’altura A 1 radi r:

M = nw(h+ 7r)

ia Integral — p.82



Quermassintegrale

Exemples
Segment de R° de longitud / (r — 0):

M=mh
Disc de R°® de radi » (h — 0):
M =7n°r



Codimensiol, dimension

Tenim una normal I per tant aplicacio de Gauss i
curvatura.

Teorema [Gauss-Bonnet] Sigui () un obert de R”
tal que 9¢) és una hipersuperficie compacta.
Llavors

Kda = vol (")) ()
Q)



Comparacio de dos resultats

@ obert de R?, 0Q hipersuperficie (dim 2)
compacta.

Kdx = 2mx(0Q)
0Q



Comparacio de dos resultats

@ obert de R?, 0Q hipersuperficie (dim 2)
compacta.

Kdx = 2mx(0Q)
0Q

@) obert de S?, 0Q hipersuperficie (dim 1)
compacta.

/ k,ds = 2mx(0Q)) — Defecte
0Q



Comparacio de dos resultats

@ obert de R?, 0Q hipersuperficie (dim 2)
compacta.

Kdx = 2mx(0Q)
0Q

@) obert de S?, 0Q hipersuperficie (dim 1)
compacta.

/ k,ds = 27y (0Q) — Area
Q)



Comparacio de dos resultats

@ obert de R?, 0Q hipersuperficie (dim 2)
compacta.

Kdx = 2mx(0Q)
0Q

@) obert de S?, 0Q hipersuperficie (dim 1)
compacta.

/ k,ds = 2mx(0Q) — Mesura de punts
0Q



Defecteen curvatura constant

Teorema [E. Teufel, G. Solanes] El defecte d'una
hipersuperficie tancada 0() de I'esfera S" de radi
1 (o de I'esfera H" de radi 2) és la mesura amb

multiplicitat del conjunt de (n — 2) plans que la
tallen.



Defecteen curvatura constant

Teorema [E. Teufel, G. Solanes] El defecte d'una
hipersuperficie tancada 0() de I'esfera S" de radi
1 (o de I'esfera H" de radi 2) és la mesura amb

multiplicitat del conjunt de (n — 2) plans que la
tallen.

Joo K dz = volS"*x(Q) + Defecte



Defecteen curvatura constant

Teorema [E. Teufel, G. Solanes] El defecte d'una
hipersuperficie tancada 0() de I'esfera S" de radi
1 (o de I'esfera H" de radi 2) és la mesura amb

multiplicitat del conjunt de (n — 2) plans que la
tallen.

Kdz = volS™1x(Q) 4+ Mesura de plans
0Q



Defecteen curvatura constant

Teorema [E. Teufel, G. Solanes] El defecte d'una
hipersuperficie tancada 0() de I'esfera S" de radi
1 (o de I'esfera H" de radi 2) és la mesura amb

multiplicitat del conjunt de (n — 2) plans que la
tallen.

fa@ Kdz = volS™ x(Q) + c Jp  ndLy o



Defecteen curvatura constant

Teorema [E. Teufel, G. Solanes] El defecte d'una
hipersuperficie tancada 0() de I'esfera S" de radi
1 (o de I'esfera H" de radi 2) és la mesura amb

multiplicitat del conjunt de (n — 2) plans que la
tallen.

f(f)Q Kdx = VOlSn_1X(Q) T C fﬁn_z ndLy o

n = numero de talls,



Defecteen curvatura constant

Teorema [E. Teufel, G. Solanes] El defecte d'una
hipersuperficie tancada 0() de I'esfera S" de radi
1 (o de I'esfera H" de radi 2) és la mesura amb

multiplicitat del conjunt de (n — 2) plans que la
tallen.

f(?@ Kdz = volS™ x(Q) + c Jp  ndLy o

n = numero de talls, ¢ = constant d’'en



La Maira 1 en Gil 2002 Budapest
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