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Resum

En aquesta xerrada intentarem explicar la relacié que hi ha entre la mesura de plans que
tallen un convex, la integral dels volums (arees) de les projeccions ortogonals d’aquest convex

sobre plans per l'origen i els coeficients de la férmula de Steiner, que és la férmula dels volums
dels tubs.

1 Notacio i volum de les Grassmannianes

Denotarem per

wi = Volum de la bola de radi 1 a RF.
Aixi,

Wy =

Wl

Denotarem per

O = Area de D'esfera de radi 1 de RF+1, (S% ¢ RFF1),

Aixi,
Oy = 2
Ol = 27
02 = 4r
En general
or(n+1)/2

O = Tt D)



Com que la derivada del volum és I'area es té que

Ok
Wk = A )

k=1,2,...,

Denotarem per G, ., la Grassmanniana de m-plans per l'origen a R™. Associant a cada
m-pla el seu complementari ortogonal tenim un isomorfisme entre Gy, ;, 1 G p—m-

Identificarem G,,;; amb l'esfera unitat amb els punts antipodals identificats, ja que corres-
ponen a la mateixa recta, és a dir G, 1 és l'espai projectiu de dimensié (n — 1).

La mesura de G,,; s’identifica amb la mesura de S"~1 de manera que integrar sobre Gna
serd equivalent a integrar sobre S™~! i dividir per 2.

Observem que per donar un m-pla aR"™, podem donar una referéncia ortonormal (la qual
cosa és equivalent a donar un element del grup ortogonal O(n)) i establir que el m-pla és el
generat pels primers m vectors. Llavors és clar que qualsevol permutacié d’aquests m vectors i
qualsevol permutacié dels n — m restants, canviara la referencia ortonormal, perd no el m—pla
considerat.

Aixi doncs podem dir que

_ O(n)
Crm = O(m) x O(n—m)’

En particular, el volum V(G,, ) de la Grassmanniana és

- V(O(n))
VGnm) = Ziomm) - VOm =m)
Pero

V(On) =0(n—1)-0(n—2)-----0(1) - 0(0),

ja que per donar una referéncia primera elegim un vector arbitrari unitari e;. La mesura de
Pespai on s’agafa aquest vector és O(n — 1). A continuacié elegim ey ortogonal i unitari. La
mesura de l’espai on s’agafa aquest vector és O(n — 2), etc.

Substituint aquests valors a la férmula del volum de la Grassmanniana tenim

_O(n_l).....O(n—m)
V(Grm) = Om—1)-----0(0)

2 Foérmula de ’area de Cauchy

Sigui K un convex compacte de R". Denotem per V(0K) el volum (n — 1)—dimensional de la
vora de K.

Per a cada element Ly € Gy, 1 (recta per 'origen) denotem KL]L la projeccié ortogonal de K
sobre Li.

Llavors

Teorema 1 (Férmula de Cauchy)

2
V(OK) = / V(K. )dLy.
Wn—1JG, 1 !
També es pot escriure com
1
V(OK) = / V(K;.1)dL,
Wnp—1 Jgn-1 1

ben entés que en aquesta segona férmula dL; és I'element d’area de S"~'. A la primera es pot
pensar com 'element d’area del projectiu (mitja esfera).



Abans de demostrar-la mirem el cas particular del pla i I'espai.
n = 2. Tenim

Longitud(0K) = / longitud(K . )dLy.
Ga1
Per exemple si K és el disc de radi R,

/ longitud(K 1 )dLy = / 2R dL1 = 2R(Volum G2,1) = 2R = Longitud(0K).
Ga1 Ga1

n = 3. Tenim )
Area(0K) = —/ area(Kp.)dLy.
Gs,1

Per exemple si K és la bola de radi R,

2 2 A
— / area(Kp1)dL, = / mR* dLy = 2R*(Volum G3 1) = 2R? - 21 = Area(9K).
G31 Gs,1

Demostracio de la férmula de Cauchy en el pla

Només s’ha d’observar que si tenim un segment de longitud [ que forma un angle § amb 1’eix de
les 2’5 i el projectem, la longitud del segment projectat és [ =1 - |cos#|.

Si tenim una corba convexa tancada, pensem 0K, i pensem que la seva longitud ve donada per
aproximacié de poligonals, L(OK) = Y l;, ens adonem que la longitud de la corba projectada és
igual a 1/2 vegades (la fibra de la projeccié té dos punts, genéricament), la suma de les longituds
projectades dels segments de poligonal,

) . 1 -1
Longitud corba projectada = 3 Z l; = 3 Z l; - | cosb;].
Si ara imaginem que 'eix de les y's va rotant al voltant de l'origen, i que la seva ortogonal,

l'eix de les z’s, va donant lloc en cada cas a una recta Li, i repetim el procés anterior de
projecci6 ortogonal de la corba donada sobre Li, obtindrem la mateixa férmula d’abans

. . 1
Longitud corba projectada sobre Li- = 3 Z li - | cos 0;(Li))|.

on 6;(Li) és 'angle entre la normal al segment donat (fix) i la normal a Li (mobil).
Integrem ara aquesta férmula a Gg; i tenim

/ longitud(K 1 )dLy = Zl / | cos 0;(Li)| dLs
Ga1

Ara bé, per a cada i, aquesta integral val 2, ja que dL; s’identifica amb la mesura df de S*,
i langle a integrar és aquest mateix § més una constant (angle que forma el segment donat amb
leix de les o/, per exemple.) 1

™ /2
/ \cos9|d9:2/ cosf df = 2.
0 0

/ longitud(K . )dL, = Zl -2 =L(0K).
Ga1

Per tant



2.1 Projeccié d’arees

La mateixa relacié que hi ha entre la longitud d’un segment i la longitud del seu projectat (que
s’ha de multiplicar pel cosinus) és la relacié que hi ha entre Parea d’una figura plana i Uarea de
la seva projectada (s’ha de multiplicar pel cosinus).

Veiem-ho a R3. Es ben sabut que larea del rectangle determinat pels vectors u = (u1, ug, us),
v = (v1,v2,v3) estad donada per

A=uAv
Equivalentment, u A v = A7, on 7i = (n1,n2,n3) és el vector normal unitari al pla (u,v).
Si ara projectem aquests vectors sobre z = 0 obtenim dos vectors @ = (u1,us2,0),0 =
(v1,v2,0).

I per tant, ’area A del rectangle projectat, que és I’area del rectangle generat per @ i v, és

A=lunv|=A-n3=A-(0,0,1)-7=A-cosf

on 6 és l'angle entre el vector normal al pla (u,v) i la direccié de projeccié (en aquest cas
ortogonalment sobre el pla z,y).
Aquest resultat és valid aplicat a n — 1 vectors de R", projectant sobre un (n — 1)-pla.

2.2 Demostracié de la férmula de Cauchy en el cas general

Lema 2 Fizem un vector v € S*~1. Llavors tenim

/ [, )t = 2o 1.
Snfl

Tedi’s p7001. Per definicié d’integral tenim
d =1li Qs . Az 5
/S” ) |<’LI/7 ’U>| U 1m EL |(u U>‘ a( )

on a(A;) és 'area de petites porcions de 'esfera, que suposo planes (ubicades al pla tangent, si es
vol), de la particié P, que anira aproximant l'esfera, i u; s6n les normals a cadascuna d’aquestes
petites regions A; .

Per tant, denotant a(A;) I’area de la projeccié de A;, sabem que

a(A;) = a(4;) - | cos 0;] = a(A;) - [(ui, )]

on 0; és I'angle entre u; i v.
Per tant,

; =1 _i =<4 j = n—1-
/ [{(u, v)|du = h})nz a(A;) = 2 - area esfera projectada = 2w, 1
Sn—1 i

La darrera igualtat és conseqiiéncia de que quan projectem una esfera S™~! ortogonalment
sobre un hiperpla per 'origen obtenim, dos cops, la bola de radi 1 de R™* 1.

Teorema 3 (Férmula de Cauchy)

2

Wn—1

V(0K) = /G V(K2 )dLy.



Demostracio. Aproximem el convex per poliedres. Suposem un poliedre proxim P amb cares
P;, arees (volums) d’aquestes cares V(P;) = a;, 1 vectors normals respectius u;.

/ V(Ppy)dLy = / Z SV((P)py)dLy = Za/ |(ws,vp)| dLy,
Gnl N

on vy, és el vector unitari director de Ly Pel lema,

1 Wn—1
/G V(PL)dLy = 5 (Z ai) wno1 = —o—V(OP)

Passant aquest poliedre al limit tenim el resultat. [

3 Foérmula de Cauchy en termes d’esperances

Observem que multiplicant i dividint per O(n — 1)/2 tenim

VOK) = / V(K )dLy

Wn—1

O —1) J,, VUL )L
Wn—1 O(n—1) /2

— e ?
= (n—1)-

on E(V(Kp.) vol dir I'esperanca del volum de les projeccions.
Equivalentment,

Wn

V(OK) =n E(V(KLp)) (1)

Wn—1

Si n = 3, obtenim la tant celebrada férmula de la estereologia

Area (OK) = 4 - E(drea (KpL)

4 Formula de Steiner

Observem que si tenim un quadrat ¢ de costat a i considerem el conjunt de punts del pla que
disten r d’aquest quadrat obtenim una mena de quadrat ), amb els vértexs arrodonits.
Es molt clar que

A(Q,) = A(Q) + Lr + mr?,

on L = 4a és el perimetre de Q).
Si fem el mateix pero amb un cub C de costat a a 1’espai obtenim

A7 R3
3

V(C,) =V(C) + Ar + 3armr® +

om A = 6a? és I'area lateral.

En general quan passem d’un convex compacte (Q de R™ al semitub @, a distancia r ens
trobem que el volum de @, és un polinomi en r. La gracia de la férmula de Steiner és que
interpreta aquests coeficients en termes de curvatura de Q.



Teorema 4 (Férmula de Steiner) El volum del cos parallel Q, a distancia r de Q ve donat
per

V(@Q) =V +Z () M, 1(0Q)r 2)

on M;(0Q) és (llevat d’una constant que es ddna més endavant) la integral sobre 0Q de la
i-éssima funcid simétrica elemental de curvatura.

Demostracié. Estudiem de moment els convexos de R?, perd tot funciona essencialment igual a
R™.

Suposarem que @ no té punts plans, de manera que 'aplicacié de Gauss g : 0K — S? és
difeomorfisme. Si denotem dS I’element d’area de S? i dA I’element d’area del compacte, tenim

g*(dS) = KdA

on K és, per definici, la curvatura de Gauss.

Es sabut que
1 1

P1 P2

on k; soén les curvatures principals i p; els radis de curvatura corresponents.
Per tant

K =kiky =

dA = p1p2 (g"dS)

que es pot escriure com

dA = g*(p1p2 dS)

amb p; 0 g = p;. Es a dir, g1 = p1 o g~ ! és el radi de curvatura ‘pensat’ sobre I'esfera.

Denotant per A(0Q) l'area de la vora de K, i usant el teorema del canvi de variable, tenim

A(DQ) = /8 A= | g as) = /S i dS.

Ara aplicarem aquesta férmula per calcular area de @,.. Només hem d’observar que @, =
Q +rN, on N és la normal exterior a K. Si fixem un punt P € @), i considerem les direccions
principals e1,es en aquest punt, i tallem @ pel pla II = (N(P),e;), velem que en aquest pla
tenim dues corbes ‘paralleles’, Q N1II i Q, N Pi, i que el cercle osculador de la segona en P té
el mateix centre i radi augmentat en r que el cercle osculador de la primera.

Aixi doncs, denotant p] els radis de curvatura de @, tenim

-
pi = pi+r
Com r és una constant també tenim

pr=pitr=pit+r



I per tant, denotant o1 = k1 + ks, 09 = K = k1k2,
A0Q) = [ sigas

(o1 +7)(p2 + 1) dS

2

m\t@

1
/ = +r)dS
S2 kl

1 -

= +k’r 1+ kor)dS
/SZK : )

1

— (1 4+ g1r + g9r°)dS
/SzK 1+ )
/g +01T+02r)d5)
9Q

/ — 1+01r+02r ) K dA

B ()

Aquest calcul es generalitza sense dificultat a R™ no més tenint en compte que ara tenim
(n — 1) radis de curvatura principals.
Tenim

il

2

=0

A(0Q,) = /SVn—l(ﬁl +7)...(p1 +7)dS

que es pot escriure com

n—1
A0Qr) =" ( / oidA) i (3)
=0
on
gp = 1
o = kit tkn
oy = kiko+kiks-o-+kn_ok, 1
Ono1 = ky--o-- kn_1 = K.
Introduim la notacié segilient
fBQ ag; dA
M;(9Q) 1N
i
Per exemple, si n = 3,
My(0Q) = dA = Area(8Q).
oQ
g1 dA
M(0Q) = faQ2 = H dA, H = Curvatura mitjana.
oQ
M5 (0Q) = / o9 dA = K dA, K = Curvatura de Gauss.
oQ oQ



El teorema de Gauss-Bonnet diu que

K dA =27x(Q)
oQ

de manera que per a convexos tenim
M2 (8@) =A4r.

Amb aquesta notacié la férmula (3) s’escriu

Com que en el mén dels tubs el volum és la integral de I’area, tenim
pitl

i4+1

r n—1 o
V) =i+ [ aor)ar=v@+ X ("] ") o).
=0

Equivalentment,

Per exemple, si n = 3,

A(0Qr) = Mo(9Q) + 2M: (9Q)r + Ma(9Q)r.

Integrant
5 4mr?
V(@) = V(Q) + Mo(0Q)r + My(0Q)r* + .

(compareu-les amb el cub inflat)

5 Quermassintegrale

Sigui K un convex compacte de R™. La quermassintegrale r-éssima W,.(K) és, llevat d’una
constant, I’esperanga del volum de les projeccions sobre (n — r)-plans per lorigen.
Concretament

Wn

W,(K) = E(V(Kg,_,)) r=1,2,....,n—1.

wnfr

La notacié Kg, , vol dir la projeccié ortogonal de K sobre un (n —r)-pla E,_, € Gy p—r,
que suposem recorre tota la Grassmanniana.
Per definicié d’esperanca, també tenim

wn Jo.  V(Kg, ,)dE
W, (K) = : —1,2,...,n—1.
( ) Wn—rp V(Gn,nfr) " "

La notacié V(G n—r) vol dir volum de la Grassmanniana G,, ,,—,, i la notacié dE vol dir
element de volum de G, ,,—,. Potser fora més coherent escriure dE,,_,, pero simplifiquem una
mica la notacio.

Sir =1 tenim




Identificant els hiperplans amb les seves rectes normals (E,_; = Li) i comparant aquesta
férmula amb (1) tenim

|V(OK) =n - Wi(K)]|

Completem la definicié de Quermassintegrale aixi
W (K) = wy,
Wo(K) = V(K)

Per entendre millor la definici6 de Quermassintegrale escric el cas particular n = 3. A R3
podem projectar sobre rectes o sobre plans.

Wilk) = 22 BV (Ke)) = g BV (Ke) = o [ VKB,
W) = 22 BV (Ke)) = BV (K = 3 [ V(KB

El primer dF fa referéncia a mesura de plans i el segon a mesura de rectes (ja hem dit que
el primer s’hagués hagut de denotar per dFs i el segon dEy).
Cas particular de P’esfera

r=1.
Observem que si K = B(0; R) tenim

T 37 3

Aix0 esta d’acord amb la férmula que posteriorment demostrarem i que diu

2 2
W1(K)_377R2/ dE:%-QW:LMR.
G3,2

TLW]‘+1(K) = Mj(ﬁK)
En efecte, en el nostre cas aquesta férmula diu
Wi(K) = Mo(9K) /3,

expressié que coincideix amb la obtinguda anteriorment ja que My(OK) és larea de Vesfera de
radi R, Mo(0K) = 47 R?.
r=2.

2R 2R 4
Wa(K) = = / V(Kp,)dE = - / dE = ZYor — 2xR.
G311 3 G311 3 3

Aix0 estd d’acord amb la férmula
Wo(K) = M1(0K)/3,

expressié que coincideix amb la obtinguda anteriorment ja que M;(9K) és la intgeral de la

curvatura mitja de l'esfera de radi B , M1(9K) = fsz(R) £dS = AT R.
Proposicié 5
(n_T)OT—l-..OO /
W) = ' V(Kg, ,)dE
( ) n0n72 . Onfrfl G ( EH,T)

Demostracié. Només hem de recordar les formules dels volums de les Grasmannianes.

W (K) = W, fG,M_T V(Kg,_,)dE _ On—1/n fGn,n_T V(Kg,_,)dE
" T Wner V(Gnn—r)  Op_r_1/(n—r) Opn—1...0p—p
Or_1...0¢

Simplificant obtenim el resultat. [



6 Formula de Kubota

Teorema 6 (Kubota) Es compleix la segiient relacid recurrent

2
W(K) = ——— /G W!_\(Kp, ,)dE

n-Wnp-1

on W!_1(Kg,_,) €s la quermassintegrale (r — 1) del convex Kg,_, (projeccié del conver K
sobre un Uhiperpla E,,—1) calculada en aquest hiperpla, és a dir, com si fos la quermassintegrale
a R*1,

Demostracio per al casn =3, r = 2.
Volem demostrar que

2
Wy(K) = 3 /. Wi (Kg,)dEs
3,2
2 w2
= — —E(V(K dE
L (SEvies) ) ar,
2 T
= 5/ (FEV(Ks,)p,)) dEs
. 1 fGQJ V(KEz)EldEl dE
Y 2
3 03,2 T

Aix{ dones, per definicié de la quermassintegrale W5(K), hem de demostrar que

1
/ V(Kp,)dE, = - / / V(Kp,)p, dE)dEs
G3,1 T JG3,2 /G2

Abans de continuar mirem que aquesta férmula és certa quan K = B(0, R). En efecte, en
aquest cas el terme de I'esquerra val

/ V(Kg,)dE, = / 2RAE, = 2R - 27 = 47 R
G3,1 GS,I

I el terme de la dreta val

1 1
f/ / V(Kp, )5, dE dE; = f/ / 2R dE\dE; = / R dE, = 2R - 21 = 47 R.
T JGs2 /G T JGs2 JGa Gs,2

Tornem al cas general. A 'esquerra integrem el volum de les projeccions de K sobre totes
les rectes per l’origen de R3. A la dreta primer fixem un pla i integrem el volum de la projeccié
de la projeccié de K sobre el pla sobre les rectes per 'origen d’aquest pla. Pero la figura que
s’obté en projectar K primer sobre un pla i despres sobre una recta d’aquest pla és la mateixa
que s’obté projectant-lo directament sobre la recta.

De manera que integrem el mateix a dreta i esquerra. Pero a la dreta integrem primer sobre
totes les rectes d’un pla i després fem que aquest pla recorri tos els plans (integrem respecte el
pla). Aix{ cada recta esta contada tants cops com plans la contenen, és a dir, es compta cada
vegada que es considera uns dels plans del feix de plans que contenen aquesta recta. La mesura
de plans que contenen un recta és clarament 7, i per aixo a la integral de la dreta hem de dividir
per w. Aix0 acaba la demostracio.

7 Foérmula de Steiner versié Quermassintegrale

10



Teorema 7 Sigui K un convexr compacte de R™. Denotem per K, el semitub a distancia r.
Llavors
n

V(E) =Y ("> W (K )i (5)

- (3
=0

Demostracid. Procedirem per induccié sobre n.
Sin=1,

0

i aquest valor és clarament igual a V(K,), ja que K és un interval tancat i ampliar-lo una
distancia r segons la normal exterior vol dir ampliar-lo a dreta i esquerra uns distancia r.
Suposem el resultat cert per a convexos compactes de R" 71,
Sigui E un hiperpla de R™. Denotem Kg la projeccié ortogonal de K sobre aquest hiperpla.
Denotem Kg , el parallel a distancia r de Kg dins de E.
Per hipotesis d’induccié tenim

(1) Wo(K) + G) W(K) = V(K) + wir = V(K) + 2r

n—1

V(Kg,) =Y (”; 1) W (Kp)r,

=0

on W/(x) denota la quermassintegrale dins de E.
Ara integrem respecte de E. Es a dir, repetim la construccié anterior per a tot £ € Gy, 5,1
i integrem en aquesta Grassmanniana.

n—1

/ V(Kg,)dE =" <” ; 1) rt / Wi(Kg) dE.
Gn,n71 Gn,n71

=0

Per la férmula de Cauchy a I'esquerra i la de Kubota a la dreta tenim

n—1
_ -1\ . CWh—
W LV(0K,) = E (n _ )rl.nw”l.WiH(K).

2 = ) 2
Es a dir, )
— /n—1 .
V(0K,) = ; ( . )n Wi (K) -7
Finalment, com que en el mén dels tubs el volum és la integral de I’area, tenim
" 2 /n-1 ritl
V(K,) = V(K)+/0 V(0K,) dr = V(K)Jr; < ) ) e Wi (K) -

Que es pot escriure com

Pero

de manera que tenim

11



Teorema 8 Sigui K un conver compacte de R™.

anH(K):MZ(@K), i:O,l,...,n—l.

Demostracio.
Comparar les férmules (2) i (5). O
8 Mesura de plans que tallen un convex

Teorema 9 La mesura de r-plans que tallen un convexr K de R™ és

/ dL, =c - W.(K),
L.NK#)

on la constant ¢ esta donada per

nOn_g SN On—r—l
(TL—T)Orfl...OO

CcC =

Demostracio. Aixi com en el pla tenim que la mesura de rectes per l'origen és la mesura de
S, dh, i la mesura de totes les rectes és dp A df, on p és la distancia de la recta a l'origen, en
dimensions arbitraries passa el mateix. La mesura de plans a R? és dp A dS, on dS és ’element
d’area de S?, etc. En general tenim

dL, = dx NdL,_, o,

on dL,,_, o] és la mesura de n—r plans per l'origen i x és la la distancia de L, a l’origen. Se suposa
L, ortogonal a L, _, o). Només ho podem interpretar com mesura de la corresponent esfera
quan tenim rectes o hiperplans (codimensié 1). En general és la mesura a la Grassmanniana
corresponent.

Aixi, doncs,

/ dL, = / dx AN dL,_, [0 = / / dx | dLy—r[0]
L .NK#) L.NK#0) Gnn—r \"KL,, _, 0

, €s la projecci6 de K sobre Ly, . (o).

/ dLT = / V(KLn_Ty[g])dL’rLf’r,[O]'
L.-NK#D Gnon—r

Per la proposicié 5, aixo es pot escriure com

on K7,
Aixi

n—r,[0

/ dLT _ nOn,Q N On,T,]_ ] WT(K) 0
LNEK#0 (n—7)0p_1...09

Poseu consultar [4] per trobar una generalitzacié al cas no convex, i [1] per veure resultats
recents. La generalitzacié a espais complexos, que ha estat molt dificil i ha requerit d’idees
noves, la podeu trobar a [2] i [3].
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