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Deduccid analitica del métode de Newton
com a metode de Taylor directe

Suposem que f: [a, b] —> R és de classe C? i que existeix
a € (a,b) amb f(a) = 0. Suposem que x és una aproximacié d'«,
i expandim f per Taylor fins a ordre 1 prenent x com a punt base:

0=fla) = F(x)+F(x)a—x)+0((a-x?)
~ () + Fx)(a—x),

f(x)
f'(x)°

d'on a— X~ —

Aixi, x — % A « | esperem que

[Xn+1 = Xn — —,f/(()i;))]

sigui millor aproximacié de « que xp,.
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Interpretacié grafica del metode de Newton

X3

Donat x;, aproximacié d'«, prenem la recta tangent a la grafica d'f
en el punt (x;, f(x;)):
y = f(x) + f'(x)(x — %),

la tallem amb I'eix x (fem y = 0 a dalt):

f(xi)
f'(xi)

X = Xj —

i prenem X1 := x com a aproximacié millorada.

Obviament les dues deduccions donen la mateixa férmula, donat que
I'aproximacié de Taylor d’ordre 1 de f al voltant de x no és més que la recta
tangent a la grafica de f al punt (x, f(x)).
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El problema de la llavor

El metode de Newton no sempre convergeix
Quan som lluny de I'arrel, el métode de Newton pot convergir molt

lentament (o no convergir). Es per aixd que sempre sempre sempre
cal limitar el nombre maxim d'iterats.

Orbita periddica (de periode 2)

Es perd

Aquest cas s'il-lustra analiticament a I'exemple segiient

&
__ xd
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Ordre de convergencia de successions — Definicié

Sigui {xn}n < R successié amb limit «. Direm que la successié té
ordre de convergencia (exactament) p (pot ser p¢ N, p > 0) si
3C > 0 tal que

|' |XI7+1 - Oé|
im ————
n—x |x, — af

=C (#0,,).

La quantitat C s'anomena constant asimptotica de I'error. En el
cas p = 1, demanem, a més, que C < 1. Per p = 1 parlem de
convergéncia lineal, per p = 2 de convergencia quadratica i, per
p = 3, cubica.

Si es compleix

Ilm |XI7+1 - a| _ O

n—w0 |x, — «a|f

direm que la successié té ordre de convergéncia almenys p.
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- Ordre de convergencia del metode de Newton

Teorema (Ordre de convergencia del métode de Newton)

Sigui f: [a,b] —> R de classe C2, f(a) =0 i f'(a) # 0 (i.e. a és
un zero simple de f). Si, f"(a) # 0, aleshores el métode de
Newton per trobar o« com a zero de f(x) = 0 és quadratic amb

constant asimptotica de I'error C = % % . Si, () =0 el

métode és al menys ctbic.

Recordem que

un meétode iteratiu x,+1 = g(x,) per a calcular un punt fix
a = g(a), on xg és una aproximacié inicial d'«, té ordre p si
existeix € > 0 tal que Vxp € (& — &, + €) es compleix que
Xni1 = &(Xn) — o amb ordre de convergéncia p.
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Deduccié analitica (facil) del métode de Newton en varies

variables com a metode de Taylor directe

Sigui Q < R" obert i convex, i sigui F: Q —> R" de classe C! amb
a € Q tal que F(a) = 0. Suposem que x és una aproximaci6 d'«, i
expandim F per Taylor fins a ordre 1 al voltant de x:

0= F(a) ~ F(x) + Jr(x)(a — x)
d'on Jr(x)(a — x) ~ —F(x).
Aquesta expressié déna el metode iteratiu

[JF(Xk) (Xk41 — xk) = —F(Xk)7]

amb I'esperanca que xk.1 sigui millor aproximacié d'« que x.

Observacié

Per millorar la similitud amb el métode de Newton en una variable, |'expressié anterior
també es pot escriure com

X1 = xk — Jgt(xk) F(xk),
que no serveix de res degut a la regla basica: mai mai mai s'ha d'invertir una matriu
(excepte en el cas de matrius molt concretes amb propietats especials).
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Resumint A més, continuem amb el problema de la Ilavor
El métode de Newton en varies variables és:

donat xg € 2, per k =0,1,..., fins arribar a convergéncia o Considerem el sistema no-lineal
. 7. - . 2 2
esgotament del nombre maxim d'iterats (condicions de parada) et =1

)

resoldre el sistema Jg(xk) ux = —F (xk) _ '
e que té (0,0) com a Unica solucid.
i definir xx 1 1= xx + uk.

Usarem el métode de Newton en dimensié 2 amb la funcié

> _1).

Observem que, a cada pas, cal resoldre un sistema lineal n x n. X

F(x,y) = (ex2+y2 —1,€"

@ Prenent xg = (0.1,0.1) com a llavor inicial, el metode

A partir d'aqui seguim a /la nostra manera la seccié 7.1.1 Newton's convergeix al punt (0.61 .107°,0.61 - 10—5) en 15 iterats.
Method and Its Variants de la monografia @ Prenent xg = (10,10) com a llavor inicial, es necessiten 220
¥ Numerical mathematics, Alfio Quarteroni, Riccardo Sacco, iterats per a convergir a un punt similar al
; i i ; i (0.61 -107°,0.61 - 10_5).
Fausto Saleri, Texts in Applied Mathematics 37, Springer )
Science, 2006. @ Prenent xg = (20,20) com a llavor inicial no hi ha

convergencia.
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Més sobre el problema de la llavor | I'ordre de convergencia?

The classical Newton's fractal . N
Teorema (Ordre de convergencia del métode de Newton)

The Classical Newton's frac-

tal (at the left) is obtained by Sigui Q < R" obert i convex, i sigui F: Q —> R" de classe C' amb

drawing the convergence pat- a € Q) tal que F(a) = 0. Suposem que Jr(«) és no singular i que
tern of Newton's method ap- existeixen constants positives R, C i L, tals que ]HJ;l(oz)m <Ci
plied to the function

flz) =2 —1 IJr(x) = JFWI < Llix =yl Vx,y € B(e R),
in the complex plane. on ||-|| és una norma de matrius consistent amb la norma de
If a sequence generated by vectors ||-|| .

applying Newton's method to ..
tl:)iz >jfungction converges, then Aleshores, existeix r > 0 tal que, per a qualsevol xo € B(a; r), la

it will be to one of the three successio {xx}y._, d'iterats del métode de Newton per la funcié F
cube roots of -1. For the Clas- esta ben definida i convergeix a o de manera que

sic Newton's fractal, we color
each point according to which
limit point the sequence con-
verges.

1 — all < 2CL i — a?.

Notacié: B(«; p) denota la bola oberta de centre « i radi p amb

\3 Newton Fractal, Mitch Richling, https://www.mitchr.me/SS/newton/, 2024.
la norma ||| .
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Demostracio | Demostracid |

Demostrarem per induccié respecte de k que {xx}}_, < B(a;r),
amb r = min{R, 557}, i que ||xx1 — || < 2CL [|xk — o Vk.

Recordem el Teorema

Si per alguna norma subordinada ||M|| < 1, llavors |d —M és
no-singular i
1
1+ || M|

1

_ -1 T A
< [|(1d =m) H|<1_|||M\||'

Primer demostrarem que Jg(xp) és no singular per a tot
x0 € B(a; r) € B(a; R). Per a aix0d usarem el teorema anterior amb

M = (JF(a) - JF(XO))ng(a).
Tenim
Ml = || (Jr(0) = Jr(x0) ) I ()| <
1 (@) - 1 9F () = JE(x0) |
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< CLlo— xo| < CLr < 3.

Demostracid 1l Demostracid 1V

Passant la identitat anterior a normes,
g — all < 52 00) |- 19 (2) — JrGo)ll - la— o

Per afitar el segon terme de la desigualtat anterior necessitem una
fita superior de H‘J,_Tl(xo)m . De la cadena d'igualtats del principi de
la diapositiva anterior i del teorema, es dedueix

(Id =M)~" = Jp () I (o),

[I96* o)l = (|4 (@) (1d =) 1|H<
[ ]

. a1
I (@) =M~ < 1— M|l S

<2[[Je (@) <2¢

(recordem que ||M|| < 3).
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De la definicié d'M es segueix que,

ld—M = Jp(a) J5 () — (JF(a)—JF(xo))ng(a) — Jr(x0) 7 ().

Pel teorema anterior, aquesta matriu és no singular i, en

conseqiiéncia, Jg(xp) és no singular. Llavors, x; esta ben definit. A

més, com que F(a) = 0, pel teorema del valor mitja,
x1—a=xg— Je (x0)F(x0) — o =

(x0 — ) = J5 ' (x0) (F(x0) — F(a)) =
J7(%0) (F(@) = F(x0) = Jr(x0) (@ = x0) ) =
JEI(XO)<JF(Z)(O‘ —x0) — Jr(x0) (e —Xo)) =

J71(0) (JF(2) = I (x0) ) (0 = o),

on z és un punt a la recta que uneix o amb xp (que és al domini
per hipotesi).

(
) =

En particular, ||z — xp|| <

llo — xol| 1 z € B(a; r) < B(a; R).
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En conclusié (recordem que ||z — xp|| < || — x| i
z,xp € B(a; r) < B(a; R)),
b — all < 55260 - 196(2) = Je Gl -l = ol <

2C - L||z = xo|| - | — x| < 2CLHo¢—on

Aixd demostra que el teorema és cert per k = 0.
Per altra banda,
x1 — || < 2CL||Ixo — al? < 2CLA2 < r.

En conclusid, x; € B(; r) (aixd és el que, en realitat, permet fer el pas

d'induccid).

La demostracié de que si tenim ||xx+1 — af < 2CL ka — al? per
algun k >0, llavors ||xxq2 — @] < 2CL||xk41 — |*, és analoga a
la del cas kK = 0.
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Comentaris

Metodes de Newton modificats:
Actualitzacid ciclica de la Matriu Jacobiana

a l'ordre de convergencia del metode de Newton

El teorema de I'ordre de convergencia del metode de Newton
n'assegura la convergencia quadratica pero solament quan la llavor
Xp és prou propera a la solucié «, i la matriu jacobiana a la solucié
és no-singular.

Val la pena assenyalar que I'esfor¢c computacional necessari per
resoldre el sistema lineal pot ser excessivament alt (especialment
per dimensions grans).

Per altra banda, la matriu del sistema Jr(xx) pot estar mal
condicionada. En aquest cas, és molt dificil obtenir solucions
precises del sistema.

Hi ha diverses modificacions proposades al meétode de Newton, que
pretenen reduir els problemes descrits anteriorment.
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Meétodes de Newton modificats:

Una manera de millorar I'eficiencia del métode de Newton
consisteix a mantenir la Matriu Jacobiana (més precisament, la
seva factoritzacié LU, QR, ...) sense canvis durant un nombre

determinat p > 2 de passos!.

Observacié (El negoci d'en Robert amb les cabres)

Amb aquesta estratégia, en general, s'aconsegueix un
deteriorament de la velocitat de convergencia, amb un guany en
I'eficiencia computacional. Si p és massa gran pot passar que la
perdua de velocitat provocada pel deteriorament de la
convergencia sigui superior al guany computacional aconseguit per
la reduccié computacional.

'En general no hi ha algorisme per a decidir la p a priori. Moltes vegades es
decideix per prova i error.
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Metodes de Newton modificats: Aproximacions de la

Solucions inexactes dels sistemes lineals

Una altra manera de millorar I'eficiencia del metode de Newton és
resoldre el sistema lineal del métode de Newton usant un meétode
iteratiu (com Jacobi, SOR, Gauss-Seidel, Krylov, ...) on, en
comptes d'iterar fins convergir prop de la solucié del sistema lineal,
es fixa a priori el nombre maxim d'iteracions admissibles del
metode iteratiu?.

L'observacié “el negoci d’en Robert amb les cabres’ sobre
I'eficiencia computacional final del metode, és d’aplicacié també en
aquest cas.

2Novament, en general no hi ha algorisme per a decidir el nombre maxim
d'iteracions admissibles del métode iteratiu a priori. Moltes vegades es decideix
per prova i error.
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Matriu Jacobiana per diferencies finites o centrades

La computacié explicita de Jg(xk) sovint és “molt cara”. En
aquests cassos una bona estrategia és substituir Jg(xx) per una
aproximacié J,’é’h obtinguda per diferéncies finites o centrades.

Exemple (Diferéncies finites de primer ordre)

La columna j € {1,2,...,n} de I'aproximacié J,’;’h obtinguda amb
diferéncies finites de primer ordre és

F(xx + hije;) — F(xx)
th'

on e; és el j—essim vector de la base canonica d'R" i hy j > 0 sén
increments que s'han de triar adequadament a cada pas k de
Newton.
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Metodes de Newton modificats: Aproximacions de la
Matriu Jacobiana per diferencies finites o centrades

Exemple (Diferéncies centrades de primer ordre)
Ara la columna j € {1,2,...,n} de I'aproximacié J,/;’h és
F(Xk aF hk,j ej) = F(Xk = th ej)

2hy

Es pot demostrar que existeixen condicions sobre els increments
hy j de manera que el metode de Newton amb la matriu Jacobiana
JE(xk) substituida per la matriu J,’_f’h calculada amb diferéncies
finites de primer ordre esta ben definit i convergeix linealment.
Oimés, si existeix una constant positiva x tal que

max; |hij| < K [|F(xk)| per tot k, llavors la convergencia és
quadratica.
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Metodes de Newton modificats: Aproximacions de la

Matriu Jacobiana per diferéncies finites o centrades

En general no hi ha cap indicacié constructiva sobre com calcular
els increments hy ;.

Tot i aixi, es ben sabut que |'error de truncament de les derivades
aproximades amb diferéncies es pot reduir disminuint els hy ;.
D’altra banda, valors massa petits dels h, ; poden provocar grans
errors d'arrodoniment3.

Per tant, cal un compromis entre la necessitat de limitar els errors
de truncament i, al mateix temps, assegurar una certa precisié en
els calculs. A la literatura es troben estrategies de calcul
(aproximadament) optim dels hy ;.

3Aquest és un problema classic al mén dels métodes numeérics.
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Metode de Broyden: Introduccié

El Metode Broyden pertany a la familia dels metodes tipus secant,
que es construeixen a partir del métode de la secant definit per
funcions reals.

Per tant, en certa manera, el metode de Broyden és un métode de
Newton modificat.

En particular, com a métode de tipus secant, a cada pas s'usen els
dos darrers iterats per a generar el segiient element de la successié
d'iterats.
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Metode de Broyden: I'algorisme

El métode de Broyden

Donada una llavor inicial xg € Q es defineix
X1 = Xg + U1 amb Qo u; = —F(xp),

on Qo és Jr(xp) o una bona aproximacié de Jr(xo) i, per
k=1,2,..., fins arribar a convergéencia o esgotament del nombre
maxim d'iterats

es resol el sistema Qg ux+1 = —F(xx)

i es defineix xx11 1= Xk + Upi1,

on Qx és una matriu n x n tal que

Qk ux = Qi (xk — xk—1) = F(x) — F(xk—1) (1)
Esa dir, Qx generalitza el pendent de la “secant entre
(xk_l,F(xk_l)) i (Xk,F(Xk))".

Si oblidem les manipulacions de la matriu del sistema, el métode
de Broyden és exactament el metode de Newton.
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Metode de Broyden Il El metode de Broyden de veritat

Observem que (1) no és suficient per determinar la matriu Qy de
manera Unica (tenim un sistema n x n on la incognita és la

matriu). Una possible solucié per a resoldre aquest problema és L'estratégia Broyden per a resoldre la indeterminacié de |'equacié
requerir que, per k > n, la matriu Q, compleixi (1) en calcular la matriu Qi és la de millorar Qx_1 de la manera
seguent:

Qi (X — xk—j) = F(xi) — F(xi—j)

| = FXk —FXk, —Qk, Xk — Xk—
peratotj=1,2,...,n Qe = Q1+ (xk) (Xk—1) 1( 1)

:
Xk — Xk—1 2
o) o) ) @

Si els vectors (xk - xk,l), (xk - xk,g), e, (xk - xk,,,) sén

linealment independents, es pot determinar univocament Q

resolent n sistemes lineals n x n. Nota de Notacié: En tot aquest text hem considerat els vectors
com a matrius d'una columna (és a dir, matrius n x 1). Per tant,

Malauradament, a la practica, els vectors anteriors tendeixen a ser el segon sumand de la igualtat anterior és una matriu n x n.

linealment dependents i el calcul de la matriu @, és molt inestable,
per no parlar de la necessitat per emmagatzemar sempre els n + 1
iterats anteriors Xx, Xk_1, Xk—2, - - - y Xk—n-
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El metode de Broyden: Observacié sobre I'equacié (1) Norma de Frobenius?

Amb la definicié (2), Qx verifica I'equacié (1):

La norma de Frobenius d'una matriu m x n de nombres complexos
Qk (xk — xk-1) = Qu—1 (Xk — Xk—1) + és la norma L, 4 de la matriu amb p = g = 2. Aquesta norma es

F(xi) = F(xk—1) — Q-1 (X% — Xk—1) T defineix com
(k= xk—1)  (xk — xk—1)

(X6 — %1) " (6 — x4-1)

33 Jagl? = Vtraga(A* A).

i=1j=1

[AllF = [|Ally, =
= F(xk)—F(xk—1)- ’

on A* o AH denota la transposta Hermitiana d’A o transposta

Denotem per A el conjunt de totes les matrius A, n x n, per les conjugada d’A.

quals I'equacié (1) es verifica: A (xx — xk—1) = F(xk) — F(xk—1).

Pel que acabem de dir, Qx € Ay. La transposta Hermitiana d’A o transposta conjugada d’A és la
matriu n X m que s'obté a partir d'A transposant-la i conjugant els

Proposicié (El perque de tot plegat) seus elements. Es a dir,

La matriu Q definida mitjancant la férmula (2) verifica A* = AH = (a_ij)T

Obviament, per a les matrius reals, A* = A" = AT,

— Qualle = min [|A— Qc_
| Qx — Q—1llg Arg'jk” Q—1llg
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Sobre la convergencia de Broyden Comentaris

Teorema

Suposem que es compleixen les hipotesis del Teorema de |'ordre de
convergeéncia del métode de Newton. Llavors, existeixen dues
constants positives ¢ i -y tals que la successié d'iterats {x}x

generada pel métode de Broyden esta ben definida i convergeix Amb hipotesis addicionals és possible demostrar que la successié
superlinealment a a, per tot xg i Qp tals que {Qx} convergeix a Jr(a).
Ixo — | <e i Qo — JF ()| < 7. Hi ha diverses variants del metode de Broyden que tenen com a
o

objectiu reduir (encara més) el cost computacional, pero solen ser
Definicié (Convergencia superlineal) menys estables.

Es diu que una successié {xx}x convergeix superlinealment a « si

Xk — ol < ck lIxk—1 — |,

i les constants ¢, compleixen lim,_, ., cx = 0.
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