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Introducció

La suma dels angles interiors d’un triangle hiperbòlic no val π sinó que és sempre menor.
La diferència amb aquest valor s’anomena el defecte del triangle i coincideix amb la seva
àrea. Aquest resultat pertany als inicis de la geometria no-euclidiana però també és
conseqüència del conegut teorema de Gauss-Bonnet. Gràcies a aquest teorema sabem
que la integral de la curvatura geodèsica d’una corba diferenciable simple i tancada al pla
hiperbòlic és igual a l’àrea del domini que delimita més la caracteŕıstica d’Euler d’aquest
domini multiplicada per 2π. Podŕıem definir el defecte d’una corba al pla hiperbòlic com
la diferència de la seva integral de curvatura geodèsica amb la d’una corba del pla euclidià
topològicament equivalent. En aquest cas diŕıem que el defecte d’una corba és l’àrea
de la regió que delimita. Aquest defecte ve a mesurar l’esforç suplementari que fa un
mariner al timó d’un vaixell quan, navegant per un mar hiperbòlic, fa que la nau doni
una volta completa.

Quan passem a dimensió 3, el teorema de Gauss-Bonnet diu que la integral de la
curvatura de Gauss d’una superf́ıcie tancada és 2π vegades la sve caracteŕıstica d’Euler
més la seva àrea. Es pot dir que el defecte d’una superf́ıcie a l’espai hiperbòlic és la seva
àrea. Veiem de forma molt clara que les superf́ıcies de l’espai hiperbòlic han d’aportar
més curvatura que a l’espai euclidià per tal de tancar-se.

Quan passem a l’espai hiperbòlic de dimensió arbitrària ens trobem amb un teorema
de Gauss-Bonnet més aviat decebedor: si n és parell i V denota el volum de Q ⊂ Hn,

Mn−1(∂Q) + cn−3Mn−3(∂Q) + · · ·+ c1M1(∂Q) + (−1)n/2V = On−1χ(Q)

mentre que si n és senar,

Mn−1(∂Q) + cn−3Mn−3(∂Q) + · · ·+ c2M2(∂Q)−M0(∂Q) =
On−1

2
χ(∂Q)

on Oi és el volum de l’esfera unitat de dimensió i, les ci són constants depenent de la
dimensió i Mi(∂Q) és la integral sobre ∂Q de la i-èssima funció de curvatura mitja. En
particular Mn−1(∂Q) és la integral de la curvatura de Gauss o curvatura total de ∂Q.
Aquest teorema de Gauss-Bonnet es dedueix de la versió més general i intŕınseca que va
donar Chern per a varietats riemannianes abstractes. Tanmateix és una llàstima que la
simplicitat que teńıem en les dimensions 2 i 3 s’hagi perdut. Per exemple, ja no és tan
clar, encara que Q sigui convex, si la curvatura total és més gran a l’espai hiperbòlic o
a l’euclidià. Tot i aix́ı, la geometria integral ens permetrà donar una versió molt més
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Introducció

elegant del teorema de Gauss-Bonnet a l’espai hiperbòlic. En efecte, provarem que

Mn−1(∂Q) = On−1χ(Q) + c

∫

Ln−2

χ(Ln−2 ∩Q)dLn−2 (1)

on Ln−2 és l’espai de plans totalment geodèsics de Hn de codimensió 2 i dLn−2 és la
mesura invariant en aquest espai. Aix́ı, el defecte d’una hipersuperf́ıcie tancada és la
mesura amb multiplicitat del conjunt de plans de codimensió 2 que la tallen. La ge-
ometria integral no només ens permet escriure una fórmula tan bonica com l’anterior
sinó que per demostrar-la ens basarem en mètodes també propis de la geometria inte-
gral, aix́ı com en alguns resultats de topologia diferencial. Com que a partir d’aquesta
fórmula s’obté fàcilment el teorema de Gauss-Bonnet a Hn, tindrem una demostració
nova d’aquest teorema utilitzant dels mètodes de la geometria integral.

Aquest fet tan remarcable té el seu equivalent en geometria esfèrica on ja va ser
descobert per E. Teufel a [Teu80]. En aquest cas, a la fórmula (1) la integral sobre
l’espai dels (n − 2)-plans hi apareix restant enlloc de fer-ho sumant. Fem un cop d’ull
a la demostració d’aquest cas esfèric i ens farem una idea de les dificultats afegides que
amaga el cas hiperbòlic. Per simplificar suposem que Q ⊂ Sn és un domini estrictament
convex. Aleshores podem prendre l’aplicació de Gauss γ que a cada punt de S = ∂Q li
fa correspondre el seu vector normal unitari interior. La imatge γ(S) d’aquesta aplicació
de Gauss és una hipersuperf́ıcie de Sn que té per volum la curvatura total de S. Això és
degut al fet que la curvatura de Gauss en un punt mesura la deformació infinitessimal
de volum de γ. Per altra banda, la fórmula de Cauchy-Crofton a Sn permet calcular
aquest volum comptant el nombre de punts de tall de γ(S) amb tots els cercles màxims
de Sn. Llevat de constants tenim que Mn−1(S) és la integral del nombre de punts
d’intersecció #(l∩ γ(S)) sobre tot l’espai dels cercles màxims l de de Sn. Considerem el
feix d’hiperplans ortogonals a un cercle màxim l. Tots ells tenen un (n− 2)-pla Ln−2 en
comú que anomenem pol de l. A més, cada punt de l∩γ(S) és una tangència d’aquest feix
amb S. Ara bé, segons si el pol Ln−2 talla o no a S, el feix d’hiperplans tindrà cap o dues
tangències amb S. Per tant, la curvatura total de S és, llevat de constants, la mesura
de l’espai d’(n−2)-plans de Sn menys la mesura del conjunt d’aquests (n−2)-plans que
tallen el convex Q.

L’esquema a l’espai hiperbòlic serà similar. Considerem un domini estrictament
convex Q ⊂ Hn en el model de l’hiperboloide

Hn = {x ∈ Rn+1 | L(x, x) = −1 x0 > 0}

amb la mètrica de Lorentz L(x, y) = −x0y0 + x1y1 + · · · + xnyn. Per cada punt de
S = ∂Q prenem el vector normal unitari interior. Aquest és un vector de Rn+1 de tipus
espai; per tant tenim una aplicació de Gauss γ definida de S cap a la quàdrica següent,
anomenada esfera de de Sitter,

Λn = {x ∈ Rn+1 | L(x, x) = 1}.

La imatge γ(S) és una hipersuperf́ıcie de tipus espai i, tal com passava a Sn, la integral
de la curvatura de Gauss de S coincideix amb el volum d’aquesta imatge. El següent
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Introducció

pas seria utilitzar la fórmula de Cauchy-Crofton a Λn per determinar el volum de γ(S).
Malhauradament no existeix una tal fórmula. De fet, el conjunt de rectes de Λn que
tallen qualsevol petit tros d’hipersuperf́ıcie té mesura infinita. Aquesta és la dificultat
que amagava l’espai hiperbòlic: ens cal fer geometria integral en un espai de Lorentz i
això comporta molts contratemps. Que la imatge de Gauss de Hn vagi a parar a una
varietat de Lorentz no és casual ni degut al fet que haguem pres un model contingut a
l’espai de Minkowski. Com veurem, les raons que provoquen aquest fet estan relacionades
amb l’existència d’hiperplans ultraparal.lels. Per tant, es tracta d’un fet intŕınsecament
lligat a les propietats geomètriques de l’espai hiperbòlic i no a les de cap model en
concret.

Tot i aix́ı, en aquest treball serem capaços de superar aquesta dificultat tot provant
una fórmula de l’estil de la de Cauchy-Crofton per a hipersuperf́ıcies de Λn. Concreta-
ment provarem que

∫

L
(2−#(l ∩R))dl = On−2

n− 1
(vol(R)−On−1)

on R és qualsevol hipersuperf́ıcie de tipus espai pròpiament immersa (submergida) a Λn

i L denota el conjunt de les geodèsiques l de tipus espai. Aplicarem aquesta fórmula
a la hipersuperf́ıcie R = γ(S). Si per cada vector d’una geodèsica de tipus espai a Λn

prenem el subespai ortogonal segons la mètrica de Lorentz, obtenim un feix d’hiperplans
a Hn que es tallen tots a Ln−2, un pla geodèsic de Hn de dimensió n − 2. Ara bé, els
punts de tall de l amb γ(S) corresponen a tangències del feix amb S. Segons que Ln−2

talli S o no, el feix d’hiperplans tindrà cap o dues d’aquestes tangències. Aix́ı, tenim
que la mesura dels (n − 2)-plans que tallen Q és, llevat d’una constant, la curvatura
total de la seva vora menys On−1.

Val a dir que si bé el paràgraf anterior conté la idea de la demostració, en el cas general
ens caldrà anar molt més amb compte ja que la imatge de Gauss d’una hipersuperf́ıcie
no estrictament convexa pot estar molt lluny de ser pròpiament immersa.

No és d’estranyar que la geometria integral permeti demostrar el teorema de Gauss-
Bonnet. De fet, les integrals de curvatura apareixen a moltes de les fórmules de la
geometria integral. Tampoc són poques les ocasions en què a través d’aquesta relació la
geometria integral permet treure conclusions sobre la curvatura total. Per exemple, el
teorema de Fenchel-Fary-Milnor per corbes tancades es redueix pràcticament a aplicar
la fórmula de Crofton a la imatge esfèrica del vector tangent unitari de la corba. Un
resultat similar és la desigualtat de Chern-Lashof. Recordem que aquesta desigualtat
diu que per tota subvarietat compacta S immersa a Rn, la curvatura total absoluta
CTA(S) està acotada per

CTA(S) ≥ On−1

2
β(S)

on β(S) és la suma dels nombres de Betti de S. En cas d’igualtat es diu que S és tensa
(en anglès tight ). Les immersions tenses han estat molt estudiades i s’han caracteritzat
geomètricament de moltes maneres diferents. Recordant el que dèiem al principi sobre
com a l’espai hiperbòlic les hipersuperf́ıcies necessiten molta més curvatura per tal de
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Introducció

tancar-se, es podria pensar que la desigualtat anterior, essent vàlida a Rn, té motius de
sobra per ser-ho a Hn. Tot i aix́ı, es va veure a [LS00] que això no és cert. Concre-
tament, allà es constrüıen superf́ıcies S a H3, orientables i de gènere g gran, tals que
la curvatura total absoluta és menor que 2πβ(S) = 2π(2 + 2g). Aqúı farem el mateix
però per qualsevol gènere g > 1. En no tenir desigualtat de Chern-Lashof, no queda
clar quan s’ha de dir que una subvarietat de Hn és tensa. Aix́ı i tot, seguint les carac-
teritzacions geomètriques de les immersions tenses a Rn, donarem una definició natural
d’immersió tensa a Hn. La pregunta que sorgeix llavors és: quina diferència hi ha entre
la curvatura total absoluta d’una immersió tensa a Hn i la del seu equivalent euclidià?
Ens estem preguntant pel defecte d’una immersió tensa en quant a curvatura total ab-
soluta. La resposta vindrà donada altre cop en el ‘llenguatge’ de la geometria integral.
Concretament provarem que aquest ‘defecte absolut’ és

∫

S
|K|dx− On−1

2
β(S) =

On−2

n− 1

∫

Ln−2

(β(S)− ν(S,L))dL

on ν(S,L) és el nombre de tangències del feix d’hiperplans que contenen Ln−2 amb S.
Aquest defecte no és pas sempre positiu; en els exemples de [LS00] serà forçosament
negatiu. Tanmateix, provarem que per immersions tenses del tor, el defecte absolut és
positiu. És a dir que per tors tensos a Hn śı que val la desigualtat de Chern-Lashof.

De la mateixa manera que les hipersuperf́ıcies a l’espai hiperbòlic són més corbades
que a l’espai euclidià, també tenen més volum. Recordem, per exemple, una desigualtat
clàssica que diu que per un domini Q ⊂ Hn la vora té més volum que l’interior. Més
precisament

vol(∂Q) > (n− 1)vol(Q).

Això sobta molt a la nostra intüıció ja que en geometria euclidiana aquests dos volums
tenen ordres diferents. Per exemple, sabem que per una homotècia de raó ρ el volum
de Q es multiplica per ρn i el de ∂Q es multiplica per ρn−1. Això vol dir que vol(Q) i
vol(∂Q) no són comparables a l’espai euclidià. En canvi, śı que ho són a l’espai hiperbòlic.
Això es deu al fet que la curvatura negativa de l’espai dóna molt mes ‘contingut’ a la
vora. Si combinem això amb la idea que aquesta vora és molt corbada podem pensar a
buscar desigualtats de l’estil vol(Q) < cMn−1(Q) o bé vol(∂Q) < cMn−1(Q). Provarem
aquestes i d’altres desigualtats quan Q sigui convex. Concretament veurem que hi ha
constants tals que per tot convex Q ⊂ Hn

Mi(∂Q) < c vol(Q) Mi(∂Q) < cijMj(∂Q) si i < j

on Mi denota, recordem-ho, la integral de la i-èssima funció de curvatura mitja. Altre
cop, aquests resultats són totalment impensables en geometria euclidiana ja que les
integrals de curvatura mitja Mi son d’ordre n − i − 1. És a dir que si dilatem Q amb
una homotècia de raó ρ, la i-èssima integral de curvatura mitja de la vora passa a ser
Mi(∂(ρQ)) = ρn−i−1Mi(∂Q).

A l’hora de demostrar aquestes desigualtats, l’equació (1) tornarà a jugar un paper
important. Utilitzant les propietats reproductives dels Mi, aquesta fórmula es tradueix
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en una igualtat de l’estil

Mi(∂Q) = cWi−1(Q) + c′Wi+1(Q)

on Wi(Q) se sol anomenar Quermassintegrale de Q i és, llevat de constants, la mesura
dels i-plans que tallen el convex Q. Aix́ı, començarem buscant desigualtats entre les Wi

de les que es deduiran, a través de la fórmula anterior, desigualtats entre lesMi. Aquestes
primeres desigualtats seran de l’estil Wi(Q) < cWi+1(Q). En particular tindrem que
vol(Q) < cWi(Q). Aquesta desigualtat té una interpretació molt sorprenent en termes de
probabilitats geomètriques. En efecte, si llancem un i-pla L a l’atzar sobre un convex Q
i mesurem el volum de L∩Q tindrem una variable aleatòria λi. L’esperança matemàtica
d’aquesta variable aleatòria és E[λi] = c · vol(Q)/Wi(Q). Per tant, la desigualtat que
mencionàvem equival a dir que l’esperança matemàtica del tall d’un convex amb un i-pla
aleatori està acotada superiorment, independentment de com sigui de gran el convex! És
a dir que encara que tinguem una regió enormement extensa, al fer-hi un tall a l’atzar
no cal esperar-ne una una secció més gran que una constant coneguda.

A banda d’aquesta interpretació, les desigualtats entre els Wi(Q) ens permetran
provar que per tot convex Q ⊂ Hn

Mi(∂Q) < Mj(∂Q) si j > i+ 1

i aquestes desigualtats seran ajustades. En efecte, és fàcil veure que per una bola B de
radi tendint a infinitMi(∂B)/Mj(∂B) s’aproxima a 1. D’altra banda trobarem constants
tals que

Mi(∂Q) < ciMi+1(∂Q)

encara que no podrem garantir que aquestes constants siguin les òptimes.

Tornant a l’esperança del tall d’un pla aleatori amb un domini, també és interes-
sant veure què passa quan es fa el mateix amb altres subvarietats preses a l’atzar. En
particular, és natural plantejar el problema amb horosferes i equidistants en lloc de
plans geodèsics. Les equidistants i les horosferes són dos tipus d’hipersuperf́ıcie molt
caracteŕıstics de la geometria hiperbòlica que, en certa manera, hi ocupen el lloc dels
hiperplans afins euclidians. En efecte, en geometria euclidiana podem pensar que els
hiperplans afins són les esferes de radi infinit. També podem dir que hiperplans i es-
feres són les hipersuperf́ıcies de curvatura normal constant. En canvi, en geometria
hiperbòlica una esfera amb el centre tendint a infinit tendeix a una hipersuperf́ıcie ano-
menada horosfera. Per altra banda, les esferes de Hn tenen totes curvatura normal més
gran que 1. És clar doncs que entre els hiperplans geodèsics i les esferes hi ha d’haver
tota una gamma d’hipersuperf́ıcies de curvatura normal constant entre 0 i 1. Són les
equidistants i les horosferes. Les primeres tenen curvatura normal constant menor que
1 i estan formades per punts a una distància donada d’un hiperplà geodèsic fixat. Pel
que fa a les horosferes, tenen curvatura normal 1 i ja hem dit que s’obtenen al fer tendir
el centre d’una esfera a l’infinit. Aix́ı, és natural pensar que horosferes i equidistants
tenen una gran analogia amb els hiperplans afins de la geometria euclidiana. Per tant,
la geometria integral a l’espai hiperbòlic s’ha d’ocupar d’aquestes hipersuperf́ıcies de la
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Introducció

mateixa manera que la geometria integral euclidiana s’ocupa dels plans afins. Pel cas
de les horosferes, aquest estudi va ser iniciat per Santaló a [San67] i [San68] en dimen-
sions 2 i 3 i el van continuar Gallego, Mart́ınez Naveira i Solanes a [GNS] en dimensió
arbitrària. El cas de les hipersuperf́ıcies equidistants el tractarem aqúı per primer cop i
ho farem conjuntament amb l’anterior.

Un fet que crida molt l’atenció és que la mesura d’horoboles (regions convexes li-
mitades per horosferes) que contenen un compacte és finita malgrat ser aquestes ho-
roboles regions no acotades. A més, aquest fet servirà per provar certes desigualtats
geomètriques per als conjunts h-convexos o convexos respecte horosferes. Finalment
veurem que, igual que pels plans geodèsics, l’esperança del volum del tall d’un domini
amb una horosfera o una equidistant aleatòria està acotada per sobre per més gran que
sigui el domini.

A continuació detallem l’organització d’aquest treball. El caṕıtol 1 conté algunes
observacions preliminars sobre l’espai hiperbòlic Hn i sobre les integrals de curvatura
mitja d’hipersuperf́ıcies. També s’hi fan alguns càlculs amb el mètode de la referència
mòbil que serà l’eina bàsica de la resta del text. A més, aquest mètode ens estalviarà
haver de fer ús de cap model concret de l’espai hiperbòlic. Només en moments puntuals
farem servir el model projectiu i encara de forma sintètica. Val a dir que tot el que
farem en aquest treball es pot fer amb la mateixa comoditat treballant en el model de
l’hiperboloide. Tanmateix, no hem volgut fer-ho aix́ı per tal de veure més clarament les
raons geomètriques que fan aparèixer les mètriques semi-riemannianes.

El caṕıtol 2 estudia els espais formats per plans geodèsics de Hn. Dediquem especial
atenció a la seva estructura semi-riemanniana invariant per l’acció del grup de movi-
ments de Hn. Com a cas particular, identifiquem l’esfera de de Sitter Λn amb l’espai
d’hiperplans orientats de Hn. En aquest espai desenvolupem el mètode de la referència
mòbil i estudiem la relació de dualitat que manté amb el mateix Hn. També generalitzem
a Λn alguns resultats sobre mesures de contacte coneguts en varietats riemannianes de
curvatura constant. Aquests resultats serveixen per acabar el caṕıtol amb una fórmula
de Cauchy-Crofton a Λn. Aquesta fórmula és un dels resultats principals del treball i la
seva demostració inspirarà gran part del contingut del següent caṕıtol.

El caṕıtol 3 tracta sobre la curvatura total d’hipersuperf́ıcies. En una primera part
s’hi estudia la integral de la curvatura de Gauss d’hipersuperf́ıcies tancades. Això es fa
des del punt de vista de la geometria integral que, com hem dit, presenta avantatges
respecte el punt de vista intŕınsec. Després de recordar breument els casos euclidià i
esfèric que són coneguts, es passa a l’espai hiperbòlic. El resultat serà la fórmula (1)
que alhora dóna lloc a una nova demostració d’algunes fórmules de geometria integral
aix́ı com del teorema de Gauss-Bonnet a l’espai hiperbòlic.

La segona part del caṕıtol s’ocupa de l’estudi de la curvatura total absoluta (en
el sentit de Chern i Lashof). Després de recordar breument la teoria clàssica a l’espai
euclidià, comencem l’estudi amb les superf́ıcies de H3. El més important d’aquesta secció
són els exemples que proven que la desigualtat de Chern-Lashof no és certa en geometria
hiperbòlica. A continuació, donem una definició de subvarietat tensa a Hn anàloga en
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molts aspectes a la definició euclidiana. Finalment, obtenim una fórmula cinemàtica que
permet mesurar la diferència entre la curvatura total absoluta d’una subvarietat tensa
a Hn i la seva anàloga euclidiana. D’aquesta fórmula es dedueix que els tors tensos a
Hn śı que compleixen la desigualtat de Chern-Lashof.

En el caṕıtol 4 s’obtenen desigualtats relacionant les integrals de curvatura mitja
de la vora d’un conjunt convex. El primer pas és provar que la mesura del conjunt de
plans que tallen el convex és major com més gran és la dimensió d’aquests plans. Això
es fa mitjançant un argument geomètric bastant elemental però força original i efec-
tiu. Aquest resultat s’interpreta en termes de l’esperança del volum d’intersecció d’un
pla aleatori que talla a un domini fixat. Després s’obtenen les desigualtats entre inte-
grals de curvatura mitja i finalment es donen exemples mostrant que moltes d’aquestes
desigualtats són òptimes.

El darrer caṕıtol generalitza les fórmules clàssiques de la geometria integral a horos-
feres i hipersuperf́ıcies equidistants. S’hi tracten tots dos casos alhora juntament amb
el dels plans geodèsics i les esferes ja que es treballa amb hipersuperf́ıcies totalment
umbilicals de qualsevol curvatura normal. A continuació utilitzem els resultats sobre les
horosferes per provar certes desigualtats geomètriques per a dominis h-convexos. Final-
ment, obtenim resultats sobre l’esperança del volum d’intersecció d’una hipersuperf́ıcie
d’aquestes, presa a l’atzar d’entre les que tallen un domini fixat.
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estat moltes les estones que hem passat al seu despatx parlant de geometria. Pel que
fa al professor Rémi Langevin li he de donar les gràcies per la seva hospitalitat en les
meves estades a Dijon. A més, la seva intüıció a l’hora de trobar contraexemples em va
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hauria arribat gaire enllà. També ell ha estat molt amable i m’ha donat consell moltes
vegades.

D’altra banda és evident que aquest treball ha necessitat de l’ambient de recerca que
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Caṕıtol 1

Integrals de curvatura mitja

1.1 L’espai hiperbòlic

En aquesta secció introdüım l’espai hiperbòlic i comentem alguns dels aspectes fona-
mentals de la seva geometria.

1.1.1 Definició i fets bàsics

Existeixen múltiples models de l’espai hiperbòlic. Entre els més coneguts hi ha els de
Poincaré (semiespai i bola), el de l’hiperboloide i el projectiu (o de Klein o de Beltrami).
El model de l’hiperboloide és el més utilitzat per fer geometria integral (cf. [San76]).
Tot i aix́ı, en aquest treball usarem de forma exclusiva el model projectiu i encara de
forma puntual. En efecte, per tal de donar la visió més geomètrica possible, prendrem
un punt de vista abstracte; i.e. evitant tant com puguem de treballar amb cap model
en concret. Per poder fer càlculs, doncs, necessitarem fer ús de tècniques de geometria
riemanniana com són les coordenades polars geodèsiques, els camps de Jacobi, el mètode
de la referència mòbil, etc. A més de tot això, ens seran de gran utilitat les fórmules de
la trigonometria hiperbòlica.

Definició 1.1.1. L’espai hiperbòlic de dimensió n, que denotarem Hn, és la (única
llevat d’isometria) varietat de Riemann n-dimensional, completa, simplement connexa i
de curvatura seccional −1.

Com és sabut, la unicitiat llevat d’isometria ve donada pel teorema de classificació
de Cartan ([Car51, p.238]). Aquest mateix teorema implica la següent propietat, general
per espais de curvatura constant.

Proposició 1.1.1. El grup d’isometries de Hn actua transitivament sobre les referències
ortonormals. És a dir, donats dos punts p, q ∈ Hn i bases ortonormals de TpHn i TqHn,
existeix una única isometria que envia p a q i la base de TpHn a la de TqHn.

En particular l’espai hiperbòlic és homogeni i isotrop. Denotarem per G el grup de
les isometries de Hn.
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Caṕıtol 1. Integrals de curvatura mitja

Una segona consideració a fer sobre Hn és que, per ser de curvatura negativa i
com a conseqüència del teorema de Hadamard, no hi ha punts conjugats. Per tant,
és difeomorf a l’espai euclidià. Concretament, si exp : TpHn −→ Hn és l’aplicació
exponencial centrada en un punt p de Hn, llavors exp és un difeomorfisme global. A
més, donat un subespai vectorial V de dimensió r de TpHn, l’aplicació exponencial envia
V a una subvarietat r-dimensional totalment geodèsica de Hn. Aquestes subvarietats les
anomenem r-plans geodèsics. Amb la mètrica indüıda per l’ambient, cada un d’aquests
r-plans Lr és isomètric a Hr. Donats dos r-plans, és clar que hi ha una isometria de Hn

que porta l’un a l’altre.

La propietat que marca radicalment la diferència entre les geometries hiperbòlica i
euclidiana o esfèrica és que dos hiperplans poden no tallar-se estant en posició genèrica.
A l’esfera Sn, dos equadors sempre es tallen i, encara que a Rn dos hiperplans poden ser
disjunts, sempre podem fer que es tallin movent-ne un tan sols una mica. En canvi, dos
hiperplans de Hn que tinguin una geodèsica perpendicular comuna no es tallen. Aquesta
geodèsica dóna la distància mı́nima entre ells i és única. Si movem lleugerament un dels
hiperplans, la distància varia cont́ınuament i per tant es mantenen disjunts. Es diu que
dos hiperplans amb una perpendicular comuna són ultraparal.lels. Existeix un cas ĺımit
en el qual dos hiperplans no es tallen però estan a distància 0, és a dir infinitament a
prop de tallar-se. En aquest cas no hi ha cap recta perpendicular a tots dos hiperplans
i direm que són paral.lels.

A través de l’aplicació exponencial podem passar les coordenades polars de TpM a
Hn. Obtenim les anomenades coordenades polars geodèsiques en les quals la mètrica de
Hn s’escriu

ds2 = dr2 + sinhn−1 rdu2 (1.1)

on r denota la distància a p i du2 és la mètrica de l’esfera unitat a TpHn. Per veure-ho
n’hi ha prou amb recordar que el camp de Jacobi nul a p i ortogonal a la geodèsica radial
té norma sinh r (cf.[dC92, p.113]). Aix́ı, per exemple, una circumferència C de radi R
a H2 té longitud 2π sinhR i delimita un disc d’àrea 2π(coshR − 1). Un senzill càlcul
mostra que la curvatura geodèsica de C és constant cothR. Fixem-nos que és sempre
més gran que 1. Queda clar que una recta no s’aproxima per circumferències. Aquesta és
una altra de les propietats caracteŕıstiques de la geometria hiperbòlica. Si fixem un punt
de C i n’allunyem el centre infinitament obtenim una corba amb curvatura geodèsica
constant 1; d’aquestes corbes se’n diu horocicles.

Encara hi ha una altra classe de corbes a H2 amb curvatura geodèsica constant.
Prenem L una recta orientada i per cada punt p ∈ H2 prenem la distància (amb signe)
r de p a L i el punt x ∈ L que realitza aquesta distància. Amb aquestes coordenades
l’element de volum del pla hiperbòlic és

ds2 = dr2 + cosh2 rdx.

Això també es comprova utilitzant camps de Jacobi. Les corbes r ≡ constant s’anomenen
equidistants. És un càlcul veure que tenen curvatura geodèsica constant tanh r i per tant
menor que 1.
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Aix́ı, la geometria hiperbòlica plana inclou quatre tipus especials de corbes: les
geodèsiques, les circumferències, els horocicles i les equidistants. En dimensions superi-
ors tenim quatre classes d’hipersuperf́ıcies de curvatura normal constant λ que anome-
nem λ-hiperplans: els hiperplans geodèsics per λ = 0, les esferes mètriques per λ > 1,
les horosferes per λ = 1 i les hipersuperf́ıcies equidistants per λ < 1. Altre cop les ho-
rosferes són ĺımit d’esferes i les equidistants estan a distància constant d’algun hiperpla
geodèsic. Només considerem valors positius de λ ja que la curvatura normal canvia de
signe al canviar el vector normal unitari.

En alguns moments ens interessarem pels conjunts convexos de Hn. Naturalment
direm que un conjunt Q ⊂ Hn és convex si per tot parell de punts de Q el segment
geodèsic que els uneix està contingut a Q. També es pot definir la convexitat dient
que per tot punt de la vora de Q hi passa algun hiperpla que deixa Q a un costat. Un
domini amb vora diferenciable és convex si la curvatura normal d’aquesta vora, respecte
el vector normal interior, no és negativa enlloc. Aix́ı, per exemple, els λ-hiperplans són
vora de regions convexes.

També ens interessarem per nocions més restrictives de convexitat.

Definició 1.1.2. Un conjunt Q ⊂ Hn es diu λ-convex si per tot punt de la vora hi passa
un λ-hiperpla que deixa Q al costat de la convexitat.

Si la vora d’un domini és diferenciable, la condició anterior equival a tenir totes
les curvatures normals respecte el normal interior més grans que λ. Un λ-hiperpla és
clarament vora d’un conjunt λ-convex.

Els conjunts λ-convexos s’han estudiat a [GR99, BGR01, BM02]. Concretament,
allà s’hi estudien successions d’aquests convexos que tendeixen a omplir tot l’espai. És
fàcil veure que per λ > 1, no hi ha λ-convexos arbitràriament grans. Per això només ens
interessen els casos λ ≤ 1. En el cas λ = 1 els 1-convexos es solen anomenar h-convexos.

De cara a fer càlculs, ens seran molt útils les fórmules clàssiques de la trigonometria
hiperbòlica. Siguin a, b i c els tres costats d’un triangle geodèsic de Hn i siguin, res-
pectivament, α, β i γ els angles interiors oposats. Es compleixen aleshores les següents
igualtats (cf. [Rat94])

cosh a = cosh b cosh c− sinh b sinh c cosα,

sinh a

sinα
=

sinh b

sinβ
=

sinh c

sin γ
, (1.2)

sinh a cosβ = cosh b sinh c− sinh b cosh c cosα.

1.1.2 El mètode de la referència mòbil

Per tal de fer els càlculs necessaris en geometria integral el mètode més útil és el de les
referències mòbils. La formulació més elegant d’aquest mètode utilitza el llenguatge dels
fibrats principals. Per això, i perquè ens evita l’ús de models, passem a estudiar el fibrat
de les referències de Hn. Aquest fibrat s’identificarà amb el grup de les isometries.
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Considerem F(Hn) el fibrat de les referències ortonormals de Hn. Aquestes re-
ferències les denotarem per g = (g0; g1, . . . , gn) ∈ F(Hn) on g0 és un punt de Hn i
g1, . . . , gn és una base ortonormal de Tg0Hn. Concretament

π : F(Hn)→ Hn

és un fibrat principal de grup estructural O(n). L’acció d’aquest grup per la dreta és

R : F(Hn)×O(n) −→ F(Hn) (1.3)

((g0; g1, . . . , gn), u) 7−→ (g0; g1u
1
1 + · · ·+ gnu

n
1 , . . . , g1u

1
n + · · ·+ gnu

n
n). (1.4)

Recordem que els elements g ∈ F(Hn) es poden pensar com isometries lineals

g : Rn → Tπ(g)Hn.

D’aquesta manera R(g, u) = g ◦ u. La forma canònica θ de F(Hn) pren valors a Rn i ve
donada per

θ(X) = g−1dπ(X) X ∈ TgF(Hn).

La component i-èssima de θ és una forma amb valors reals que denotarem ωi0. Donada
una secció (local) g : Hn → F(Hn), per tot vector v tangent a Hn

g∗ωi0(v) = ωi0(dgv) = 〈v, gi〉.

Considerem ara l’acció infinitessimal σ que a cada element X de o(n), l’àlgebra de
Lie de O(n), li fa correspondre un camp σ(X) de (F(Hn)) definit per

σ(X)g := dR(g,e)(0, X) ∀g ∈ F(Hn)

És a dir que σ és una aplicació de o(n) cap als camps verticals (tangents a les fibres) de
F(Hn). Els camps aix́ı obtinguts s’anomenen camps fonamentals. Recordem que o(n)
consisteix en les matrius antisimètriques. Considerem la matriu X j

i amb zeros a totes

les posicions llevat de (Xj
i )
j
i = 1 i (Xj

i )
i
j = −1 (aqúı i a la resta del text Aj

i denota el
coeficient de la fila i i la columna j a la matriu A). Definim el següent camp a F(Hn)

vji = σ(Xj
i ).

Com que {Xj
i |1 ≤ i < j ≤ n} és una base de o(n) els camps {vji |1 ≤ i < j ≤ n}

són linealment independents a cada punt. Notem que vji = −vij . Podem interpretar

geomètricament vji com el vector tangent a la corba de referències que tenen fixos tots

els vectors menys gi i gj . Concretament, vji és el vector tangent a la corba de F(Hn)
g(t) = (g1, . . . , gn) on

gr(t) ≡ gr r 6= i, j
gi(t) = cos tgi + sin tgj

gj(t) = − sin tgi + cos tgj .
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Una connexió en el fibrat principal π és una forma ω amb valors a o(n) tal que
ω(σ(X)) = X i ω(dRuX) = Ad(u−1)ω(X). Aquesta forma determina una connexió (de
Koszul) ∇ a Hn. Si g : U → F(Hn) és una secció local de π, llavors

ωji (dgv) = 〈∇vgj , gi〉

on 〈 , 〉 és la mètrica de Hn. Notem que els coeficients ωji , per 1 ≤ i, j ≤ n, són formes

a F(Hn) amb valors reals i tals que ωji = −ωij . Prenem la forma ω que determina la
connexió ∇ de Levi-Civita a Hn.

La forma de connexió ω determina una distribució H complementària a la part
vertical V = Tgπ

−1(π(g)) que s’anomena la part horitzontal; un vector X és horitzontal,
i pertany a H, si i només si ω(X) = 0. Els vectors horitzontals són tangents al transport
paral.lel d’una referència al llarg d’una corba de Hn. Per altra banda, a cada vector
de x ∈ Rn se li associa un camp B(x) de F(Hn) anomenat bàsic que és l’únic camp
horitzontal tal que dπB(x)g = g(x) ∈ Tπ(g)Hn. Definim, per i = 1, . . . , n, el següent
sistema de camps bàsics linealment independents

vi0 = B(ei).

Per conveniència definim v0i = vi0. Geomètricament vi0 s’interpreta com el tangent a
la corba de referències obtinguda pel transport paral.lel de la base {gj} al llarg de la
geodèsica que surt del punt g0 amb vector tangent gi.

Si restringim els ı́ndexos a 0 ≤ i < j ≤ n llavors {vji } és una base de TgF(Hn) a

cada g. A més, ωji és la base dual de vji .
Les equacions d’estructura del fibrat principal π són

dθ = −ω ∧ θ

dω = −[ω, ω] + Ω

Que s’han d’entendre aix́ı: per tot X,Y ∈ TgF(Hn)

dθ(X,Y ) = −ω(X) · θ(Y ) + ω(Y ) · θ(X)

dω(X,Y ) = −ω(X) · ω(Y ) + ω(Y ) · ω(X) + Ω(X,Y )

on · representa el producte ordinari de matrius i els elements de Rn són vectors columna.
En el nostre cas, com que la curvatura seccional és constant igual a −1, tenim ([KN96a,
p. 204]) Ω = −θ ∧ θ; és a dir

Ω(X,Y ) = θ(Y ) · θ(X)t − θ(X) · θ(Y )t

El fet que Hn sigui de curvatura constant permet dotar F(Hn) d’estructura de grup
de Lie. Això es fa mitjançant la proposició 1.1.1. Fixem un punt e0 ∈ Hn i una base
ortonormal (e1, . . . , en) de Te0Hn; és a dir fixem un element e = (e0; e1, . . . , en) ∈ F(Hn).
A cada referència g ∈ F(Hn) li podem associar la única isometria que porta e a g. Aix́ı,
el fibrat F(Hn) s’identifica amb G, el grup de les isometries de Hn.
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Podem pensar en l’operació producte de G com en una acció per l’esquerra de G
sobre el fibrat de les referències. Entenent els elements de F(Hn) com isometries h :
Rn −→ Tπ(h)Hn

G×F(Hn) −→ F(Hn)

(g, h) 7−→ dg ◦ h

amb dg ◦h : Rn → Tg(h0)Hn. Tant ω com θ són invariants per aquesta acció a l’esquerra
ja que la mètrica de Hn és invariant per l’acció de G. Per tant, els camps fonamentals i
els bàsics són invariants per l’esquerra. En altres paraules, si g denota l’àlgebra de Lie
de G,

σ : o(n)→ g i B : Rn → g

són morfismes injectius (o inclusions) d’àlgebres de Lie. Aquestes dues inclusions ens
permeten pensar que ω i θ son formes de G amb valors a g (l’una pren valors a la part
vertical i l’altra a la horitzontal). Definim una nova forma

ω = B ◦ θ + σ ◦ ω

que pren valors a g. Aquesta forma és invariant per l’esquerra i en el neutre és la
identitat. Per tant, ω és la forma de Maurer-Cartan de G. L’equació d’estructura dels
grups de Lie diu

dω + [ω, ω] = 0

que, juntament amb les equacions d’estructura de θ i ω, ens permet calcular el producte
de Lie de g. Si X,Y ∈ g

[X,Y ] = [ω(X), ω(Y )]e = −dω(X,Y ) = −σ(dω(X,Y ))−B(dθ(X,Y )) =

= σ([ω(X), ω(Y )]) + σ(θ(X) · θ(Y )t − θ(Y ) · θ(X)t)+

+B(ω(X) · θ(Y )− ω(Y ) · θ(X)).

És a dir, pels camps fonamentals i bàsics, si X,Y ∈ o(n) i x, y ∈ Rn

[σ(X), σ(Y )] = σ[X,Y ], [σ(X), B(y)] = B(X · y)

[B(x), B(y)] = σ(xyt − yxt). (1.5)

En particular, coneixem el claudàtor per als camps vji amb 0 ≤ i 6= j ≤ n.

Lema 1.1.2. El producte de g ve donat per

[vji , v
s
j ] = vsi si i 6= j 6= s

[vji , v
s
r ] = 0 si i < j < r < s.

Demostració. És una comprovació coneixent el claudàtor de o(n) i utilitzant (1.5) a més
de vji = −ε(i)ε(j)vij .
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Amb això podem conèixer la forma de Killing Kg de g. Recordem que aquesta
es defineix com Kg(X,Y ) = tr(adX ◦ adY ) i és bi-invariant. Una primera observació
és que, com a fet general d’espais simètrics, els subespais horitzontal i vertical de g

són ortogonals per Kg (cf. [Hel01]). La restricció al subespai vertical és, llevat d’una
constant, la forma de Killing de o(n) donada per Ko(n)(X,Y ) = (n− 2)trXY si X,Y ∈
o(n) (cf. [KN96b, p.266]).

Kg(σ(X), σ(Y )) = tr(adσ(X)adσ(Y )|V) + tr(adσ(X)adσ(Y )|H)
= Ko(n)(X,Y ) + tr(B(x) 7→ B(XY x)) =

= (n− 2)tr(XY ) + tr(XY ) = (n− 1)tr(XY )

=
n− 1

n− 2
Ko(n)(X,Y ).

Queda per determinar la restricció a la part horitzontal. Una propietat general de la
forma de Killing és K(X, [Y,Z]) = K(Y, [Z,X]) (cf.[Hel01]). Per tant, si Y ∈ o(n) i
x, z ∈ Rn

Kg(B(x), B(Y z)) = Kg(B(x), [σ(Y ), B(z)]) = Kg(σ(Y ), [B(z), B(x)]) =

= Kg(σ(Y ), σ(zxt − xzt)) = (n− 1)tr(Y (zxt − xzt)) = 2(n− 1)(Y z)tx.

Com que tot vector de Rn és de la forma Y z, hem vist que la restricció de Kg a la part
horitzontal és, llevat d’una constant, la mètrica de Hn. Com que els subespais vertical
i horitzontal són ortogonals, queda determinada la forma de Killing de g

Kg(X,Y ) =
n− 1

n− 2
Ko(n)(ω(X), ω(Y )) + 2(n− 1)〈dπ(X), dπ(Y )〉 X,Y ∈ g

on 〈 , 〉 és la mètrica de Hn. És a dir,

Kg = 2(n− 1)
n∑

i=1

ωi0 ⊗ ωi0 − 2(n− 1)
∑

1≤i<j≤n

ωji ⊗ ωji .

En particular Kg és una mètrica semi-riemanniana en G, bi-invariant, no-degenerada i
de signatura n. Més endavant veurem que G no admet cap mètrica bi-invariant definida
positiva (ni negativa).

Amb tot, és convenient prendre la següent mètrica a G

〈X,Y 〉 := − 1

2(n− 1)
Kg(X,Y ) X,Y ∈ g. (1.6)

D’aquesta manera, la base {vji }i<j de g és ortonormal respecte la mètrica 〈 , 〉. En
efecte, si ε(i) = 1 per i 6= 0 i ε(0) = −1,

〈vji , vsr〉 = ε(i)δirδjs i < j i r < s.
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1.1.3 Models

Model de l’hiperboloide.

El model de l’hiperboloide, si bé no ens serà estrictament necessari en cap moment, pot
resultar útil a l’hora de tenir una visió més concreta i tangible de l’espai hiperbòlic.

Situem-nos a l’espai de Minkowski de dimensió n+ 1. És a dir, considerem a Rn+1

la següent mètrica de Lorentz

L(x, y) = −x0y0 + x1y1 + · · ·+ xnyn.

Un vector v ∈ Rn+1 es diu de tipus temps o temporal si L(v, v) < 0. Quan L(v, v) > 0 es
diu que és tipus espai o espacial. Un vector v tal que L(v, v) = 0 s’anomena de tipus llum
o nul. El conjunt de vectors nuls és el con de llum. Similarment, un subespai vectorial
de Rn+1 serà de tipus temps si conté vectors d’aquest tipus, és de tipus espai si només
conté vectors espacials i és de tipus llum si conté vectors nuls i espacials. En aquest
darrer cas el subespai és tangent al con de llum. Mantindrem aquesta nomenclatura
sempre que treballem amb alguna mètrica de Lorentz.

El model de l’hiperboloide de l’espai hiperbòlic Hn està format pels vectors de norma
−1 que tenen la primera component positiva

Hn = {v ∈ Rn+1 | L(v, v) = −1 i v0 > 0}.

Els vectors tangents a Hn en un punt p són ortogonals respecte a L al vector p ∈ Rn+1;
i.e. TpHn = (p)⊥. Això implica que la restricció de L a l’espai tangent de Hn en
tot punt és definida positiva. Aix́ı dotem Hn d’estructura de varietat de Riemann. Es
comprova que aquesta varietat té curvatura constant −1 i per tant és un model de l’espai
hiperbòlic.

La connexió ∇ de Hn ve donada per la connexió ∇ usual de Rn+1 a través de

(∇XY )p = (∇XY )p − L(p, (∇XY )p) · p X, Y ∈ X(Hn) p ∈ Hn. (1.7)

És a dir, ∇ és la projecció ortogonal respecte a L de ∇ a Hn. En conseqüència, les
geodèsiques de l’espai hiperbòlic són la intersecció d’un pla lineal de Rn+1 amb Hn. En
general, la intersecció d’un subespai vectorial de Rn+1 amb Hn és una varietat totalment
geodèsica.

El model de l’hiperboloide ens proporciona una representació de G, grup d’isometries
de Hn, com a subgrup del grup lineal. En efecte, el grup d’isometries de Hn és

G = {g ∈ Gl(n+ 1) | gtJg = J, g00 > 0}

on J =




−1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1


 .

Amb aquesta representació, la identificació de G amb F(Hn) és molt senzilla. En
efecte, fixem a Hn la referència donada per la base canònica de Rn+1. Per cada matriu
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de G, les columnes representen la imatge d’aquesta referència. Per tant, cada matriu de
G s’identifica amb la referència de F(Hn) formada per les seves columnes.

Si una corba g(t) ⊂ G passa per e a t = 0, llavors

ġt(0)J + Jġ(0) = 0.

Dedüım que l’àlgebra de Lie de G està formada per les matrius antisimètriques multi-
plicades per J

g = {V ∈Mn+1(R) | V J + JV t = 0}.

Amb aquesta representació, és fàcil comprovar que per tot parell de vectors u, v ∈ g, la
mètrica de (1.6) és

〈u, v〉 = 1

2
(−L(u0, v0) + L(u1, v1) + · · ·+ L(un, vn))

on ui i vi denoten la columna i-èssima de u i v.

El model projectiu.

El model projectiu és la projectivització del de l’hiperboloide. En aquest model, les
geodèsiques apareixen com rectes i això el fa molt útil a l’hora de tractar qüestions
sintètiques; no aix́ı a l’hora de fer càlculs.

Projectivitzem Rn+1. La mètrica de Lorentz L dóna lloc a una quàdrica no dege-
nerada C. Per tant, els punts de Hn són punts x tals que C(x, x) < 0. De la cònica
{C(x, x) = 0} se’n diu esfera de l’infinit i els seus punts s’anomenen ideals. Les vari-
etats totalment geodèsiques de Hn són ara la intersecció de varietats projectives. Les
isometries venen donades per projectivitats que preserven la cònica. Notem que aquestes
projectivitats preserven automàticament l’interior ja que, per exemple, l’exterior d’una
cònica és topològicament no orientable. Evidentment, aquest model també és una varie-
tat de Riemann però no ens farà cap falta conèixer-ne l’expressió expĺıcita de la mètrica
(que tanmateix es pot trobar a [LS00]).

Com que projectivament totes les quàdriques no-degenerades són equivalents, el mo-
del projectiu de l’espai hiperbòlic és l’interior de qualsevol cònica no-degenerada a RPn.
Normalment prendrem una carta af́ı en la qual la cònica aparegui com una esfera cen-
trada a l’origen.

1.2 Integrals de curvatura mitja

Aqúı definim el principal objecte d’estudi d’aquest treball. Ens interessen les integrals
de curvatura mitja d’hipersuperf́ıcies de Hn. Tot i aix́ı, també treballarem amb hi-
persuperf́ıcies d’altres espais. Per això donem les definicions en varietats de Riemann
qualssevol.

Sigui N una varietat riemanniana de dimensió n. Llevat que diguem el contrari
suposarem sempre que tots els objectes són infinitament diferenciables. Suposem S ⊂ N
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una hipersuperf́ıcie. En tot punt p ∈ S, donat un vector unitari n⊥TpS la segona forma
fonamental II de S és

II(X,Y ) = 〈∇XY, n〉 X,Y ∈ TpS.

on∇ denota la connexió deN . Es tracta d’una forma bilineal simètrica de TpS. Per tant,
diagonalitza en una base ortonormal de vectors propis. Els valors propis corresponents
k1, . . . , kn s’anomenen curvatures principals de S en p. Definim la i-èssima funció de
curvatura mitja de S com

σi =
fi(k1, . . . , kn−1)(

n− 1
i

)

on fr és l’i-èssim polinomi simètric elemental. També queden definides per

det(II + tId) =
r∑

j=0

(
n− 1
j

)
σjt

j .

Una propietat molt utilitzada en geometria integral és la següent.

Proposició 1.2.1. [LS82, p. 559],[Teu86] Per cada subespai lineal l de dimensió i de
TxS, denotem II|l la restricció de II a l. Llavors,

∫

G(i,TxN)
det(II|L)dL = vol(G(i, n− 1))σi

Sovint ens referirem al determinant de la restricció II|L com a curvatura normal en
la direcció L. Aix́ı, la curvatura mitja és el promig de les curvatures normals. Aquesta
nomenclatura queda justificada pel següent teorema que és una generalització del clàssic
teorema de Meusnier.

Teorema 1.2.2. [LS82, p. 561] Si L és un pla af́ı de dimensió (r + 1) que talla una
hipersuperf́ıcie S ⊂ Rn en x, llavors la curvatura normal de S en x en la direcció
l = TxS ∩ L és

K(l) = det(II|l) = cosr θ ·K(L ∩ S)
on θ és l’angle format en x pels normals unitaris escollits a S i a l ⊂ L, i K(L ∩ S) és
la curvatura de Gauss a x de L ∩ S com a hipersuperf́ıcie de L ∼= Rr.

Per tant la curvatura normal és la curvatura de la intersecció amb un pla af́ı orto-
gonal.

El teorema anterior val per hipersuperf́ıcies S de qualsevol varietat de Riemann N
si es substitueix L per expx L per algun subespai L ⊂ TxN . En efecte, podem copiar
localment S a una hipersuperf́ıcie de TxN a través de expx. És un càlcul veure que expx
no canvia la segona forma fonamental de S en x. Com que TxN és euclidià estarem en
les condicions del teorema anterior.

Aquest teorema ens permet provar que el model projectiu és fidel quant al signe de
les curvatures normals.
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x

θ

l

L

S

Figura 1.1: Teorema de Meusnier

Proposició 1.2.3. Sigui S ⊂ Hn una hipersuperf́ıcie orientada en el model projectiu.
Siguin n i n′ els vectors normals unitaris a TpS en un punt p de S segons les mètriques
euclidiana i hiperbòlica respectivament i determinats per la orientació. Llavors, per
tota direcció en TpS, la curvatura normal de S té el mateix signe respecte a totes dues
mètriques i respecte d’aquests normals.

Demostració. Comencem amb la mètrica euclidiana. Tallem amb un pla L que contingui
p i n. La corba d’intersecció L∩S té per curvatura la curvatura normal de S. Respecte
la mètrica hiperbòlica, L continua essent totalment geodèsic. El teorema de Meusnier
ens diu que la curvatura normal (hiperbòlica) de S és múltiple positiu de la curvatura
de L ∩ S ja que 〈n, n′〉 > 0.

Passem a definir les integrals de curvatura mitja que són l’objecte d’estudi d’aquest
treball.

Definició 1.2.1. Siguin N una varietat de Riemann i S ⊂ N una hipersuperf́ıcie com-
pacta, potser amb vora, orientada per un camp normal unitari. La i-èssima integral de
curvatura mitja de S és

Mi(S) =

∫

S
σi(p)dp

on dp és l’element de volum de S. Notem que M0(S) és el volum de S i Mn−1(S) és la
integral de la curvatura de Gauss (o curvatura total, o també curvatura integra) de S.
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A tall d’exemple, les integrals de curvatura mitja a Sn, Rn i Hn d’una esfera S(R)
de radi R són

Mi(S(R)) = On−1 cos
iR sinn−i−1R a Sn (1.8)

Mi(S(R)) = On−1R
n−i−1 a Rn (1.9)

Mi(S(R)) = On−1 cosh
iR sinhn−i−1R a Hn (1.10)

En espais de curvatura constant, les integrals de curvatura mitja apareixen, per
exemple, a la fórmula de Steiner dels paral·lels. Sigui S una hipersuperf́ıcie d’un espai
curvatura constant k, compacta, de classe C2 i orientada per un normal unitari n.
Considerem l’aplicació que envia x ∈ S al punt γ(ε) on γ(t) és la geodèsica que surt
de x amb tangent n. Per ε suficientment petit, la imatge de S per aquesta aplicació és
una hipersuperf́ıcie Sε de Hn anomenada paral.lela a distància ε. La fórmula de Steiner
(cf.[Gra90]) expressa, per a ε suficientment petit, el volum de Sε com un polinomi
homogeni en cos(

√
kε) i sin(

√
kε)/

√
kε que té per coeficients les integrals de curvatura

mitja de S

vol(Sε) =
n−1∑

i=0

(
n− 1
i

)
Mi(S) cos

n−i−1(
√
kε)

sini(
√
kε)

(
√
kε)i

. (1.11)

Per k < 0 s’ha d’entendre cos(
√
kε) = cosh(

√
−kε) i sin(

√
kε)/

√
kε = sinh(

√
−kε). Per

k = 0 cal prendre sin(
√
kε)/

√
kε = ε.

Una generalització d’aquesta fórmula és la que expressaMi(Sε) en funció delsMj(S).
Aquesta fórmula va ser descoberta per Santaló a [San50]. La prova que s’hi donava pel
cas hiperbòlic no era del tot correcta ja que utilitzava el concepte de circumferència
osculadora. En geometria hiperbòlica només existeix la circumferència osculadora d’una
corba allà on aquesta té curvatura més gran que 1. Tot i aix́ı, de seguida en donem una
altra prova que és del tot elemental.

Proposició 1.2.4. Si Sε és la hipersuperf́ıcie paral.lela a S ⊂ Hn llavors

(
n− 1
i

)
Mi(Sε) =

n−1∑

k=0

(
n− 1
k

)
Mk(S)φik(ε) (1.12)

on

φik(ε) =

min(i,k)∑

h=max(0,i+k−n+1)

(
n− k − 1
i− h

)(
k
h

)
sinhi+k−2h ε coshn−1−i−k+2h ε.

Demostració. Per t > 0 petits tenim

vol(Sε+t) =
n−1∑

i=0

(
n− 1
i

)
Mi(S) cosh

n−i−1(ε+ t)sinhi(ε+ t) =

=
n−1∑

i=0

(
n− 1
i

)
Mi(Sε) cosh

n−i−1(t)sinhi(t).
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Acabem substituint

cosh(ε+ t) = cosh ε cosh t+ sinh ε sinh t sinh(ε+ t) = cosh ε sinh t+ sinh ε cosh t

i igualant els coeficients dels dos polinomis homogenis en cosh ε i sinh ε resultants.

Observació. Si tenim una varietat diferenciable S abstracta i una immersió i : S → N ,
definim a S la imatge rećıproca de la mètrica de N . Fet això, no hi ha cap problema
a identificar localment els entorns p ∈ U ⊂ S amb la seva imatge i(U) ⊂ N . Per
tant, tot el que hem fet per hipersuperf́ıcies podem considerar-ho fet per immersions de
codimensió 1.

Les integrals de curvatura mitja estan relacionades directament amb les anomenades
Quermassintegrale dels conjunts convexos a l’espai euclidià. Per un domini convex Q ⊂
Rn, les Quermassintegrale es defineixen, llevat d’un factor constant, com el promig
dels volums de les projeccions ortogonals πL del convex sobre els subespais lineals L ∈
G(n− r, n),

Wr(Q) =
(n− r) ·On−1

n ·On−r−1vol(G(n− r, n))

∫

G(n−r,n)
vol(πL(Q))dL. (1.13)

on dL és una mesura a G(n−r, n) invariant per rotacions i Oi denota el volum de l’esfera
Si. També es sol convenir que W0(Q) = vol(Q) i Wn(Q) = On−1χ(Q)/n. Quan la vora
de Q és diferenciable, existeix una relació directa que entre les Quermassintegrale i les
integrals de curvatura mitja. Aquesta relació és l’anomenada fórmula de Cauchy

Mr(∂Q) = nWr+1(Q). (1.14)

Però aquest punt de vista no té sentit a l’espai hiperbòlic (ni tampoc a Sn). Caldria
començar triant un origen p ∈ Hn i projectar sobre les varietats totalment geodèsiques
que passen per p. Però el resultat depèn del p triat i, per tant, ni tan sols és invariant
per isometries. Al caṕıtol següent donarem una definició invariant de les Quermassin-
tegrale d’un convex a Hn que té relació amb les integrals de curvatura mitja. A més,
aquesta definició tindrà sentit per a dominis no necessàriament convexos (però amb vora
diferenciable). Però abans ens caldrà estudiar els espais formats per plans geodèsics de
Hn.

29
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Espais de plans

2.1 Espais de plans

En aquesta secció estudiarem els espais de plans totalment geodèsics de Hn. Es tracta
d’espais homogenis del grup d’isometries. Aquests espais no admeten cap estructura
riemanniana que sigui invariant per l’acció de G. Tot i aix́ı, śı que es poden dotar d’una
mètrica semi-riemanniana invariant. El fet que aquestes mètriques siguin indefinides
marca radicalment la diferència amb les geometries euclidiana i esfèrica. Avancem, per
exemple, que un feix d’hiperplans ultraparal.lels serà una corba amb vector tangent de
tipus temps. D’altra banda, el fet de tenir mètriques no definides dificulta l’obtenció de
certs resultats sobre la curvatura total i la curvatura total absoluta que es tracten al
caṕıtol 3.

Ja hem dit que per r-pla ens referim a una subvarietat completa i totalment geodèsica
de dimensió r.

Definició 2.1.1. Anomenem espai dels r-plans de Hn al conjunt de subvarietats de
dimensió r completes i totalment geodèsiques de Hn. Denotem aquest espai per Lr.

Fixem un r-pla geodèsic de l’espai hiperbòlic; per exemple L0r = expe0〈e1, . . . , er〉.
Si Hr ⊂ G és el subgrup dels moviments que deixen L0r invariant, identifiquem Lr amb
l’espai homogeni G/Hr a través de la següent aplicació bijectiva

G/Hr −→ Lr
g ·Hr 7−→ gL0r = expg0〈g1, . . . , gr〉.

Tenim doncs, una projecció πr : G −→ Lr. L’espai tangent a la fibra d’un r-pla Lr és

hr = 〈vji | 0 ≤ i < j ≤ r o r < i < j ≤ n〉.

Per altra banda, l’espai tangent a Lr en Lr s’identifica a través de dπr amb

mr = (hr)
⊥ = 〈vji | 0 ≤ i ≤ r < j ≤ n〉.

En particular observem que Lr té dimensió (r + 1)(n− r).
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Les rectes del pla hiperbòlic formen una banda de Möbius. En efecte, es poden
parametritzar de la següent manera: prenem una geodèsica γ unitària que surti de
l’origen e0 formant un angle θ amb la direcció e1; per cada ρ ∈ R prenem la recta
ortogonal a γ en γ(ρ). D’aquesta manera tota recta de H2 queda determinada per les
coordenades (ρ, θ) amb 0 ≤ θ ≤ π i ρ ∈ R. Però és clar que la recta (ρ, 0) s’identifica
amb la (−ρ, π).

e0

Lr

p

Ln−r

Figura 2.1: L’espai de plans s’identifica amb el fibrat tautològic

Això mateix es pot fer per identificar topològicament Lr. Notem que donat un r-pla
Lr, existeix un únic (n − r)-pla ortogonal a Lr passant per l’origen e0 ∈ Hn. Aquest
(n − r)-pla talla Lr en el punt a distància mı́nima de e0. Aix́ı doncs, cada element de
Lr ve donat per un parell (Ln−r, p) on Ln−r és un (n − r)-pla per l’origen i p un punt
de Ln−r (figura 2.1). En altres paraules, Lr s’identifica amb el fibrat tautològic de la
grassmanniana G(n − r, n) de subespais de dimensió n − r de Te0Hn. A més, aquesta
identificació és un difeomorfisme.

Observació. Tot el que hem dit fins aqúı dels plans de Hn val igualment pels plans afins
de Rn. Pel que fa a Sn, els seus espais de plans són les varietats grassmannianes usuals.
Concretament, una varietat totalment geodèsica de dimensió r a Sn (r-pla geodèsic) és
la intersecció de l’esfera amb un subespai vectorial de Rn+1 de dimensió r+1. Quan no
hi hagi confusió possible denotarem indistintament per G(r + 1, n+ 1) o Lr l’espai dels
r-plans de Sn. Aquests són espais homogenis de O(n+ 1).
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2.1.1 Mètriques i mesures invariants

Mètriques invariants

Sempre que un grup actua sobre una varietat, s’intenta dotar-la d’objectes invariants
per aquesta acció. Per exemple és natural buscar mètriques invariants que alhora donen
lloc a mesures. En el nostre cas, voldŕıem dotar Lr d’una mètrica riemanniana que fos
invariant per l’acció de G. És fàcil veure que això no és possible.

Proposició 2.1.1. L’espai de plans Lr no admet una mètrica riemanniana invariant
per l’acció de G.

Demostració. Considerem dos r-plans paral·lels. Prenem un 2-pla tal que tots dos r-
plans el tallin ortogonalment. Obtenim un parell de rectes paral.leles dins H2. Si prenem
el model projectiu de H2, podem trobar una isometria que porti aquest parell de rectes
a quasevol altre parell de rectes paral.leles (figura 2.2). En efecte, les projectivitats
que preserven una cònica actuen transitivament sobre les ternes de punts d’aquesta.
Aquestes isometries estenen trivialment a isometries de Hn. Per tant, en un feix d’r-
plans paral.lels, podem portar qualsevol parell d’r-plans a qualsevol altre. Aquest feix
és una corba a Lr i una mètrica riemanniana defineix una longitud d’arc en aquesta
corba. Però si la mètrica és invariant per isometries, dos arcs qualssevol d’aquesta corba
tindran la mateixa longitud; una contradicció.

Figura 2.2: Dos parells ‘equivalents’ de rectes paral.leles
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Tot i això, si a la mètrica de Lr no hagués de ser definida positiva, enlloc d’una
contradicció conclouŕıem simplement que el vector tangent a la corba és de tipus llum.
A continuació trobem mètriques semi-riemannianes a Lr, espai de plans de Hn, invariants
per l’acció de G. Això és immediat utilitzant la mètrica bi-invariant de G.

Proposició 2.1.2. A Lr hi ha una mètrica 〈 , 〉r que fa de la projecció canònica
πr : G −→ Lr una submersió semi-riemanniana. Aquesta mètrica és invariant i la seva
imatge rećıproca per π és

π∗r 〈 , 〉r =
∑

1≤i≤r<j≤n

ωji ⊗ ωji −
n∑

j=r+1

ωj0 ⊗ ωj0 (2.1)

Demostració. La mètrica (2.1) és la restricció de la mètrica 〈 , 〉 de G al subespai mr

(cf. (1.6)). Projectem-la a Lr a través de π. Obtenim una mètrica a Lr ben definida ja
que (2.1) és invariant a la dreta i per tant, constant a cada fibra. Per la invariància a
l’esquerra de la mètrica de G, aquesta mètrica de Lr és invariant per l’acció de G.

Observació. En canvi, l’espai de r-plans de Sn, la grassmaniana G(r + 1, n + 1), śı
que admet una mètrica riemanniana invariant per l’acció de O(n). Aquesta mètrica es
descriu geomètricament dient que les geodèsiques són feixos de r-plans continguts en un
(r + 1)-pla que basculen al voltant d’un (r − 1)-pla amb velocitat 1.

Pel que fa a l’espai dels r-plans de Rn, veurem més avall que ni tan sols admet cap
mètrica semi-riemanniana invariant (no degenerada). Essencialment, això es deu al fet
que el grup d’isometries de l’espai eculidià té la forma de Killing degenerada.

A continuació provem que, llevat de factors escalars, 〈 , 〉r és la única mètrica semi-
riemanniana de Lr invariant per l’acció de G. A més, en tindrem una comprensió més
geomètrica.

Recordem que tenim fixada una referència e1, . . . , en ortonormal en un punt e0 i que
hem triat l’r-pla L0r = expe0(〈e1, . . . , er〉). Hem identificat el tangent en L0r de l’espai
dels r-plans amb el subespai mr de g. Però podem descomposar TL0rLr ≡ mr en la
part vertical V i la part horitzontal (tangent a la base) H del fibrat tautològic sobre
G(n− r, n)

mr = V ⊕H = 〈vj0〉 ⊕ 〈v
j
i 〉 1 ≤ i ≤ r < j ≤ n

La part vertical correspon a moure Lr mantenint-lo ortogonal al mateix (n − r)-pla,
Ln−r = expe0(er+1, . . . , en). Pel que fa a la part horitzontal, correspon a fer bascular

Lr al voltant de e0. En altres paraules, la part vertical V = 〈vj0〉 és el tangent a

Ln−r ≡ Hn−r. La part horitzontal H = 〈vji 〉 és el tangent a la grassmaniana d’r-plans
per e0 que denotem Lr[0](≡ G(r, Te0Hn)). A través d’aquesta identificació, les mètriques
de Ln−r i Lr[0] indueixen mètriques als subespais V i H que denotarem 〈 , 〉Ln−r i
〈 , 〉Lr[0] respectivament.

Donada una mètrica invariant de Lr és clar que la seva restricció a TL0rLr serà
invariant per l’acció del grup d’isotropia de L0r. A més, per conèixer la mètrica invariant
a tot Lr n’hi ha prou amb conèixer aquesta restricció.
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Proposició 2.1.3. Llevat de multiplicació per escalars, l’espai tangent TLrLr admet
una única mètrica semi-riemanniana invariant per l’acció del grup d’isotropia de Lr

que és
〈 , 〉r = 〈 , 〉Lr[0] − 〈 , 〉Ln−r . (2.2)

Demostració. Suposem que tenim una mètrica invariant per l’acció del grup d’isotropia.
Com que G(n−r, n) admet una única mètrica (llevat d’escalars) invariant per rotacions,
la restricció a H ha de ser múltiple de 〈 , 〉Lr[0] . Com que Lr només admet una mètrica
invariant pel seu grup d’isotropia, la restricció a V ha de ser 〈 , 〉Lr o un múltiple.

θ

ρ

θ′

tθ

Figura 2.3: Corbes x i h ◦ x

A continuació provem que vj0 i vji han de ser ortogonals i de signatura contrària per
1 ≤ i ≤ r < j. Sigui γ la geodèsica unitària de Lr que surt de e0 amb tangent ei. Prenem
un punt p = γ(t) i el transport paral.lel g1, . . . , gn de la referència canònica al llarg de
γ fins a p. Sigui h el moviment donat per aquesta referència. El vector vji correspon
al tangent a la corba x(θ) ⊂ Lr obtinguda al bascular Lr amb velocitat angular 1 al
voltant de p i de 〈ei, ej〉⊥, complement ortogonal de l’espai generat per ei i ej . La corba
h(x(θ)) mou Lr al voltant de p mantenint-lo ortogonal a 〈gi, gj〉. Si ρ és la distància de
h(x(θ)) a e0 i θ′ és l’angle de h(x(θ)) amb γ (figura 2.3), utilitzant les fórmules de la
trigonometria hiperbòlica (1.2) trobem

sinh ρ = sinh t sin θ i cosh ρ sin θ′ = cosh t sin θ

on t és, recordem-ho, la distància de e0 a p. Per tant, dhvji = cosh t vji + sinh t vj0. Per
tal que la mètrica sigui invariant, cal que per tot t

〈vji , v
j
i 〉 = 〈dhv

j
i , dhv

j
i 〉 = cosh2 t〈vji , v

j
i 〉+ 2 cosh t sinh t〈vj0, v

j
i 〉+ sinh2 t〈vj0, v

j
0〉.

És a dir
〈vji , v

j
i 〉 = −〈v

j
0, v

j
0〉 i 〈vj0, v

j
i 〉 = 0.

Observació. Els mateixos raonaments a Rn ens portarien a l’equació

〈vji , v
j
i 〉 = 〈v

j
i , v

j
i 〉+ 2t〈vj0, v

j
i 〉+ t2〈vj0, v

j
0〉 ∀t

per tant vj0 és un vector de mòdul nul i la única forma bilineal invariant a l’espai dels
r-plans de Rn és degenerada.
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Caṕıtol 2. Espais de plans

Una bona introducció a la geometria de les varietats semi-riemannianes, que a més
citarem sovint, és el llibre [O’N83]. Per exemple, hi trobem fórmules que ens permeten
calcular les curvatures seccionals de Lr amb la mètrica semi-riemanniana anterior.

Proposició 2.1.4. Siguin G un grup de Lie amb una mètrica bi-invariant i G/H
un espai homogeni amb una mètrica tal que π : G −→ G/H és una projecció semi-
riemanniana. Llavors, per tot parell X,Y ∈ g, la curvatura seccional del pla definit per
les seves projeccions és

K(dπX, dπY ) =
1
4〈[X,Y ]m, [X,Y ]m〉+ 〈[X,Y ]h, [X,Y ]h〉

〈X,X〉〈Y, Y 〉 − 〈X,Y 〉2

on Zm i Zh denoten la part normal i tangent a H de Z ∈ g.

Demostració. Conseqüència directa de les proposicions 11.9 i 11.26 de [O’N83].

Aplicant aquesta fórmula i el lema 1.1.2 obtenim les curvatures seccionals de Lr,

K(dπvji , dπv
j′

i ) = 〈v
j′

j , v
j′

j 〉 = 1 si 0 ≤ i ≤ r < j < j ′

K(dπvji , dπv
j
i′) = 〈vi

′

i , v
i′

i 〉 = 1 si 0 ≤ i < i′ ≤ r < j

K(dπvji , dπv
j′

i′ ) = 0 si 0 ≤ i, i′ ≤ r < j, j′ i 6= i′ j 6= j′.

Ens interessa sobretot el cas de codimensió 1.

Corol.lari 2.1.5. L’espai d’hiperplans de Hn té curvatura seccional constant 1.

Mesures invariants

Localment, una mètrica semi-riemanniana dóna lloc a un element de volum; és a dir, a
una forma d’ordre màxim que val ±1 sobre les bases ortonormals (cf. [O’N83, p. 195]).
En el cas que la varietat sigui orientable podem fer que aquesta forma de volum sigui
global. Si és no-orientable, només el valor absolut d’aquest element de volum està definit
globalment. Recordem que el valor absolut d’una forma de volum s’anomena densitat i
dóna lloc a una mesura. A partir d’aqúı, i si no es diu el contrari, quan parlem de mesures
ens referirem a densitats. A més, les igualtats entre formes diferencials que apareguin
s’han d’entendre llevat de signe. Això és degut al fet que només ens interessarem per
les densitats definides per aquestes formes.

L’element de volum del grup d’isometries G, que s’anomena mesura cinemàtica de
l’espai hiperbòlic, ens permet mesurar moviments de Hn. Això equival a mesurar con-
junts de posicions d’objectes geomètrics. La mesura cinemàtica és bi-invariant i ve
donada per

dK =
∧

0≤i<j≤n

ωji .

Pel que fa a les varietats Lr, la mesura invariant dLr (cf. [San76]) ve donada per

π∗rdLr =
∧

ωh0
∧

ωji 1 ≤ i ≤ r < j, h ≤ n. (2.3)
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A partir d’aqúı, com és habitual, farem l’abús de notació dLr = π∗rdLr. Igualment
identificarem 〈 , 〉r = π∗r 〈 , 〉r.

Interpretant Lr en termes del fibrat tautològic podem escriure dLr d’una altra ma-
nera.

Proposició 2.1.6 ([San76]). La mesura bi-invariant de Lr és

dLr = coshr ρdxn−r ∧ dL(n−r)[0] (2.4)

on dxn−r és l’element de volum dins l’(n − r)-pla ortogonal per l’origen i dL(n−r)[0] és
l’element de volum de la grassmanniana dels (n− r)-plans per l’origen.

Observació. Tant a Sn com a Rn hi ha mesures de moviments i de plans anàlogues
(cf. [San76]).

Descrivim una propietat d’aquestes mesures que utilitzarem més endavant. Consi-
derem primer l’espai de banderes format per parells de plans Lr ⊂ Lr+s. Aquest és un
espai homogeni de G i alhora és un doble fibrat sobre Lr i Lr+s. La fibra d’un (r+s)-pla
són tots els r-plans que conté i s’identifica amb l’espai de r-plans de Hr+s. La mesura
dLr determina una mesura en aquesta fibra que denotem dL[r+s]r. D’altra banda, la
fibra d’un r-pla Lr són tots els (r+s)-plans que el contenen i és difeomorfa a G(s, n−r).
Denotem dL(r+s)[r] la mesura natural en aquesta fibra. Es dedueix de (2.3) que

dL(r+s)[r]dLr = dL[r+s]rdLr+s. (2.5)

Aquesta igualtat és igualment certa en l’espai de banderes anàleg de Rn i de Sn.

2.2 Fórmules cinemàtiques

Clàssicament, la geometria integral es preocupa de mesurar determinats conjunts de
posicions d’objectes geomètrics. Això es fa respecte les mesures invariants que acabem de
descriure. El resultat és un conjunt força extens de fórmules anomenades cinemàtiques.
A continuació en presentem un recull, vàlid en espais de curvatura constant.

La fórmula de Cauchy-Crofton és la més antiga i coneguda de les fórmules de la
geometria integral. Permet calcular el volum d’una hipersuperf́ıcie integrant el nombre
de talls d’aquesta amb una recta que es mou.

Proposició 2.2.1. [San76] Sigui S una hipersuperf́ıcie de Sn, Rn o Hn.
∫

L1

#(L1 ∩ S)dL1 =
On

O1
M0(S). (2.6)

Recordem que Oi és el volum de l’esfera Si. Val la pena esmentar el següent fet
referent a aquests volums que utilitzarem sovint

On

O1
=
On−2

n− 1
. (2.7)

Donem la demostració de la fórmula de Cauchy-Crofton per tenir un exemple de l’ús de
les referències mòbils.
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Demostració. Considerem el següent fibrat sobre S

E(S) = {(p, L1) | p ∈ L1 ∩ S}.

A través de la projecció E(S)→ L1 elevem la mesura dL1 a E(S). Aix́ı, per la fórmula
de l’àrea (cf. [Fed69, 3.2.3])

∫

L1

#(L1 ∩ S)dL1 =
∫

E(S)
dL1.

Considerem les referències adaptades

G(S) = {g ∈ G | g0 ∈ S g2, . . . , gn−1 ∈ Tg0S}.

Hi ha una projecció G(S) → E(S) consistent a enviar g a (g0, L) on L és la geodèsica
que passa per g0 amb tangent g1. Per tota referència g ∈ G(S) en prenem una altra
g ∈ G(S) de forma que

g0 = g0, g2 = g2, . . . , gn−1 = gn−1, g1 ∈ Tg0S

Prenem les formes ωji i ωji corresponents a g i g respectivament. Ara,

gn = 〈g1, gn〉g1 + 〈gn, gn〉gn
i com que vn0 és horitzontal respecte π, per tot v ∈ TgG(S)

ωn0 (v) = −〈vn0 , v〉 = −〈dπvn0 , dπv〉 = −〈gn, dπv〉 = 〈g1, gn〉ω10(v) + 〈gn, gn〉ωn0 (v)

i tenim ωn0 = 〈g1, gn〉ω10 + 〈gn, gn〉ωn0 . Però sobre G(S) la forma ωn0 és nul.la

∀v ∈ TgG(S) ωn0 (v) = −〈v, vn0 〉 = −〈dπv, dπvn0 〉 = 0

ja que gn = dπvn0 és ortogonal a S. Per tant

dL1 =
n∧

i=2

ωi0 ∧
n∧

i=2

ωi1 = 〈g1, gn〉
n−1∧

i=1

ωi0 ∧
n∧

i=2

ωi1 = sinαdxdu

on α és l’angle que forma L1 amb S, dx és l’element de volum de S en el punt de tall i
du mesura la direcció de TxL1. Integrant sinαdu sobre tot RPn−1 obtenim la constant
On/O1.

Pensant # com el volum 0-dimensional, la fórmula de Cauchy-Crofton es generalitza
de la manera següent.

Teorema 2.2.2. [San76, p. 245] Si S és una subvarietat compacta de dimensió m
immersa a Sn, Rn o Hn, llavors la integral del volum volr+m−n(Lr ∩ S) dels talls amb
r-plans val

∫

Lr

volr+m−n(Lr ∩ S)dLr =
On · · ·On−rOr+m−n

Or · · ·O0Om
volm(S). (2.8)
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Si substitüım els r-plans per subvarietats qualssevol i prenem la mesura dK enlloc
de dLr obtenim l’anomenada fórmula de Poincaré.

Teorema 2.2.3. [San76, p. 259] Siguin R i S dues subvarietats compactes de Sn, Rn o
Hn de dimensions r i m respectivament, llavors

∫

G
volr+m−n(gR ∩ S)dK =

On · · ·O1Or+m−n

OrOm
volr(R)volm(S).

També és remarcable l’anomenada propietat reproductiva de les integrals de curvatura
mitja.

Proposició 2.2.4. [San76, p. 248] Si S és una hipersuperf́ıcie de Hn, Rn o Sn orientada
per un normal unitari n

∫

Lr

M
(r)
i (S ∩ Lr)dLr =

On−2 · · ·On−rOn−i

Or−2 · · ·O0Or−i
Mi(∂Q) i < r

onM
(r)
i denota la i-èssima integral de curvatura mitja considerada dins un r-pla respecte

el normal unitari n′ que compleix 〈n, n′〉 > 0.

A l’espai euclidià, per un domini Q ⊂ Rn de vora C2, hi ha una altra generalització
de la formula de Cauchy-Crofton (cf. [San76, p. 248]).

Mr−1(∂Q) =
(n− r) ·Or−1 · · ·O0
On−2 · · ·On−r−1

∫

Lr

χ(Lr ∩Q) dLr (2.9)

on Lr denota l’espai d’r-plans afins de Rn i dLr és la mesura invariant en aquest espai.
Quan Q és convex, (2.9) es pot pensar com una reformulació de l’equació de Cauchy
(1.14). Veiem doncs, que les Quermassintegrale d’un convex coincideixen, llevat de
constants, amb la mesura de plans que el tallen. Per tant, és natural generalitzar les
Quermassintegrale a dominis Q ⊂ Rn no necessariament convexos de la següent manera
(i de fet aix́ı es fa a [Had57, p. 240])

Wr(Q) =
(n− r) ·Or−1 · · ·O0
n ·On−2 · · ·On−r−1

∫

Lr

χ(Lr ∩Q) dLr.

Quan ∂Q sigui diferenciable es mantindrà vàlida l’equació de Cauchy (2.2.5).
Aquesta manera de definir Quermassintegrale té sentit per a dominis de Hn i Sn

(recordem la discussió del final de la secció 1.2). A més, dóna lloc a invariants mètrics.
Per tant, adoptem la següent

Definició 2.2.1. Sigui Q un domini de Hn (o Rn o Sn). Per r = 1, . . . , n− 1 definim

Wr(Q) =
(n− r) ·Or−1 · · ·O0
n ·On−2 · · ·On−r−1

∫

Lr

χ(Lr ∩Q) dLr.

A més, definim

W0(Q) = V (Q) i Wn(Q) =
On−1

n
χ(Q)
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Encara que no tan senzilla (ni de lluny), hi ha una generalització de l’equació de
Cauchy (1.14) a espais de curvatura constant arbitrària.

Proposició 2.2.5. [San76] Si Q és un domini a la varietat n-dimensional, simplement
connexa de curvatura seccional constant k amb vora ∂Q compacta de classe C2, aleshores
per r = 2l < n

Wr(Q) =
2(n− r)

nOrOn−r−1

[
klOn−1vol(Q)+

+
l∑

i=1

(
r − 1
2i− 1

)
OrOr−1On−2i+1

O2i−1Or−2iOr−2i+1
kl−iM2i−1(∂Q)

]
(2.10)

i per r = 2l + 1 < n

Wr(Q) =
2(n− r)

nOn−r−1

l∑

i=0

(
r − 1
2i

)
Or−1On−2i

O2iOr−2i−1Or−2i
kl−iM2i(∂Q). (2.11)

Al caṕıtol 3 donarem una demostració nova d’aquest fet que, a més, dóna lloc a unes
fórmules equivalents però molt més simples.

Per acabar aquest recull, presentem la formula cinemàtica fonamental de Blaschke
en espais de curvatura constant k. Aquesta és anàloga a l’anterior canviant els plans
per dominis compactes.

Teorema 2.2.6. [San76] Siguin Q0 i Q1 dos dominis compactes a l’espai de curvatura
constant k. Suposem que les vores són de classe C2. Llavors per n parell

∫

G
χ(Q0 ∩ gQ1)dK = −2(−1)n/2On−1 · · ·O1

On
V (Q0)V (Q1)+

+On−1 · · ·O1
(
V (Q1)χ(Q0) + V (Q0)χ(Q1)

)
+

+On−2 · · ·O1
1

n

n−2∑

h=0

(
n

h+ 1

)
Mh(∂Q0)Mn−2−h(∂Q1)+

+On−2 · · ·O1
n/2−2∑

i=0

k(n/2−i−1)
(

n− 1
2i+ 1

)
n− 2i− 2

On−2i−3

2

On−2i−2
·

·




n−2∑

h=n−2i−2

(
2i+ 1

n− h− 1

)
O2n−h−2i−2

(h+ 1)On−h

Oh

O2i+h−n+2
Mn−2−h(∂Q0)Mh+2i+2−n(∂Q1)


 ,
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i per n senar

∫

G
χ(Q0 ∩ gQ1)dK = On−1 · · ·O1

(
V (Q1)χ(Q0) + V (Q0)χ(Q1)

)
+

+On−2 · · ·O1
1

n

n−2∑

h=0

(
n

h+ 1

)
Mh(∂Q0)Mn−2−h(∂Q1)+

+On−2 · · ·O1
(n−3)/2∑

i=0

k(n−2i−1)/2
(
n− 1
2i

)
n− 2i− 1

On−2i−1

2

On−2i−2
·

·




n−2∑

h=n−2i−1

(
2i

n− h− 1

)
O2n−h−2i−1

(h+ 1)On−h

Oh

O2i+h−n+1
Mn−2−h(∂Q0)Mh+2i+1−n(∂Q1)


 .

Aquesta fórmula té un aspecte força complicat però cal dir que és extremadament
general. Encara que està establerta per dominis, també serveix per parells de subvarie-
tats compactes. N’hi ha prou amb prendre els tubs sòlids de cada una d’elles, aplicar la
fórmula i fer tendir a 0 el radi de cada tub.

2.3 L’esfera de de Sitter

Un cas molt particular entre els espais de plans de l’espai hiperbòlic és el de l’espai
hiperplans. En aquesta secció l’estudiem en detall.

Recordem el corol.lari 2.1.5 segons el qual Ln−1 té curvatura seccional constant 1.
Per a varietats de Lorentz també tenim un teorema de classificació de Cartan.

Teorema 2.3.1. [O’N83, 8.23 8.26] Donat k ∈ R, existeix una varietat de Lorentz,
única llevat d’isometria, simplement connexa i de curvatura seccional constant k.

L’espai Ln−1 no és simplement connex, per això prendrem l’espai d’hiperplans orien-
tats que és un doble recobriment de Ln−1, difeomorf a un cilindre i, per tant, simplement
connex si n > 2.

Definició 2.3.1. Anomenem esfera de de Sitter de dimensió n a l’espai dels hiperplans
orientats de Hn. La denotem per Λn.

Aix́ı, per n > 2, l’esfera de de Sitter és la única varietat de Lorentz simplement
connexa de curvatura seccional constant 1. En canvi, la superf́ıcie de Lorentz simplement
connexa de curvatura constant 1 és el recobriment universal de Λ2.

Observació. A l’espai de Minkowski, a més de tenir-hi el model de l’hiperboloide de Hn

també hi tenim un model molt bo de Λn, l’esfera de de Sitter. En efecte, un hiperplà ori-
entat de l’hiperboloide ve donat per un subespai vectorial de Rn+1 orientat, de dimensió
n i que conté vectors de tipus temps. Un subespai aix́ı queda totalment determinat pel
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Ln−1

Λn

Hn

n

Figura 2.4: L’espai hiperbòlic i l’esfera de de Sitter a l’espai de Minkowski.

vector normal unitari compatible amb la orientació que serà de tipus espai. Aix́ı, en
aquest model,

Λn = {v ∈ Rn+1 | L(v, v) = 1}.
A més, l’estructura de varietat semi-riemanniana és la indüıda per l’espai de Minkowski.
Encara que nosaltres seguirem amb el punt de vista abstracte, aquesta pot ser una bona
manera de visualitzar l’esfera de de Sitter. Quant al model projectiu, podem dir que
per polaritat Ln−1 s’identifica amb l’exterior de la cònica de l’infinit.

A continuació veurem que el fibrat de referències ortonormals de Λn s’identifica amb
el de Hn. Això posarà de manifest la relació de dualitat entre Hn i Λn. Per comoditat
denotarem (h0, . . . , hn−1;hn) les referències ortonormals de Λn on hn ∈ Λn és el punt i
h0, . . . , hn−1 és una base ortonormal en hn. Sigui doncs,

F(Λn) = {(h0, . . . , hn−1;hn) | hn ∈ Λn h0, . . . , hn−1 ∈ ThnΛn 〈hi, hj〉 = ε(i)δij}.

on ε(0) = −1 i ε(i) = 1 per 1 ≤ i ≤ n−1. Aix́ı, π̃ : F(Λn)→ Λn és un fibrat principal de
grup estructural O(n− 1, 1). Podem interpretar les referències h com isometries lineals
de l’espai de Minkowski Rn a Tπ̃(h)Λ

n. Sigui θ̃ = h−1dπ̃ la forma dual del fibrat π̃.
Considerem la component i-èssima de θ

ω̃ni = θ̃i i = 0, . . . , n− 1
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on estem pensant les coordenades de Rn numerades del 0 al n − 1. Denotem σ̃ l’acció
infinitessimal del fibrat. Prenem la col.lecció de matrius {Y j

i } ⊂ o(n− 1, n) amb zeros a

totes les posicions excepte (Y j
i )

j
i = 1 i (Y j

i )
i
j = −ε(i)ε(j)

Y i
0 =




0 . . . 1 . . . 0
...

...
...

1 . . . 0 . . . 0
...

...
...

0 . . . 0 . . . 0




Y j
i =




0 . . . 0 . . . 0 . . . 0
...

...
...

...
0 . . . 0 . . . 1 . . . 0
...

...
...

...
0 . . . −1 . . . 0 . . . 0
...

...
...

...
0 . . . 0 . . . 0 . . . 0




.

Constrüım els següents camps vectorials per 0 ≤ i, j ≤ n− 1 i i 6= j:

ṽji = σ̃(Y j
i ).

Sigui ω̃ la forma de connexió amb valors a o(n− 1, 1) corresponent a ∇̃, connexió de
Levi-Civita de Λn. Numerem del 0 al n− 1 les files i les columnes d’aquestes matrius i
denotem per ω̃ji la posició i, j de ω̃. Tenim

ω̃ji + ε(i)ε(j)ω̃ij = 0. (2.12)

A cada x ∈ Rn se li associa el camp bàsic B̃(x), horitzontal i definit per dπ̃hB̃(x) = h(x).
Constrüım, per la base canònica e0, . . . , en−1 de Rn,

ṽni = −ṽin = B̃(ei).

Per altra banda, com que Λn és de curvatura constant, fixada una referència el seu
grup d’isometries G̃ s’identifica amb F(Λn) (cf.[O’N83, 8.17]). Si e és la referència fixada
a Hn, triem la següent referència a Λn

(h0, . . . , hn−1;hn) = ((dπn−1v
n
0 )e, . . . , (dπn−2v

n
n−1)e;πn−1(e))

Igual que a Hn, les equacions d’estructura del fibrat principal ens determinen el claudàtor
de Lie.

[X,Y ] = σ̃([ω̃(X), ω̃(Y )]) + σ̃(θ̃(X) · θ̃(Y )t − θ̃(Y ) · θ̃(X)t)+

+B̃(ω̃(X) · θ̃(Y )− ω̃(Y ) · θ̃(X))

En particular
[ṽji , ṽ

s
j ] = ṽsi si i 6= s 6= j

[ṽji , ṽ
s
r ] = 0 si i < j < r < s.

Però recordem que G actua transitivament i efectivament sobre Λn per isometries.
Per tant, tenim una aplicació

Φ : G −→ G̃ = F(Λn)

g 7−→ (dgh0, . . . , dghn−1; g(hn))
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que és morfisme injectiu de grups de Lie. Com que les dimensions de G i G̃ coincideixen,
podem pensar que tenen la mateixa component connexa del neutre. Però es veu fàcilment
que tots dos grups tenen dues components connexes. Per tant Φ és un isomorfisme de
grups de Lie. En particular,

Φ∗Kg̃ = Kg (2.13)

essent Kg̃, la forma de Killing de G̃.

Ens interessa calcular la imatge rećıproca Φ∗ω̃ji . Comencem observant que per i =
0, . . . , n− 1 i v tangent a G,

Φ∗ω̃ni (v) = ω̃ni (dΦv) = (h−1)idπ̃dΦv = (h−1)idπn−1v =

= ε(i)〈dπn−1v, hi〉 = ε(i)〈dπn−1v, dπn−1vni 〉 = ε(i)〈v, vni 〉 = ωni (v) (2.14)

ja que la mètrica de Λn eleva a la de 〈ṽn0 , . . . , ṽnn−1〉. Com que Λn és espai simètric, la
part vertical i la horitzontal són ortogonals respecte Kg̃. Amb (2.13) veiem que dΦvni és
ortogonal a les fibres de π̃ i per tant ha de ser horitzontal. Aix́ı, és combinació lineal de
ṽn0 , . . . , ṽ

n
n−1 i per (2.14), tenim dΦ(vni ) = ṽni . Per a la resta de vji , podem argumentar

dΦ(vji ) = −ε(i)ε(j)dΦ([vni , vnj ]) = −ε(i)ε(j)[dΦvni , dΦvnj ] = −ε(i)ε(j)[ṽni , ṽnj ] = ṽji .

Aix́ı, doncs

dΦ(vji ) = ṽji ⇒ Φ∗(ω̃ji ) = ωji 0 ≤ i, j ≤ n.

Per alleugerir la notació, a partir d’ara identifiquem totalment G i G̃. En particular,
escriurem sempre ωji i vji enlloc de ω̃ji i ṽji .

Geomètricament interpretem h0 = dπ̃vn0 com l’element infinitessimal del transport
paral.lel d’un hiperplà al llarg de la geodèsica ortogonal en el punt g0. Pel que fa
a hi = dπ̃vni per i > 0, el pensem com l’element de rotació al voltant de Ln−2 =
expg0(〈g1, . . . , ĝi, . . . , gn−1). Aix́ı, les direccions de tipus temps de TLn−1Λ

n s’identifiquen
amb els mateixos punts de Ln−1 i les de tipus espai s’identifiquen amb els (n− 2)-plans
que conté.

2.3.1 Espais de plans a l’esfera de de Sitter

Donat un (n − r − 1)-pla no orientat, Ln−r−1 ∈ Ln−r−1, considerem la subvarietat de
Λn formada pels hiperplans orientats que el contenen

Lsr = {Ln−1 ∈ Λn|Ln−r−1 ⊂ Ln−1}

És clar que Lsr és difeomorf a l’esfera Sr. Considerem les isometries que deixen invariants
Ln−r−1 i tots els hiperplans que el contenen. Aquestes isometries actuen a Λn i algunes
tenen Lsr com a lloc de punts fixos. Dedüım que Lsr és una varietat totalment geodèsica
de Λn. A més, l’espai tangent a Lsr és de tipus espai. A una subvarietat d’aquest tipus
l’anomenem r-pla de tipus espai de Λn. En particular, les corbes Ls1, que són feixos
d’hiperplans que contenen un Ln−2, són geodèsiques anomenades de tipus espai.
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Per un r-pla Lr de Hn considerem els hiperplans que el tallen ortogonalment

Ltr = {Ln−1 ∈ Λn | Ln−1⊥Lr}.

És clar que Ltr és difeomorf a Λr. Altre cop tenim una subvarietat totalment geodèsica de
Λn. Per a r = 1 es tracta d’un feix d’hiperplans ortogonals a una geodèsica. Aquest feix
constitueix ell mateix una geodèsica a l’esfera de de Sitter i, en tenir vectors tangents
de tipus temps, l’anomenem geodèsica de tipus temps de Λn. Notem que hi ha una
manera canònica d’orientar les geodèsiques de tipus temps de Λn. En efecte, si Lt1 és el
feix d’hiperplans ortogonals una geodèsica L1 de Hn, orientem L1 de forma que els seus
vectors tangents siguin els normals definits per la orientació dels hiperplans, i això ja
dóna una orientació de Lt1. Com que per r > 1, els plans Ltr també contenen geodèsiques
de tipus temps, diem que Ltr és un r-pla de tipus temps de Λn.

Definició 2.3.2. Denotem Lsr i Ltr els espais de r-plans de tipus espai i temps de Λn

respectivament.

L’espai dels r-plans de tipus espai s’identifica amb Ln−r−1 i per tant és una varietat
diferenciable amb una mètrica semi-riemanniana i una mesura dLsr que són invariants
per l’acció de G

dLsr =
∧

ωh0
∧

ωji 1 ≤ i ≤ n− r − 1 < j, h ≤ n.

En canvi, l’espai Ltr s’identifica amb Lr i la seva mesura és dLtr = dLr.

Fem un petit càlcul que mostrarà la dificultat de fer geometria integral a Λn. Inten-
tem repetir la demostració de la fórmula de Cauchy-Crofton (proposició 2.2.1). Suposem
S ⊂ Λn una hipersuperf́ıcie de tipus espai. Considerem els espais

E(S) = {(p, L) ∈ S × Ls1 | p ∈ L ∩ S}

G(S) = {h ∈ F(Λn) | hn ∈ S h1, . . . , hn−2 ∈ ThnS}
i la projecció G(S) → E(S) definida per h 7→ (hn, L) on L és la geodèsica de tipus
espai que surt de hn amb tangent hn−1. Per tota referència h ∈ G(S) prenem una altra
referència h ∈ G(S) tal que

h1 = h1, . . . , hn−2 = hn−2, hn = hn, hn−1 ∈ ThnS

Prenem les formes ωji i ωji corresponents a h i h. Llavors,

h0 = 〈hn−1, h0〉hn−1 − 〈h0, h0〉h0 ⇒ ωn0 = 〈hn−1, h0〉ωnn−1 − 〈h0, h0〉ωn0

Però és clar que ωn0 = 0 sobre G(S). Per tant,

dLs1 =
n−2∧

i=0

ωni ∧
n−2∧

i=0

ωn−1i = 〈hn−1, h0〉
n−1∧

i=1

ωni ∧
n−2∧

i=0

ωn−1i = sinh ρdxdu
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on dx és l’element de volum de S en el punt de tall x, du és la mesura de les direccions
unitàries de tipus espai en x i sinh ρ és el producte de Lorentz entre el tangent a L1 i
el normal a S. Però la integral de sinh ρdu sobre totes les direccions de tipus espai és
divergent. Per tant, seguint l’esquema de la demostració de 2.2.1 ens quedem a l’últim
pas. No hem demostrat la fórmula de Cauchy-Crofton a Λn però en lloc seu hem provat
la següent proposició.

Proposició 2.3.2. La mesura de rectes de tipus espai que tallen qualsevol hipersuperf́ıcie
de tipus espai de Λn és infinita.

Es veu anàlogament que el mateix passa per les rectes de tipus temps i també per
les hipersuperf́ıcies de tipus temps.

Notem que el problema rau en el fet que l’espai de rectes de tipus espai que passen per
un punt de Λn és no compacte (i de ‘mesura’ infinita). Aqúı queda clara la importància
del fet que Λn sigui varietat de Lorentz i no de Riemann. De fet, amb qualsevol varietat
semi-riemanniana (i no riemanniana) podem esperar trobar-nos amb el mateix problema
que dificulta molt l’obtenció de fórmules cinemàtiques.

D’altra banda, recordant que les rectes de Λn corresponen a (n− 2)-plans de Hn, la
proposició anterior era d’esperar. Una famı́lia d’hiperplans a Hn, per ‘petita’ que sigui,
conté un conjunt de (n− 2)-plans de mesura infinita.

Acabem amb una observació important. Suposem p ∈ L ∈ Λn i considerem l’hiperplà
Lsn−1 ⊂ Λn format pels hiperplans que, com L, contenen p.

Proposició 2.3.3. Els espais tangents TpL i TLL
s
n−1 s’identifiquen canònicament a

través d’una isometria Ψ.

Demostració. Definim Ψ primer sobre el tangent unitari de L a p de la següent manera.
Si v ∈ TpL té norma 1 llavors

Ψ(v) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(cos tv + sin tn)

on n és el vector normal unitari a L en p determinat per la orientació de L. Estenem
Ψ a Ψ : TpL → TLL

s
n−1 per linealitat. Per veure que Ψ és isometria n’hi ha prou amb

prendre una referència g ∈ G tal que g0 = p i gn = n. Llavors per i = 1, . . . , n − 1
comprovem que Ψ(gi) = dπ̃g(v

n
i ).

2.3.2 Aplicació de Gauss

L’esfera de de Sitter és l’espai d’arribada natural de l’aplicació de Gauss d’una hipersu-
perf́ıcie a Hn. Aquesta aplicació ja s’estudiava a [Teu82].

Definició 2.3.3. Sigui S ⊂ Hn una hipersuperf́ıcie orientada. Es defineix l’aplicació de
Gauss de S com

γ : S −→ Λn

p 7−→ expp(TpS)
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Quan S és no orientada podem definir naturalment una aplicació de Gauss cap a Ln−1
o bé una aplicació del fibrat normal unitari N(S) cap a Λn.

La següent proposició permet, igual com a Rn, pensar la diferencial de l’aplicació de
Gauss com un endomorfisme de TpS.

Proposició 2.3.4. [Teu82] Si S ⊂ Hn és una hipersuperf́ıcie a l’espai hiperbòlic i
γ : S → Λn és l’aplicació de Gauss corresponent, llavors dγ(TpS) s’identifica isomètri-
cament a través de Ψ−1 amb un subespai de TpS.

Per tant, quan dγ sigui de rang màxim, γ(S) serà localment una hipersuperf́ıcie de
tipus espai a Λn.

Demostració. Sigui g : U → G una referència mòbil definida en un entorn de p dins S
de forma que gn⊥Tg0S. D’aquesta manera, γ = π̃ ◦ g i per i = 1, . . . , n− 1,

〈dγgi, dπ̃vn0 〉 = 〈dπ̃dg(gi), dπ̃vn0 〉 = 〈dg(gi), vn0 〉 = 〈dπdg(gi), dπ(vn0 )〉 = −〈gi, gn〉 = 0

ja que vn0 és horitzontal respecte π̃ i π. Per tant, si L és l’hiperplà tangent a S en
p i Lsn−1 és l’hiperplà de Λn format pels hiperplans que contenen p tenim dγ(TpS) ⊂
(dπ̃vn0 )

⊥ = TLL
s
n−1 que s’identifica amb TpL = TpS a través de Ψ−1 tal com diu la

proposició 2.3.3.

Com en el cas euclidià, tenim una fórmula de Weingarten.

Proposició 2.3.5. Si II denota la segona forma fonamental de S corresponent a un
normal unitari n, llavors per tot parell de vectors tangents X,Y

〈dγX,ΨY 〉 = −II(X,Y ).

Demostració. Prenem una secció g : U → G com la d’abans.

〈dγ(gi),Ψgj〉 = 〈dγ(gi), dπ̃vnj 〉 = 〈dg(gi), vnj 〉 = ωnj (dg(gi)) =

= −ωjn(dg(gi)) = 〈−∇gigj , gn〉 = −II(gi, gj).

Per tant, la curvatura de Gauss de S és, llevat de signe, el jacobià (deformació
inifinitessimal de volum) de γ (cf.[Teu82])

K = det II = ± det dγ = ±jacγ. (2.15)

El teorema de Sard-Federer [Fed69, 3.4.3] garanteix que el conjunt de valors cŕıtics de
γ té mesura de Haussdorf (n − 1)-dimensional nul.la. Per tant, la imatge de Gauss de
S és hipersuperf́ıcie quasi a tot arreu. Si dx̃ és l’element de volum de γ(S) en els punts
regulars, acabem de veure que

Mn−1(S) =

∫

S
Kdx =

∫

γ(S)
sgnKdx̃. (2.16)
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Observació. Aquest punt de vista permet definir Mn−1 per a la vora d’un convex de Hn

encara que no sigui regular. Per un convex Q arbitrari, un hiperplà és de suport quan ta-
lla la seva adherència Q però deixa Q a un costat. Definim la curvatura totalMn−1(∂Q)
com el volum (n−1)-dimensional del subconjunt de Λn format pels hiperplans orientats
de suport de Q. Per (2.16) si ∂Q és diferenciable totes dues definicions coincideixen. A
més, Mn−1 és un funcional continu en l’espai dels dominis convexos respecte la topolo-
gia de Haussdorf. En efecte, un domini convex qualsevol Q es pot aproximar (respecte
aquesta topologia) per una successió Qr de convexos amb vora diferenciable. Es va veure
a [LS00] que Mn−1(∂Qr) tendeixen a Mn−1(∂Q), tal com l’acabem de definir.

Les integrals de curvatura mitja en espais de curvatura constant s’han definit i es-
tudiat per conjunts d’abast positiu (positive reach); una classe molt més general que la
dels convexos (cf. [Koh91]).

A diferència del cas euclidià, però similarment al cas de l’esfera, es pot definir una
aplicació de Gauss que funciona en sentit invers. No podem donar cap referència on
s’estudii aquesta aplicació si bé deu pertànyer al folklore.

Definició 2.3.4. Donada S ⊂ Λn una hipersuperf́ıcie de tipus espai a l’esfera de de
Sitter, l’aplicació de Gauss de S es defineix com

γ̃ : S −→ Lsn−1 ≡ Hn

p 7−→ expp(TpS)

on expp és l’aplicació exponencial de Λn en p.

La proposició 2.3.4 té el següent anàleg a Λn.

Proposició 2.3.6. Si γ̃ és l’aplicació de Gauss associada a una hipersuperf́ıcie S ⊂ Λn,
llavors

Ψdγ̃(TpS) ⊂ TpS.

Demostració. Sigui g : U → G una secció definida en un entorn de p dins S tal que
la referència mòbil h = Φ(g) ∈ F(Λn) compleixi h0⊥ThnS. Aix́ı, γ̃ = π ◦ g i per
i = 1, . . . , n− 1

〈dγ̃(hi), gn〉 = 〈dπdg(hi), dπvn0 〉 = 〈dg(hi), vn0 〉 = 〈dπ̃dg(hi), dπ̃vn0 〉 = −〈hi, hn〉 = 0.

Per tant, dγ̃ ⊂ (gn)
⊥ que s’identifica amb TpS = h⊥0 a través de Ψ

Donada una hipersuperf́ıcie de tipus espai a Λn, prenem el normal unitari n de tipus
temps d’acord amb la orientació temporal de Λn. Si ∇̃ és la connexió de Λn, la forma
fonamental de S es defineix com

ĨI(X,Y ) = 〈∇̃XY, n〉.

Altre cop tenim una fórmula de Weingarten
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Proposició 2.3.7. La segona forma fonamental ĨI d’una hipersuperf́ıcie S de tipus espai
a Λn compleix, per tot parell de vectors tangents X,Y ,

〈dγ̃X,Ψ−1Y 〉 = −ĨI(X,Y ).

Demostració. Prenem una secció g : U → G com a la prova anterior i considerem
h = Φ ◦ g.

〈dγ̃hi,Ψ−1hj〉 = 〈dπdg(hi), gj〉 = −〈dg(hi), vj0〉 = ωj0(dg(hi)) = −〈∇̃hihj , h0〉.

I tornem a tenir que la curvatura de Gauss mesura la deformació infinitessimal de
volum per la transformació γ̃

K̃ = det ĨI = ± det dγ̃.

Finalment trobem el següent resultat que completa la idea de dualitat entre hiper-
superf́ıcies de Hn i Λn. Tampoc podem donar-ne referència si bé és probable que ja
fos conegut. En qualsevol cas es demostra trivialment i més endavant jugarà un paper
important.

Proposició 2.3.8. Si la hipersuperf́ıcie S ⊂ Hn és tal que γ és immersió, aleshores les
segones formes fonamentals de S i de γ(S) són inverses una de l’altra. Més precisament,
si II i ĨI són les segones formes fonamentals de S i γ(S) respectivament, aleshores
les seves matrius respectives A i Ã, associades a les bases ortonormals g1, . . . , gn−1 i
Ψg1, . . . ,Ψgn−1, són inverses una de l’altra

A · Ã = id.

Notem que γ és immersió si i només si la curvatura de Gauss K de S no s’anul.la
enlloc.

Demostració. Denotem γ̃ l’aplicació de Gauss associada a γ(S) ⊂ Λn. Notem que Ã és
també la matriu associada a Ψ∗ĨI en la base g1, . . . , gn−1. A més, per les fórmules de
Weingarten anteriors −Ψ−1dγ i −Ψdγ̃ són les endomorfismes associats a II i ĨI. Aix́ı,
per X,Y ∈ TpS tenim

Xt ·AÃ · Y = (XtA) · Ã · Y = Ψ∗ĨI(AX,Y ) = Ψ∗ĨI(−Ψ−1dγX, Y ) =

= ĨI(−dγX,ΨY ) = 〈dγ̃dγX, Y 〉 = 〈X,Y 〉

ja que γ̃ ◦ γ = id.

Corol.lari 2.3.9. Si σr(x) i σ̃r(γ(x)) són les funcions simètriques de curvatura de S ⊂
Hn i γ(S) ⊂ Λn, en els punts x i γ(x) respectivament,

σr(x) = σn−1(x)σ̃n−r(γ(x)).
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Demostració. Escollim una base que diagonalitzi II i automàticament ĨI diagonalitza
amb coeficients inversos. Per tant,

(
n− 1

n− r

)
σ̃n−r = fn−r(1/k1, . . . , 1/kn−1) =

fr(k1, . . . , kn−1)

k1 · · · kn−1
=

σr
σn−1

(
n− 1

r

)

essent fi el polinomi simètric elemental de grau i.

2.4 Mesures de contacte.

A continuació presentem uns resultats obtinguts a [Teu86] sobre la mesura de plans
tangents a una subvarietat de Hn (o Rn o Sn). Aquests resultats generalitzen (2.15) a
plans de codimensió arbitrària. Seguidament donarem resultats anàlegs a Λn.

Definició 2.4.1. Si S ⊂ Hn (o Rn o Sn) és una hipersuperf́ıcie diferenciable, anomenem
r-plans de contacte de S als que són tangents a S en algun punt. Denotem Lr(S) el
subconjunt de Lr format per aquests r-plans.

Parametritzem Lr(S) a través d’una aplicació de Gauss generalitzada. Considerem
en primer lloc la varietat de dimensió (r + 1)(n− r)− 1

Gr(S) = {(p, Vr) | p ∈ S Vr ∈ G(r, TpS)}

on G(r, TpS) denota la grassmanniana dels subespais vectorials de dimensió r de TpS.
Definim l’aplicació de Gauss d’ordre r

γr : Gr(S) −→ Lr
(p, Vr) 7−→ expp(Vr).

És clar que la imatge γr(Gr(S)) és Lr(S), que és hipersuperf́ıcie de Lr fora del conjunt
de valors cŕıtics. Pel teorema de Sard-Federer [Fed69, 3.4.3], aquest conjunt de valors
cŕıtics té mesura de Haussdorf de dimensió (r + 1)(n − r) − 1 nul.la. Aix́ı, Lr(S) és
regular quasi a tot arreu. Allà on ho sigui, prenem l’element de volum de Lr(S) definit
per la contracció de dLr amb un vector normal unitari n.

A Gr(S) prenem l’element de volum dGrdp, producte exterior de l’element de volum
de S amb l’element de volum natural de G(r, TpS) a cada p.

Teorema 2.4.1. [Teu86] La imatge rećıproca de la contracció ιndLr a través de γr en
el punt (p, Vr) ∈ Gr(S) és, llevat de signe

γ∗r (ιndLr) = |Kp(Vr)|dGrdp

on Kp(Vr) és la curvatura normal de S en la direcció del subespai Vr ⊂ TpS.

Corol.lari 2.4.2. [Teu86] La mesura (amb signe) dels r-plans de contacte de S val
∫

Lr(S)
sgn(Kp(Lr))dLr = volG(r, n− 1) ·Mr(S)
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i per a qualsevol funció f definida a S
∫

Lr(S)
f · sgn(Kp(Lr))dLr = volG(r, n− 1)

∫

S
f(x)σr(x)dx

Per a l’esfera de de Sitter els resultats anteriors es generealitzen fàcilment com fem a
continuació. Es tracta de resultats nous i amb interès propi però sobretot els presentem
perquè seran útils més endavant.

Sigui S ⊂ Λn una hipersuperf́ıcie de tipus espai. Considerem el fibrat de les grass-
manianes de S

Gr(S) = {(x, Vr) | Vr ∈ G(r, TxS)}
i l’aplicació

γ̃r : Gr(S) −→ Lsr
(p, Vr) 7−→ expp(Vr).

(2.17)

La imatge de γ̃r són els r-plans tangents a S; denotem-la per Lsr(S).
Proposició 2.4.3. Si S és hipersuperf́ıcie de tipus espai, la imatge inversa per γ̃r de la
forma de volum a Lsr(S) en un punt regular (p, Vr) ∈ Gr(S) és

γ̃∗r (ιndL
s
r) = |Kp(Vr)|dpdG(r, TpS)

on n és un camp normal unitari a Lsr(S) i Kp(Vr) és la curvatura normal de S en la
direcció Vr.

Demostració. Prenem una referència ortonormal (secció) h : U → F(Λn) en un obert U
de Lsr(S) de forma que a cada γ̃r(p, Vr)

hn = p ∈ S 〈hn−r, . . . , hn−1〉 = Vr 〈h1, . . . , hn−1〉 = TpS.

Llavors
dLsr =

∧
ωh0 ∧

∧
ωji 0 < i ≤ n− r − 1 < h, j ≤ n

És clar que n, el camp normal unitari a Lsr(S) és vn0 . Per tant,

ιndL
s
r =

∧
ωh0 ∧

∧
ωji 0 < i ≤ n− r − 1 < j ≤ n n− r ≤ h ≤ n− 1

Com a conseqüència de la proposició 2.3.7, per tot v ∈ TpS,

ωi0(dhv) = −〈Ψdπdh(v), hi〉 = ĨI(v, hi) = ĨI(
∑

j

ωnj (dhv)hj , hi) =
∑

j

ĨI(hi, hj)ω
n
j (dhv)

i per tant,

ωn−r0 ∧ . . . ∧ ωn−10 = K(V )ωnn−r ∧ . . . ∧ ωnn−1 +
n−r−1∑

i=1

ωni ∧ ηi

per certs ηi. Finalment,

ιndL
s
r = K(V )

∧
ωnh
∧

ωji 0 < i ≤ n− r − 1 < j ≤ n− 1 1 ≤ h ≤ n− 1

51
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Corol.lari 2.4.4. El volum amb signe de Lsr(S) és
∫

Lsr(S)
sgnK(Lr) ιndL

s
r = vol(G(r, n− 1))

∫

S
σr(x)dx

i més en general, per una funció f a S,

∫

Lsr(S)
f · sgnK(Lr) ιndL

s
r = vol(G(r, n− 1))

∫

S
fσr(x)dx. (2.18)

Demostració. Integrar el resultat anterior i utilitzar la proposició (1.2.1) que és vàlida
per ambients semi-riemannians. En efecte, es tracta d’una propietat general (algebraica)
de les formes simètriques bilineals.

2.5 Fórmula de Cauchy-Crofton a l’esfera de de Sitter.

Aqúı provem una fórmula per a la integral del nombre de punts d’intersecció de les
rectes de tipus espai amb una hipersuperf́ıcie de tipus espai a Λn. La fórmula relaciona
directament aquesta integral amb el volum (n − 1)-dimensional de la hipersuperf́ıcie.
Aquests motius són suficients per a anomenar-la fórmula de Cauchy-Crofton a l’esfera
de de Sitter. Tot i això, cal advertir que a primera vista la fórmula no és exactament
anàloga a les fórmules de Cauchy-Crofton existents en espais de curvatura constant i en
varietats riemannianes homogènies. Ja hem dit que en aquests ambients, aquestes són
del tipus ∫

L
#(L ∩ S)dL = c · vol(S) (2.19)

on dL és una mesura en L, l’espai de geodèsiques, S és una hipersuperf́ıcie i c és una
constant. A l’esfera de de Sitter no existeix una tal fórmula ja que tot petit tros d’hi-
persuperf́ıcie és tallat per un conjunt de geodèsiques de mesura infinita, com hem vist a
la proposició 2.3.2. En general, aquest mateix problema impedeix que hi hagi fórmules
del tipus (2.19) en varietats semi-riemannianes.

Una manera de resoldre aquesta dificultat és la que apareix a [Teu82]. Es tracta de
contar només les interseccions amb un angle inferior a un valor fixat. Això restringeix la
integració a l’interior d’un compacte de Ls1. Fent-ho aix́ı, es veu que la integral és finita
i múltiple del volum de la hipersuperf́ıcie.

Aqúı proposem un plantejament alternatiu que donarà una equació de tipus diferent
però que té en compte totes les interseccions. El preu que paguem és que ens hem
de restringir a hipersuperf́ıcies de tipus espai S compactes, sense vora i pròpiament
immerses (embedded) a Λn. Concretament provarem que

∫

Ls

(2−#(Ls ∩ S))dLs =
On−2

n− 1
(vol(S)−On−1)

on denotem l’espai de rectes de tipus espai per Ls enlloc de Ls1. Igualment Ls és una
d’aquestes rectes i dLs és la mesura invariant dLs1. Mantindrem aquesta notació més
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simple durant la resta del text. Veurem que fora d’un compacte a Ls, totes les rectes
tallen S en 2 punts. Si per exemple S és la imatge de Gauss d’un convex de Hn, quasi
per tota recta la intersecció té dos punts o cap. En aquest cas estarem mesurant el
conjunt de rectes que no tallen S.

La hipòtesi que S sigui tancada i de tipus espai és essencial per tal de garantir que
l’integrand s’anul.li fora d’un conjunt de mesura finita. El mateix motiu ens impedeix
considerar subvarietats de codimensió més gran com per exemple corbes.

La demostració consisteix a estudiar les propietats variacionals dels dos membres de
la igualtat.

Proposició 2.5.1. Siguin S una hipersuperf́ıcie tancada i ϕ : S × (−ε, ε) → Λn, una
aplicació diferenciable tal que ϕt = ϕ(·, t) és immersió pròpia (embedding) de tipus espai
per cada t. Suposem a més, que 〈∂ϕ/∂t, n〉 < 0 per algun vector normal unitari n. Si
St = ϕt(S) llavors

lim
t→0

1

t

∫

Ls

(#(Ls ∩ S0)−#(Ls ∩ St))dLs =
On−2

n− 1

d

dt

∣∣∣∣
t=0

vol(St).

Observació. La hipòtesi sobre ∂ϕ/∂t garanteix que els St són disjunts. Això simplifica
la prova però més endavant quedarà clar (a posteriori) que aquesta hipòtesi no era
necessària.

Sε

St

Ls

S0

Figura 2.5: Tangència de tipus µ−

Demostració. Per cada recta Ls denotem per C(Ls) el conjunt de punts on Ls és tangent
a alguna hipersuperf́ıcie de la foliació {St}|t|<ε. Posem C(Ls) = C+(Ls) ∪ C−(Ls) de
forma que C+(Ls) contingui els punts de tangència on Ls queda localment al costat
oposat del normal n respecte St i C

−(Ls) contingui la resta de punts. Denotem µ+ =
#C+, µ− = #C− i definim µ(Ls) = µ+(Ls)− µ−(Ls). Ara si ε és prou petit, per cada
interval de Ls ∩ (∪tSt) amb extrems a S0 (que no talla Sε), tenim una tangència de C+

i viceversa (cf. figura 2.5). Per cada segment amb extrems a Sε que no talla S0 tenim
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una tangència de C−. Aix́ı,
∫

Ls

(#(Ls ∩ S0)−#(Ls ∩ St))dLs =
∫

Ls

2µdLs

Ara considerem l’aplicació

γ : G1(S)× (−ε, ε) −→ Ls
( (p, l), t ) 7−→ expϕt(p) l.

Notem que γt = γ(·, t) : G1(S) → Ls coincideix amb l’aplicació definida a (2.17) i per
tant les hipersuperf́ıcies Ls(St) = γt(G1(S)) ⊂ Ls estan formades per les rectes tangents
a St. Per la fórmula de l’àrea,

2

∫

Ls

µdLs = −2
∫ ε

0

∫

G1(S)
sgnK(Ls)γ

∗dLs.

Ara bé,
γ∗dLs = ι∂tγ

∗(dLs)dt = γ∗t (ιdγ∂tdLs)dt.

Pel teorema fonamental del càlcul i gràcies a (2.18)

2 lim
ε→0

1

ε

∫ ε

0

∫

G1(S)
sgnK(Ls)γ

∗
t (ιdγ∂tdLs)dt = 2

∫

G1(S)
sgnK(Ls)γ

∗
0(ιdγ∂tdLs) =

= −2
∫

G1(S)
sgnK(Ls)〈dγ∂t, N〉γ∗0(ιNdLs) = −2

On−2

2

∫

S0

〈dγ∂t, N〉σ1(x)dx

onN és el camp unitari normal a Ls(S0) de forma que ιNdLs és l’element de volum indüıt
per l’ambient. El signe menys que apareix es deu al fet que, com veurem, 〈dγ∂t, N〉 és
negatiu i treballem amb densitats que són positives.

Per altra banda, la fórmula de primera variació del volum diu (cf. [Spi79])

d

dt

∣∣∣∣
t=0

vol(St) =

∫

S0

〈∂ϕ/∂t, n〉(n− 1)σ1(x)dx

on σ1 denota la curvatura mitja de S0. Notem que hi ha un canvi de signe respecte la
fórmula de variació clàssica ja que 〈n, n〉 < 0.

Prenem una referència mòbil g : G1(S)×(−ε, ε)→ G tal que ϕ = π̃◦g i γ = πn−2 ◦g.
Llavors,

〈dγ∂t,N〉 = 〈dπn−2
∂g

∂t
, dπn−2v

n
0 〉 = 〈

∂g

∂t
, vn0 〉 = 〈dπ̃

dg

dt
, dπ̃vn0 〉 = 〈

∂ϕ

∂t
, n〉

que és precisament el que ens calia veure.

Corol.lari 2.5.2. Siguin R i S dues hipersuperf́ıcies pròpiament immerses a Λn i de
tipus espai. Llavors

∫

Ls

(#(Ls ∩ S)−#(Ls ∩R))dLs =
On−2

n− 1
(vol(R)− vol(S))
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Demostració. Prenem B ⊂ Hn una bola prou gran per tal que tot hiperplà L ∈ R talli
B. Prenem S′ ⊂ Λn la hipersuperf́ıcie formada pels hiperplans tangents a ∂B orientats
pel normal exterior. Considerem els feixos d’hiperplans ortogonals als diàmetres de B.
Formen una foliació de Λn per geodèsiques de tipus temps. Com que R és de tipus
espai, és transversa a aquesta foliació. Per tant, podem deformar homòtopament S ′ a R
seguint els fulls d’aquesta foliació. Aplicant la proposició anterior i integrant obtenim el
resultat per R i S ′.

Per R i S arbitraris prenem una bola B prou gran per tots dos i la hipersuperf́ıcie S ′

corresponent. Apliquem el resultat a R i S ′ i a S i S′. Finalment, fem la diferència.

Corol.lari 2.5.3. [Fórmula de Crofton a l’esfera de de Sitter] Sigui S una hipersuperf́ıcie
pròpiament immersa a Λn i de tipus espai. Llavors

∫

Ls

(2−#(Ls ∩ S))dLs =
On−2

n− 1
(vol(S)−On−1)

Demostració. Escollim un punt p ∈ Hn qualsevol i apliquem el corol.lari anterior amb
R = {L ∈ Λn|p ∈ L}. Hem acabat si notem que quasi tota recta de tipus espai talla R
en dos punts.
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Curvatura total

3.1 Teorema de Gauss-Bonnet a l’espai euclidià

En aquest caṕıtol estudiarem la integral de la curvatura de Gauss d’una hipersuperf́ıcie
tancada a l’espai hiperbòlic. Concretament donarem una demostració del teorema de
Gauss-Bonnet per aquestes hipersuperf́ıcies utilitzant els mètodes de la geometria in-
tegral. Abans, serà convenient tractar els casos euclidià i esfèric. En aquesta secció
recordem breument el teorema de Gauss-Bonnet per a hipersuperf́ıcies de l’espai eu-
clidià. Quan aquest espai té dimensió senar, tenim la versió més coneguda d’aquest
teorema que és deguda a Hopf.

Teorema 3.1.1. [Hop25] Si i : S → Rn és una immersió de classe C2 d’una hiper-
superf́ıcie tancada (compacta i sense vora) a Rn amb n senar, llavors la integral de la
curvatura de Gauss de S és ∫

S
Kdx =

On−1

2
χ(S)

on dx és la mesura en S indüıda per i.

És una conseqüència gairebé directa del teorema dels ı́ndexos de Poincaré-Hopf.
Donem la demostració ja que presenta similituds amb el que seguirà.

Demostració. Com que S pot no ser orientable ens convé prendre el seu fibrat normal
unitari N(S) = {(p, n) ∈ S × Sn−1 | n⊥di(TpS)}. Tenim una aplicació de Gauss γ :
N(S) → Sn−1 entre varietats orientades definida per γ(p, n) = n. La curvatura de S
és, per definició, K = − det dγ. Notem que, en ser la dimensió de S parell, K pren el
mateix valor a n i a −n. Per la fórmula del canvi

∫

S
Kdx =

1

2

∫

N(S)
Kdx = −deg(γ)On−1

2
.

La demostració es redueix al càlcul de deg(γ), el grau de l’aplicació de Gauss. Siguin
y,−y ∈ Sn−1 valors regulars de γ. Considerem a N(S) el campX = y−〈y, γ〉γ, projecció
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ortogonal de y al tangent de i(S). Els zeros de X són els punts de γ−1({y,−y}) i són
no-degenerats. Si X s’anul.la a (p, n), llavors n = ±y i

(dX)(p,n) = −(grad〈y, γ〉)t(p,n) · n− 〈y, n〉(dγ)(p,n) = −〈y, n〉(dγ)(p,n) (3.1)

ja que 〈y, γ〉 és màxim o mı́nim a (p, n). En particular dX(TpS) ⊂ di(TpS). Per
ser no degenerat, l’́ındex ι de X en (p, n) és ±1, segons el signe del determinant de
(l’endomorfisme) dX (cf.[Mil97]). Però aquest és − det dγ i pel teorema de Poincaré-
Hopf,

χ(N(S)) =
∑

(p,n)∈γ−1(±y)

ι(p, n) = −2
∑

x∈γ−1(y)

sgn(det dγ)x = −2degγ.

Acabem la demostració notant que χ(N(S)) = 2χ(S).

El teorema anterior demana que la dimensió de l’ambient sigui senar però existeix una
versió per a dimensions arbitràries. En aquest cas cal suposar que la hipersuperf́ıcie és
pròpiament immersa (embedded) o equivalentment, que és vora d’algun domini. Aquest
teorema és igualment degut a Hopf tot i que això és menys conegut.

Teorema 3.1.2. [Hop27, p.248, Satz VI] Si S = ∂Q és hipersuperf́ıcie compacta de
classe C2 a Rn, llavors la integral de la curvatura de Gauss de S respecte al normal
interior és ∫

S
Kdx = On−1χ(Q). (3.2)

Recordem que si n és senar i S = ∂Q llavors χ(S) = 2χ(Q). La condició de ser vora
és necessària. En general, per hipersuperf́ıcies immerses de dimensió senar no és cert que
la topologia determini la integral de curvatura. Per exemple, la integral de curvatura
d’una corba plana tancada pot prendre molts valors diferents si no li demanem que sigui
simple.

A continuació donarem la demostració de (3.2) que apareix a [Got96]. Aquesta és
altre cop molt simple però utilitza la següent generalització del teorema de Poincaré-Hopf
deguda a M. Morse.

Teorema 3.1.3. [Mor29] Sigui X un camp diferenciable en una varietat N amb vora
M = ∂N . Suposem que X no té zeros a M i que coincideix amb el normal interior
només en punts äıllats de M . Llavors la suma IndX dels ı́ndexos dels punts singulars
de X és

IndX = χ(N)− Ind−∂X

on Ind−∂X és la suma dels ı́ndexos de la projecció de X a M en les singularitats on X
és (normal) interior.

Demostració (del teorema 3.1.2). Com abans, només ens cal calcular el grau de l’apli-
cació de Gauss. Aquest cop però, triem l’aplicació de Gauss γ : S → Sn−1 que associa
el normal interior. Prenem y ∈ Sn−1 un valor regular de γ. Ara apliquem el teorema
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Caṕıtol 3. Curvatura total

anterior al camp constant X ≡ y definit sobre el domini Q. Clarament els punts de ∂Q
on X és normal interior són les antiimatges de y. L’equació (3.1) prova que els ı́ndexos
de la projecció de X en aquests punts coincideixen amb el signe de − det dγ. Per tant,
com que X no és nul enlloc,

χ(Q) = Ind−∂X = −degγ.

El fet que per S de dimensió parell n’hi hagués prou amb tenir immersió, va fer
sospitar a Hopf de l’existència d’un teorema de Gauss-Bonnet intŕınsec per a varietats
abstractes de dimensió parell. Uns anys més tard, Allendoerfer i Fenchel van provar
una versió per a varietats de dimensió parell immerses en espais euclidians. Finalment
Chern va provar el teorema de Gauss-Bonnet per a varietats abstractes de dimensió
parell a [Che44] generalitzant-lo al cap de poc per a varietats amb vora [Che45]. Aix́ı,
el teorema 3.1.1 és conseqüència d’aquest teorema intŕınsec mentre que el teorema 3.1.2
s’obté aplicant la versió per a varietats amb vora al domini interior Q.

Tot i això, és bo tenir presents les demostracions elementals que acabem de donar.
A part de raons ‘estètiques’, cal tenir en compte que aquests mètodes extŕınsecs deriven
en certes qüestions amb interès propi, com l’estudi de la curvatura total absoluta, que
no admeten reformulacions intŕınseques.

En la secció següent presentem una demostració extŕınseca del teorema de Gauss-
Bonnet per a hipersuperf́ıcies de Sn, deguda a Teufel (cf. [Teu80]) i basada en mètodes de
geometria integral. Després de veure aquesta prova, quedarà clar perquè aquest mètode
no es podia aplicar a l’espai hiperbòlic. Tot i aix́ı, amb les mateixes idees que han donat
lloc a la fórmula de Crofton a l’esfera de de Sitter, podrem completar els arguments
utilitzats al cas esfèric per obtenir la fórmula de Gauss-Bonnet a l’espai hiperbòlic fent
ús únicament de la geometria integral. El primer pas serà trobar unes fórmules de
variació per a les Quermassintegrale Wi que tenen interès en si mateixes.

Altre cop, cal dir que el teorema de Gauss-Bonnet a Sn i Hn s’obté fàcilment de la
versió intŕınseca (amb vora si cal). Tot i aix́ı, en aquestes geometries més encara que
en l’euclidiana, a l’obtenir-lo de manera extŕınseca, apareixen amb tota claredat certs
aspectes remarcables que treballant intŕınsecament queden amagats.

Finalment, aquest tipus d’idees donarà lloc a una fórmula per a la curvatura total
absoluta de certa classe d’immersions a l’espai hiperbòlic anomenades tenses. Aquest
resultat és totalment nou i permetrà provar que la desigualtat de Chern-Lashof també
és vàlida per immersions tenses de tors a l’espai hiperbòlic.

3.2 Teorema de Gauss-Bonnet a l’esfera

A continuació, seguint [Teu80] relacionem la curvatura total d’una hipersuperf́ıcie prò-
piament immersa a Sn amb la integral de la caracteŕıstica d’Euler de les interseccions
del seu interior amb (n − 2)-plans geodèsics. Només en el cas on n és senar podrem
generalitzar el resultat a immersions, tal com passa amb el teorema de Gauss-Bonnet
per hipersuperf́ıcies de Rn.
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Donat Ln−2 un (n − 2)-pla geodèsic de Sn orientat, considerem el feix de ‘mitjos’
hiperplans que el tenen com a vora. Parametritzant aquest feix per un valor angular
tindrem una funció

hL : Sn \ Ln−2 −→ S1.

Proposició 3.2.1. [Teu80] Sigui i : S → Sn una hipersuperf́ıcie immersa orientada per
un vector normal unitari n. La integral de curvatura ve donada per

Mn−1(S) =
n− 1

On−2

∫

L+n−2

µ(Ln−2, S)dLn−2

on L+n−2 és l’espai d’(n − 2)-plans orientats i µ(Ln−2, S) és la suma dels ı́ndexos de
Morse d’aquells punts cŕıtics de hL ◦ i en els que gradhL coincideix amb n.

Demostració. En primer lloc, si γ : S → Sn és l’aplicació de Gauss (γ(x) = nx), la
curvatura total de S és el volum (amb signe) de la ‘hipersuperf́ıcie dual’ γ(S) (cf. [Teu82])

Mn−1(S) =

∫

γ(S)
sgn(K(x))dx.

Notem que γ(S) és diferenciable fora d’un conjunt de mesura nul.la. Ara, per la fórmula
de Cauchy-Crofton (2.6),

∫

γ(S)
sgn(K(x))dx =

n− 1

On−2

∫

L1

∑

x∈l∩γ(s)

sgn(K(x))dl

on L1 és l’espai des cercles màxims l de Sn. Per cada cercle l determinat per un pla
P considerem l’(n − 2)-pla polar Ln−2 = P⊥ ∩ Sn. Aix́ı, les interseccions de l amb
γ(S) corresponen a punts de S on gradhL coincideix amb n per alguna del les dues
orientacions possibles del pol Ln−2. Aix́ı,

Mn−1(S) =
n− 1

On−2

∫

L+n−2

∑
sgn(K(x))dLn−2.

on el sumatori es fa sobre els punts x on n coincideix amb el gradient de hL ◦ i. Un
càlcul semblant a (3.1) mostra que el signe de K en aquests punts és l’́ındex de Morse
de hL ◦ i.

Suposem S ⊂ Sn hipersuperf́ıcie tancada pròpiament immersa. Aleshores, S és la
vora d’algun domini Q. Orientem S amb el normal interior n. Per tot (n − 2)-pla
genèric (i.e. fora d’un conjunt de mesura nul.la), la suma dels ı́ndexos de tangència µ
està determinada per la topologia de la intersecció del (n− 2)-pla amb Q.

Proposició 3.2.2. [Teu80] Si Ln−2 és un (n − 2)-pla geodèsic orientat en posició
genèrica respecte S = ∂Q ⊂ Sn (o Rn o Hn) llavors la suma dels ı́ndexos d’aquells
punts cŕıtics de hL|S en els que gradhL és interior és

µ(Ln−2, S) = χ(Q)− χ(Q ∩ Ln−2).
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Caṕıtol 3. Curvatura total

Donem una demostració més curta que la de [Teu80] utilitzant la fórmula de Morse
del teorema 3.1.3.

Demostració. La condició de genericitat ens permet suposar que hL|S és de Morse i
també que Ln−2 és transvers a S. Prenem un entorn tubular Lεn−2 de Ln−2 que no
contingui cap punt cŕıtic de hL|S i de forma que Lεn−2 ∩Q sigui retracte de deformació
de Ln−2 ∩Q. Considerem el camp X gradient de hL definit a Sn \Lεn−2. El gradient de
la restricció de hL a S és justament la projecció ortogonal de X a TpS; denotem-la ∂X.
Als punts singulars, l’́ındex del camp gradient d’una funció coincideix amb l’́ındex de
Morse d’aquesta. Per tant, µ(Ln−2, S) és la suma dels ı́ndexos de ∂X en aquells punts
singulars on X és (normal) interior. Apliquem el teorema 3.1.3 prenent com a varietat
N = Q \ Lεn−2 (o una petita modificació C∞ d’aquesta). Com que X no és nul enlloc,
tenim

µ(Ln−2, S) = Ind−∂X = χ(N) = χ(Q \ Lεn−2).
Per l’additivitat de la caracteŕıstica d’Euler, acabem la demostració amb

χ(Q \ Lεn−2) = χ(Q)− χ(Lεn−2 ∩Q) = χ(Q)− χ(Ln−2 ∩Q)

ja que Ln−2 és retracte de deformació de χ(Lεn−2).

En particular hem vist que µ(Ln−2, S) no depèn de l’orientació de Ln−2. Aix́ı, a
3.2.1 no ens cal orientar els (n− 2)-plans i tenim

Mn−1(S) =
2(n− 1)

On−2

∫

Ln−2

(χ(Q)− χ(Ln−2 ∩Q))dLn−2.

Com que Ln−2 = G(n− 1, n+ 1) i

vol(G(r, n)) =
On−1 · · ·On−r

Or−1 · · ·O0
,

de la definició dels Wi(Q) obtenim el següent resultat.

Corol.lari 3.2.3. [Teu80] Si S = ∂Q ⊂ Sn és diferenciable llavors

Mn−1(S) = On−1χ(Q)− n(n− 1)

2
Wn−2(Q)

Aquesta relació es pot fer baixar a codimensions més grans. És a dir, les integrals de
curvatura mitja també s’expressen en funció de només dues Quermassintegrale. Aquest
fet, que no es menciona a [Teu80], és força sorprenent i mostra que la relació entre
integrals de curvatura mitja i Quermassintegrale és molt més directa del que podien fer
pensar les equacions (2.10) i (2.11).

Corol.lari 3.2.4. Si S = ∂Q és diferenciable,

Mr(S) = n

(
Wr+1(Q)− r

n− r + 1
Wr−1(Q)

)
.
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Demostració. Per gairebé tot r-pla geodèsic Lr, la interseccióQ∩Lr té vora diferenciable.
Apliquem el teorema anterior i tenim

Mr−1(S ∩ Lr) = Or−1χ(Lr ∩Q)− r(r − 1)

2
Wr−2(Q ∩ Lr).

Si integrem respecte Lr tenim,

∫

Lr

Mr−1(S ∩ Lr)dLr = Or−1

∫

Lr

χ(Lr ∩Q)dLr −
r(r − 1)

2

∫

Lr

Wr−2(Q ∩ Lr)dLr =

= Or−1

∫

Lr

χ(Lr ∩Q)dLr −
(r − 1) ·O0

Or−2

∫

Lr

∫

L[r](r−2)

χ(Lr−2 ∩Q)dL[r](r−2)dLr (3.3)

on L[r](r−2) és l’espai de (r− 2)-plans continguts a Lr i dL[r](r−2) és la mesura correspo-
nent. Però la igualtat (2.5) dóna

dL[r](r−2)dLr = dLr[r−2]dLr−2

on dLr[r−2] és la mesura natural a l’espai dels r-plans que contenen Lr−2. Per tant,

∫

Lr

∫

L[r](r−2)

χ(Lr−2 ∩Q)dL[r](r−2)dLr =
On−r+1On−r

O1O0

∫

Lr−2

χ(Lr−2 ∩Q)dLr−2.

D’altra banda, per la propietat reproductiva de les integrals de curvatura mitja (cf. pro-
posició 2.2.4),

∫

Lr

Mr−1(S ∩ Lr)dLr =
On−2 · · ·On−rOn−r+1

Or−2 · · ·O0O1
Mr−1(S).

Substituint les dues darreres equacions a 3.3 obtenim la fórmula buscada.

Aquestes fórmules donen lloc a una nova demostració de les equacions (2.10) i (2.11)
per curvatura k = 1 (i per tot k > 0). Val la pena de dir que hem trobat una via
totalment diferent (i prou bonica) d’obtenir aquest resultat. A més, la demostració de
[San76] utilitzava de forma essencial el teorema de Gauss-Bonnet, cosa que nosaltres no
hem fet.

Demostració (de la proposició 2.2.5 a Sn). Utilitzar la recurrència

Wr+1(Q) =
1

n
Mr(∂Q) +

r

n− r + 1
Wr−1(Q)

i s’acaba gràcies a

W1(Q) =
1

n
M0(∂Q) W0(Q) = V Wn(Q) =

On−1

n
χ(Q).
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Però fixem-nos que per r = n les igualtats (2.10) i (2.11) són la fórmula de Gauss-
Bonnet per varietats pròpiament immerses a Sn! Repetim que clàssicament s’utilitzava
el teorema de Gauss-Bonnet per obtenir les fórmules (2.10) i (2.11). Aqúı, al contrari,
hem provat les mateixes fórmules independentment i en particular la de Gauss-Bonnet.
També es pot deduir el teorema de Gauss-Bonnet directament per inducció a partir del
corol.lari 3.2.3 tal i com es fa a [Teu80].

Teorema 3.2.5 (Teorema de Gauss-Bonnet a Sn). Sigui Q ⊂ Sn un domini amb
vora ∂Q compacta i de classe C2. Si n és parell i V denota el volum de Q,

cn−1Mn−1(∂Q) + cn−3Mn−3(∂Q) + · · ·+ c1M1(∂Q) + V = 1/2Onχ(Q).

Si n és senar,

cn−1Mn−1(∂Q) + cn−3Mn−3(∂Q) + · · ·+ c2M2(∂Q) +M0(∂Q) = 1/2Onχ(Q).

Les constants ch són

ch =

(
n− 1

h

)
On

OhOn−1−h
.

Immersions no pròpies

Suposem aqúı que i : S → Sn és una immersió no necessàriament pròpia d’una hiper-
superf́ıcie; i.e. potser amb autointerseccions. Per donar resultats anàlegs als anteriors
caldrà restringir la paritat d’algunes dimensions. Aix́ı mateix, ens fa falta una definició.

Definició 3.2.1. Sigui i : S → Sn (o Rn o Hn) una hipersuperf́ıcie immersa. Quan r
sigui senar definim

Wr(S) =
1

2

(n− r)Or−1 · · ·O0
n ·On−2 · · ·On−r−1

∫

Lr

χ(i−1Lr)dLr.

Notem que si S = ∂Q llavors Wr(S) =Wr(Q) ja que χ(Lr ∩ S) = 2χ(Lr ∩Q).
Suposem a partir d’aqúı que n és senar. La proposició 3.2.1 és vàlida per immersions

en general però hem d’aclarir la qüestió de l’orientació. Prenent el fibrat normal unitari
N(S) = {(p, n) ∈ Sn×Sn | n⊥di(TpS)}, tenim una immersió i : N(S)→ Sn i un normal
ben definit a cada punt de N(S). Com que la dimensió de S és parell, la curvatura no
depèn del normal escollit. Pel mateix motiu, l’́ındex dels punts cŕıtics de les funcions
hL ◦ i no depèn de l’orientació dels (n− 2)-plans Ln−2. Per tant,

∫

S
Kdp =

1

2

∫

N(S)
Kdp =

=
n− 1

2On−2

∫

L+n−2

µ(Ln−2, S)dLn−2 =
n− 1

On−2

∫

Ln−2

µ(Ln−2, S)dLn−2 (3.4)

entenent que, quan Ln−2 és no orientat, µ(Ln−2, S) denota la suma dels ı́ndexos de tots
els punts cŕıtics de hL ◦ i. Pel que fa a la proposició 3.2.2, aquesta fa referència al domini
interior que només existeix si la immersió és pròpia. Per això, ens cal substitüır aquesta
proposició per la següent.
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Proposició 3.2.6. Siguin i : S → Sn (o Rn o Hn) una hipersuperf́ıcie immersa i Ln−2
un (n− 2)-pla (no orientat) en posició genèrica respecte i(S). La suma dels ı́ndexos de
la restricció de hL ◦ i és

µ(S,Ln−2) = χ(S)− χ(i−1Ln−2) (3.5)

Aqúı no cal que n sigui senar. Si n és parell, com que χ(S) = χ(i−1Ln−2) = 0,
obtenim que la suma total dels ı́ndexos de hL ◦ i és sempre 0.

Demostració. Considerem el camp X gradient de hL ◦ i definit a S. Com que Ln−2 està
en posició genèrica, podem escollir un entorn tubular Lεn−2 que no contingui cap zero de
diX. Sigui N = S \ i−1Ln−2. Notem que X no és ortogonal a ∂N enlloc. Per la fórmula
de Morse, la suma dels ı́ndexos de X a N val

µ(S,Ln−2) = χ(N) = χ(S \ i−1Lεn−2) = χ(S)− χ(i−1Lεn−2) = χ(S)− χ(i−1Ln−2)

ja que, per ε prou petit, i−1Ln−2 és retracte de deformació de i−1Lεn−2.

Substitüınt (3.5) a (3.4) tenim, per n senar,

Mn−1(S) =
n− 1

On−2

(
OnOn−1

O1O0
χ(S)−

∫

Ln−2

χ(S ∩ Ln−2)dLn−2
)

=

= nWn(S)−
n(n− 1)

2
Wn−2(S).

Igual que per les immersions pròpies, podem utilitzar les propietats de reproducti-
bilitat i obtenir que

Mr(S) = n

(
Wr+1(S)−

r

n− r + 1
Wr−1(S)

)
.

Per tant, dedüım que la fórmula (2.11) també val per hipersuperf́ıcies immerses ja
que els plans que hi intervenen són de dimensió senar. En particular, també hem provat
el teorema de Gauss-Bonnet per hipersuperf́ıcies immerses en esferes de dimensió senar.

Arribats a aquest punt, la intenció més natural és la de repetir el mateix procés amb
l’espai hiperbòlic com a ambient. El primer pas seria relacionar la curvatura total amb
el volum de la imtage per l’aplicació de Gauss. Ja hem vist al caṕıtol 2 que això funciona
tan bé a l’espai hiperbòlic com a l’euclidià o l’esfèric. La única peculiaritat és que en
el cas hiperbòlic, l’aplicació de Gauss té arribada a l’esfera de de Sitter. El següent
pas és utilitzar la fórmula de Cauchy-Crofton per calcular aquest volum. És clar que és
aqúı on sorgeixen les dificultats. Ja hem dit que la fórmula de Cauchy-Crofton usual no
és vàlida a l’esfera de de Sitter. A [Teu82] es donava una versió alternativa d’aquesta
fórmula que donava una manera de calcular la curvatura total d’immersions a l’espai
hiperbòlic. Malgrat tot, aquest mètode no donava lloc al teorema de Gauss-Bonnet.

Per això, el fet d’haver trobat una nova fórmula de Cauchy-Crofton per hipersu-
perf́ıcies de tipus espai a l’esfera de de Sitter ens ha de donar esperances. No podem
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utilitzar directament el teorema 2.5.3 ja que la imatge de Gauss no és una immersió (pot
degenerar en alguns punts). Tot i aix́ı, en les dues seccions següents utilitzem les idees
de la secció 2.5 per completar l’estudi de la curvatura total a l’espai hiperbòlic.

3.3 Fórmules de variació.

Fem un petit parèntesi per trobar algunes fórmules de primera variació. Aquestes seran
una peça clau per a continuar l’estudi de la curvatura total però, a més, tenen interès
per elles mateixes. Concretament estudiem la variació de les Quermassintegrale Wr(Q)
quan es fa una perturbació del domini Q. Si un pla Lr talla ∂Q transversalment, en fer
una perturbació infinitessimal de Q, la intersecció Q∩Lr no canviarà de topologia. Aix́ı
doncs, ja es preveu que la variació de Wr(Q) estarà relacionada amb la mesura d’r-plans
tangents i per tant seran necessaris els resultats de la secció 2.4.

Ens interessa el cas hiperbòlic però tot el que fem en aquesta secció funciona igual a
Rn i Sn. Per tant, treballarem amb totes tres geometries alhora sense necessitat de fer
cap comentari addicional.

Comencem amb la situació següent. Sigui ϕ : Q × I −→ Hn (o Rn, o Sn) una
aplicació diferenciable tal que per cada t ∈ I = (−ε, ε), la restricció ϕt = ϕ(·, t) és
injectiva. Denotem Qt = ϕt(Q) i diem que formen una deformació de Q0. És clar que
ϕt és una immersió pròpia de S = ∂Q i que la imatge St = ϕt(S) = ∂Qt.

Proposició 3.3.1. Si Qt és una deformació d’un domini Q0, per un r-pla Lr genèric i
0 < t0 < ε

χ(Lr ∩Qt0)− χ(Lr ∩Q0) = −
∑

sgn〈∂ϕ
∂t
, n〉sgnK(Lr)

on el sumatori es fa sobre els punts ϕt(x) on Lr és tangent a St per un t ∈ (0, t0) i K(Lr)
és la curvatura normal de St en la direcció de Tϕ(x,t)Lr i respecte al normal interior n .

Demostració. Considerem Q × I −→ Hn × I definida per (p, t) 7→ (ϕ(p, t), t). Per
hipòtesi, la seva imatge és un domini M de Hn × I. Redüım de moment I a (0, t0).
Llavors ∂M ⊂ (Hn × I) és diferenciable. Per un Lr genèric podem suposar Lr × I
transvers a aquesta hipersuperf́ıcie. Aix́ı doncs, N = M ∩ (Lr × I) és un domini de
Lr × I amb vora diferenciable (cf. figura 3.1). Considerem el camp unitari vertical ∂t i
la seva projecció ortogonal sobre ∂N

X = ∂t− 〈∂t, n′〉n′

on n′ és el normal unitari interior a ∂N . Situem-nos en un punt singular y = ϕt(p) ∈ ∂N
de X. A continuació calculem l’́ındex ι de X en y. Sigui dX : Ty∂N → Ty∂N l’aplicació
que envia Z 7→ ∇ZX on ∇ és la connexió de Levi-Civita de Lr × I. De forma similar a
(3.1) tenim,

dX(Z) = ∇ZX = ∇Z∂t−∇Z〈∂t, n′〉n′ = Z(〈∂t, n′〉)n′ − 〈∂t, n′〉∇Zn
′ = −〈∂t, n′〉∇Zn

′

(3.6)
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A

yTy∂N

Lr ∩Q0

y

Hn × {0}

N

Lr × IM

Figura 3.1: Deformació d’un domini

i per hipòtesi ∂t = ±n′. Per tant, el determinant de dX és, llevat de signe, la curvatura
de Gauss K ′ de ∂N en y com a hipersuperf́ıcie de Lr × I i respecte de n′

det dX = 〈∂t, n′〉rK ′.

Com que n′ és interior a M , pel teorema 1.2.2 (de Meusnier), K ′ és un múltiple positiu
de la curvatura normal de ∂M en la direcció Ty∂N respecte al normal interior de ∂M .
Per la mateixa raó, aquesta curvatura normal és múltiple positiu de la curvatura normal
K(Lr) de St ≡ (Hn × {t}) ∩ ∂M respecte n en la direcció TpLr. En particular, y és
punt singular degenerat si i només si St té curvatura normal 0 a x en la direcció de Lr.
Quasi per tot Lr, les singularitats seran no-degenerades, i per tant äıllades. Per veure-ho
només cal aplicar el teorema de Sard-Federer (cf.[Fed69]) a l’aplicació Gr(S) × I → Lr
definida per ((p, V ), t) 7→ expϕ(p,t) V . Els seus valors cŕıtics són els r-plans tangents
a algun St de forma que K(Lr) = 0. Per tant, el conjunt d’aquests r-plans, que són
precisament els que donen lloc a singularitats de X degenerades, té mesura nul.la.

Aix́ı doncs, quasi per tot Lr podem suposar que tots els punts singulars y de X són
no degenerats. Per tant (cf. [Mil97]), tenen ı́ndex ±1 segons el signe del determinant de
dX, o bé

ι(y) = sgn det dXy = 〈∂t, n′〉rsgnK(Lr) (3.7)

on K(Lr) és la curvatura normal de St en la direcció TyLr.
Ara volem relacionar la suma d’́ındexos dels punts singulars de X amb χ(Lr∩Qt0)−

χ(Lr ∩ Q0). Comencem estenent I a [0, t0] i modificant lleugerament N per tal que
la nova ∂N en Hn × I sigui diferenciable. Aquesta modificació la podem fer de forma
que no afecti la regió N ∩ (Lr × [δ, t0 − δ]) per un petit δ. A més, podem suposar
que la nova ∂N és ortogonal a ∂t en un conjunt äıllat de punts. Considerem l’obert
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A = ∂N ∩ (Lr × [0, δ)) de ∂N . El camp X, projecció ortogonal de ∂t sobre ∂N , és
exterior a ∂A. Pel teorema de Poincaré-Hopf (amb vora), χ(A) és la suma dels ı́ndexos
dels punts singulars de X continguts a A. Aplicant el teorema 3.1.3, obtenim

χ(N) =
∑

C+

ι =
∑

C+∩A

ι+
∑

C+\A

ι = χ(A) +
∑

C+\A

ι

on C+ és el conjunt dels punts singulars de la projecció de ∂t allà on aquest és interior
i ι és l’́ındex d’aquests punts singulars. És a dir que,

χ(Lr ∩Q0) = χ(N)−
∑

C+∩(δ,t0−δ)

ι.

Anàlogament, es veu que

χ(Lr ∩Qt0) = χ(N)−
∑

C−∩(δ,t0−δ)

ι′

on C− és el conjunt dels punts singulars de −X on ∂t és interior i ι′ és el seu ı́ndex.
Com que ι′ = (−1)rι,

χ(Lr ∩Qt0)− χ(Lr ∩Q0) = −
∑

C−

ι′ +
∑

C+

ι =
∑

C

〈∂t, n′〉r+1ι

on C = C+∪C− i n′ és el normal interior a ∂N . Acabem la demostració substituint (3.7)
a l’equació anterior i observant que ∂t és interior a M si i només si ∂ϕ/∂t és exterior a
Qt.

Amb aquest resultat podem demostrar la fórmula de variació per a les Quermassin-
tegrale d’un domini amb vora diferenciable a Hn (o Rn o Sn).

Teorema 3.3.2. Per una deformació de dominis Qt,

n ·On−2 · · ·On−r−1

(n− r) ·Or−1 · · ·O0
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Wr(Qt) =

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫

Lr

χ(Lr ∩Qt)dLr = −vol(G(r, n− 1))

∫

S0

φ(x)σr(x)dx

on φ(x) = 〈∂ϕ/∂t, n〉 i n és el camp normal unitari interior.

Demostració. Per la proposició anterior, quasi per tot Lr tenim

χ(Lr ∩Qt)− χ(Lr ∩Q0) = −
∑

sgnφ sgnK(Lr)

on sumem sobre les tangències de Lr amb les hipersuperf́ıcies St i K(Lr) és la curvatura
normal de St en la direcció Lr i respecte n. Integrant respecte Lr,

∫

Lr

(χ(Lr ∩Qt)− χ(Lr ∩Q0))dLr = −
∫

Lr

∑
sgnφ sgnK(Lr)dLr.
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Considerem

γ : Gr(S)× (−ε, ε) −→ Lr
( (x, Vr), t ) 7−→ expϕt(x) Vr.

i les hipersuperf́ıcies Lr(St) = γ(Gr(S), t) ⊂ Lr. Per la fórmula de l’àrea,

∫

Lr

∑
sgnφ sgnK(Lr)dLr =

∫ t

0

∫

Gr(S)
sgnφ sgnK(Lr)γ

∗
t ιdγ∂tdLrdt

on γt = γ(·, t). Pel teorema fonamental del càlcul

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫ t

0

∫

Gr(S)
sgnφ sgnK(Lr)γ

∗
t ιdγ∂tdLrdt =

∫

Gr(S)
sgnφ sgnK(Lr)γ

∗
0ιdγ∂tdLr =

=

∫

Gr(S)
sgnφ sgnK(Lr)|〈dγ∂t,N〉|γ∗0ιNdLr

on N és el camp unitari normal a Lr(S0). En efecte,

ιdγ∂tdLr = |〈dγ∂t,N〉|ιNdLr

ja que treballem amb densitats. Notem que ιNdLr és l’element de volum a Lr(St) indüıt
per l’ambient.

Ara prenem una ‘referència mòbil’ g : (−ε, ε) × Gr(S) → G tal que ϕ = π ◦ g,
γ = πr ◦ g i gn coincideixi amb n. Llavors

〈dγ∂t,N〉 = 〈dπr
∂g

∂t
, dπrv

n
0 〉 = 〈

∂g

∂t
, vn0 〉 = −〈dπ

∂g

∂t
, dπvn0 〉 = −〈∂ϕ/∂t, n〉 = −φ. (3.8)

Aix́ı,
d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫

Lr

χ(Lr ∩Qt)dLr = −
∫

Gr(S)
φ sgnK(Lr)γ

∗
0ιNdLr

Finalment, pel corol.lari 2.4.2

−
∫

Gr(S)
φ sgnK(Lr)γ

∗
0ιNdLr = −vol(G(r, n− 1))

∫

S0

φ σr(x)dx.

Com a la secció anterior, podem estendre aquests resultats a immersions no pròpies
si restringim la paritat d’algunes dimensions. Aix́ı doncs, suposem i : S× I −→ Hn una
aplicació diferenciable tal que per cada t ∈ I = (−ε, ε), la restricció it = i(·, t) és una
immersió (no necessàriament pròpia) de la hipersuperf́ıcie tancada S. Direm que tenim
una deformació de la immersió i0. En aquesta situació tenim fórmules de variació per
a les Quermassintegrale Wr(S) amb r senar (cf. definició 3.2.1). Abans ens farà falta la
proposició següent.
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Φ(N)

Lr × I

Φ(y)
y

N

Figura 3.2: Deformació d’una immersió

Proposició 3.3.3. Per una deformació d’immersions it, si r és senar i Lr és un r-pla
genèric,

χ(i−1t0 Lr)− χ(i−10 Lr) = −2
∑

sgnK(Lr)

on el sumatori és sobre els punts it(p) on Lr és tangent a St per algun t ∈ (0, t0) i K(Lr)
és la curvatura normal de St en la direcció de Ti(p,t)Lr respecte al normal unitari n que
compleix 〈∂i/∂t, n〉 > 0.

Demostració. Redüım I a [0, t0]. Sigui Φ : S × I −→ Hn × I definida per Φ(x, t) =
(it(x), t). La imatge de Φ és una hipersuperf́ıcie immersa a Hn × I. Per la hipòtesi
de genericitat podem suposar que Lr × I és transvers a aquesta imatge. Llavors, N =
Φ−1(Lr × I) és una hipersuperf́ıcie de S × I. Considerem el camp X gradient de la
funció t restringida a N . Sigui y = (p, t) ∈ N un punt singular de X. Com que Φ és
injectiva en un entorn U de y, podem identificar U amb Φ(U) ⊂ Hn × I. A més, dΦX
és la projecció ortogonal de ∂t a Φ(U). L’equació (3.6) mostra que per tot Y ∈ TyN

dX(Y ) = −∇Y n
′

on n′ és el vector normal unitari que conicideix amb ∂t en y. Per tant, el determinant de
dX en y és la curvatura de Gauss K ′ de Φ(U) com a hipersuperf́ıcie de Lr × I respecte
el normal unitari n′. Sigui n′′ el normal unitari a Φ(S× I) que compleix 〈∂i/∂t, n′′〉 > 0.
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Com que Φ(N) = Φ(S × I) ∩ (Lr × I), el teorema 1.2.2 (de Meusnier) diu que K ′

és un múltiple negatiu de la curvatura normal de Φ(S × I) respecte n′′ en la direcció
T(Φ(y))(Lr×{t}) = T(Φ(y))Φ(N). El mateix teorema dóna que aquesta curvatura normal
és múltiple positiu de la curvatura normal de it(S) com a hipersuperf́ıcie de Hn × {t}
respecte el vector normal de l’enunciat i en la direcció TpLr. Aix́ı,

det dX = −K(Lr)

i per tant, utilitzant el teorema de Sard-Federer, podem suposar que quasi per tot Lr la
curvatura normal K(Lr) 6= 0 en els punts de tangència i que les singularitats de X són
no-degenerades i äıllades. En aquest cas hem vist que l’́ındex de la singularitat de X és

ι = −sgnK(Lr).

Aplicant el teorema 3.1.3 a X i a −X, tenim

∑

C

ι = χ(N)−
∑

D0

υ

−
∑

C

ι = χ(N)−
∑

Dt0

υ

on C és el conjunt de punts singulars del camp X i ι és l’́ındex d’aquestes singularitats.
Hem utilitzat que la dimensió de N és senar per deduir que l’́ındex de −X és l’oposat
de l’́ındex de X. Igualment, Dt és el conjunt de punts singulars de la projecció de X
a i−1t (Lr) × {t} i υ és l’́ındex de cada punt. Encara que aquestes singularitats no són
äıllades ho podem solucionar allargant I a [−δ, t0 + δ] (per δ > 0 petit) i prolongant el
camp X a S × I de la forma més convenient.

Restant i utilitzant el teorema de Poincaré-Hopf obtenim

−2
∑

C

sgnK(Lr) = 2
∑

C

ι =
∑

Dt

υ −
∑

D0

υ = χ(i−1t Lr)− χ(i−10 Lr)

com voĺıem provar.

A partir d’aquesta proposició, una demostració del tot anàloga a la del teorema 3.3.2
dona el següent

Teorema 3.3.4. Per una deformació it d’immersions de S, si r és senar,

n ·On−2 · · ·On−r−1

(n− r)Or−1 · · ·O0
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Wr(St) =

=
1

2

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫

Lr

χ(i−1t Lr)dLr = −vol(G(r, n− 1))

∫

S0

〈∂i/∂t, n〉σr(x)dx

on n és qualsevol normal unitari i σr és la curvatura mitja respecte aquest normal.

Quan les immersions sigui pròpies, aquest teorema coincideix amb el 3.3.2.
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3.4 Teorema de Gauss-Bonnet a l’espai hiperbòlic

En aquesta secció relacionem la curvatura total d’una hipersuperf́ıcie tancada de l’espai
hiperbòlic amb la seva Quermassintegrale d’ordre (n−2). A grans trets les idees de fons
són les del cas esfèric tot i que tècnicament és força diferent. El resultat és una fórmula
anàloga a (3.2.3) que equival al teorema de Gauss-Bonnet tot i ser molt més simple.

Lema 3.4.1. Suposem una deformació dels dos tipus tractats. Això és,

i) sigui Q una varietat de dimensió n amb vora S i suposem ϕ : Q × (−ε, ε) → Hn,
una aplicació diferenciable tal que ϕt = ϕ(·, t) és injectiu per cada t, o bé

ii) sigui S una varietat de dimensió parell n− 1 i suposem ϕ : S × (−ε, ε)→ Hn, una
aplicació diferenciable tal que ϕt = ϕ(·, t) és una immersió per cada t.

En tots dos casos suposem que la curvatura de Gauss Kt(x) de St en ϕt(x) no canvia
de signe al variar t. Aleshores, per al cas i) tenim

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫

Ln−2

χ(Qt ∩ Ln−2)dLn−2 =
On−2

2(n− 1)

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫

St

Kt(x)dx, (3.9)

i per al ii)

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫

Ln−2

χ(ϕ−1t Ln−2)dLn−2 =
On−2

n− 1

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫

St

Kt(x)dx. (3.10)

Observació. Les integrals dels membres de l’esquerra són finites ja que fora d’un com-
pacte l’integrand és 0. D’altra banda, veurem a posteriori que l’assumpció que Kt no
canvia de signe és supèrflua.

Demostració. Fem només el cas i) ja que el ii) és idèntic. Pel teorema 3.3.2, denotant
S = ∂Q,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫

Ln−2

χ(Qt ∩ Ln−2)dLn−2 = −
On−2

2

∫

S0

〈∂ϕ/∂t, n〉σn−2(x)dx. (3.11)

Per altra banda, sigui

γ : S × (−ε, ε) −→ Λn

( x, t ) 7−→ expϕt(x)(TxS).

i sigui U = {x ∈ S | Kt(x) ≥ 0}. Prenem una successió (Ur) de compactes a U
amb vora diferenciable tals que Kt(x) > 0 per tot x ∈ Ur i tot t ∈ (−ε, ε) i tals que
sup{Kt(x) | x ∈ ∂Ur, t ∈ (−ε, ε)} tendeixi a 0 quan r →∞. Per la regla de Leibniz i el
teorema de la convergència dominada,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫

U
Ktdx =

∫

U

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(Ktdx) = lim
r→∞

∫

Ur

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ktdx = lim
r→∞

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫

Ur

Ktdx
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Però per (2.15), si dx̃ denota l’element de volum de γt(S),

Ktdx = γ∗dx̃ (3.12)

i per tant ∫

Ur

Ktdx =

∫

γ(t,Ur)
dx̃.

Com que γt = γ(t, ·) : Ur → Λn és immersió a cada t ∈ (−ε, ε) podem aplicar la fórmula
de variació del volum (cf. [Spi79, p. 418])

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫

Ur

Ktdx = (n− 1)

∫

γ0(Ur)
〈dγ∂t,N〉σ̃1dx̃+

∫

∂Ur

γ∗ιXdx̃

on X és la part tangent del vector variació dγ∂t. Com que sup∂Ur Kt tendeix a 0 quan
r creix tenim que γ∗dx̃ també va a 0 sobre aquesta vora i queda

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫

U
Ktdx = (n− 1)

∫

γ0(U0)
〈dγ∂t,N〉σ̃1dx̃ = (n− 1)

∫

U0

〈dγ∂t,N〉σn−2dx (3.13)

ja que σn−2 = Kσ̃1 pel corol.lari 2.3.9. Per la part de curvatura negativa s’obté el mateix
raonant igual. Per l’equació (3.8) tenim que 〈dγ∂t,N〉 = −〈∂ϕ/∂t, n〉 i comparant (3.11)
i (3.13) veiem que això és el que ens calia veure.

Ara, la idea és deformar qualsevol hipersuperf́ıcie fins a gairebé col.lapsar-la en un
punt i integrar les equacions (3.9) i (3.10) respecte t durant aquesta deformació.

Teorema 3.4.2. Sigui S una hipersuperf́ıcie a Hn que sigui vora d’un domini Q. Ales-
hores, ∫

Ln−2

χ(Ln−2 ∩Q)dLn−2 =
On−2

2(n− 1)
(Mn−1(S)−On−1χ(Q)).

Si i : S → Hn és hipersuperf́ıcie immersa amb n senar,

∫

Ln−2

χ(i−1Ln−2)

2
dLn−2 =

On−2

2(n− 1)

(
Mn−1(S)−

On−1χ(S)

2

)
.

Demostració. Fem només el primer cas. Suposem S en el model projectiu (de Klein)
de Hn. A través d’homotècies deformem homòtopament S fins a obtenir S ′ = ∂Q′

continguda en una bola de radi arbitràriament petit. Com que les homotècies no canvien
el signe de la curvatura euclidiana de S, per la proposició 1.2.3 tampoc canvien la
curvatura hiperbòlica. Aix́ı, podem aplicar la proposició anterior, i tenim

∫

Ln−2

(χ(Ln−2 ∩Q)− χ(Ln−2 ∩Q′))dLn−2 =
On−2

2(n− 1)
(Mn−1(S)−Mn−1(S

′)).

Com que la mètrica d’una bola petita és gairebé euclidiana i la curvatura depèn cont́ı-
nuament de la mètrica, Mn−1(S

′) és tan propera a On−1χ(Q) com vulguem (cf. teorema
3.1.2). D’altra banda, χ(Ln−2 ∩Q) = 0 sempre que Ln−2 no talli la bola que hem pres
arbitràriament petita.
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I aix́ı obtenim les següents fórmules anàlogues a la del corol.lari 3.2.3 i que permetran
demostrar (2.10), (2.11) i en particular el teorema de Gauss-Bonnet a Hn.

Corol.lari 3.4.3. Si Q ⊂ Hn és un domini amb vora diferenciable, llavors

Mn−1(∂Q) = n

(
Wn(Q) +

n− 1

2
Wn−2(Q)

)
.

Si S es hipersuperf́ıcie immersa i n és senar llavors

Mn−1(S) = n

(
Wn(S) +

n− 1

2
Wn−2(S)

)
.

Demostració. Multiplicar les equacions de la proposició anterior per les constants que
apareixen a les definicions 2.2.1 i 3.2.1 de les Quermassintegrale.

Podem fer baixar aquestes fórmules a codimensions més grans utilitzant la repro-
ductibilitat.

Corol.lari 3.4.4. Si Q ⊂ Hn és un domini amb vora S diferenciable

Mr(S) = n

(
Wr+1(Q) +

r

n− r + 1
Wr−1(Q)

)
. (3.14)

Si S és una hipersuperf́ıcie immersa i r és senar

Mr(S) = n

(
Wr+1(S) +

r

n− r + 1
Wr−1(S)

)
.

Demostració. Idèntica a la del cas esfèric (cf. corol.lari 3.2.4).

A partir d’aqúı, tenim una nova demostració de les fórmules (2.10) i (2.11) per
curvatura k = −1 (i k < 0).

Demostració (de la proposició 2.2.5 a Hn). Utilitzar la recurrència

Wr+1(Q) =
1

n
Mr(∂Q)− r

n− r + 1
Wr−1(Q)

i s’acaba gràcies a

W1(Q) =
1

n
M0(∂Q) W0(Q) = V Wn(Q) =

On−1

n
χ(Q)

Observació. Les mateixes fórmules valen per immersions si r és senar.

Com a pas particular, si r = n obtenim la fórmula de Gauss-Bonnet.
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Teorema 3.4.5 (Teorema de Gauss-Bonnet a Hn). Sigui Q ⊂ Hn un domini amb
vora S = ∂Q compacta i de classe C2. Si n és parell i V denota el volum de Q,

cn−1Mn−1(S) + cn−3Mn−3(S) + · · ·+ c1M1(S) + (−1)n/2V = 1/2Onχ(Q).

Si n és senar, encara que S sigui immersa,

cn−1Mn−1(S) + cn−3Mn−3(S) + · · ·+ c2M2(S)−M0(S) = Onχ(S)

on les constants ch són

ch =

(
n− 1

h

)
(−1)(n−h−1)/2On

OhOn−1−h
.

Acabem aquesta secció amb un petit comentari sobre conjunts convexos. Recordem
que hem definit la curvatura total d’un convex arbitrari com la mesura del conjunt dels
seus plans de suport. Ja hem dit que amb aquesta definició, la curvatura total és un
funcional continu a l’espai de dominis convexos respecte la mètrica de Haussdorf. No
cal dir que les Quermassintegrale Wr tenen sentit i són continues en aquest espai. Per
tant, la següent proposició és immediata aproximant qualsevol convex per una successió
de convexos amb vora diferenciable.

Proposició 3.4.6. Si Q ⊂ Hn és un conjunt convex compacte,

Mn−1(∂Q) = On−1 +
n(n− 1)

2
Wn−2(Q).

Pel que fa a les altres integrals de curvatura mitja, donat un convex arbitrari Q ⊂ Hn

podem prendre (3.14) com a definició de Mi(∂Q). D’aquesta manera, tots els Mi són
funcionals continus respecte la mètrica de Haussdorff. A més, tenim immediatament el
següent resultat que potser no era conegut.

Corol.lari 3.4.7. Les integrals de curvatura mitja Mi(·) són funcionals creixents (res-
pecte a la inclusió) en l’espai dels convexos.

3.5 Curvatura total absoluta a l’espai hiperbòlic

Aquesta secció es dedica a l’estudi de la curvatura total absoluta d’immersions a l’espai
hiperbòlic. Es comença pel cas de superf́ıcies immerses a H3. Es donen algunes desi-
gualtats i es mostra amb exemples que la desigualtat de Chern-Lashof no és vàlida a
H3 per sumes connexes de 2 o més tors. A continuació es passa a dimensió arbitrària
on, explotant les idees de la secció anterior, obtenim una fórmula per a calcular la cur-
vatura total absoluta d’una immersió tensa a Hn. Però abans de tot això és convenient
començar amb un breu resum del tema a l’espai euclidià.
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3.5.1 Curvatura total absoluta a l’espai euclidià

Recordem la definició de curvatura total absoluta a Rn aix́ı com la desigualtat de Chern-
Lashof. Si i : S −→ Rn és una subvarietat de dimensió r immersa a Rn, la curvatura
total absoluta de S es defineix com la integral sobre el fibrat normal unitari de i(S) del
valor absolut de la curvatura de Lipschitz-Killing K(x, n)

CTA(S) :=
1

2

∫

N(S)
|K(x, n)|dndx.

Aix́ı, si per exemple S és una hipersuperf́ıcie, CTA(S) és la integral del valor absolut
de la curvatura de S. La desigualtat de Chern-Lashof (cf. [CL57]) diu que per tota
subvarietat compacta S immersa a Rn es té

CTA(S) ≥ On−1

2
β(S, F ) (3.15)

on β(S, F ) =
∑
βi(S, F ) =

∑
dimHi(S, F ) és la suma dels números de Betti de S

respecte un cos F qualsevol. La demostració consta de dos passos. En primer lloc
s’expressa CTA(S) com la integral del nombre ν de punts cŕıtics de la projecció ortogonal
de S sobre les direccions de RPn−1

CTA(S) =

∫

RPn−1
ν(S, u)du.

El segon pas és aplicar les desigualtats de Morse per establir que, quasi per tot u ∈
RPn−1,

ν(S, u) ≥
n∑

i=0

dimHi(S, F ). (3.16)

L’estudi del cas de la igualtat a 3.15 va donar lloc al concepte d’immersió tensa (en
anglès tight).

Definició 3.5.1. Una immersió i : S → Rn d’una varietat compacta a Rn es diu tensa
si per algun cos F

CTA(S) =
On−1

2
β(S, F ).

Es veu fàcilment (cf. [Kui97], p.35) que una immersió és tensa si i només si es té
igualtat a (3.16) sempre que la projecció ortogonal sobre u sigui una funció de Morse
(punts cŕıtics no degenerats i amb valors diferents). Una altra caracterització menys
evident i que es sol prendre com a definició és la següent.

Proposició 3.5.1. Sigui i : S −→ Rn una subvarietat immersa. Per cada vector v ∈ Rn

considerem el semiespai Hv = {z ∈ Rn | 〈z, v〉 ≤ 1} i la inclusió jv : i−1(Hv) → S.
La immersió i de S és tensa si i només si existeix un cos F pel qual els morfismes
d’homologia (jv)∗ : Ȟ∗(i

−1(Hv), F )→ Ȟ∗(S, F ) indüıts per jv són injectius per tot v.

La demostració es pot trobar a [Kui97, p.35].
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Observació. En aquesta proposició, Ȟ∗ es refereix a la homologia de Čech. Per CW-
complexos, aquesta coincideix amb H∗, la homologia singular. Si X és un subconjunt
compacte d’una varietat o CW-complex llavors Ȟ∗(X) és el limit invers de H∗(Yn) on
Yi ⊃ Yi+1 ⊃ . . . ⊃ X és una successió d’oberts convergint a X. Aquest és l’únic fet que
ens caldrà conèixer sobre la homologia de Čech.

Si i : S → R3 és una superf́ıcie immersa a l’espai euclidià, la curvatura total absoluta
CTA(S) és la integral en S del valor absolut de la curvatura de Gauss. En aquest cas,
és fàcil de demostrar que

CTA(S) =

∫

S
|K|dx ≥ 2π(4− χ(S)). (3.17)

La idea de la prova és la següent. Prendre S la vora de l’embolcall convex de S i veure
que S \ S té curvatura total absoluta 0. Aplicant el teorema Gauss-Bonnet,

∫

S
|K| = 2

∫

S
K+ −

∫

S
K ≥ 2

∫

S
K − 2πχ(S) = 8π − 2πχ(S). (3.18)

Però tot seguit veurem que (3.17) és un cas particular de la desigualtat de Chern-Lashof
(3.15).

Recordem breument quins són els grups d’homologia d’una superf́ıcie compacta de
la forma S = S2#gT2 en el cas orientable i de la forma S ′ = S2#gRP2 en el cas no
orientable.

H0(S,Z) = Z H1(S,Z) = Z2g H2(S,Z) = Z

H0(S
′,Z) = Z H1(S

′,Z) = Z2 ⊕ Zg−1 H2(S
′,Z) = 0.

mentre que amb coeficients a Z2 són

H0(S,Z2) = Z2 H1(S,Z2) = Z2g2 H2(S,Z2) = Z2.

H0(S
′,Z2) = Z2 H1(S

′,Z2) = Zg
2 H2(S

′,Z2) = Z2.

Veiem que χ(S) = 2−2g, χ(S ′) = 2−g, β(S,Z2) = 2+2g i β(S ′,Z2) = 2+g. Observem
que que tant si S és orientable com si no 4 − χ(S) = β(S,Z2). També notem que
β(S,R) = β(S,Z) ≤ β(S,Z2). Per tant la desigualtat (3.17) no és més que la desigualtat
de Chern-Lashof pel cos Z2. Aix́ı, una superf́ıcie a R3 és tensa quan es dóna la igualtat
a (3.17).

De (3.18) es dedueix que les superf́ıcies immerses de manera tensa estan caracte-
ritzades pel fet que tot punt de curvatura positiva de S està contingut a la vora de
l’embolcall convex de S.

Una altra caracterització de les superf́ıcies tenses a R3 és l’anomenada propietat dels
dos trossos de Banchoff: una superf́ıcie S immersa a R3 és tensa si i només si tot pla af́ı
L la divideix en dues o menys parts; i.e. i−1(R3 \ L) té dues components connexes com
a molt (cf.[Kui97]).
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3.5.2 Superf́ıcies a l’espai hiperbòlic de dimensió 3.

Passem a estudiar la curvatura total absoluta de superf́ıcies a l’espai hiperbòlic. Sigui
i : S → H3 una immersió d’una superf́ıcie tancada (orientable o no). La curvatura total
absoluta és la integral a i(S) del valor absolut de K, la curvatura de Gauss

CTA(S) :=

∫

S
|K|dx.

Proposició 3.5.2. Si A és l’àrea de i(S) i A és la de l’envolvent convexa llavors

CTA(S) ≥ 2π(4− χ(S)) + 2A−A (3.19)

i també

CTA(S) ≥ 4π +A.

El segon apartat ja es demostrava a [LS00].

Demostració. Denotem K+ = max{K, 0} i K− = max{−K, 0}.
∫

S
|K|dx =

∫

S
K+dx+

∫

S
K−dx =

= 2

∫

S
K+dx−

∫

S
Kdx.

Pel teorema de Gauss-Bonnet a H3,

∫

S
Kdx = 2πχ(S) +A. (3.20)

Per altra banda, si U és l’interior de S ∩S en S, és clar que els plans de suport en punts
de S \ U tenen almenys dos punts de contacte amb S. Per tant, tenen un segment en
comú amb S. Pel teorema de Sard-Federer (cf. [Fed69, 3.4.3]), això implica que els plans
de suport en punts de S \ U tenen mesura nul.la en γ(S) ⊂ Λn, conjunt de plans de
suport. Per tant, els plans de suport en U tenen mesura total i per la proposició 3.4.6

4π +A = CTA(S) = CTA(U) =

∫

U
K.

Finalment, ∫

S
K+ ≥

∫

U
K = 4π +A. (3.21)

D’on es dedueix immediatament la segona part de l’enunciat. La primera part resulta
de combinar (3.20) i (3.21).
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De la mateixa demostració es dedueix que a (3.19) val el signe d’igualtat si i només si
tots els punts de S amb curvatura positiva pertanyen a la vora de l’embolcall convex. Ja
hem dit que aquesta propietat caracteritza les anomenades superf́ıcies tenses de R3. Si
bé no està clar què vol dir ser tens a H3, pel que hem dit, una definició raonable seria dir
que una superf́ıcie immersa a H3 és tensa si es té igualtat a (3.19), o equivalentment si
té tots els punts de curvatura positiva a la vora de l’embolcall convex. Cecil i Ryan van
definir a [CR79] la propietat de ser tens a Hn d’una manera més restictiva que aquesta;
però tractarem aquest tema més endavant.

És realment necessari el terme 2A−A a (3.19)? Aquesta és la pregunta que sorgeix
naturalment. En alguns treballs s’expressava la creença que la desigualtat de Chern-
Lashof havia de ser vàlida a Hn sense canvis (cf. [Teu88, WS66]). Aquesta esperança es
va refutar a [LS00] on es construeixen exemples de superf́ıcies a H3 amb curvatura total
absoluta inferior a la cota de Chern-Lashof. Més concretament, per aquests exemples es
compleix la igualtat a (3.19) i el terme 2A−A hi pren un valor negatiu. A continuació
constrüım uns exemples de l’estil d’aquells però amb un gènere molt més baix.

P4

P3

P2

P1

Figura 3.3: Superf́ıcie polièdrica de gènere 4

Teorema 3.5.3. Per tot g > 1 existeix superf́ıcie S H3 orientable de gènere g i amb
curvatura total absoluta menor que 2π(2 + 2g).

Demostració. La construirem quasi expĺıcitament en el model projectiu. Considerem
l’ortoedre

P (a, b, c) = {(x, y, z) ∈ R3 | |x| ≤ a, |y| ≤ b, |z| ≤ c}
per certs 0 < a, b, c tals que a2 + b2 + c2 < 1 (i.e. P (a, b, c) ⊂ B(0, 1)). Prenem ara
un ε > 0 molt petit i dibuixem g rectangles a les cares superior i inferior de P (a, b, c) a
distància ε l’un de l’altre, tal com es veu a la figura 3.3. Aquests rectangles determinen
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g ortoedres sòlids P1, . . . , Pg continguts a P (a, b, c). Considerem ara el domini P =
P (a, b, c)−∪iPi de vora polièdrica. Aquesta vora és una superf́ıcie topològica orientable
de gènere g però no diferenciable. Com que els seus vèrtexs són de tipus convex o bé
sella, podem aplicar el procediment de [KP85] per obtenir una superf́ıcie S infinitament
diferenciable que coincideixi amb ∂P fora d’un petit entorn de les arestes i que sigui
tensa (en el sentit euclidià). Aix́ı, tots els punts de S de curvatura positiva pertanyen a
S, la vora de l’embolcall convex de P . Per tant, la curvatura total absoluta de S és

CTA(S) = 2π(2 + 2g) + 2A−A

on A i A són les àrees respectives de S i S. Acabarem veient que, triant adequadament
a, b i c podem fer que 2A − A sigui negatiu. En efecte, fem a tendir a 0. Llavors, les
àrees dels costats de ∂P paral.lels a x = 0 tendeixen totes a un mateix valor B > 0. La
resta de costats de P tenen una àrea arbitràriament petita. Aix́ı doncs, com que S és
arbitràriament propera a ∂P ,

A ∼ 2B A ∼ (2g + 2)B

i per g > 1 tenim 2A−A < 0 si a és prou petit.

A partir d’aquests exemples sorgeixen algunes qüestions. La més general és la de
trobar l’́ınfim de la curvatura total absoluta de totes les immersions a H3 d’una superf́ıcie
donada. Aquest valor existeix i en el cas orientable està comprès entre 4π i 2π(2 + 2g).
Sembla prou raonable esperar que aquesta cota sigui creixent en g però això no és clar.
En relació al tema, val la pena dir que per immersions incloses en una bola de radi ρ,
es té la següent desigualtat (cf.[Teu88])

CTA(S) ≥ On−1

2

β(S)

coshn−1 ρ
.

Una altra qüestió és saber si existeixen exemples com els d’abans amb gènere 1.
La resposta és que no. Al final d’aquest caṕıtol provarem que un tor pel qual es doni
la igualtat a (3.19) té curvatura total absoluta més gran que 8π. Això fa pensar que
aquesta acotació pot valdre per qualsevol tor.

Conjectura. Per tota immersió d’un tor a H3, la curvatura total absoluta és més gran
que 8π.

Acabem aquesta discussió del cas de dimensió 3 amb una proposició sobre la integral
del valor absolut de la curvatura intŕınseca. Per curvatura intŕınseca ens referim a
la curvatura corresponent a la mètrica indüıda per l’ambient. L’equació de Gauss diu
que la curvatura intŕınseca Ki i la curvatura extŕınseca K estan lligades per la relació
K = Ki + 1.

Proposició 3.5.4. [LS00] Sigui i : S → H3 una superf́ıcie immersa a H3. Llavors

∫

S
|Ki| ≥ 2π(4− χ(S))
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on Ki és la curvatura intŕınseca de M . La igualtat només es dóna per esferes to-
pològiques amb Ki mai negatiu. És a dir, per superf́ıcies convexes amb curvatura de
Gauss més gran o igual que 1.

Demostració. Siguin S la vora de l’embolcall convex de S. Prenem K+
i = max{Ki, 0} i

K−
i = −min{Ki, 0}. Pels mateixos arguments de la demostració de la proposició 3.5.2,

∫

S
K+
i ≥

∫

S∩S
K+
i ≥

∫

S∩S
Ki =

∫

S∩S
K − 1 = 4π +A(S)−A(S ∩ S) ≥ 4π. (3.22)

Per altra banda, ∫

S
Ki =

∫

S
K+
i −

∫

S
K−
i = 2πχ(S). (3.23)

Comparant (3.22) i (3.23) obtenim el que buscavem.

3.5.3 Immersions tenses a l’espai hiperbòlic.

Utilitzant les idees que ens han permès obtenir la fórmula de Cauchy-Crofton a l’esfera
de de Sitter, i que també ens han donat el teorema de Gauss-Bonnet a l’espai hiperbòlic,
provarem una fórmula de geometria integral per a la curvatura total absoluta d’immer-
sions tenses a Hn.

Aqúı tornaran a jugar un paper important les funcions definides pels feixos d’hiper-
plans al voltant d’un (n− 2)-pla. Concretament, donat Ln−2 definim hL : Hn \Ln−2 →
RP1 = S1 associant, a cada punt p /∈ Ln−2, l’únic hiperpla que passa per p i conté
Ln−2. Identifiquem naturalment el feix d’hiperplans al voltant de Ln−2 amb RP1. No
ens preocupem d’orientacions ja que només ens interessarà el nombre de punts cŕıtics
de les funcions hL (restringides a subvarietats).

Suposem i : S → Hn una immersió. Sempre que Ln−2 sigui disjunt de l’embolcall
convex de i(S), la funció i◦h tindrà la imatge continguda en un interval de S1. Per tant
podem pensar que és una funció amb valors a R. Quan aquesta funció sigui de Morse,
el número de punts cŕıtics serà més gran que β(S, F ). Amb aquesta motivació, adoptem
la següent definició d’immersió tensa a Hn.

Definició 3.5.2. Sigui i : S −→ Hn una immersió a l’espai hiperbòlic. Diem que S
és tensa si existeix un cos F tal que per tot (n − 2)-pla Ln−2 que no talla l’embolcall
convex de i(S) i tal que la funció hL ◦ i és de Morse, el nombre de punts cŕıtics és igual
a β(S, F ).

Exsiteixen altres definicions, més semblants a l’euclidiana, que són equivalents a
aquesta.

Proposició 3.5.5. Les següents condicions són equivalents

i) La immersió i : S −→ Hn és tensa

ii) per tota recta L si la projecció ortogonal πL ◦ i : S → L és de Morse, el número de
punts cŕıtics és igual a la suma dels números de Betti β(S, F ) per algun cos F ,
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iii) per tot semiespai tancat H limitat per un hiperpla geodèsic, la inclusió j : i−1(H) −→
S indueix un monomorfisme a nivell d’homologies j∗ : Ȟ∗(i

−1(H), F )→ Ȟ∗(S, F ),

iv) la inclusió és tensa en el sentit euclidià quan prenem el model projectiu de Hn.

Demostració. Notem abans que res que la condició iv) hauria de ser invariant per les
isometries del model projectiu. Ho és ja que la propietat euclidiana de ser tens és
invariant per projectivitats que no enviin punts de la subvarietat a l’infinit. Aquest
mateix fet permet veure que ii) és equivalent a iv). N’hi ha prou amb fer passar L per
l’origen del model i les projeccions ortogonals sobre L es veuran com euclidianament
ortogonals. Per veure que iv) implica i) enviem a l’infinit un hiperpla qualsevol disjunt
amb i(S) que contingui Ln−2. Llavors la funció hL es converteix en una projecció
ortogonal sobre una direcció u ∈ RPn i, com que S és euclidianament tensa, tindrà
β(S, F ) punts cŕıtics. Notem de passada que per gairebé tot Ln−2 contingut en un
hiperpla Ln−1 disjunt de i(S), la funció hL ◦ i és de Morse. En efecte, pel teorema de
Sard quasi per tot u ∈ RPn la projecció ortogonal és de Morse.

Per veure que i) implica iii) continuem pensant en el model projectiu i prenem H
un semiespai limitat per un hiperpla. Prenem un hiperpla Ln−1 ortogonal a ∂H que no
talli i(S). Pel darrer comentari del paràgraf anterior, és clar que hi ha una successió de
semiespais Hi tals que ∂Hi és transvers a i(S), i−1(Hi) ⊃ i−1(Hi+1) amb H = ∩Hi, i
tals que per L = ∂Hi ∩Ln−1 la funció hL ◦ i és de Morse. Sabem per hipòtesi que hL ◦ i
té β(S) punts cŕıtics. Els arguments estàndards de teoria de Morse (cf. [Kui97], p.35)
proven que i−1(Hi) = (hL ◦ i)−1((−∞, 0]) ⊂ S indueix un monomorfise d’homologies.
Tenim

i−1H ⊂ · · · ⊂ i−1(H2) ⊂ i−1(H1) ⊂ S

i a cada etapa tenim un morfisme injectiu a nivell d’homologies. Com que H∗(S) és
de dimensió finita, per força la successió a nivell d’homologies estabilitza i tenim que
i−1(H) ⊂ S indueix un morfisme injectiu d’homologia.

Finalment és clar que iii) implica iv) si tenim en compte la proposició 3.5.1 i el fet
que els hiperplans geodèsics al model projectiu són hiperlans afins.

La definició 3.5.2 és menys restricitiva que la que donaven Cecil i Ryan a [CR79] per
immersions tenses a Hn. En efecte, la seva condició és com segueix. Donat un hiperpla
orientat Ln−1, considerem la funció dL distància (amb signe) a Ln−1. Donada una
immersió i : S → Hn i un valor a ∈ R considerem el tancat Sa = (dL◦i)−1((−∞, a]) de S.
La immersió i és tensa en el sentit de Cecil i Ryan si per tot Ln−2 i tot a ∈ R, la inclusió
j : Sa → S indueix un monomorfisme a les homologies j∗ : Ȟ∗(Sa, F ) → Ȟ∗(S, F ).
Notem doncs, que nosaltres demanem el mateix però només pel valor a = 0.

Per comprovar que la definició 3.5.2 és realment menys restrictiva que la de [CR79]
n’hi ha prou amb observar que la vora d’un conjunt convex sempre és tensa segons la
definició que hem pres aqúı però no segons la de Cecil i Ryan.

Es podria adoptar la següent definició que no utilitzarem. Una immersió és λ-
geodèsicament tensa si és tensa respecte hipersupef́ıcies equidistants de curvatura normal
menor o igual que λ (cf. secció 1.1.1). Més precisament, i és λ-geodèsicament tensa si
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j∗ : H(Sa, F ) → H(S, F ) és monomorfisme per tot a tal que | tanh a| ≤ λ. D’aquesta
manera, les immersions de 3.5.2 serien 0-tenses i les de [CR79] serien 1-tenses. A més,
una esfera topològica seria λ-tensa si i només si fos λ-convexa (cf. definició 1.1.2).

La definició 3.5.2 és la menys restrictiva dins les que generalitzen la definició eucli-
diana d’immersió tensa. En qualsevol cas, en els enunciats que venen, la condició de ser
tens apareix sempre com a hipòtesi. Per tant, aquests resultats també serien vàlids si
prenguéssim una definició de tens més restrictiva, com és la de [CR79].

Abans d’entrar en detalls avancem el resultat principal. Donada una immersió i :
S → Hn d’una varietat S compacta de dimensió r, la seva curvatura total absoluta és

CTA(S) =
1

2

∫

N(S)
|K(x, n)|dndx.

Provarem que si i és tensa (respecte algun cos F ), llavors

∫

Ln−2

(β(S, F )− ν(Ln−2, i(S)))dLn−2 =
On−2

n− 1
(CTA(S)− On−1

2
β(S, F ))

on ν(Ln−2, i(S)) és el número de punts cŕıtics de la funció hL ◦ i (o bé el nombre de
tangències amb i(S) del feix de plans que contenen Ln−2). Notem que la definició
d’immersió tensa garanteix justament que l’integrand és zero per tot (n− 2)-pla que no
talli l’embolcall convex de i(S).

Comencem amb el següent lema que tracta d’immersions tenses euclidianes però que,
en virtut de l’apartat iv) de la proposició 3.5.5 i de la proposició 1.2.3, també s’aplica a
immersions dins Hn.

Lema 3.5.6. Sigui i : S → Rn una immersió tensa d’una hipersuperf́ıcie. Considerem
un (n − 2)-pla genèric L i el feix L(t) = L + tv per tot t ∈ R i algun vector unitari v
ortogonal a L. Si ν(L, i(S)) és el número de punts cŕıtics de hL ◦ i, llavors quasi per
tot t0 ∈ R

ν(L(t0), i(S))− ν(L, i(S)) = −2
∑

L(t) ⊂ diTxS
0 ≤ t ≤ t0

sgnKx sgnKx(L)

on Kx denota la curvatura de S respecte al normal n que fa 〈v, n〉 > 0 i Kx(L) és la
curvatura normal en la direcció de L també respecte n.

Demostració. Prenem el 2-pla vectorial h ortogonal a L i considerem la projecció or-
togonal πh sobre h. Considerem el conjunt Γh ⊂ S de punts cŕıtics de l’aplicació
ph = πh ◦ i : S → h (figura 3.4). Per h genèric, Γh és una corba diferenciable
(cf. [Lan97, LS82]). Aix́ı és clar que la imatge γh = ph(Γh) és una corba diferencia-
ble fora d’un conjunt finit de punts. En particular, quasi per tota direcció u ∈ P(h),
projectivització de h, la projecció ortogonal de S en u és de Morse. Per altra banda, és
clar que els hiperplans tangents a S que contenen un L + tv són tangents en punts de
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γh

γh

Γh

Γh

Figura 3.4: Corbes polars

Γh. Per tant, aquests hiperplans corresponen, al tallar amb h, a rectes tangents a γh que
passen per p+ tv on p = L∩h. A més, per h genèric les singularitats de γh són cúspides.
En efecte, com que el pla tangent a S en els punts de Γh varia de forma cont́ınua, si
a p ∈ γh hi hagués més d’una recta tangent voldria dir que hi ha un interval de Γh
projectant-se sobre p. És clar que podem evitar que això passi si prenem h genèric.

Sigui y(s) una parametrització de γh per l’arc. Haurem de tenir en compte que y′

canvia bruscament el seu signe en els punts singulars. Mirem el punt d’intersecció de
la recta tangent a y(s) amb la recta p + 〈v〉; això és z(s) = (y(s) + 〈y ′(s)〉) ∩ (p + 〈v〉)
(figura 3.5) que és cont́ınua mentre y′ i v no siguin paral.lels. Per certs f(s) i g(s),
podem escriure

y(s) + g(s)y′(s) = p+ f(s)v (3.24)

Derivant en un punt regular y(s), obtenim

(1 + g′(s))y′(s) + g(s)k(s)n(s) = f ′(s)v

on n és el vector normal donat per la orientació i k és la curvatura de γh. Multiplicant
per n,

g(s)k(s) = f ′(s)〈v, n(s)〉 (3.25)
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L + 〈v〉 γh

γh
z(s)

y(s)

Figura 3.5: Corbes y(s) i z(s)

A continuació provem que si la immersió de S és tensa llavors k té signe constant
sobre cada corba tancada de γh. La curvatura k de γh pot canviar de signe en un
punt d’inflexió, o bé en una singularitat o bé al passar per un interval de curvatura 0.
Ens redüım al primer cas ja que els altres dos es resolen de manera gairebé idèntica.
Sigui, doncs, y(s0) un punt d’inflexió on k canvia de signe. La figura 3.6 mostra una
corba contenint punts d’inflexió i tal que per tot punt prou allunyat el nombre de rectes
tangents que hi concorren és constant. Per descartar aquesta possibilitat, modifiquem
lleugerament la immersió i. En primer lloc modifiquem la corba γh a l’entorn de y(s0)
de la manera següent (figura 3.6). Localment podem pensar γh com una funció a(x)
amb a′(0) = a′′(0) = 0 i a(x) > 0 per x > 0 petits. Prenem un pendent λ > 0 també
petit i considerem la recta b(x) = λx. Finalment considerem la funció

ρ(x) =

{
e

1
x+ε

− 1
x−ε −ε < x < ε

0 |x| ≥ ε

que és C∞ i té un gràfic en forma de campana. Ara constrüım

c(x) = (1− ρ(x))a(x) + ρ(x)b(x).

Es veu fàcilment que per λ prou petit, c té un sol punt d’inflexió a l’origen amb derivada
igual a λ. Si reemplacem el gràfic de a(x) pel de c(x) a γh obtenim una nova corba
diferenciable. Constrüım un difeomorfisme Φ : h → h que sigui la identitat fora d’un
entorn de y(s0) i que modifiqui γh tal com hem explicat. Estenem trivialment Φ al
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dΦẏ(s0)

y(s0)
a(x)

c(x)

Figura 3.6: El cas a descartar

difeomorfisme Ψ = Φ × id de Rn. La composició i′ = Ψ ◦ i : S → Rn és una nova
immersió de S que ja no té perquè ser tensa. La nova corba polar γh de S és la imatge
per Φ de l’antiga γh. Considerem l’interval I ⊂ P(h) d’extrems y′(s0) i dΦ(y

′(s0)). Per
tota direcció u ∈ I, la projecció ortogonal pu de γh (i per tant la de i′(S)) en u⊥ té menys
de β(S, F ) punts cŕıtics. Per tal com hem triat h, per quasi totes aquestes direccions
u, la funció pu ◦ i és de Morse. Com que al voltant dels punts cŕıtics de pu ◦ i′ no hem
modificat i, dedüım que quasi per tot u de I, la funció pu ◦ i′ és de Morse. Però això
contradiu el fet que té menys de β(S, F ) punts cŕıtics!

Un cop hem vist que la curvatura k de γh no canvia de signe (encara que es pot anul-
lar) sobre cada corba tancada, reprenem l’(n− 2)-pla L i el vector v del començament.
Geomètricament és clar que quan 〈n, v〉 canvia de signe, g també canvia de signe (passant
per l’infinit). Per l’equació (3.25), si f ′ canvia de signe en un punt regular y(s0) llavors
g(s) també canvia de signe a s = s0. Per altra banda, al travessar una singularitat, g(s)
i n(s) canvien bruscament de signe i per l’equació (3.25) veiem que f ′ no canvia de signe
en aquests punts.

Dedüım que f ′ canvia de signe en s només quan g s’anul.la. Per tant, f(s) és
monòtona als intervals on g(s) 6= 0. Això és, mentre y(s) no creua la recta l = p+〈v〉. De
l’equació (3.24) dedüım que als punts de tall (tals que y(s0) = z(s0)) es té g

′(s0) = −1.
Derivant (3.24) altre cop, en un punt de tall s0 tenim

g′′y′ − kn = f ′′v =⇒ −k〈v, n〉 = f ′′.

Per tant, localment les corbes y(s) i z(s) estan en semiplans oposats respecte la recta
tangent a y(s0).
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Hem vist que el nombre d’antiimatges per z dels punts de l és constant sobre els
intervals definits pels punts de tall amb γh. Si y(s) és un d’aquest punts, per ε prou
petit

#z−1(z(s) + εv)−#z−1(z(s)− εv) = −2sgn〈v, n〉sgnk
on k és la curvatura de y.

Per acabar apliquem el teorema d’Ocagne (cf. [LS82]) que ens diu que la curvatura
de S és el producte de la curvatura de γh per la curvatura normal de S en la direcció
(h)⊥. En particular,

sgnk = sgnKsgnK(h)⊥.

Després d’aquesta demostració tan envitricollada el que segueix és mecànic.

Proposició 3.5.7. Sigui i : S → Hn una immersió tensa d’una hipersuperf́ıcie en el
model projectiu de Hn. Considerem la famı́lia d’immersions it = h(1/t) ◦ i on h(λ) és
la homotècia euclidiana respecte l’origen de raó λ i t > 1. Llavors per t′ > t > 1

lim
t′→t

1

t′ − t

∫

Ln−2

(ν(Ln−2, it′(S))− ν(Ln−2, it(S)))dLn−2 = −
On−2

n− 1

d

dt
CTA(it(S)).

Demostració. Fixem un Ln−2 genèric. Reescalant es veu que la situació és equivalent a
tenir i(S) fixa i moure Ln−2 com en el lema 3.5.6. Aix́ı, per qualsevol normal n a i(St)

ν(Ln−2, it′(S))− ν(Ln−2, it(S)) = −2
∑

Ln−2 ⊂ disTxS
t ≤ s ≤ t′

sgnφsgnKssgnKs(Ln−2).

on φ = 〈∂i/∂t, n〉. A partir d’aqúı, resseguint la demostració del teorema 3.3.2 es veu
que

lim
t′→t

1

t′ − t

∫

Ln−2

(ν(Ln−2, it′(S))− ν(Ln−2, it(S)))dLn−2 = On−2

∫

St

φσn−2sgnKdx

on σn−2 és la curvatura mitja d’ordre n − 2 de St. D’altra banda, prenem U+ = {x ∈
S | Kx(St) > 0} i U− = {x ∈ S | Kx(St) < 0}. Si γt : S → Ln−1 és l’aplicació de Gauss
de it(S), a la demostració del lema 3.4.1 hem vist que

d

dt

∫

U+
Kt(x)dx = −(n−1)

∫

γt(U+)
φ σ̃1dx̃,

d

dt

∫

U−
Kt(x)dx = −(n−1)

∫

γt(U−)
φ σ̃1dx̃

essent σ̃1 la curvatura mitja i dx̃ l’element de volum de γt(S). Restant obtenim

d

dt

∫

S
Ktdx = −(n− 1)

∫

γt(S)
φσ̃1sgnKdx̃

i pel corol.lari 2.3.9 hem acabat.
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Teorema 3.5.8. Si i : S −→ Hn és una immersió tensa de codimensió arbitrària
d’una varietat S compacta i sense vora, llavors la curvatura total absoluta ve donada
per l’expressió

CTA(i(S)) =
On−1

2
β(S) +

n− 1

On−2

∫

Ln−2

(β(S)− ν(Ln−2, i(S)))dLn−2 (3.26)

on β és la suma dels números de Betti.

Demostració. Comencem pel cas en què S és hipersuperf́ıcie. Suposem que la immersió
és al model projectiu. Considerant, per 1 ≤ t < ∞ la famı́lia it d’immersions de la
proposició anterior. La imatge it(S) estarà inclosa en una bola de radi 1/t; és a dir,
arbitràriament petit. Integrant la fórmula de la proposició anterior tenim, per tot t > 1,

CTA(i(S))− CTA(it(S)) =
n− 1

On−2

∫

Ln−2

(ν(Ln−2, it(S))− ν(Ln−2, i(S)))dLn−2

Com que la geometria de les boles petites de Hn és cada cop més semblant a l’euclidiana
i it és tensa en tot moment, és clar que

lim
t→∞

CTA(it(S)) =
On−1

2
β(S).

Per altra banda, per tot Ln−2 que no talli la bola de radi 1/t, tenim ν(Ln−2, it(S)) =
β(S).

Suposem ara que i : S ⊂ Hn ⊂ Rn és una immersió de codimensió més gran que 1
en el model projectiu. La idea és prendre el tub de S. Ara bé, per un radi prou petit
aquest tub és una hipersuperf́ıcie tensa si i només si la suma dels nombres de Betti del
fibrat normal unitari de S és el doble que la de S (cf. [BK97]). Un altre resultat de
[BK97] diu això passa quan S està continguda en un hiperplà. Aix́ı, prenem una inclusió
lineal j : Hn → Hn+1 entre models projectius i considerem el tub euclidià Tε de radi ε
al voltant de (j ◦ i)(S). Apliquem el cas anterior a Tε i fem tendir ε a 0. Ara, un càlcul
mostra que

lim
ε→0

CTA(Tε) = 2CTA((j ◦ i)(S)) = 2On

On−1
CTA(i(S)).

Per altra banda, l’integrand de (3.26) és nul pels (n − 1)-plans de Hn+1 que no tallen
j(Hn) ja que tampoc tallen l’embolcall convex de j ◦ i(S). La resta dels (n − 1)-plans
queden determinats per un (n−2)-pla de j(Hn) i un vector. Aix́ı, com que quasi per tot
(n− 2)-pla L existeix un ε tal que ν(Tr, L) ≡ 2ν(i(S), L ∩ j(Hn)) per tot r < ε, tenim

2On

On−1
CTA(i(S)) =

On

2
β(Tr(j ◦ i(S)))−

− n

On−1
· O1
n

∫

L[n](n−2)

(β(Tr(j ◦ i(S)))− 2ν(i(S), L ∩ j(Hn)))dLn−2

i acabem perquè ja hem dit que en aquest cas la suma de nombres de Betti del fibrat
normal unitari és el doble de la de S.
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Apliquem els resultats anteriors al cas de dimensió 3. Obtindrem altre cop que una
superf́ıcie tensa a H3 compleix la igualtat de (3.17). Sigui i : S → H3 una superf́ıcie
immersa a H3 de forma tensa. Tenim

∫

L
(4− χ(S)− ν(i, L))dL = π(CTA(S)− 2π(4− χ(S))).

La integració es pot restringir a les rectes que tallen l’embolcall convex de i(S). Per
cada recta L considerem el camp X(p) = d(p, L) ·∇hL(p), tangent a la rotació al voltant
de Ln−2, que és diferenciable a tot Hn. Sigui Y la projecció ortogonal de X sobre el
tangent de i(S). La fórmula de Poincaré diu que χ(S) = i+ − i− on i+ és el número de
singularitats de Y d’́ındex positiu i i− el de les d’́ındex negatiu. En aquest cas, i+ és
el número de punts de L ∩ i(S) més el número de plans que contenen L i són tangents
a i(S) en punts de curvatura positiva. Però si i és tensa tots els punts de curvatura
positiva pertanyen a S, la vora de l’embolcall convex. Per tant, si L talla S tenim
i+ = #(L ∩ i(S)) i i− = ν(i, L) = #(L ∩ i(S))− χ(S). Aix́ı

∫

{L∩S 6=∅}
(4−#(L ∩ i(S)))dL = π(CTA(S)− 2π(4− χ(S))).

I aplicant la fórmula de Cauchy-Crofton retrobem

CTA(S) = 2π(4− χ(S)) + 2A−A

on A i A són les àrees de i(S) i la vora de S, respectivament.

Altre cop en dimensió arbitrària, combinant el teorema 3.5.8 i les idees del lema 3.5.6
obtenim la següent proposició que per n = 3 és un cas particular de la conjectura de la
pàgina 79.

Teorema 3.5.9. La curvatura total absoluta d’una immersió tensa del tor T 2 a Hn és
estrictament més gran que 8π.

Demostració. Sigui i : T 2 → Hn una immersió tensa del tor T 2. Considerem L un (n−2)-
pla genèric. Veurem que ν(i, L) ≤ 4. Prenem h un 2-pla ortogonal a L. Considerem la
corba γh formada pels valors cŕıtics de la projecció ortogonal de T 2 sobre h. Pel fet de
ser i tensa sabem que per quasi tota direcció u ∈ P(h) ≡ RP1 hi ha 4 rectes en h, de
direcció u i tangents a γh.

D’altra banda, γh està formada per dues components connexes C1 i C2, la més
exterior de les quals (C1) és convexa ja que correspon als punts cŕıtics que pertanyen a
l’embolcall convex de i(T 2).

Hem de veure que del punt p = L ∩ h no surten més de 4 rectes tangents a γh.
Quasi per tot p que sigui exterior a C1 hi ha exactament 4 rectes tangents passant per
p. Suposem que p és interior a C1 i no a C2. Podem moure p al llarg d’una semirrecta
que només talla γh en un punt, que serà de C1. Al creuar aquest punt, com que la corba
C2 és convexa, pel lemma 3.5.6 tenim que p guanya 2 rectes tangents. Aix́ı, pels punts
continguts entre C1 i C2 hi passen 2 rectes tangents. Finalment suposem que p també és
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interior a C2. En aquest cas, C2 dóna exactament una volta entorn de p. En efecte, si el
nombre de voltes fos més gran, per cada direcció tindriem més de dues rectes tangents
a C1 amb la direcció donada. Per tant, podem unir p amb un punt p′ com el del cas
anterior a través d’una poligonal que talli C2 en un sol punt. Al creuar C2, el punt p
pot guanyar o perdre 2 rectes tangents. Com que per p′ hi passen 2 rectes tangents, per
p n’hi poden passar 4 o cap. En qualsevol cas hem vist que el nombre màxim de rectes
tangents a γh concurrents en un punt és 4. Finalment, la desigualtat és estricta ja que
sempre hi haurà algun L genèric pel qual ν valgui 2.
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Caṕıtol 4

Desigualtats entre les integrals de

curvatura mitja

4.1 Introducció

A l’espai euclidià, són conegudes les desigualtats de Minkowski. Aquestes s’apliquen a
conjunts convexos i involucren les seves Quermassintegrale i per tant les integrals de
curvatura mitja. Concretament estableixen, per un convex Q ⊂ Hn,

Mi(∂K)j ≥ cMj(∂K)i i > j

per certes constants c. Per exemple, a R3 són

M2
0 ≥ 36πV 2, M3

1 ≥ 48π2V, M2
1 ≥ 4πM0 i M2

0 ≥ 3VM1.

Fixem-nos en els exponents. Es comprèn que hi apareguin si diem que Mi és una
magnitud d’ordre n−i−1. És a dir, si tQ és l’homotètic a Q de raó t, llavorsMi(t∂Q) =
tn−i−1Mi(Q). Això fa que no tingui sentit comparar Mi amb Mj si no s’eleven a la
potència adequada. Més clar encara, per una bola de radi R, el quocient Mi/Mj = Ri−j

(cf. (1.10)) pot prendre qualsevol valor positiu. Per tant, no pot ser certa cap desigualtat
de l’estil Mi > cMj .

Potser val la pena aqúı de recordar la següent observació de Santaló (cf. [San70]).
Per tota successió de convexos Qr tendint a omplir Rn es compleix

lim
r→∞

Mi(∂Qr)

Mj(∂Qr)
= 0 i < j. (4.1)

A l’espai hiperbòlic, en canvi, no tenim aquest concepte d’ordre de magnitud. En
primer lloc no existeixen les homotècies. En segon lloc, a l’exemple de les boles tenim
Mi/Mj = tanhj−iR que per j < i és estrictament més gran que 1. Per tant, no sembla
tan descabellada la idea de comparar Mi i Mj sense elevar-los a cap potència. També
caldrà considerar el problema de comparar les Quermassintegrale Wi d’un convex a Hn
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ja que aquestes també generalitzen les integrals de curvatura mitja dels convexos de Rn.
Per exemple, és ben conegut que per tot domini Q ⊂ Hn

vol(Q)(n− 1) < vol(∂Q). (4.2)

De fet, un resultat de Yau (cf. [Yau75]) diu que la desigualtat anterior val en tota varietat
simplement connexa amb curvatura seccional K ≤ −1.

En aquest caṕıtol provem desigualtats del tipus

Mi(∂Q) > cMj(∂Q) i > j

on Q ⊂ Hn és un convex qualsevol. Utilitzem la geometria integral de forma essencial,
especialment la fórmula (3.14). L’esquema que seguirem comença per trobar desigualtats
entre les Quermassintegrale. Això es fa mitjançant un argument geomètric elemental
però força original i efectiu. A partir d’aqúı, gràcies a la simplicitat de l’expressió (3.14),
obtenim desigualtats entre les integrals de curvatura mitja.

Notem que si a una bola de Hn li fem créixer el radi R fins a infinit llavors el quocient
vol(B(R))/vol(∂B(R)) s’aproxima efectivament a la cota n − 1 donada per (4.2). De
fet, Santaló i Yañez van provar a [SY72] que això passava amb qualsevol successió de
dominis h-convexos creixent fins a omplir H2. Allà (i més tard a [San80]) es conjecturava
que això podia ser cert per qualsevol successió de dominis (geodèsicament) convexos.
Més tard, Gallego i Reventós (cf. [GR85]) van provar que això no era cert construint
successions de poĺıgons regulars que tendien a omplir H2 i per les quals el quocient entre
l’àrea i el peŕımetre tendia a qualsevol valor entre 1 i infinit. Al final d’aquest caṕıtol
construirem exemples que generalitzen aquest fet a dimensions superiors.

Pel que fa a les successions d’h-convexos, Borisenko i Miquel van generalitzar el
resultat de Santaló i Yañez provant que

lim
r→∞

vol(Qr)

vol(∂Qr)
=

1

n− 1
i lim

r→∞

Mi(∂Qr)

Mj(∂Qr)
= 1

per tota successió (Qr) de dominis h-convexos creixent fins a omplir l’espai hiperbòlic.
Aquest comportament tan controlat dels dominis h-convexos respecte els convexos ge-
nerals va motivar l’estudi de les mateixes qüestions per successions (Qr) de dominis
λ-convexos per 0 ≤ λ ≤ 1 tendint a omplir Hn. Concretament es va provar a [BV97]
que

1

n− 1
≤ lim

vol(Qn)

vol(∂Qn)
≤ λ

n− 1
(4.3)

Per dimensió 2, a [GR99] es donen exemples de successions que assoleixen tots els va-
lors ĺımit permesos per les desigualtats anteriors. Al final d’aquest caṕıtol constrüım
successions que mostren el mateix en dimensió arbitrària.

En connexió amb aquests problemes, també s’ha estudiat el valor ĺımit del quoci-
ent entre el diàmetre i el peŕımetre de successions de convexos tendint a omplir H2

(cf. [GS01]). Concretament s’ha trobat que aquest ĺımit està condicionat pel ĺımit del
quocient entre l’àrea i el peŕımetre aix́ı com per l’assumpció de λ-convexitat.
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Per completitud, esmentem que darrerament han aparegut diverses generalitzacions
d’aquests resultats en varietats de curvatura negativa acotada. En una d’aquestes vari-
etats es diu que un domini Q és λ-convex si la seva vora té curvatura normal més gran
que λ > 0 en tot punt i per tota direcció. En una varietat simplement connexa amb
curvatura seccional acotada per −k21 ≤ K ≤ k22, es va provar a [BGR01] que per tota
successió Qr de λ-convexos tendint a omplir la varietat, es té

λ

k22(n− 1)
≤ lim

r

vol(Qr)

vol(∂Qr)
≤ 1

k21(n− 1)
(4.4)

o també ([BM02])

λi−j

k22
≤ Mi(∂Q)

Mj(∂Q)
≤ λj−i

k21
. (4.5)

Malauradament els nostres mètodes, tan lligats a la geometria integral, dif́ıcilment
poden ser útils en varietats no homogènies com són aquestes.

4.2 Desigualtats entre Quermassintegrale

En aquesta secció provarem que per tot convex Q de Hn,

Wr(Q) < cn,r,jWr+j(Q)

per certes constants cn,r,j depenent de les dimensions.

Comencem provant desigualtats similars per convexos de Sn que ens seran útils
més endavant. Recordem que l’espai dels r-plans geodèsics de Sn no és altre que la
grassmanniana G(r + 1, n+ 1) dels (r + 1)-plans vectorials de Rn+1.

Proposició 4.2.1. Sigui Q un convex de Sn. Aleshores, per s = 1, . . . , n − 1 i r =
0, . . . , n− s− 1

∫

G(r+1,n+1)
χ(Lr ∩Q) dLr ≤

Or+s . . . Or+1

On−r−1 · · ·On−r−s

∫

G(r+s+1,n+1)
χ(Lr+s ∩Q) dLr

i la igualtat només es dóna quan Q és un hemisferi de Sn.

Demostració. Denotem G(r+ 1, r+ s+ 1, n+ 1) l’espai de banderes format pels parells
Lr ⊂ Lr+s de plans geodèsics de Sn. Recordem (cf.(2.5)) que en aquest espai

dL(r+s)[r]dLr = dL[r+s]rdLr+s

on dL[r+s]r és la mesura a la grassmanniana dels r-plans continguts a Lr+s i dL(r+s)[r]
és la mesura a la grassmanniana dels (r + s)-plans que contenen Lr.
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Observem que, per tota bandera de G(r, r + s, n+ 1), si el pla de dimensió r (asta)
talla Q, també ho fa el de dimensió r + s (drap). Per tant

vol(G(r + 1, r + s+ 1))

∫

G(r+s+1,n+1)
χ(Lr+s ∩Q) dLr+s =

=

∫

G(r+1,r+s+1,n+1)
χ(Lr+s ∩Q) dL[r+s]rdLr+s ≥

≥
∫

G(r+1,r+s+1,n+1)
χ(Lr ∩Q) dL(r+s)[r]dLr =

= vol(G(s, n+ 1− r))

∫

G(r+1,n+1)
χ(Lr ∩Q) dLr.

Recordem, per acabar, que

vol(G(r, n)) =
On−1 · · ·On−r

Or−1 · · ·O0
.

Recordant la definició 2.2.1 obtenim el següent corol.lari.

Corol.lari 4.2.2. Si Q ⊂ Sn és convex llavors

Wr(Q) ≤ (n− r)Or+sOn−r−s−1

(n− r − s)On−r−1Or
Wr+s(Q).

amb igualtat només pels hemisferis.

Observació. Aquest resultat només és vàlid per convexos. Per dominis en general hi
ha contraexemples. Sense anar més lluny, per S2 menys un petit entorn del pol nord
W1 ∼ 0 i W0 ∼ 4π.

Utilitzant aquests resultats, es proven els anàlegs a l’espai hiperbòlic.

Proposició 4.2.3. Sigui Q un convex de Hn contingut en una bola de radi R. Aleshores,
per s = 1, . . . , n− 1 i r = 0, . . . , n− s− 1

∫

Lr

χ(Lr ∩Q) dLr < tanhs(R)
Or+s−1 . . . Or

On−r−2 · · ·On−r−s−1

∫

Lr+s

χ(Lr+s ∩Q) dLr+s.

Demostració. Escollim un origen O ∈ Q. Denotarem per Pr els subespais vectorials de
Rn de dimensió r. Utilitzant l’expressió (2.4) de la mesura d’r-plans,

∫

Lr

χ(Lr ∩Q) dLr =

∫

G(n−r,n)

∫

Pn−r

χ(Lr ∩Q) coshr ρ dxdPn−r

on dx és l’element de volum de cada Pn−r i Lr és l’r-pla ortogonal a Pn−r en el punt x.
Pel que fa a dPn−r, és una mesura invariant a G(n− r, n); la mateixa que dóna lloc a la
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mesura dels (n − r − 1)-plans a Sn−1. Expressem dx en coordenades polars. És a dir,
determinem x per la seva distància a O i per la recta que els uneix.
∫

Lr

χ(Lr∩Q) dLr =

∫

G(n−r,n)

∫

RPn−r−1

∫

R
χ(Lr∩Q) coshr ρ| sinhn−r−1 ρ| dρdP[n−r]1dPn−r

on dP[n−r]1 és l’element de volum de RPn−r−1. La fórmula (2.5) diu, referint-se a les
mesures equivalents en espais de plans de Sn, que dP[n−r]1dPn−r = dP(n−r)[1]dP1 on
dP(n−r)[1] és la mesura dels Pn−r que contenen P1. Per tant,

∫

Lr

χ(Lr∩Q) dLr =

∫

RPn−1

∫

G(n−r−1,(P1)⊥)

∫

R
χ(Lr∩Q) coshr ρ| sinhn−r−1 ρ| dρdP(n−r)[1]dP1

=

∫

RPn−1

∫

R

(∫

G(r,(P1)⊥)
χ(Lr ∩Q) dPr

)
coshr ρ| sinhn−r−1 ρ| dρdP1.

Ara, donats P1 i ρ (i.e. donat x), projectivitzem (des de x) l’hiperpla Ln−1 ortogonal a
P1 en x. La integral entre parèntesis és la mesura del conjunt de (r− 1)-plans geodèsics
que tallen un convex de Sn−2. Aplicant la proposició 4.2.1 acotem aquesta mesura en
funció de la mesura de (r + s− 1)-plans que tallen aquest convex de Sn−2. Obtenim

∫

G(r,(P1)⊥)
χ(Lr ∩ Q) dPr ≤

Or+s−1 . . . Or

On−r−2 · · ·On−r−s−1

∫

G(r+s,(P1)⊥)
χ(Lr+s ∩ Q) dPr+s.

I hem acabat ja que −R ≤ ρ ≤ R i per tant

coshr ρ| sinhn−r−1 ρ| ≤ tanhsR coshr+s ρ| sinhn−r−s−1 ρ|.

x

Ln−1

P1

Lr

O

Figura 4.1: r-plans que tallen Q
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Corol.lari 4.2.4. Si Q ⊂ B(R) ⊂ Hn és convex, llavors

Wr(Q) < tanhsR
n− r

n− r − s
Wr+s(Q).

En particular, com que tanhR < 1 tenim que sempre

Wr(Q) <
n− r

n− r − s
Wr+s(Q) (4.6)

i aquesta desigualtat és més ajustada com més gran sigui Q.

Però en el cas r = 0, ho podem fer una mica millor.

Proposició 4.2.5. Sigui Q ⊂ Hn un convex contingut en B(R), una bola de radi R.
Llavors

W0(Q)

Wr(Q)
≤ W0(B(R))

Wr(B(R))
(4.7)

amb igualtat només quan Q = B(R).

Demostració. Prenent com a origen el centre de la bola, calculem el volum de Q en
coordenades polars

W0(Q) =

∫

Sn−1

∫ l(u)

0
sinhn−1 ρdρdu

on l(u) és la distància a l’origen del punt de tall de ∂Q amb el raig geodèsic γ(u) que
surt amb tangent u ∈ Sn−1. Com que, evidentment tots els hiperplans ortogonals a
γ(u) ∩Q tallen Q, tenim

Wr(Q) ≥ (n− r) ·Or−1 · · ·O0
n ·On−2 · · ·On−r−1

∫

Sn−1

∫ l(u)

0
coshr ρ sinhn−r−1 ρdρdu

Per altra banda, es veu fàcilment que la funció

f(R) =
Wr(B(R))

W0(B(R))
=

(n− r) ·Or−1 · · ·O0
n ·On−2 · · ·On−r−1

∫ R
0 coshr ρ sinhn−r−1 ρdρ

∫ R
0 sinhn−1 ρdρ

és creixent. Aix́ı, com que l(u) ≤ R, tenim f(l(u)) ≤ f(R) i per tant

Wr(Q) ≥ (n− r) ·Or−1 · · ·O0
n ·On−2 · · ·On−r−1

∫

Sn−1

∫ l(u)

0
coshr ρ sinhn−r−1 ρdρ =

=

∫

Sn−1
f(l(u))

∫ l(u)

0
sinhn−1 ρdρdu ≥

≥
∫

Sn−1
f(R)

∫ l(u)

0
sinhn−1 ρdρdu =

Wr(B(R))

W0(B(R))
W0(Q).
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Observem que les desigualtats que hem obtingut van en l’únic sentit possible. En
efecte, no pot ser certa una desigualtat de l’estil Wr+s(Q) ≤ cWr(Q). Per veure-ho
prenem Q un convex contingut en un (n − r − s)-pla geodèsic. Com que Q és una
subvarietat de dimensió n− r − s, per la fórmula de Cauchy-Crofton a Hn (2.6), tenim
que la mesura d’(r + s)-plans que tallen Q és múltiple del seu volum (n − r − s)-
dimensional. En canvi, els r-plans que tallen Q formen un conjunt de mesura nul.la.
Aix́ı Wr(Q) = 0 mentre que Wr+s(Q) > 0.

4.3 Esperança de tall amb varietats lineals

Considerem el següent problema de probabilitats geomètriques: prenem Lr un r-pla
geodèsic de Hn a l’atzar (segons la mesura invariant dLr) d’entre els que tallen un
convex Q ⊂ Hn donat. Considerem la variable aleatòria consistent a mesurar el volum
r-dimensional de la intersecció de Lr amb Q. Ens preguntem quina és l’esperança
matemàtica d’aquesta variable aleatòria

E[vol(Lr ∩Q)] =

∫
Lr

vol(Lr ∩Q) dLr∫
Lr
χ(Lr ∩Q) dLr

.

La fórmula de Santaló (2.8) dóna

∫

Lr

vol(Lr ∩Q)dLr =
On−1 · · ·On−r

Or−1 · · ·O1
· vol(Q).

Per tant

E[vol(Lr ∩Q)] =
(n− r) ·On−1O0

n ·On−r−1

vol(Q)

Wr(Q)
. (4.8)

Podem comparar aquestes esperances per a diferents dimensions r si utilitzem (4.7).
Llevat de constants, l’esperança és menor com més gran és la dimensió r.

Proposició 4.3.1. Per un domini convex Q ⊂ Hn contingut en una bola de radi R

E[vol(Q ∩ Lr+s)]
E[Q ∩ Lr]

≤ E[vol(B(R) ∩ Lr+s)]
E[vol(B(R) ∩ Lr)]

<
On−r−1

On−r−s−1

Demostració. Immediat utilitzant (4.8) i (4.7)

En particular tenim

Corol.lari 4.3.2. L’esperança del volum de la secció d’un r-pla aleatori amb un domini
Q de Hn està acotada per

E[vol(Lr ∩Q)] <
On−1

On−r−1
.

Demostració. Prenem l’embolcall convex de Q i hi apliquem la proposició anterior amb
r = 0.
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Q

L1

L2

Q ∩ L1

Q ∩ L2

Figura 4.2: Volum de tall amb un pla i una recta

A H2 ja es coneixia que l’esperança del tall amb una recta a l’atzar és menor que
π (cf. [San80]). En la resta de casos aquesta acotació és aparentment nova. A tall
d’exemple diem que l’esperança de la longitud d’una corda aleatòria a H3 és menor que
π o que l’esperança de l’àrea de la secció amb un pla és menor que 2π.

Aquests resultats topen fortament amb la intüıció euclidiana. És clar que a Rn

aquestes esperances es fan arbitràriament grans si prenem un convex prou gran. Això
es dedueix de (4.1). Una justificació barroera del que passa a Hn és la següent. En
varietats de curvatura negativa els dominis tenen una vora més gran que en curvatura
0. Això fa que la majoria de plans que tallen un convex ho fan passant molt a prop de
la vora, i per tant tallen molt poc tros de l’interior.

4.4 Desigualtats entre integrals de curvatura mitja

Ja estem en condicions de trobar desigualtats que relacionin les integrals de curvatura
mitja de la vora d’un convex a Hn. Com veurem, la peça clau és la igualtat (3.14) que,
d’aquesta manera, a més de bonica resultarà ser útil.

Proposició 4.4.1. Si Q ⊂ Hn és convex llavors, per r > 1

Mr(∂Q)

vol(∂Q)
> 1.

I aquesta cota no es pot millorar. Per r = 1,

M1(∂Q)

vol(∂Q)
>
n− 2

n− 1
.
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És a dir que per r > 1 el promig de la curvatura mitja σr de la vora de tot convex
és més gran que 1 i el promig de σ1 també està acotat per sota. Això torna a reflectir
la idea que a l’espai hiperbòlic les hipersuperf́ıcies han d’aportar molta més curvatura
que a l’euclidià.

Demostració. Gràcies a l’equació (3.14), que lliga les integrals de curvatura mitja amb
les Quermassintegrale, i a la desigualtat (4.6), fem

Mr(∂Q)

M0(∂Q)
=
Wr+1(Q) + r

n−r+1Wr−1(Q)

W1(Q)
>
n− r − 1

n− 1
+

r

n− r + 1

n− r + 1

n− 1
= 1.

Aquesta desigualtat no es pot millorar ja que per successions de boles amb radi tendint
a infinit Mr/M0 → 1 (cf. 1.10).

Per r = 1, utilitzem (3.14) i (4.2)

M1(∂Q)

M0(∂Q)
=
W2(Q) + 1

nW0(Q)

W1(Q)
>
W2(Q)

W1(Q)
>
n− 2

n− 1
.

Observació. Encara que no és clar que la cota perM1/M0 sigui òptima, cal remarcar que
no es podia esperar trobar 1 com a cota inferior. En efecte, prenem un hiperpla Ln−1 i
Q ⊂ Ln−1 una bola de radi R dins Ln−1. Considerem Q com un convex degenerat dins
Hn,

M1(∂Q) = n

(
W2(Q) +

1

n
W0(Q)

)
=

O1
2(n− 1)

vol(∂Bn−1(R))

M0(∂Q) = vol(∂Q) = 2vol(Bn−1(R))

per tant M1/M0 tendeix a π(n−2)
2(n−1) quan R creix. Aix́ı, per n = 3 tenim convexos tals

que M1/M0 s’apropa tant com vulguem a π/4 que és menor que 1.

També podem comparar les curvatures mitges amb el volum de l’interior.

Corol.lari 4.4.2. Tenim la següent desigualtat per convexos a Hn

Mi(∂Q)

V (Q)
> n− 1

que no es pot millorar.

El cas i = 0 és la coneguda desigualtat (4.2).

Demostració. Si i > 1, aplicant la proposició 4.4.1 i (4.2)

Mi

V
=
Mi

M0
· M0

V
> 1 · (n− 1).

Per i = 1
M1

V
=
n(W2 +

1
nW0)

W0
> n

n− 2

n
+ 1 = n− 1.
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De forma similar, podem trobar acotacions per a qualsevol quocient d’integrals de
curvatura mitja.

Proposició 4.4.3. Si Q ⊂ Hn és convex llavors, per i ≥ 0 i j ≥ 2 tal que i+ j ≤ n− 1,

Mi+j(∂Q)

Mi(∂Q)
> 1

i la cota no es pot millorar. Per j = 1,

Mi+1(∂Q)

Mi(∂Q)
>
n− i− 2

n− i− 1
.

Demostració. Tornem a aplicar l’equació (3.14) i la desigualtat (4.6)

Mi+j(∂Q)

Mi(∂Q)
=
Wi+j+1(Q) + i+j

n−i−j+1Wi+j−1(Q)

Wi+1(Q) + i
n−i+1Wi−1(Q)

>

=

n−i−j−1
n−i−j+1Wi+j−1(Q) + i+j

n−i−j+1Wi+j−1(Q)

Wi+1(Q) + i
n−i+1

n−i+1
n−i−1Wi+1(Q)

=

=
n− i− 1

n− i− j + 1

Wi+j−1(Q)

Wi+1(Q)
>

n− i− 1

n− i− j + 1

n− i− j + 1

n− i− 1
= 1. (4.9)

Aquesta cota no es pot millorar ja que, per una successió de boles amb radi tendint a
∞ el quocient Mi/Mi+j tendeix a 1.

Per j = 1,

Mi+1(∂Q)

Mi(∂Q)
=

Wi+2(Q) + i+1
n−iWi(Q)

Wi+1(Q) + i
n−i+1Wi−1(Q)

.

I hem acabat ja que

Wi+2(Q)

Wi+1(Q)
>
n− i− 2

n− i− 1

i+1
n−iWi(Q)
i

n−i+1Wi−1(Q)
>
i+ 1

i
> 1 >

n− i− 2

n− i− 1
.

Observació. Pel quocient Mn−1/Mn−2 la cota és 0. A la secció 4.5 trobarem convexos
pels quals efectivament, aquest quocient pren valors arbitràriament petits.

En resum, hem trobat cotes inferiors per a tots els quocients de la forma Mi+j/Mi.
Llevat del casMn−1/Mn−2, aquestes cotes són totes estrictament positives i són òptimes
quan j > 1.

Una qüestió natural que es planteja és la de trobar cotes superiors. Però és immediat
veure que aquests quocients no estan acotats per sobre. En efecte, si Q és una bola de
radi R, ja hem dit que

Mi+j(∂Q)

Mi(∂Q)
=

coshj R

sinhj R

100
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que es fa arbitràriament gran si R és prou petit.
També es pot argumentar dient que a l’espai euclidià hi ha exemples de convexos

arbitràriament petits i amb Mi+j/Mi arbitràriament gran. Com que en entorns petits
d’un punt les mètriques de Hn i de Rn són molt semblants, hi haurà convexos de l’espai
hiperbòlic amb Mi+j/Mi arbitràriament gran.

Tot i aix́ı, si ens restringim a convexos grans en algun sentit, és possible trobar
algunes cotes superiors de Mi+j/Mi.

Considerem el cas de dimensió 2. Donat un convex Q ⊂ H2, M1(∂Q) és la integral
de curvatura geodèsica de la vora. Utilitzant la fórmula de Gauss-Bonnet, tenim que

M1(∂Q) = 2π + vol(Q).

Aix́ı, doncs
M1(∂Q)

M0(∂Q)
=

2π + vol(Q)

vol(∂Q)
.

Ja hem dit que l’àrea d’un convex és sempre menor que la longitud de la seva vora.
Per tant, M1(∂Q)/M0(∂Q) no pot ser gaire més gran que 1 si el convex és prou gran.
Concretament, si (Qr) és una successió de convexos que tendeix a omplir el pla hiperbòlic,

lim
M1(∂Qr)

M0(∂Qr)
≤ 1.

Definició 4.4.1. Diem que una successió de convexos (Qr) de Hn tendeix a omplir
l’espai hiperbòlic quan ∪rQr = Hn.

Per aquestes successions tenim les següents acotacions superiors.

Proposició 4.4.4. Sigui (Qr) una successió de convexos que tendeix a omplir Hn. Lla-
vors

i) lim
n→∞

Mn−1(∂Qr)

Mn−2(∂Qr)
≤ n− 1

ii) lim
n→∞

Mn−1(∂Qr)

Mn−3(∂Qr)
≤ n− 1

2

Demostració. Sabem que

Mn−1(∂Qr)

Mn−2(∂Qr)
=

Wn(Qr) +
n−1
2 Wn−2(Qr)

Wn−1(Qr) +
n−2
3 Wn−3(Qr)

Però Wn(Qr) no depèn de r sinó que val sempre On−1/n. En canvi, tant Wn−1(Qr) com
Wn−2(Qr) i Wn−3(Qr) tendeixen a infinit quan Qr tendeix a omplir Hn. Per tant

lim
n→∞

Mn−1(∂Qr)

Mn−2(∂Qr)
=
n− 1

2
lim
n→∞

Wn−2(Qr)

Wn−1(Qr) +
n−2
3 Wn−3(Qr)

≤

≤ n− 1

2
lim

Wn−2(Qr)

Wn−1(Qr)
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Tenint en compte que Wn−2/Wn−1 < 2 queda provat i). Anàlogament, es prova ii).

Mn−1(∂Qr)

Mn−3(∂Qr)
∼ n− 1

2

Wn−2(Qr)

Wn−2(Qr) +
n−3
4 Wn−4(Qr)

≤ n− 1

2
.

La segona desigualtat no es pot millorar com mostrem a la secció següent donant
exemples de successions de convexos que realitzen la cota. Les mateixes successions
mostraran que la resta de quocients Mi+j/Mi no estan acotats superiorment encara que
el convex sigui gran.

En relació a (4.5) tenim una millora quan els convexos són a l’espai hiperbòlic (i
no en una varietat de curvatura negativa acotada). Recordem que a la definició 1.1.2
s’introdüıa el concepte de λ-convexitat. Una cosa a tenir en compte, i que es veu
fàcilment, és que per λ > 1 tot conjunt λ-convex està contingut en una bola de radi
arctanhλ. Per això, aqúı només ens interessem pels valors 0 ≤ λ ≤ 1.

Proposició 4.4.5. Si Qr és una successió de λ-convexos tendint a omplir Hn, llavors

lim
r→∞

M1(∂Qr)

vol(∂Qr)
>
λ+ n− 2

n− 1
.

Demostració. Utilitzant (4.6) i (4.3),

lim
r→∞

M1(∂Qr)

vol(∂Qr)
= lim

W2(Qr)

W1(Qr)
+

vol(Qr)

vol∂Qr
>
n− 2

n− 1
+

λ

n− 1
.

4.5 Exemples

En aquesta secció constrüım una famı́lia d’exemples que mostren un comportament
extremal en molts sentits. Serviran per provar que moltes de les desigualtats que hem
vist en aquest caṕıtol no es poden millorar.

Considerem una bola geodèsica de radi r > 0 centrada a un punt O ∈ Hn. Siguin P1
i P2 els extrems d’un segment de longitud 2R que té el punt mig a O. Suposem R > r
i prenem l’embolcall convex de la bola BO(r) i els punts P1, P2. Denotem Q(r,R) el
convex obtingut aix́ı (cf. figura 4.3). La unió de tots els segments que van de P1 o P2
fins a un punt de tangència amb ∂BO(r) defineix dos cons truncats, C1 i C2. El conjunt
d’aquests punts de tangència consisteix en dues esferes (n− 2)-dimensionals del mateix
radi a contingudes en (n− 1)-plans ortogonals al segment P1P2. Si B denota la regió de
∂BO(r) delimitada per aquestes dues esferes, la vora de Q(r,R) es pot separar en tres
parts, això és C1, B i C2.

Com que ∂Q(r,R) no és diferenciable a tot arreu, calculem les integrals de curvatura
mitjaMi(∂Q(r,R)) aproximant Q(r,R) per convexos de vora diferenciable. Fent-ho aix́ı,
es veu fàcilment que per i < n− 1 els vèrtexs no aporten curvatura mitja i tenim

Mi(∂Q(r,R)) =

∫

∂Q(r,R)
σi(x)dx.

102
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Pel cas i = n − 1, podem calcular Mn−1(∂Q(r,R)) mesurant directament el conjunt
d’hiperplans de suport de Q(r,R). Com els hiperplans de suport en cada un dels vèrtexs
tenen mesura menor que On−1/2, tenim

Mn−1(∂Q(r,R)) <

∫

∂Q(r,R)
σn−1(x)dx+On−1.

Per cada r ∈ N prenem R = e2r i considerem la successió de convexos Qr = Q(r, e2r)
que tendeix a omplir tot Hn.

Proposició 4.5.1. Els quocients de les integrals de curvatura de la successió que acabem
de definir tenen els següents valors asimptòtics

lim
r→∞

Mn−2(∂Q(r))

Mi(∂Q(r))
=∞ lim

r→∞

Mi(∂Q(r))

Mj(∂Q(r))
= 1

per i, j diferents de n− 2.

Demostració. Pel con C1, siguin c i α, respectivament, la longitud de la generatriu i
l’angle que aquesta forma amb l’eix de rotació P1P2. En un punt x ∈ C1, sigui µ la
distància al vèrtex P1. Si x′ és la projecció ortogonal de x sobre el segment P1P2,
podem determinar x per les seves les coordenades polars ρ, θ1, . . . , θn−2 centrades a x′

dins l’hiperpla ortogonal a P1P2. Les fórmules (1.2) de la trigonometria hiperbòlica ens
donen la relació,

sinh ρ = sinα sinhµ.

Ara, C1 és parametritzat per les coordenades (µ, θ1, . . . , θn−2) i l’element de volum és

dx = (sinα sinhµ)n−2dµdθ.

B

R

O

P2

C2

a

r

C1

x′

ρ
β

α
P1

µ

x

Figura 4.3: El convex Q(r,R)
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Clarament, en tot punt x ∈ C1, la direcció de la generatriu és principal i té curvatura
normal 0. Pel teorema de Meusnier, per tota direcció ortogonal a aquesta direcció, la
curvatura normal és sinβ coth ρ on β denota l’angle interior entre x′x i la generatriu del
con. Altre cop per trigonometria hiperbòlica obtenim, cosα = cosh ρ sinβ. Per tant, la
integral de curvatura i-èssima de C1 és

Mi(C) =

∫

Sn−2

∫ c

0

(
n− 2
i

)(
n− 1
i

)−1
(sinβ coth ρ)i(sinα sinhµ)n−2dµdθ =

=
n− i− 1

n− 1
On−2 cosi α sinn−i−2 α

∫ c

0
sinhn−i−2 µdµ.

Notem que, quan c creix cap a infinit, per m ≥ 1
∫ c

0
sinhm sds ∼ coshm c

m
.

Ara, prenem R(r) = e2r. Com que R, r i c són, respectivament, els catets i la hipotenusa
d’un triangle rectangle,

cosh c = cosh e2r/ cosh r ∼ ee
2r−r

α ∼ sinα = sinh r/ sinh e2r ∼ er−e
2r
.

Per tant, per i 6= n− 2,

lim
r→∞

MiC1 = lim
r→∞

n− i− 1

n− 1
On−2 e

(n−i−2)(e2r−r) e
(n−i−2)(r−e2r)

(n− i− 2)
=

=
n− i− 1

(n− 1)(n− i− 2)
On−2.

Aix́ı, quan r tendeix a infinit,

Mi(∂Q) ∼Mi(∂B(r)).

I com que la proporció de B(r) sobre la bola sencera tendeix a 1,

Mi(∂Q) ∼Mi(∂BO(r)).

Amb això hem trobat el segon ĺımit de l’enunciat.
Finalment, Mn−2(∂Q)/Mi(∂Q)) tendeix a infinit ja que.

Mn−2(∂Q) > Mn−2(C1) =
On−2

n− 1
cosα · c ∼ On−2

n− 1
e2r.

Fixat un ε > 0, prenem els convexos Qε
r = {x ∈ Hn | d(c,Q) ≤ ε} paral·lels a

distància ε dels Qr.
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Proposició 4.5.2. Per i, j = 0, . . . , n− 1

lim
r→∞

Mi(∂Q
ε
r)

Mj(∂Qε
r)

=
i cothi−2 ε+ (n− i− 1) cothi ε

j cothj−2 ε+ (n− j − 1) cothj ε

Demostració. Utilitzem la fórmula de Steiner per a les integrals de curvatura mitja
(1.12)

lim
r→∞

Mi(∂Q
ε
r)

Mj(∂Qε
r)

= lim
r→∞

(
n− 1
i

)−1∑n−1
k=0

(
n− 1
k

)
Mk(∂Qr)φik(ε)

(
n− 1
j

)−1∑n−1
k=0

(
n− 1
k

)
Mk(∂Qr)φjk(ε)

=

= lim
r→∞

(
n− 1
j

)
Mn−2(∂Qr)φi,n−2(ε)

(
n− 1
i

)
Mn−2(∂Qr)φj,n−2(ε)

=

(
n− 1
j

)
φi,n−2(ε)

(
n− 1
i

)
φj,n−2(ε)

on

φi,n−2(ε) =

(
n− 2
i− 1

)
sinhn−i ε coshi−1 ε+

(
n− 2
i

)
sinhn−i−2 ε coshi+1 ε

L’interès d’aquests exemples rau en el fet que mostren que els quocients Mi+j/Mi

només es poden acotar superiorment en els casos que recull la proposició 4.4.4. També
mostren que la desigualtat ii) d’aquesta proposició no es pot millorar. A més, veiem
que l’únic quocient Mi+j/Mi del qual no hem trobat cap cota inferior no nul·la ( i =
n − 2 i i + j = n − 1 ), pot prendre, efectivament, valors arbitràriament petits. Més
concretament,

Corol.lari 4.5.3. Per tot 1 ≤ L ≤ ∞, existeix una successió de convexos (Qr) expandint-
se per tot Hn tal que

lim
r→∞

Mi(∂Qr)

Mj(∂Qr)
= L

llevat dels casos i = n − 1 i j = n − 2, n − 3. Per tot 0 ≤ δ ≤ 1 existeix una successió
de convexos (Qr) expandint-se per tot Hn tal que

lim
r→∞

Mn−1(∂Qr)

Mn−2(∂Qr)
= δ.

Per tot 1 ≤ α ≤ n−1
2 existeix una successió de convexos (Qr) expandint-se per tot Hn

tal que

lim
r→∞

Mn−1(∂Qr)

Mn−3(∂Qr)
= α.
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Demostració. N’hi ha prou amb estudiar els rangs de les funcions

fij(ε) =
i cothi−2 ε+ (n− i− 1) cothi ε

j cothj−2 ε+ (n− j − 1) cothj ε
.

En efecte,
fn−1,n−2 ((0,∞)) = (0, 1)

fn−1,n−3 ((0,∞)) = (1,
n− 1

2
)

fij ((0,∞)) = (1,∞)

per la resta de valors de i i j. Aix́ı doncs, pels valors no extrems de L, δ i α, hi ha un
ε > 0 tal que Qε

r és la successió de convexos buscada. Per L =∞, δ = 0 o α = (n− 1)/2
prenem la successió εm = 1/m i una successió rm tal que, pels i i j corresponents,

∣∣∣∣
Mi(∂Q

εm
rm)

Mj(∂Q
εm
rm)

− fij(εm)

∣∣∣∣ <
1

m
.

Finalment, els quocients tendeixen a 1 per exemple si Qr és la bola de radi r.

Aix́ı, de totes acotacions que hem provat, les úniques que poden no ser òptimes són
les de la segona part de la proposició 4.4.3 i la de la primera part de la proposició 4.4.4.
De tots aquests, el cas més interessant és el de l’acotació

M1(∂Q)

vol(∂Q)
≥ n− 2

n− 1
.

Recordem que només hem trobat exemples apropant-se a π(n−2)
2(n−1) i a 1.

Finalment, les successions Qε
r també proven que les desigualtats (4.3) per al ĺımit

del quocient vol(Q)/vol(∂Q) en successions de λ-convexos són òptimes. En efecte, fixat
0 ≤ λ < 1, prenem ε > 0 tal que tanh ε = λ. Llavors, Qε

r té vora amb curvatura normal
major que λ a tot arreu i hem vist que

lim
r→∞

vol(Qε
r)

vol(∂Qε
r)

=
λ

n− 1
.

Amb això es generalitzen a dimensió arbitrària els resultats de [GR85] i [GR99].
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Caṕıtol 5

Geometria integral d’horosferes i

equidistants

5.1 Introducció

Fins aqúı hem estat parlant de les fórmules cinemàtiques que involucren plans (i sobretot
hiperplans) totalment geodèsics. També sabem que existeixen fórmules cinemàtiques
anàlogues on es substitueixen aquests plans per subvarietats compactes. Aix́ı, tenim
fórmules cinemàtiques per hiperplans i també per esferes. Això pot resultar prou sa-
tisfactori en geometria euclidiana ja que aquestes són les hipersuperf́ıcies interessants
de l’espai euclidià. Però ja hem dit que en geometria hiperbòlica existeix una mena de
buit entre els hiperplans geodèsics i les esferes. Recordem que mentre els hiperplans
tenen curvatura normal 0, la curvatura normal de les esferes a Hn és més gran que
1. Aquest buit és omplert per dues classes d’hipersuperf́ıcie que són les horosferes i
les equidistants. Recordem que hiperplans geodèsics, esferes, horosferes i equidistants
són els quatre tipus d’hipersuperf́ıcies umbilicals de l’espai hiperbòlic. Ja hem dit que
les horosferes s’obtenen en allunyar infinitament el centre d’una esfera d’un punt fixat
d’aquesta i tenen curvatura normal constant 1. Per la seva banda, les equidistants són
el lloc geomètric dels punts a una distància fixa d’un hiperplà i tenen curvatura normal
constant menor que 1. Tant les horosferes com les equidistants són hipersuperf́ıcies no
compactes, per tant no se’ls poden aplicar les formules cinemàtiques de Poincaré ni de
Blaschke.

És natural doncs, buscar fórmules cinemàtiques per a horosferes i equidistants de Hn.
El mateix Santaló va començar a fer-ho per les horosferes a H2 i H3 (cf.[San67, San68]).
Recentment, Gallego, Mart́ınez Naveira i l’autor (cf. [GNS]), han estès els resultats a
horosferes de dimensió arbitrària. Les idees bàsiques, ja presents en els treballs de San-
taló, són aproximar les horosferes per boles de radi cada cop més gran i utilitzar el
fet que la geometria intŕınseca de les horosferes és euclidiana. Finalment el teorema
de Gauss-Bonnet en espais euclidians permet obtenir la mesura d’horosferes que tallen
un conjunt h-convex o convex respecte horosferes. En aquest caṕıtol continuem aquest
estudi donant fórmules cinemàtiques que serveixen també per hipersuperf́ıcies equidis-
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tants. Concretament, trobarem fórmules cinemàtiques per hipersuperf́ıcies totalment
umbilicals de Hn de curvatura normal λ arbitrària. Aix́ı, per λ = 0 recuperarem les
fórmules per hiperplans geodèsics, per λ > 1 tindrem el cas de les esferes que es dedueix
de les fórmula cinemàtiques de Poincaré i Blaschke, i per λ = 1 recuperarem els resul-
tats de [GNS]. Finalment, el cas nou és el de 0 < λ < 1, on les fórmules involucren
hipersuperf́ıcies equidistants.

A continuació, utilitzarem les fórmules per horosferes per deduir certes propietats
dels dominis horoćıclicament convexos. També ens ocuparem de l’esperança del volum
del tall d’un domini amb una equidistant o una horosfera aleatòria. Veurem que igual
que pels hiperplans geodèsics, aquesta esperança està acotada superiorment.

5.2 Definicions i mesures invariants

Recordem que un punt d’una hipersuperf́ıcie es diu umbilical quan la curvatura normal
és la mateixa en totes les direccions d’aquest punt. Una hipersuperf́ıcie tal que tots els
seus punts siguin umbilicals s’anomena totalment umbilical. En ambients de curvatura
constant, les hipersuperf́ıcies totalment umbilicals tenen la mateixa curvatura normal
a tots els punts (cf. per exemple [dC92]). D’altra banda, aquestes hipersuperf́ıcies són
la vora d’una regió convexa. Prenent el vector normal unitari que és interior a aquesta
regió, la curvatura normal serà sempre positiva.

Definició 5.2.1. Per λ ≥ 0, una hipersuperf́ıcie completa totalment umbilical amb
curvatura normal λ s’anomena λ-hiperpla de Hn. Denotem Lλn−1 el conjunt de tots els
λ-hiperplans de Hn.

Aquesta definició inclou, per λ = 1, horosferes, i per λ = 0, hiperplans geodèsics. El
cas λ > 1 conté les esferes de radi arctanh(1/λ). Per λ < 1, el tub a distància arctanhλ
al voltant d’un hiperpla geodèsic té dues components connexes cadascuna de les quals
és un λ-hiperpla. Amb aquesta descripció queda clar que Lλn−1 és espai homogeni del
grup d’isometries G per cada λ.

Un fet important que es pot veure amb l’equació de Gauss, és que amb la mètrica
indüıda per Hn, un λ-hiperplà és una varietat de Riemann completa, simplement connexa
i de curvatura seccional constant λ2−1. En particular les horosferes són espais euclidians
i les equidistants de curvatura normal λ són espais hiperbòlics de curvatura seccional
λ2 − 1.

Observació. No és dif́ıcil veure que en el model de l’hiperboloide, els λ-hiperplans són
interseccions de Hn amb hiperplans afins del tipus

{x ∈ Rn+1 | L(x, y) = −λ}

on L(y, y) = 1.

Ara introdüım un anàleg dels λ-hiperplans per codimensions més grans. Com que
un r-pla geodèsic Lr ⊂ Hn és isomètric a Hr, té sentit parlar dels λ-hiperplans de Lr.
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Definició 5.2.2. Un λ-hiperpla d’algun (r + 1)-pla geodèsic a Hn s’anomena r-pla
λ-geodèsic. Definim Lλr com el conjunt de tots aquests r-plans λ-geodèsics.

Tot r-pla λ-geodèsic està contingut en un únic (r + 1)-pla geodèsic. D’altra banda,
es pot veure que també està contingut en un sol λ-hiperplà.

El grup d’isometries G actua transitivament sobre Lλr . En efecte, sabem que actua
transitivament sobre els (r + 1)-plans geodèsics. El subgrup d’isotropia d’un d’aquests
plans és com el grup d’isometries de Hr+1 per tant actua transitivament sobre els λ-
hiperplans que conté. Aix́ı doncs, prenem l’(r + 1)-pla geodèsic Lr+1 que passa per e0
i és tangent a 〈e1, . . . , er+1〉. Fixem Lλr l’r-pla λ-geodèsic per e0, contingut a Lr+1 i tal
que er+1 és el normal en e0 que apunta a la convexitat de Lλr . Sigui Hλ

r el subgrup de
les isometries que el deixen invariant. Ara, Lλr s’identifica amb l’espai homogeni G/Hλ

r .
Això defineix una projecció πλr : G −→ Lλr .

Proposició 5.2.1. Per 0 ≤ λ 6= 1 l’espai Lλr admet una mètrica semi-riemanniana
〈 , 〉λr invariant per isometries. Aquesta mètrica és tal que

(πλr )
∗〈 , 〉λr =

r∑

i=1

(ωr+1i − λωi0)⊗ (ωr+1i − λωi0)

1− λ2
+

∑

1≤i≤(r+1)<j≤n

ωji ⊗ω
j
i −

n∑

j=r+1

ωj0⊗ω
j
0.

(5.1)
Per tot λ ≥ 0 l’espai Lλr admet una mesura dLλr invariant per isometries que ve definida
per

(πλr )
∗dLλr =

r∧

h=1

(ωr+1h − λωh0 ) ∧


 ∧

1≤i≤(r+1)<j≤n

ωji


 ∧

n∧

k=r+1

ωk0 (5.2)

Demostració. Busquem la part vertical de πλr . Sigui g una referència tal que π(g) = Lλr .
És clar que si g és una altra referència amb

g0 = g0 〈g1, . . . , gr〉 = 〈g1, . . . , gr〉 〈gr+2, . . . , gn〉 = 〈gr+2, . . . , gn〉

llavors πλr (g) = πλr (g). Per tant, vji ∈ ker dπλr si 1 ≤ i, j ≤ r o r + 2 ≤ i, j ≤ n. Prenem
x(t) la geodèsica de Lλr que surt de g0 amb direcció gi (1 ≤ i ≤ r). Elevem x(t) a una
corba g(t) ⊂ G tal que πλr (g(t)) ≡ Lλr . Com que totes les curvatures normals de Lλr són
λ,

∇gigr+1 = λgi.

Per tant 0 = dπλr (ġ(0)) = dπλr (v
i
0 + λvr+1i ) i tenim

TggH = ker dπλr = 〈vi0 + λvr+1i | i = 1, . . . , r〉 ⊕ 〈vji | 1 ≤ i < j ≤ r o r + 2 ≤ i < j ≤ n 〉

i l’ortogonal respecte la mètrica a G és

(TggH)⊥ = (ker dπλr )
⊥ = 〈vr+1i + λvi0 | i = 1, . . . , r〉 ⊕ 〈vh0 | h = r + 1, . . . , n〉⊕

⊕〈vji | 1 ≤ i ≤ r + 1 < j ≤ n 〉
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Aix́ı, dotem Lλr de la mètrica (1.6) de G restringida a (ker dπλr )
⊥. L’expressió (5.1) és

aquesta restricció ja que s’anul.la sobre ker dπλr i coincideix amb la mètrica de G sobre la
base de (ker dπλr )

⊥. Aquesta mètrica és constant sobre les fibres i és invariant perquè la
mètrica de G és bi-invariant. D’altra banda, la forma (5.2) defineix una mesura invariant
a l’espai de λ-plans de dimensió r ja que és tancada i producte exterior d’1-formes nul.les
a gH (cf. [San76, p.166]).

Observació. Notem que de l’expressió (5.2) es dedueix que

dLλr = dLλ[r+1]r ∧ dLr+1 (5.3)

on dLr+1 és la mesura de Lr+1 i dLλ[r+1]r denota la mesura de r-plans λ-geodèsics

continguts al (r + 1)-pla geodèsic Lr+1.

En coordenades polars, la mesura de λ-hiperplans és

dLλn−1 = (cosh ρ− λ sinh ρ)n−1dρdSn−1 (5.4)

on ρ és la distància de l’origen a Lλn−1, presa amb signe negatiu quan l’origen és fora de
la regió convexa delimitada per Lλn−1.

5.3 Volum d’interseccions amb plans λ-geodèsics

En aquesta secció es generalitza a plans λ-geodèsics la fórmula (2.8) pel volum promig
d’intersecció amb plans geodèsics. Comencem pel cas de codimensió 1.

Proposició 5.3.1. Sigui S una subvarietat compacta de dimensió q a Hn, de classe C1

a trossos, possiblement amb vora. Llavors

∫

Lλn−1

volq−1(L
λ
n−1 ∩ S)dLλn−1 =

OnOq−1

Oq
· volq(S).

Demostració. Considerem la varietat

E(S) = {(Lλn−1, p) ∈ Lλn−1 × S | p ∈ Lλn−1 ∩ S}.

Quasi per tot (Lλn−1, p), i.e fora d’un subconjunt de mesura nul.la de E(S), la intersecció
Lλn−1 ∩ S és una subvarietat de classe C1 en un entorn de p. Denotem dxq−1 l’element
de volum d’aquesta subvarietat. Ara,

∫

Lλn−1

volq−1(L
λ
n−1 ∩ S)dLλn−1 =

∫

E(S)
dxq−1 ∧ dLλn−1

on dLλn−1 denota l’element de volum de Lλn−1 i també el seu pull-back a E(S). Consi-
derem ara,

G(S) = {g ∈ G | g0 ∈ S ∩ Lλn−1 g1, . . . , gq−1 ∈ Tg0(S) gq+1, . . . , gn−1⊥Tg0S}
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i la projecció π : G(S) −→ E(S) que envia la referència g a (πλn−1(g), g0). Aix́ı,

π∗(dxq−1∧dLλn−1) =
q−1∧

h=1

ωh0 ∧ωn0 ∧
n−1∧

i=1

(ωni −λωi0) =
q−1∧

h=1

ωh0 ∧ωn0 ∧
q−1∧

i=1

ωni ∧
n−1∧

i=q

(ωni −λωi0)

Donat g ∈ G(S), prenem g ∈ G(S) tal que

g0 = g0 . . . gq−1 = gq−1 i gq ∈ Tg0S

Però per tot v ∈ TgG(S),

ωi0(v) = 〈v, vi0〉 = 〈dπ0v, gi〉 = 0 q < i < n

ωi0(v) = 〈v, vi0〉 = 〈dπ0, gi〉 = 0 q < i.

Llavors,

ωn0 =
n∑

i=q

〈gi, gn〉ωi0 = 〈gq, gn〉ωq0

ωq0 =
n∑

i=q

〈gi, gq〉ωi0 = 〈gq, gq〉ωq0

Com que treballem amb mesures no ens cal vigilar els canvis de signe i podem escriure

π∗(dxq−1 ∧ dLλn−1) = 〈gq, gn〉
q−1∧

h=1

ωh0 ∧ ωq0 ∧
n−1∧

i=1

ωni = | sin θ|dxq ∧ du (5.5)

on du és l’element de volum a Sn−1 corresponent al vector normal a Lλn−1 en x, dxq
correspon a l’element de volum de S i θ és l’angle entre S i Lλn−1 en x. Integrant els dos
membres de (5.5) obtenim

∫

E(S)
dxq−1 ∧ dLλn−1 =

∫

G(S)
π∗(dxq−1 ∧ dLλn−1) =

∫

Sn−1
| sin θ|du ·

∫

S
dxq.

Finalment es calcula que
∫

Sn−1
| sin θ|dSn−1 = OnOq−1

Oq
.

Considerem el cas de plans λ-geodèsics de codimensió més gran.

Proposició 5.3.2. Sigui S una subvarietat compacta de dimensió q a Hn, de classe C1

a trossos, potser amb vora. Llavors si r + q ≥ n
∫

Lλr

volr+q−n(L
λ
r ∩ S)dLλr =

On · · ·On−r−1Or+q−n

Or · · ·O0Oq
· volq(S).
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Demostració. Usant (5.3) i la proposició anterior,

∫

Lλr

volr+q−n(L
λ
r ∩ Sq)dLλr =

∫

Lr+1

∫

Lλ
[r+1]r

volr+q−n(L
λ
r ∩ Sq)dLλ[r+1]rdLr+1 =

=
Or+1Or+q−n

Or+1+q−n

∫

Lr+1

volr+1+q−n(S ∩ Lr+1)dLr+1.

La formula per la integral dels volums d’intersecció amb plans geodèsics (2.8) dóna

∫

Lr+1

volr+1+q−n(S ∩ Lr+1)dLr+1 =
On · · ·On−r−1Or+1+q−n

Or+1 · · ·O1O0Oq
volq(S)

Notem que per λ = 0, aquestes fórmules coincideixen amb (2.8) llevat d’un factor
On−r−1. Això és coherent amb el fet que, fins i tot per λ = 0, l’espai Lλr és un fibrat
de base Lr i fibra Sn−r−1. En efecte, per cada r-pla geodèsic Lr considerem el tub
a distància ε = arctanhλ. Obtenim una hipersuperf́ıcie de ‘revolució’ formada per r-
plans λ-geodèsics. Ara, el vectors normals unitaris a Lr en un punt fixat estan en
correspondència amb els r-plans λ-geodèsics que formen el tub.

Per r + q = n, tenim la següent fórmula de Cauchy-Crofton

∫

Lλr

#(Lλr ∩ Sq)dLλr =
On · · ·On−r+1On−r−1

Or · · ·O1
· volq(S)

En particular, la integral del nombre de punts d’intersecció de λ-hiperplans amb una
curva és 4/(On−1 . . . O2) vegades la seva longitud. Quan λ = 1, això conicideix amb un
resultat de Santaló pels casos n = 2, 3 i de Gallego, Mart́ınez Naveira i l’autor per n
general (cf.[San67, San68, GNS]).

5.4 Integrals de curvatura mitja d’interseccions amb plans

λ-geodèsics

Ens proposem generalitzar la proposició 2.2.4 canviant els plans geodèsics per plans
λ-geodèsics. En efecte, donada una hipersuperf́ıcie S ⊂ Hn, la intersecció S ∩ Lλr és,
quasi per tot Lλr , una hipersuperf́ıcie de Lλr . Té sentit considerar el valor de la integral
de curvatura mitja Mi(S ∩ Lλr ) d’aquesta hipersuperf́ıcie . A continuació calculem la
integral d’aquest valor quan Lλr es mou sobre totes les posicions que tallen S.

Sigui L = Lλn−1 un λ-hiperpla que talli S. Si TpS i TpL
λ
n−1 són transversals en

p ∈ Lλn−1, llavors C = L ∩ S és, almenys localment, una subvarietat de codimensió 2.
Les segones formes fonamentals d’aquestes subvarietats són formes bilineals simètriques
donades per
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hL : (TxL)× (TxL) −→ (TxL)
⊥ ∇XY = ∇L

XY + hL(X,Y )

hS : (TxS)× (TxS) −→ (TxS)
⊥ ∇XY = ∇S

XY + hS(X,Y )

hC : (TxC)× (TxC) −→ (TxC)⊥ ∇XY = ∇C
XY + hC(X,Y ).

on ∇M denota la connexió de la subvarietat M . També podem considerar la segona
forma fonamental hLC (o hSC) de C com a subvarietat de L (o de S). Clarament,

hC(X,Y ) = hLC(X,Y ) + hL(X,Y ) = hSC(X,Y ) + hS(X,Y ) (5.6)

Orientem S i Lλn−1 respectivament pels normals unitaris NS i NL. Per X,Y ∈ TxC
es té

hS(X,Y ) = IIS(X,Y ) ·NS hL(X,Y ) = IIL(X,Y ) ·NL

on IIS i IIL són formes bilineals de TxS i TxL, respectivament, amb valors reals. D’altra
banda, per alguna forma bilineal IILC de TxC amb valors reals

hLC(X,Y ) = IILC(X,Y )NC

on hem pres NC ∈ TxL normal a C, unitari i de forma que 〈NC , NS〉 > 0. La següent
proposició és una generalització del teorema de Meusnier.

Proposició 5.4.1. Amb les notacions anteriors

IIS = cos θIIL + sin θIILC

on θ és l’angle entre NL i NS.

Demostració. Utilitzant (5.6),

IIS(X,Y ) = 〈hS(X,Y ), NS〉 = 〈hC(X,Y ), NS〉 = IILC(X,Y )〈NC , NS〉+IIL(X,Y )〈NL, NS〉

Com que L = Lλn−1 és totalment umbilical amb curvatura normal λ, clarament
IIL = λid i podem expressar IILC només en termes de la restricció de IIS a TxC

IILC =
IIS
sin θ

− λId

tan θ
. (5.7)

Per evitar confusions establim la següent notació. Donada una forma bilineal simètrica
(amb valors reals) µ de rang r, denotem

σj(µ) =
fj(ki1 . . . kij )(

r
j

)

on k1 . . . kr són els valors propis de µ i fj és el polinomi simètric elemental d’ordre j.
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Recordem que

det(µ+ tId) =
r∑

j=0

fj(k1, . . . kr)t
r−j .

Amb aquesta notació, la j-èssima curvatura mitja σSj (x) de la hipersuperf́ıcie S en un
punt és σj(IIS).

Proposició 5.4.2. Les curvatures mitjes σk(II
L
C) de C com a hipersuperf́ıcie de L estan

donades per

σk(II
L
C) =

k∑

l=0

(
n− l − 2
n− k − 2

)(
n− 2
l

)

(
n− 2
k

) (−1)k−l cos
k−l θ

sink θ
λk−lσl(II

S
P )

on IISP és la restricció de IIS a P = TxC.

Demostració.

IILC + tId =
IISP
sin θ

+ (t− λ

tan θ
)Id =

1

sin θ
(IISP + (t sin θ − λ cos θ)Id)

Prenent determinants

n−2∑

j=0

(
n− 2
j

)
σn−j−2(II

L
C)t

j = det(IIC+tId) =
1

sinn−2 θ
det(IISP +(t sin θ−λ cos θ)Id) =

=
1

sinn−2 θ

n−2∑

i=0

(
n− 2
i

)
σn−i−2(II

S
P )(t sin θ − λ cos θ)i =

=
1

sinn−2 θ

n−2∑

i=0

(
n− 2
i

)
σn−i−2(II

S
P )

i∑

j=0

(
i
j

)
(−1)i−jλi−j cosi−j θ sinj θtj =

=
n−2∑

j=0

1

sinn−j−2 θ



n−2∑

i=j

(
i
j

)(
n− 2
i

)
(−1)i−jλi−j cosi−j θσn−i−2(IISP )


 tj

El següent lema és una generalizació de (1.2.1).

Lema 5.4.3. Sigui S una hipersuperf́ıcie d’alguna varietat de Riemann n-dimensional
i sigui II la segona forma fonamental de S en un punt x. Per tot subespai vectorial P
de TxS de dimensió i, denotem II|P la restricció de II a P . Llavors, per j ≤ i < n− 1

σj(II) =
1

vol(G(i, n− 1))

∫

G(i,TxS)
σj(II|P )dP.
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Clarament σj(II|P ) és una generalització del concepte de curvatura normal. D’altra
banda, si una altra hipersuperf́ıcie L interseca S ortogonalment en x de forma que
TxL ∩ TxS = P , per la proposició 5.4.1, II|P és la segona forma fonamental de S ∩ L en
x com a hipersuperf́ıcie de R. Per tant, σr(IIP ) és la r-èssima curvatura mitja de S ∩L.

Demostració. El cas j = i és la coneguda proposició (1.2.1). Per j < i ens podem reduir
al cas anterior com segueix

∫

G(i,TxS)
σj(II|P )dP =

∫

G(i,TxS)

(
vol(G(j, i))−1

∫

G(j,P )
σj(II|l)dl

)
dP =

= vol(G(j, i))−1
∫

G(j,TxS))

∫

G(i−j,l⊥)
σj(II|l)dPdl =

= vol(G(j, i))−1vol(G(i− j, n− j − 1))

∫

G(j,TxS))
σj(II|l)dl =

= vol(G(j, i))−1vol(G(i− j, n− j − 1))vol(G(j, n− 1))σj(II)

Donada una hipersuperf́ıcie S ⊂ Hn, per quasi tot λ-hiperpla Lλn−1, la intersecció
Lλn−1 ∩S és una hipersuperf́ıcie diferenciable de Lλn−1. En aquests casos, té sentit consi-
derar Mi(L

λ
n−1 ∩ S), les integrals de curvatura mitja de Lλn−1 ∩ S com a hipersuperf́ıcie

de Lλn−1.

Proposició 5.4.4. Si S és una hipersuperf́ıcie de Hn llavors la integral sobre tots els
hiperplans λ-geodèsics de Mi(L

λ
n−1 ∩ S) és un polinomi en λ2 amb coeficients múltiples

de les integrals de curvatura mitja Mj(S). Més concretament,

∫

Lλn−1

Mj(L
λ
n−1 ∩ S)dLλn−1 =

[j/2]∑

l=0

cnl,jλ
2lMj−2l(S).

on

cnl,j =

(
n− j + 2l − 2
n− j − 2

)(
n− 2
j − 2l

)

(
n− 2
j

) On−2On−j+2lO0
On−j−1O2l

.

Per λ = 0 recuperem la fórmula (2.2.4) però, altre cop, amb un factor On−r−1 de
més.

Demostració. Denotem C = Lλn−1 ∩ S. Utilitzant l’expressió (5.5)

∫

Lλn−1

∫

C
σCj dx dLλn−1 =

∫

S

∫

Sn−1
sin θ σCj dudx.
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Per la proposició 5.4.2, si IISP és la restricció de IIS a P = TxC,
(
n− 2
j

)∫

Sn−1
sin θ σCj du =

=

∫

Sn−1
sin θ

sinj θ

j∑

i=0

(
n− i− 2
n− j − 2

)(
n− 2
i

)
(−1)j−i cosj−i θλj−iσi(IISP )du

que, prenent coordenades polars a Sn−1, és igual a

=

j∑

i=0

(
n− i− 2
n− j − 2

)(
n− 2
i

)
(−1)j−i

∫

Sn−2

∫ π

0

1

sinj−1 θ
cosj−i θλj−iσi(II

S
P ) sin

n−2 θdθdP =

=

j∑

i=0

(
n− i− 2
n− j − 2

)(
n− 2
i

)
(−1)j−iλj−i

∫ π

0
sinn−j−1 θ cosj−i θdθ

∫

Sn−2
σi(II

S
P )dP.

Utilitzant el lema 5.4.3 obtenim la fórmula buscada. Les constants es calculen fàcilment.

Corol.lari 5.4.5. Per j ≤ r − 1

∫

Lλr

Mj(L
λ
r ∩ S)dLλr =

[j/2]∑

l=0

cnl,j,rλ
2lMj−2l(S)

on

cnl,j,r =

(
r − j + 2l − 1
r − j − 1

)(
r − 1
j − 2l

)

(
r − 1
j

) On−2 . . . On−r−1On−j+2l

Or−2 . . . O1Or−jO2l
.

Observació. Per j = 0 recuperem el cas q = n− 1 de la proposició 5.3.2.

Demostració. L’expressió (5.3) per dLλr dóna
∫

Lλr

Mj(L
λ
r ∩ S)dLλr =

∫

Lr+1

∫

Lλ
[r+1]r

Mj(L
λ
r ∩ S)dLλ[r+1]rdLr+1

que, per la darrera proposició, és igual a

∫

Lr+1



[j/2]∑

l=0

cr+1l,j λ2lMj−2l(S ∩ Lr+1)


 dLr+1.

Finalment, la fórmula de reproductibilitat de les integrals de curvatura mitja per talls
amb plans geodèsics de la proposició (2.2.4) dóna

[j/2]∑

l=0

cr+1l,j λ2l
∫

Lr+1

Mj−2l(S∩Lr+1)dLr+1 =
[j/2]∑

l=0

cr+1l,j λ2l
On−2 · · ·On−r−1On−j+2l

Or−1 · · ·O0Or−j+2l+1
Mj−2l(S).
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Aquestes fórmules no tenen un aspecte simple ni elegant precisament. Tot i aix́ı, és
interessant fixar-se que tots els coeficients són positius. Això vol dir que si una superf́ıcie
té totes les integrals de curvatura mitja positiva, com és el cas de les vores de conjunts
convexos, llavors totes les integrals que hem considerat són positives. Això no era clar
a priori ja que, per exemple, el tall d’un hiperplà λ-geodèsic Lλn−1 amb un convex pot
no ser convex dins Lλn−1 ≡ Hn−1.

5.5 Mesura de plans λ-geodèsics que tallen un domini

λ-convex.

A continuació generalitzem les fórmules (2.10) i (2.11) substituint els plans geodèsics
per plans λ-geodèsics. És a dir, expressarem la integral de la caracteŕıstica d’Euler de
la intersecció de plans λ-geodèsics amb un domini de Hn en termes de les integrals de
curvatura mitja de la seva vora i en termes del seu volum.

Teorema 5.5.1. Sigui Q ⊂ Hn un domini compacte amb vora diferenciable. Per r
parell

∫

Lλr

χ(Q ∩ Lλr )dLλr = (λ2 − 1)r/2
On−1 · · ·On−r−1

Or · · ·O1
· V (Q)+

+

r/2∑

j=1




r/2∑

i=j

(
r − 1
2i− 1

)
2

O2i−1Or−2i
cni−j,2i−1,r(λ

2 − 1)
r−2i
2 λ2i−2j


M2j−1(∂Q),

i per r senar

∫

Lλr

χ(Q ∩ Lλr )dLλr =

=

(r−1)/2∑

j=0



(r−1)/2∑

i=j

(
r − 1
2i

)
2

O2iOr−2i−1
cni−j,2i,r

(
λ2 − 1

) r−2i−1
2 λ2i−2j


M2j(∂Q).

Demostració. Sabem que cada Lλr és una varietat simplement connexa de curvatura
seccional constant λ2 − 1. Ara, per tot Lλr que talli Q, el teorema de Gauss-Bonnet en
espais de curvatura constant λ2 − 1 diu que, per r parell,

Or

2
χ(Q ∩ Lλr ) = (λ2 − 1)r/2V (Q ∩ Lλr )+

+

r/2∑

i=1

(
r − 1
2i− 1

)
Or

O2i−1Or−2i
(λ2 − 1)(r−2i)/2M2i−1(∂Q ∩ Lλr );

i per r senar,

Or

2
χ(Q ∩ Lλr ) =

(r−1)/2∑

i=0

(
r − 1
2i

)
Or

O2iOr−2i−1
(λ2 − 1)(r−2i−1)/2M2i(∂Q ∩ Lλr ).
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Integrant respecte Lλr , en el cas parell

Or

2

∫

Lλr

χ(Q ∩ Lλr )dLλr = (λ2 − 1)r/2
∫

Lλr

V (Q ∩ Lλr )dLλr+

+

r/2∑

i=1

(
r − 1
2i− 1

)
Or

O2i−1Or−2i
(λ2 − 1)(r−2i)/2

∫

Lλr

M2i−1(∂Q ∩ Lλr )dLλr

i pel corol.lari 5.4.5 i la proposició 5.3.2,

Or

2

∫

Lλr

χ(Q ∩ Lλr )dLλr = (λ2 − 1)r/2
On−1 · · ·On−r−1

Or−1 · · ·O0
· V (Q)+

+

r/2∑

i=1

(
r − 1
2i− 1

)
Or

O2i−1Or−2i
(λ2 − 1)(r−2i)/2

(
i−1∑

l=0

cnl,2i−1,rλ
2lM2i−2l−1(∂Q)

)

i reordenant els sumatoris obtenim la formula buscada. En el cas senar procedim
anàlogament.

Per λ = 1 i r = n− 1 obtenim la integral de la caracteŕıstica d’Euler de les intersec-
cions amb horosferes (com a [San67],[San68] i [GNS]).

Observació. Aquests resultats són especialment interessants en el cas de dominis λ-
convexos (cf. definició 1.1.2). És fàcil veure que si un domini Q és λ-convex, llavors
Lλr ∩ Q és contràctil per tot Lλr . Per tant, les fórmules anteriors donen la mesura de
r-plans λ-geodèsics que tallen Q. Per exemple, la mesura de plans λ-geodèsics a H3 que
tallen un λ-convex és

∫

Lλ2∩Q6=∅
dLλ2 = 2M1(∂Q)− (1− λ2)V (Q).

Per simplificar podem enunciar el següent corol.lari.

Corol.lari 5.5.2. La mesura del conjunt dels r-plans λ-geodèsics que tallen un domini
λ-convex Q ⊂ Hn és combinació lineal de les integrals de curvatura mitja de ∂Q i, quan
r és senar, del volum de Q.

5.6 Dominis h-convexos

Per comoditat denotem per H l’espai de les horosferes que fins ara denotàvem L1n−1. A
partir d’aqúı, parlarem d’horoboles per referir-nos a la regió convexa delimitada per una
horosfera. En general denotarem per H les horoboles de forma que una horosfera serà
∂H. En aquesta secció ens proposem mesurar el conjunt d’horoboles que contenen un
domini h-convex. Això ens donarà com a resultat algunes desigualtats interessants per
a dominis d’aquest tipus.
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Comencem observant que de l’expressió (5.4) es dedueix que la mesura total d’horo-
boles que contenen un punt p és finita. En efecte, aquesta mesura és

∫

Sn−1

∫ ∞

0
e−ρdρdu = On−1

Ens proposem determinar la mesura de les horoboles que contenen totalment un domini
h-convex Q. Notem que aquesta mesura és la diferència entre la mesura de les horoboles
que tallen Q i la mesura de les horoesferes que tallen Q.

Recordem que la fórmula cinemàtica fonamental (2.2.6) a Hn, donats dos dominis
Q0 i Q1, estableix per n parell

∫

G
χ(Q0 ∩ gQ1)dK = −2(−1)n/2On−1 · · ·O1

On
V (Q0)V (Q1)+

+On−1 · · ·O1
(
V (Q1)χ(Q0) + V (Q0)χ(Q1)

)
+

+On−2 · · ·O1
1

n

n−2∑

h=0

(
n

h+ 1

)
Mh(∂Q0)Mn−2−h(∂Q1)+

+On−2 · · ·O1
n/2−2∑

i=0

(−1)(n/2−i−1)
(

n− 1
2i+ 1

)
n− 2i− 2

On−2i−3

2

On−2i−2
·

·




n−2∑

h=n−2i−2

(
2i+ 1

n− h− 1

)
O2n−h−2i−2

(h+ 1)On−h

Oh

O2i+h−n+2
Mn−2−h(∂Q0)Mh+2i+2−n(∂Q1)


 .

i per n senar

∫

G
χ(Q0 ∩ gQ1)dK = On−1 · · ·O1

(
V (Q1)χ(Q0) + V (Q0)χ(Q1)

)
+

+On−2 · · ·O1
1

n

n−2∑

h=0

(
n

h+ 1

)
Mh(∂Q0)Mn−2−h(∂Q1)+

+On−2 · · ·O1
(n−3)/2∑

i=0

(−1)(n−2i−1)/2
(
n− 1
2i

)
n− 2i− 1

On−2i−1

2

On−2i−2
·

·




n−2∑

h=n−2i−1

(
2i

n− h− 1

)
O2n−h−2i−1

(h+ 1)On−h

Oh

O2i+h−n+1
Mn−2−h(∂Q0)Mh+2i+1−n(∂Q1)


 .

Anàlogament a com es feia a [GNS], prenem Q1 una esfera de radi R i normalitzem fent
dSr = dK/(On−2 · · ·O0vol(Sr)). D’aquesta manera dSr = dLλn−1 on λ = coth r. És
clar que limr dSr = dH. Aix́ı, la integral de χ(Q0 ∩H) per totes les horoboles H que
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tallen Q0 s’obté dividint les expressions anteriors per (On−2 · · ·O0)vol(Sr) i fent r tendir
a infinit. Tenint en compte que limrMi(Sr)/vol(Sr) = 1 obtenim, per n parell

∫

H
χ(Q0 ∩H)dH = −2(−1)n/2 On−1

(n− 1)On
V (Q0) +On−1

( 1

n− 1
χ(Q0)

)
+

+
1

n

n−2∑

h=0

(
n

h+ 1

)
Mh(∂Q0) +

n/2−2∑

i=0

(−1)(n/2−i−1)
(

n− 1
2i+ 1

)
n− 2i− 2

On−2i−3

2

On−2i−2
·

·




n−2∑

h=n−2i−2

(
2i+ 1

n− h− 1

)
O2n−h−2i−2

(h+ 1)On−h

Oh

O2i+h−n+2
Mn−2−h(∂Q0)


 ,

i per n senar

∫

H
χ(Q0 ∩H)dH = On−1

( 1

n− 1
χ(Q0)

)
+

+
1

n

n−2∑

h=0

(
n

h+ 1

)
Mh(∂Q0) +

(n−3)/2∑

i=0

(−1)(n−2i−1)/2
(
n− 1
2i

)
n− 2i− 1

On−2i−1

2

On−2i−2
·

·




n−2∑

h=n−2i−1

(
2i

n− h− 1

)
O2n−h−2i−1

(h+ 1)On−h

Oh

O2i+h−n+1
Mn−2−h(∂Q0)


 .

Per altra banda, la integral de la caracteŕıstica de la intersecció de Q0 amb les
horoesferes ∂H és

∫

H
χ(Q0 ∩ ∂H)dH = 2

[(n−2)/2]∑

h=0

(
n− 2
2h

)
1

2h+ 1
Mn−2h−2(∂Q0).

Si suposem queQ0 és h-convex, totes les interseccions són contràctils i les caracteŕıstiques
d’Euler són totes 1. Aix́ı, restant obtenim la mesura d’horoboles que contenen Q0. Com
que les fórmules són molt complicades donem els resultats en dimensions n = 2, 3, 4, 5 i
6.

m = F − L+ 2π n = 2

m =M0 −M1 + 2π n = 3

m = −1

3
M0 +

3

2
M1 −M2 −

1

2
V +

2

3
π2 n = 4

m = −M1 + 2M2 −M3 +
2

3
π2 n = 5

m = −1

5
M0 +

5

8
M1 − 2M2 +

5

2
M3 −M4 +

1

5
π3 +

3

8
V n = 6

120
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Totes aquestes quantitats m són positives suposant h-convexitat. Aquesta acotació és
òptima: per una successió d’esferes que omplen una horobola tendeixen a 0. De fet, és
clar que per tota successió d’h-convexos amb diàmetre tendint a infinit, aquestes mesures
m han d’anar cap a 0. Una cosa important és quem és decreixent en l’espai d’h-convexos.
Aix́ı, el valor de m sempre és inferior al seu terme independent. Una conseqüència més
forta és que si BR és una bola que conté Q i Br n’és una de continguda a Q,

m(BR) ≤ m(Q) ≤ m(Br).

Els casos n = 2 i 3 són realment interessants

0 ≤ L− F ≤ 2π 0 ≤M1 −M0 ≤ 2π.

Es va veure a [BM99] que per tota successió d’h-convexos que tendeix a omplir Hn,
els quocients Mi/M0 tendeixen a 1, de fet això també és cert en varietats de curvatura
negativa acotada (cf. [BM02])). A H2 i H3 hem vist quelcom més fort que això. Si (Qr)
és una successió de dominis h-convexos tendint a omplir H2, llavors

M1(∂Q)−M0(∂Qr) = F (Qr) + 2π − L(∂Qr) = m(Qr) ≤ m(Br) −→ 0 r →∞

on Br és el cercle més gran contingut a Qr. Que és més fort que M1/M0 → 1. Pel que
fa a H3,

M0(∂Qr)−M1(∂Qr) + 2π = m(Qr) ≤ m(Br) −→ 0 r →∞

on Br és la bola més gran continguda a Qr. Altre cop això implica M1/M0 → 1.

Observació. Crida força l’atenció el fet que, per h-convexos a H2, L− F és decreixent.
Ens preguntem si és cert en general que M0 − (n − 1)V és decreixent en l’espai dels
dominis h-convexos de Hn.

5.7 Esperança del tall amb λ-plans

Aqúı provarem resultats anàlegs als de la secció 4.3. És a dir, donarem cotes superiors
per a l’esperança del volum del tall d’un λ-convex amb un λ-hiperplà aleatori.

Donat un domini λ-convex Q ⊂ Hn. Considerem la variable aleatòria consistent a
prendre, a l’atzar, un λ-hiperplà Lλn−1 que talli Q i mesurar el volum d’aquest tall. Per
les proposicions 5.3.1 i 5.5.1 aquesta esperança és

E[vol(Q ∩ Lλn−1)] =
∫
Lλn−1

vol(Q ∩ Lλn−1)dLλn−1∫
Lλn−1

χ(Q ∩ Lλn−1)dLλn−1
=

On−1V (Q)∑
i ciMi(∂Q) + cV

on el denominador del darrer terme és una de les expressions de la proposició 5.5.1.
Igual que en el cas geodèsic, per molt gran que sigui el convex, aquesta esperança serà
sempre inferior a una cota.
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Proposició 5.7.1. Sigui Q ⊂ B(R) ⊂ Hn un domini contingut en una bola de radi R.
L’esperança del volum del tall de Q amb un λ-hiperplà aleatori està acotada per

E[vol(Q ∩ Lλn−1)] ≤ E[vol(B(R) ∩ Lλn−1)] <
On−1

(1 + λ)n−1 + (1− λ)n−1

Demostració. Podem suposar que Q és λ-convex ja que si no ho és, l’esperança de tall
serà més petita que l’esperança de l’embolcall λ-convex, el més petit conjunt λ-convex
que el conté. Prenem un origen O interior a Q. Per cada vector u unitari a TOHn

prenem la geodèsica γ(ρ) = expO(ρu) i a cada ρ li fem correspondre el λ-hiperpla Lλn−1
ortogonal a γ en γ(ρ) i amb la convexitat cap al cantó de −γ ′(ρ). Per l’expressió (5.4)
de la mesura de λ-hiperplans tenim

∫

Lλn−1

χ(Q ∩ Lλn−1)dLλn−1 =
∫

Sn−1

∫ h2(u)

h1(u)
(cosh ρ− λ sinh ρ)n−1dρdu ≥

≥
∫

Sn−1

∫ l2(u)

l1(u)
(cosh ρ− λ sinh ρ)n−1dρdu

on [h1(u), h2(u)] és l’interval de valors de ρ dels λ-hiperplans que tallenQ i [l1(u), l2(u)] =
γ−1(Q ∩ γ) és l’interval de paràmetres on γ és interior a Q. Com que l1(−u) = −l2(u)
la darrera integral és

∫

Sn−1

∫ l2(u)

0
(cosh ρ− λ sinh ρ)n−1 + (cosh ρ+ λ sinh ρ)n−1dρdu.

Per altra banda, el volum de Q expressat en coordenades polars és

V (Q) =

∫

Sn−1

∫ l2(u)

0
sinhn−1 ρdρdu.

Ara bé, estudiant la funció

f(R) = E[vol(B(R) ∩ Lλn−1)] =
On−1

∫ R
0 sinhn−1 ρdρ

∫ R
0 (cosh ρ− λ sinh ρ)n−1 + (cosh ρ+ λ sinh ρ)n−1dρ

es pot veure que és creixent i acotada per On−1((1 + λ)n−1 + (1 − λ)n−1)−1. Per tant,
com que l2(u) ≤ R per tot u,

V (Q)

E[Lλr ∩Q]
=

∫

Lλn−1

χ(Q ∩ Lλn−1)dLλn−1 ≥

≥ On−1

∫

Sn−1

∫ l2(u)

0
(cosh ρ− λ sinh ρ)n−1 + (cosh ρ+ λ sinh ρ)n−1dρdu =

=

∫

Sn−1
1

f(l2(u))

∫ l2(u)

0
sinh ρn−1dρdu ≥

∫

Sn−1
1

f(R)

∫ l2(u)

0
sinh ρn−1dρdu =

=
V (B(R))

E[Lλr ∩B(R)]
.
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temática. [21st Brazilian Mathematics Colloquium]. Instituto de Matemática
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