M 403 - GEOMETRIE ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES

F. BALACHEFF

1. VISION GEOMETRIQUE DU CALCUL DIFFERENTIEL

Soit p, n deux entiers non nuls. Dans la suite, I désigne un intervalle ouvert de R et U un ouvert de R?.

1.1. La notion de différentiabilité. Nous introduisons la notion de différentiablité en généralisant la notion
de dérivabilité des fonctions v : I C R — R™ aux fonctions f : U C RP — R".

Rappelons tout d’abord la notion de dérivabilité et son interprétation géométrique. Une fonction vy : I —
R"™ s’appelle une courbe (paramétrée) de R™.

Definition 1.1. Une courbe v : I — R" est dite dérivable en t € I si la limite

g YR = ()
h—0 h

existe. Dans ce cas, on note cette limite ' (t) qui est un vecteur de R™ appelé vecteur tangent a la courbe au
temps t.

La courbe ~y est dérivable en ¢ si

c’est-a-dire
(1.1) Y(t+h) =~5(t) + 7/ (t)h + o(h).

Observons en particulier que la dérivabilité en ¢ implique la continuité en ¢.
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FIGURE 1. Interprétation géométrique de la dérivée.
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Autrement dit, infinitésimalement au voisinage de ~(t), la courbe ~ est modelée sur I’application linéaire
h — ~'(t) - h dont 'image est une droite si v'(t) # 0. Une autre maniére de le formuler est la suivante : si on
zoome a I’infini sur le point (t), la figure limite que I’on observe est une droite de R™ de vecteur directeur
v (t), voir la figure 1.

La dérivabilité en un point est donc une condition forte. Mais on imagine bien que pour avoir des propriétés
raisonnables, il faut imposer que, d’une part, ce modele infinitésimal soit vérifé en tout point et que, d’autre
part, ces modeles infinitésimaux varient de maniere continue d’un point a un autre (voir figure 2).

Definition 1.2. La courbe v est dite de classe C* sur I si elle est dérivable sur I (cad en tout point de
Pintervalle I) et I’application vecteur tangent t € I — ~/'(t) € R"™ varie de maniére continue sur I.
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FIGURE 2. Interprétation géométrique de la notion C'!.

Remarquons qu’une courbe C'! ne subit ainsi ni déchirure, ni pincement, ni d’oscillation condensée.
Ce point de vue est généralisable au cas d’une fonction de plusieurs variables et débouche sur la notion de
différentiabilité.

Definition 1.3. Une fonction f : U C RP — R" est différentiable en x € U si il existe une application
linéaire df, € L(RP,R"™) telle que

f(@+h) = f(x) + dfz(h) + o(]|n]])
pour tout h € RP tel que x + h € U.

La fonction est dite différentiable sur U si elle ’est en tout point de U.

Ici,

- || désigne la norme euclidienne usuelle de R? :

17l =

mais les normes sur RP étant toutes équivalentes, ce choix n’est pas significatif. Par ailleurs, la notation
o(||h]|¥) avec k € N désigne une fonction a valeurs dans R™ dont la norme puisse s’écrire

loGR[I*)| = [IAll* - (r)
ot g(h) — 0 lorsque h — 0.

Cette formule généralise bien la notion de dérivabilité en comparant avec 1’équation (1.1).

On remarque a nouveau que la différentiabilité en x implique la continuité en ce point. Les deux regles
classiques de différentiation suivantes découlent de la définition :
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— d(f + Ag)z = dfz + \dga,

Autrement dit, infinitésimalement au voisinage de f(x), I'application f est modelée sur une application
linéaire que I’on note df,.. Mais au fait, a quoi ressemble une application linéaire ?

Proposition 1.1. Soit L une application linéaire de RP dans R". Alors il existe une base B de RP et B’ de
R™ telle que

I, 0
matB?B/(L) = ( 0 0 )

our < min{p,n} estle rang de L.

Démonstration. En effet, nous pouvons commencer par choisir une base (f(e1),. .., f(e,)) de 'image de f.
Ainsi la famille (eq,. .., e,) de RP est automatiquement libre. Cette famille libre se compléte en une base
(é1,...,€r,€r41,...,€p) de RP. Cette base peut ensuite étre modifiée de la maniére suivante. Pour chaque
i=r+1,...,p,il existe des uniques coefficients \; 1,...,\;, € Rtels que f(e;) = > ;.1 A\ixf(ex) eton
pose alors
T
6; = €; — Z )\i,k CL.
k=1

Chaque € € ker L, et la famille B = (eq, ..., ey, €. FETRE e;) est encore une base. On complete alors la
famille (f(ey),..., f(e,)) en une base B’ de R". O

v /

FIGURE 3. Exemples d’applications linéaires.
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A un changement de coordonnées pres dans I’espace de départ et d’arrivée, L est donc donnée par
I’application

(1,...,2p) = (21,...,2,,0,...,0).

Observons que cela revient a inclure et contracter des sous-espaces affines les uns dans les autres, voir figure
3.

Si maintenant ce modele infinitésimal est satisfait en chaque point du domaine de f et varie de maniere
raisonnable (i.e. continue), la fonction f sera dite de classe C'' et aura de bonnes propriétés globales .
L’application ne subira alors ni déchirure, ni pincement ou autre catastrophe, mais certaines compressions
sont possibles et elles correspondront a la situation ol le modele linéaire infinitésimale contracte certains
sous-espaces. Mais avant d’expliquer plus précisément la notion de classe C'' dans le cas de plusieurs
variables, expliquons une implication géométrique de la notion de différentiabilité.

Observation 1.1. Si f est différentiable en x, alors pour tout h # 0 € RP, I’image de la droite s — ©+ s - h
de RP passant par x et de vecteur tangent h en 0 est une courbe s € R — f(x + s - h) de R"™ passant par
f(z) et dérivable en 0 de vecteur tangent df ,(h).

Voici un schéma de la situation.
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Démonstration. C’est équivalent de montrer que

fle+s-h) - fz)

df,(h) = lim

s—0 S

ous e R.

En effet, d’apres la définition de différentiabilité

S s )~ f(@) —des-h)H o ollsal)
s—0 s-h s—0 HShH
Donc
. || fx+s-h)— f(z) L
DL

ce qui permet de conclure comme A # 0. U
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Lorsqu’elle existe, la quantité

i f@ s o)~ f(@)

s—0 S
s’appelle la dérivée de Gateaux de f en x dans la direction h et sera notée f/(z, h).

Attention! L’existence en toute direction h au point x d’une dérivée de Gateaux de f n’implique pas la
différentiabilité de f. On peut montrer que,
Proposition 1.2. Si f/(z, h) est définie, pour tout A € R, on a
f'(z, A\h) = \f'(z, h).
Mais on peut avoir que f’(z,h1 + ha) # f'(z,h1) + f'(x, ho). Par exemple, si f : R? — R désigne
I’application définie pour (z1,z2) # (0,0) par

f($171'2) =

3
!

2 2
] + x5

et prolongée par 0 en (0, 0), alors I’application h — f(0, h) n’est pas linéaire (voir exercice).

Plus généralement, on peut montrer I’implication géométrique suivante :

Proposition 1.3. Si f est une application différentiable en x, pour toute courbe 7 :] — ,e[— U C RP
dérivable en 0 telle que v(0) = x et ¥'(0) = h, la courbe s € R — f o v(s) de R" passant par f(x) est
dérivable en 0 de vecteur tangent df,(h) :

d

=1 100) = dfah).

0

Voici un schéma de la situation.

Tout comme pour les fonctions d’une variable réelle, la notion de différentiabilité n’a d’intérét que si le
modele infinitésimal se comporte convenablement lorsque 1’on modifie le point x dans U.

Definition 1.4. f : U C RP — R" est dite (de classe) C' sur U si elle est différentiable sur U et I’application
différentielle
df : x € U w— dfy € L(RP,R") ~ RP"

est continue.
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L application différentielle, en tant qu’application linéaire, peut étre représentée dans les bases canoniques
de RP et R™ par une matrice de taille n X p a coefficients réels appelée matrice jacobienne

‘]ac$(f) = Mat(el,A..,ep),(e’l,.“,e%)(dfz) = (df$(ej)) ‘ 6;)1‘]‘,

(e1,...,ep) et (¢),...,el,) désignant les bases canoniques respectives de R? et R™, et (- | -) le produit
scalaire euclidien. L’ application différentielle est alors continue si et seulement si les coefficients de la matrice
jacobienne le sont.

Observer que si on note f = (f1,..., fn) alors (dfz(e;)) | €) = d(fi)z(e;) quantité que I’on note
usuellement
ofi

x).
8:6]‘( )
Autrement dit, si f est C' sur U, alors les dérivées partielles de f
of of1 O fn
x—dfy(e;) = —(x) = =—(x),..., =—(x
foe1) = (@) = (G @0 @)
existent et sont continues. De maniere étonnante, cette condition nécessaire sur les dérivées partielles est
suffisante. Noter que 1’on a alors

a) =5 2wy .

Attention! Il est important ici de rappeler la signification géométrique des dérivées partielles de f : il
s’agit juste des vecteurs tangents au temps 0 des courbes images par f des droites définissant le systeme de
coordonnées local en z (voir figure 4). Les dérivées partielles peuvent donc exister indépendamment de la
différentiabilité de la fonction en question puisqu’il s’agit en d’autres termes des dérivées de Gateaux en z
selon les vecteurs eq, .. ., €.

Théoréme 1.1. f est C' si et seulement si les dérivées partielles de f

of

existent et sont continues.

FIGURE 4. Application f : U C R? — R? de classe C et de rang 2.
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Démonstration. Supposons que les dérivées partielles de f existent et soient continues. Il suffit de montrer
que f est alors différentiable sur U. La matrice jacobienne étant définie en x, le candidat naturel pour étre la
différentielle de f est I’application

heRP — Jacy(f) - h= Z(%]

Onapourtouth € RPtelquex +h € U

z of (,
f(z+h) z:: o hj =
of
f(xrtha, ... 2p 1+hp 1, 2p+hy)—f(w14+h1, .. 2p 1+hy 1, $p)—87%($1+h1, o Tp_1thp_1,2p) by
0 0
—l—&l‘i(azl +hi,.. o xp1 + hp_1,2p) - hy — &E'};(azl, Ce Zp—1,Tp) - By

—i—f(.%‘l + hq,... y Tp—1 + hp_l,.%'p) — f(xl, - ,l‘p_l,{L‘p Z aw
J

La premiere partie et la derniére partie sont respectivement un 0(||hp|]) (cas de dimension 1) et un

o([[(h1, ..., hp—1)||) (par induction), et donc a fortiori leur somme est un o(||h||). La seconde partie s’écrit
of of
(87(351 +hi, e apr + hpo, 1) — 87(5317 s Tp-1,2p)) - hp = (h) - by = o([[1]])
P P
les dérivées partielles étant continues. ([l

Notions de différentiabilité d’ordre supérieur. Nous pouvons identifier L(RP, R™) ~ RP™, et interpréter
ainsi la différentielle comme une application de RP dans RP" pour laquelle nous disposons de la notion de
classe C'l. Ainsi f est dite de classe C? si sa différentielle df est de classe C''. On introduit alors de maniére in-
ductive la notion de classe C'* pour tout entier % et on dit que f est de classe C™ si f est C'* pour tout entier k.

1.2. Comportements locaux déterminés par une propriété ponctuelle. Nous allons voir que certaines
propriétés locales d’une fonction de classe C'* sont complétement déterminées par sa différentielle en un point.

La philosophie est la suivante : étant donnée une application de classe C', si sa différentielle en un point
vérifie une propriété qui est stable par perturbation dans 1’espace des applications linéaires, alors 1’application
elle-méme vérifie cette propriété au voisinage de ce point.

1.2.1. Théoréme des accroissements finis. Commengons par un premier exemple.

Théoreme 1.2. (des accroissements finis) Soit U C RP un ouvert convexe. Supposons que f : U C RP — R"
soit une application C* telle qu’il existe k > 0 satisfaisant

ldfzll < &

pour tout x € U. Alors

1f(y) = @) < klly — =]

pour tous x,y € U.
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Rappelons ici que la norme classique d’une application linéaire est définie par
L] = max{[[L(A)|| | [[2]] = 1}.

C’est donc la norme du plus grand vecteur dans I’image de la sphere unité. Par définition pour tout h € R?
nous avons
IL®) < LI - A
Ce résultat entre bien dans le cadre de notre philosophie, la propriété ||L|| < k étant localement stable
pour les applications linéaires : si f est de classe C et vérifie ||df.,|| < k en un point xo (c’est-a-dire
ldfz, (y) — dfue (z)|| < k|ly — x|| pour tout z,y € RP), alors cela reste vrai dans un certain voisinage de x
et par le TAF || f(y) — f(x)]| < k|ly — z|| pour tout x,y dans ce voisinage de x.

Démonstration. On se fixe x,y € U et on considere la courbe
v:[0,1] — R"
t — flx+tly—2x))

qui est bien définie comme x + ¢(y — x) appartient a U pour tout ¢ € [0, 1] par convexité. Cette courbe est de
classe C'' comme composition de deux applications C, et on voit que

1V @ = Ndfa-siy—a) (y — 2) | < Elly — .
Maintenant,
1 1
/ /
1f(y) = F@)I = lIv(1) =~ O)] = H/O v (@)dt| < /0 IV @)lldt < klly — |
en utilisant I’inégalité de Jensen appliquée a la fonction convexe h — || h||. O

Remarque 1.1. Nous avons ici invoqué I’inégalité

1 1
H /0 u(t)dt]| < /0 Ju(t)|dt,

pour toute fonction u : [0, 1] — R™. Nous allons donc la démontrer. Tout d’abord, il faut remarquer que la
norme peut &tre définie comme le maximum de certaines formes linéaires :

l|lz|| = Hma_x a1z, + ...+ apty.
En effet, pour tout a € R™ tel que ||a|| = 1, nous avons
a1+ ...+ apzy = (a,x) < ||all/||z]] = ||=||

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec égalité pour a = z/||z||.
Ensuite, on utilise la linéarité de I’intégrale

H/Olu(t)dtH — /01 ul(t)dt—s—...—i—an/olun(t)dt)

llall=1

= max /Dl(alul(t) + . 4 apun(t))dt

llal=1
1
< ll‘m”ax (arur(t) + ... + apup(t))dt
o llall=1

1
< /0 () .

En fait, cette preuve marche pour toute fonction convexe ¢ car celles-ci peuvent toujours étre décrites comme
le maximum de certaines fonctions affines (penser au cas de dimension 1 pour se faire une idée). C’est ce
qu’on appelle I'inégalité de Jensen.
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1.2.2. Théoreme d’inversion locale. Un second exemple de propriété des applications linéaires stable par
perturbation est I’inversibilité.

Proposition 1.4. Si Ly € L(R™,R"™) est inversible, alors il existe un voisinage ouvert de Ly dans L(R™,R™)
formé exclusivement d’applications linéaires inversibles.

Démonstration. La topologie sur £(R™, R™) est induite par I’identification £(R"™, R™) ~ R"? correspondant
a la représentation matricielle dans la base canonique de R™. Ainsi, nous voyons que 1’application

L € L(R",R") — detegn(L)

est continue car le déterminant est une fonction polyndmiale des coefficients de la matrice. Comme det (L) #
0, on en déduit qu’il existe € > 0 tel que Iintervalle | deteqn(Lo) — €, deteqn(Lo) + €[ ne contienne pas
0. ’image réciproque de cet intervalle par I’application det.,, est donc un ouvert de £L(R"™, R™) formé
exclusivement d’éléments inversibles. U

En particulier, si { L };¢[o,1] une déformation par des éléments de £(R",R") d’une application Lg inver-
sible alors, pour ¢ suffisamment petit, I’application linéaire L, est aussi inversible.
Dire que {L;} est une déformation de L signifie que I’application
t€[0,1] — Ly € L(R",R")

est continue. Autrement dit, les coefficients des matrices L; dans une base fixée dépendent continiment du
parametre ¢.

Nous en déduisons que si la différentielle d’une application f de classe C'! est inversible en un point
x, pour y suffisamment proche de x la différentielle df, sera elle-aussi inversible. Ceci va impliquer que
I’application f est localement inversible.

Avant d’énoncer plus soigneusement ce résultat, nous avons besoin d’introduire la notion de difféomorphisme.

Definition 1.5. Une application f : U C R®™ — V C R" est un difféomorphisme de U sur V si f est de
classe C*, réalise une bijection de U sur 'V, et son inverse f —L.V — U est aussi de classe C*.

|
(

U

| IR e —

N
|
|
i
s/

FIGURE 5. Représentation locale d’un C!-difféomorphisme pour n = 2.

Un difféomorphisme est donc tout simplement un élément inversible pour la loi de composition dans
I’espace des applications de classe C' : fest C', f~lest Clet f~1 o f =idy.

11 est facile d’observer que si f est un difféomorphisme, alors en tout point x € U sa différentielle df, est
inversible et 'on a

df iy = (dfe) ™



10 F. BALACHEFF

C’est une conséquence de la régle de différentiation d(f o g), = dfg(x) © dg= appliquée 2 la relation

fho f=idy.
Réciproquement, d’apres notre philosophie expliquée plus haut, si la différentielle d’une application de
classe C' est inversible en un point, alors 1’application elle-méme est inversible au niveau local.

Théoréme 1.3. (d’inversion locale) Soit f : U C R™ — R" une application de classe C* et xq € U telle
que df , soit inversible. Alors il existe un voisinage ouvert Uy de x et un voisinage ouvert Vyy de f(x) tels
que f soit un difféomorphisme de Uy sur Vj.

Démonstration. On procede par étapes.

Réduction du probléme. Quitte a remplacer f par
x> df . (flzo + 2) — f(=0)),
nous pouvons supposer que xg = 0, f(0) = 0 et dfy = idgn.
Construction de ’application réciproque f~'. Nous allons utiliser pour cela le théoréme du point fixe que
voici.

Théoreme 1.4. (du point fixe) Soit F' un fermé non vide de R" et T : F — F une application contractante :
il existe 0 < k < 1 tel que pour tout x,y € F on ait

IT(z) =Tyl < k- llz =yl
Alors il existe un unique point xo € F tel que T'(zo) = xo.
Etant donné y proche de 0, résoudre I’équation y = f(z) revient a trouver un point fixe de 1’application
hz) =y+x— f(z).
Etudions tout d’abord les propriétés de I’application
g:xelUw—z— f(z).
Cette application est C'* et vérifie g(0) = 0 ainsi que dgg = 0. Par continuité de I’application différentielle, il
existe r > 0 suffisamment petit tel que pour tout z € B(0,2r) C U on ait
1
Idgl| < .

Le théoreme des accroissements finis nous donne alors que pour tout z, 2’ € B(0, 2r) nous avons

lo(e) — (")) < gz — |

En particulier, [|g(z)| < ||z en choisissant 2’ = 0 et donc g(B(0,2r)) C B(0,r) ce qui implique par
continuité que g(B(0,2r)) C B(0,7).
Nous en déduisons facilement que pour tout y € B(0, )
h(B(0,2r)) C B(0,2r),

comme ||h(z)]| < |ly|| + ||g(x)]|. Or, par ailleurs, pour tous z,2’ € B(0, 2r) nous avons

Ih(z) = h(2)] = llg(=) — g(=)] < %Ilw — |

formule qui reste vraie par continuité pour z, 2’ € B(0, 2r) en remplacant 1’inégalité stricte par une inégalité
large.
Ainsi I’application
h: B(0,2r) — B(0,2r)



M 403 - GEOMETRIE ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES 11

est bien contractante et nous pouvons lui appliquer le théoreme du point fixe : il existe un unique point
x € B(0,2r) tel que
hz) =z <y = (o).
Par construction, ce point = appartient a la boule ouverte B(0, 2r) comme
]| = [[a(2)]] < llyll + [lg(2) ]| < 2r.
Par conséquent, la restriction

f:B(0,2r)n f~Y(B(0,r)) — B(0,r)
:=Up \:T/O—J

est une bijection dont on notera f ~! I’application réciproque. Noter que Uy est bien un voisinage ouvert de 0

L’application f~! est lipschitzienne. Soient z, 2’ € Uy et 3,9 € Vj tels que y = f(x) ety = f(a').
Alors

1/ ) = O = lle =2l = lly + g(2) =" — 9@ < lly — o/l + %Hx =
d’ou
177 ) = 1O = lle =2l < 2lly — /|-
L’application ! est de classe C''. L’application dfj est inversible, donc quitte & diminuer 7, nous pouvons
supposer que df,, 1’est également pour tout z € Uy. Nous commengons par prouver que (df;) ! est bien la

différentielle de f~! en x.
Comme ||(dfg) || = |lidrn]|| = 1, on peut supposer que

I(dfz) ] < 2

pour z € B(0,2r) quitte & diminuer r & nouveau.
Fixons donc y € B(0,r). Pour k € R™ tel que y + k € B(0,r), on note z = f~!(y) puis on pose
h=fYy+k)— f1(y). Ainsiz + h = f~(y + k) et on calcule alors

IF 7+ k) = £ ) = (dfe) R = o+ h—2 = (dfe) " (fa+ h) = f(2))]

= |I(dfe) ™ (dfu(h) = f(z +h) + f(2))]
< H(dfm)_1||'“df:r( )= f(z+h)+ ()]
< 2-|ldfe(h) = f(x+h) + f(@)]| = o([[A]]).

Or |h|| = ||f Yy + k) — f~1(y)|| < 2||k|| comme f~! est 2-lipschitzienne, et donc

1F~ oy + k) = fH ) = (df) " (R) ) = o([[E])
Ainsi, I’application f~! est différentiable en y = f(x) et

d(f1)y = (dfa) " = (dfyr )

Maintenant, I’application
u € GI(R") — u~! € GI(RY)
est continue (penser a la formule de Cramer), et donc la composition

s df ()7t -1 _ 1
Yy [ (y) = dff) == (df 1)) =d(f )y
est continue.
Nous déduisons que I’application f~! est de classe C'* et f est donc bien un difféomorphisme de Uy sur
Vo. 0

On peut déduire du théoreme d’inversion local certains corollaires dont les preuves seront traitées en
exercice.
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Corollaire 1.1. (Théoréme d’inversion globale) f est un difféomorphisme de U sur f(U) si et seulement si
f est injective, de classe C* et df,, est inversible pour tout x € U.

Corollaire 1.2. (Théoréme des fonctions implicites) Soit f : U C RP x R™ — R" une application de classe
C1. Supposons qu’il existe un point (xq,yo) € U tel que la matrice
of of
5 \&Xo,Y0)--- 5o, Yo
(- @0:30) - 5 (0. 10)

n

soit inversible. Alors il existe un voisinage U’ ouvert de (¢, yo) dans U de la forme U’ = V| x Vj C RP x R™
et une application ¢ : V| — VJ de classe C! telle que

(z,y) € U'avec f(x,y) = f(z0,50) & y = ().

%F(ﬁzﬁ“&b\“ﬁ)’)% 4 \//\\’\

FIGURE 6. Théoréme des fonctions implicites.

1.2.3. Redressement des immersions et des submersions. Voici enfin deux derniers exemples de propriété
d’une application linéaire stable par perturbation : I’injectivité et la surjectivité.

Proposition 1.5. Soit {L;},c(o1) une déformation par des éléments de L(RP,R"™) d’une application Ly
injective (respectivement surjective). Alors, pour t suffisamment petit, I’application linéaire Ly est aussi
injective (respectivement surjective).

Nous laissons cette proposition comme exercice. Remarquer que si L est injective, alors nécessairement
p < n, et si Ly est surjective, nous avons p > n.

Nous introduisons les notions suivantes.

Definition 1.6. Soit f : U C RP — R"™ une application de classe C. On dit que f est une immersion (resp.
submersion) en x si sa différentielle df,. est injective (resp. surjective).

Les deux résultats suivants rentrent dans le cadre de notre philosophie, et décrivent aussi complétement les
immersions et submersions du point de vue local a changement de coordonnées pres.

Théoréme 1.5. Soit f : U C RP — R" une application de classe C, qui soit une immersion en x € U. Alors
il existe des voisinages ouverts U’ de x et V' de f(x) satisfaisant f(U') C V', ainsi qu’un difféomorphisme
o : V' — (V') tel que

gpof(x'l,...,x;) = (x’l,...,x;,,O,...,O)
pour tout ¥’ = (z4,...,x;,) € U".
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FIGURE 7. Redressement d’une immersion.

Ce résultat nous dit qu'une immersion peut €tre redressée (en modifiant ’espace d’arrivée par un
difféomorphisme) en 1’application linéaire injective canonique correspondante. Une courbe immergée avec
un point double fait comprendre que ’injectivité de I’application peut n’étre que locale.

Démonstration. Comme df, est injective, nous avons que p < n. Notons pour¢ = 1...p par
V; = dfx(el) cR"

la iéme dérivée partielle de f. L’injectivité de df, implique alors que cette famille est libre, et par le théoréme
de la base incompléte, nous pouvons chosir n — p vecteurs vy 1, . .., vy, tels que (v1, . .., v,) soit une base
de R™. Nous définissons alors ¢ : U x R"™P C R™ — R" en posant

Yy, .., x) = f(a, ., 2) + Ty Uppr + -+ T,

Cette application vérifie 1(z, Ogn—») = f(z). Elle est aussi de classe C'. Pour cela il suffit d’observer que

pour tout ' = (2%, ...,2p, T) 1, .., 7,) €U x R*7P
Jacy (¢) = (Jac(x’l,...,x;) (f)> Up+1s--- 7Un)7
matrice qui dépend continiment du point z’. On remarque également que .J ac(z,0,, ) () = (v1,...,v,) et

donc que dv,, est inversible. Par le théoreme d’inversion local, v est un difféomorphisme d’un voisinage
ouvert de (z, Ogn—p) sur un voisinage ouvert V' de ¢ (z, Ogn—») = f().
Par construction,

w(x/177x;)70770):f($/1,,$;)

etdonc Lo f(ah,...,20) = (2),...,20,0,...,0). Il suffit alors de poser ¢ = 1)~ 1. O

/
p P’

Nous démontrerons en exercice le résultat correspondant pour les submersions qui s’énonce ainsi.
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Théoréme 1.6. Soit f : U C RP — R" une application de classe C', qui soit une submersion en x € U.
Alors il existe un voisinage ouvert U' C U de x, ainsi qu’un difféomorphisme ¢ : U — @(U’) tel que

foy Hat,... zp) = (ah,...,a,)

pour tout ¥’ = (z,...,x;,) € U".

N O o) /A% =X

g

FIGURE 8. Redressement d’une submersion.
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2. PREMIERE INCURSION DANS LE MONDE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

2.1. Un peu de vocabulaire. Nous commengons par définir le terme d’équation différentielle ordinaire et
montrer comment se ramener en toute généralité au cas des équations différentielles ordinaires du premier
ordre.

Definition 2.1. Soit k € N*. On appelle équation différentielle ordinaire d’ordre k sur R"™ une équation de

la forme
dkz B dFlg
ﬁ - f ta LTyonny W

o f: I xUyxUyp x...xUg_1— R"désigne une fonction continue, I étant un intervalle de R et les U;
des ouverts de R™.

On appelle alors solution de cette équation toute application x : J C I — R" satisfaisant I’égalité

Cé;‘f (t) € U; pour tout t € J.

Lorsque f est indépendante de t, I’équation différentielle est dite autonome.

ci-dessus. Ceci implique que x est de classe C* et que

Pour un certain nombre de considérations (celles les plus générales, comme par exemple la question de
I’existence de solutions), tout se ramene au cas d’ordre 1 et autonome en vertu du résultat suivant.

Proposition 2.1. Toute solution d’une équation différentielle ordinaire est équivalente a la solution d’une
équation différentielle ordinaire d’ordre 1 et autonome qui lui est naturellement associée.

Démonstration. Siz : J C I — R"™ est une solution de I’équation
dkx B dF 1z
W_f t>$7"'>W ;

y:J = RIF7F
dF1g
t — (t7x(t>7’dtk‘1>

est de classe C'! et satisfait I’équation ordinaire d’ordre 1 et autonome sur R'*"* suivante

alors I’application

dy
Y Pyt
Y Fly()
avec
F:IxUyx..xU;1 — RxR"x...xR"
(SaUOa"'vuk—Qauk—1> = (17u17"')uk—15f(57u07°"auk—l))
En effet,
d d dk—2 dk—l dk—l dk
7y = — t,l’(t),...,*_:r,i_x = l,ml(t),...’i_x,ix
dt dt dtk=2" dtk-1 dtk=1" dtk
dk_lx dk_lx dk_Ql‘ dk_lx
/
= <1,$<t>,7dtk—1,f <t,w,,dtk—1>> _F<t7$(t)7,dtk__27dtk_l>
= F(y(t)).

Réciproquement, toute solution de cette équation ordinaire d’ordre 1 et autonome fournit une solution
de I’équation différentielle ordinaire initialement considérée : si y(t) = (s(t),uo(t),...,up—1(t)) est une
solution de 1’équation ordinaire d’ordre 1 et autonome ci-dessus définie sur un intervalle J' C R, cela
implique que

U; = Uj+1
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pour touti =0,...,k — 2 et que

donc on trouve
dkuo (t) dkil’lm
— = f|s(t),uo,...,—— |-
dt 0 dth T
Nous savons aussi que s'(t) = 1 et donc s(t) = t 4+ c ot ¢ € R. Comme y est solution, cela impose que

t+c € I pourtoutt € J'. D’ou la fonction (t) = ug(t — c) est solution de I’équation différentielle ordinaire
intiale sur I'intervalle J = J' 4+ ¢ C I. U

2.2. Existence des solutions. Maintenant que nous avons vu comment se ramener a une équation différentielle
ordinaire d’ordre 1 et autonome du type % = f(x), nous allons interpréter celle-ci géométriquement.

Definition 2.2. Un champ de vecteurs sur un ouvert U C R" est la donnée d’une application f : U — R".

Pour mieux comprendre la signification géométrique, on réalise le champ de vecteurs f en liant le vecteur
f(z) au point z (voir figure 9).

N
"""'} [ "
P‘ﬁ <—a
e, ’___),,,,___ Y e & 6—)
h €\
L —>
N\
y (A 0
\ |/

FIGURE 9. Exemples de champs de vecteurs de R?.

Definition 2.3. On appelle courbe intégrale du champ de vecteurs f une courbe v : I C R — R" de classe
C' tangente en tout point a f, c’est-a-dire telle que

V() = f(v(1).

Autrement dit, on interprete géométriquement les solutions de 1’équation différentielle Z—f = f(x) comme
les courbes intégrales du champ de vecteurs défini par f. Par exemple, si on considére le champ de vecteurs
f(x,y) = (—x,y), par tout point (x¢,yo) € R? passe une unique courbe intégrale s’écrivant

V(onyo)(t) = (330 : eit,yo . et).
L’ensemble des courbes intégrales forme un dessin que 1’on appelle portrait de phase, voir figure 10.

Nous allons voir maintenant que tout champ de vecteurs suffisamment régulier s’ intégre toujours locale-
ment.

Théoréme 2.1. (Cauchy-Lipschitz) Soit f : U C R™ — R"™ une application de classe C' et xq € U.

a) Alors il existe o > 0 et 7y :] — o, a[— U de classe C? tels que (0) = xq et ' (t) = f(v(t)) pour tout
t €l —a,al

b) De plus, si 5 :] — o/, &'[— U désigne une autre courbe intégrale passant par xo ent = 0, alors 7 et
coincident sur leur intervalle commun de définition.
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FIGURE 10. Portrait de phase du champ f(z,y) = (—z,y).

Démonstration. Existence. Nous allons utiliser le théoréme du point fixe de Picard dans la version suivante.

17

Théoreme 2.2. (du point fixe de Picard) Soit (E,d) un espace métrique complet et T : E — E une

application contractante : il existe 0 < k < 1 tel que pour tout x,y € E on ait
d(T'(x), T(y)) < k- d(z,y).
Alors il existe un unique point xo € E tel que T (xo) = x.

Tout d’abord, il nous faut remarquer que

t
V() = FO018) et 1(0) =20 2 7(0) =20+ [ 2.
0
Etant donné o > 0, nous définissons donc I’application

T : C’O(] —a,a,U) — C’O(] — o, af,R")
Yoo (temot /0 F(y(s))ds)

dont on cherche un point fixe.

Pour tout o > 0 et 7 > 0, nous munisson I’espace C°(] — a, af, B(zo, 7)) de la norme infini :

[ulloo = sup [lu(@)].-

te|—a,a

Cet espace métrique est complet. Nous allons prouver qu’il existe » > 0 et « > 0 tels que

(D T(CO(] - a,a[,B(fL‘o,T’))) - CO(] - O‘va[vB(anT))’

(2) T est contractante.
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Nous pourrons ainsi conclure a I’existence d’un point fixe v de T, ¢’est-a-dire une courbe intégrale de f
passant par xg au temps ¢ = 0.

Fixons tout d’abord un rayon r > 0 satisfaisant Iinclusion B(xq,7) C U. Comme f : U — R" est C'!
donc continue, nous pouvons poser

M := max | f(z)| < +oc.
z€B(zo,r)

On calcule alors
t
1T (v(2)) — 2ol = II/ f(y(s))ds|| < M -«
0

en utilisant a nouveau I’inégalité de Jensen. Nous aurons donc satisfait le point (1) ci-dessus si 1’on choisit
M- -a<r.

On calcule ensuite Vv, € CO(] — «, af, B(xo, 7)) que

IT() =T o = sup IT() @) =T

t

= sup || [ [f(v(s)) = F(3(s))ds]]|

[t|l<a JO
< - sup 1F(v(s)) = F( ()]

Comme f est de classe C', sa différentielle est continue et donc

k:= sup ||df.| < oc.
B(zo,r)

Par le TAF, on en déduit que f est k-lipschitzienne, et donc que

IT() =TWlloo < k- [l = Flloo-

L’application se trouve ainsi étre contractante si on choisit « de sorte que « - k < 1. Ceci est compatible avec
le choix précédent de v puisqu’au pire on diminue encore la valeur de a.

Les points (1) et (2) étant satisfaits pour un certain couple de valeur (r, ), il existe par le théoreme du
point fixe une unique application v € C°(] — a, a[, B(zo, 7)) tel que T'(y) = ~. Cette courbe ~ est alors
une courbe intégrale de f passant par xy au temps ¢ = 0. On constate que  est de classe C'' en vertu du
théoréme fondamental du calcul différentiel, comme

() = 20+ /0 £(y(s))ds.

On constate alors que +y est de classe C? puisque ' = f o~y avec f ety de classe C.

Unicité. L’unicité se montre de la maniére suivante. On commence par montrer que les deux solutions
coincident sur un intervalle non vide contenant 0. On choisit 0 < 8 < min{a, o'} < « tel que F(t) €

B(zg,r) pour tout t € J := [—/3/2, 3/2]. On pose alors

Q = max||y(t) = 3]
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Par continuité, ce maximum est atteint en un point ¢; € J. Donc

H /0 ((s) — 7'(s))ds]

Q = |Iv(t) =3t

IN

/ £ ((s) — Fa(s))ds

0

t1
< [ Hh) - ) lds
0
< a-k-Q.
Comme « - £ < 1, on obtient () = 0 et les deux solutions coincident donc sur J.

Maintenant on note J* le plus grand intervalle ouvert contenant 0 et tel que v = 7 sur J*. Si J* ne
coincide pas avec | — a, a[N] — o/, &'[, alors J* admet un point ¢5 a sa frontiere contenu dans I’intervalle
ouvert | — v, a[N] — &/, /[. Par continuité y(t2) = (t2) et donc les courbes s — v(to + s) et s — F(t2 + )
coincident sur un voisinage ouvert de 0. L’intervalle J* n’était donc pas maximal. g

En corollaire du théoréme de Cauchy-Lipschitz, nous avons donc que toute équation différentielle ordinaire
d’ordre £ € N* admet des solutions locales, et que celles-ci sont uniques si on prescrit les valeurs en un point
des dérivées de x jusqu’a I’ordre k£ — 1.

Du point de vue géométrique, nous avons donc que pour tout champ de vecteurs de classe C!, par tout
point passe une courbe intégrale, et que deux courbes intégrales ne peuvent jamais se croiser (sauf a étre
confondues). De mé&me, une courbe intégrale ne peut jamais s’ autointersecter, sauf si elle est périodique.

2.3. Comportement des solutions. Maintenant que nous savons que toute équation différentielle ordinaire
d’ordre 1 et autonome admet des solutions locales, ou de maniere équivalente tout champ de vecteurs admet
des courbes intégrales au voisinage de chaque point, nous pouvons définir la notion de solution maximale.

Definition 2.4. Soit f : U — R" un champ de vecteurs de classe C*.

Pour chaque point xo € U, il existe un unique intervalle J(xy) C R contenant 0 en son intérieur et une
unique courbe vy, : J(xo) — U intégrale de f et telle que v,,(0) = xo ayant la propriété de maximalité
suivante : toute autre courbe intégrale 7 : J — U passant par v ent = 0 € J vérifie inclusion J C J(zo).
Bien évidemment nous avons alors 7, (t) = 7(t) pour tout t € J.

La courbe 7y, : J(xo) — U est alors appelée solution (ou courbe intégrale) maximale de I’équation

% = f(x) passant par xo au temps t = 0.

Remarquer que J(x() est un intervalle nécessairement ouvert que nous noterons |a, b[ : sinon, on pourrait
prolonger la solution en son extrémité en utilisant le théoréme de Cauchy-Lipschitz. Mais il est possible que
a = —oo ou b = oo. Lorsque a ou b est fini, la question se pose de savoir ce qu’il se passe a la limite de
I’intervalle maximal de définition.

Théoréme 2.3. (des bouts) Soit f : U C R™ — R™ un champ de vecteurs de classe C", xqo un point de U et
Vao @, b[— U

la courbe intégrale maximale issue de xq (c’est-a-dire vérifiant v, (0) = xo).
Si b < oo, alors pour tout compact K C U il existe n) €]a, b| tel que

Vao () ¢ K
pour tout <t < b.

Respectivement, quitte a remplacer le champ f par — f, on voit que si ¢ > —o0, alors pour tout compact
K C Uilexiste n €]a,b[tel que Va < t < nonait vy, (t) ¢ K.
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Ceci implique que lorsque I’intervalle maximal de définition d’une courbe intégrale est fini en une extrémité,
en celle-ci la courbe tend soit vers le bord de U, soit a I’infini (voir figure 11).

FIGURE 11. b < oo implique fuite au bord ou a I’infini.

Démonstration. Pour plus de commodité, notons par «y la courbe intégrale y,,. Supposons le contraire : il
existe un compact K et une suite (¢,,) de points dans |a, b| telle que

lim ¢, =b
n—oo

et y(t,) € K pour tout entier n. L’ensemble K étant compact, nous pouvons (quitte a extraire une sous-suite)
également supposer qu’il existe z € K tel que

a3, o) = 2
Maintenant fixons o > 0 et r > 0 tels que d’une part B(z,2r) C U, et d’autre part
T
o sup |f(@)] < 2
B(z,r)
et 1
a- sup |ldfs]| < 5.
B(zr)
Parce que f est de classe C, les applications
zo € B(z,7) =~ sup |[|f(z)]
B(xzo,r)
et

xo € B(z,7) — sup ||dfs|
B(zo,r)

sont continues. On en déduit qu’il existe € > 0 tel que
a- sup [f(z)]| <r
B(zo,r)
et

a- sup [ldf| <1
B(zo,r)

pour tout xy € B(z,¢). Ainsi, par I’argumentation du théoréeme de Cauchy-Lipschitz, les domaines de
définition J(z() des courbes intégrales maximales issues de points x( appartenant a B(z, ) vérifient
| — a,a[C J(zo).

On choisit alors ¢,, €]b — «/2, b] tel que y(t,) € B(z,¢). La courbe intégrale issue de y(t,,) est définie sur
I'intervalle | — a, of et permet donc de prolonger + au-dela de b. Ceci contredit la maximalité de ~. U
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Nous considérons maintenant les courbes intégrales dans leur ensemble. Comme nous venons de le voir
dans la démonstration du théoréme des bouts, deux courbes intégrales démarrant en des points suffisamment
proches seront définies sur un intervalle fermé commun. Nous pouvons quantifier a quel point elles resteront
proches ’'une de I’autre de la maniere suivante.

Théoréme 2.4. Soit f un champ de vecteurs de classe C' sur un ouvert U et xo € U. Supposons que
[0,c] C J(z0).

Alors il existe un voisinage U’ de x( dans U et une constante k > 0 tel que, pour tout x € U’, la courbe
intégrale v, issue de x soit elle-aussi définie sur [0, c| et vérifie I’estimée suivante :

20 (1) = 2B < llzo — zl[ exp(k - 1)
pour tout t € [0, c].

Nous pouvons interpréter ce résultat de la maniere suivante. D’une part, la courbe intégrale passant par
dépend de maniere continue du point x (voir figure 12). Plus précisément,

Jim 5z () = Yoo (t)

pour tout ¢ € [0, ¢|]. D’autre part, deux courbes démarrant relativement proche ne peuvent dévier I’une de
I’autre qu’au plus d’une maniere exponentielle en fonction du temps.

/ O
, {,\»)/ \/
/ ps

- 5,// N — /()
e W
o l A

I

FIGURE 12. Convergence simple des courbes intégrales et divergence au plus exponentielle.

Démonstration. Par compacité de [0, c] il existe ¢ > 0 tel que x € U des que ||z — v4,(¢)|| < € pour un
t € [0,c]. On pose alors K = {z € R" | d(x,7,([0,¢])) < e} C U. L ensemble K est compact et donc
I’application f est k-lipschitz sur K (en posant kK = max,cx ||df.|| et en appliquant le TAF).

Soit § > 0 suffisamment petit pour que 6 exp(k - ¢) < §. En particulier, § < 5. Posons

U'={zeR" ||z — o <6}CIO(CU.
Nous allons montrer que pour tout 2z € U’ la courbe intégrale ~y, est définie sur [0, c|.
Soit ¥, la courbe intégrale du champ de vecteurs fuo(déﬁnie sur un intervalle maximal de la forme ]a, b].
Nous allons montrer que b > c.

Remarquons que 7, :]a, b[— K est aussi une courbe intégrale de f issue de =. De la maximalité de ,, on
déduit que v, (t) = 7, (t) pour tout ¢ €]a, b[. Posons pour ¢ € [0, b]

v(t) = 1o () = 2 (B)]]-
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Alors

U<t) = H'Y;to (t> - ’Yac(t)H = H’Y:Bo(o) - 7:6(0) +/O (f(%vo(s)) - f(’Yx(S)))dSH
< (0) +/0 k- o(s)ds

o
puisque v, et v, ne sortent pas de K. Nous invoquons alors le lemme de Gronwall.

Lemma 2.1. (de Gronwall) Soit u : [0, a] — R une application continue. Supposons qu’il existe C' > 0 et
k > 0 tel que

u(t) < C+ /tk -u(s)ds
0

pour tout t € [0, a]. Alors
u(t) < Cexp(k - t)
pour tout t € [0, al.
Démonstration. Posons U(t) = C + fg k-u(s)ds > 0. Alors u(t) < U(t) et
U'(t) = ku(t),

donc

On en déduit que
logU(t) <logU(0) + kt
et comme U(0) = C en passant a I’exponentielle il vient
U(t) < Cexp(k-t)
d’ou le résultat comme u(t) < U(t). O
En appliquant le lemme de Gronwall a u = v avec C' = v(0) = ||xg — z||, il vient pour tout ¢ € [0, b[
1720 (1) = Yo (D) < [lzo — 2] exp(k - 1) < dexp(k - b)

Si b < ¢, cela impliquerait alors que

1Yz (1) = Yo (D) < dexp(k - ¢) <

9

| ™

et donc en particulier . (t) ne quitte pas le compact {z € R" | d(x,74,([0,¢])) < 5§} C K pour tout
t € [0, b[. Ceci contredirait la maximalité en vertu du théoréme des bouts.

Donc pour tout z € U’ la courbe intégrale ~y, est définie sur [0, ¢|. Nous avons par ailleurs prouvé I’estimée
suivante :

1720 (8) = Y= (O < [lzo — ]| exp(k - 1)
pour tout ¢ € [0, ], ce qui conclut la preuve. O

Remarquons que, quitte a remplacer f par —f et intervertir passé et futur des courbes, nous pouvons
montrer que si un intervalle fermé [c, d] est contenu dans J (), alors il existe un ouvert U’ autour de x tel
que [¢,d] C J(z) pour tout z € U’ et pour lequel pour tout ¢ € [c, d]

V20 () = 22O < [lzo — z|[ exp(k - 1)

ou k > 0 est une constante.
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2.4. Flot d’un champ de vecteurs.

Definition 2.5. Soit f : U C R" — R"™ un champ de vecteurs de classe C'. On définit le flot du champ de
vecteur comme [’application

e:Q={(t,x) eRxU |teJ(x)} — U
(tx) = ()

oul 7y, désigne la courbe intégrale maximale de f telle que v, (0) = x. Nous noterons

p(t, x) = @i(x).
On peut écrire

0= IL€JUJ(33) x {x}.

Ainsi {0} x U C € mais en général il n’existe pas d’intervalle ouvert J autour de 0 tel que J x U C Q.
Néanmoins, nous pouvons démontrer le résultat suivant.

Proposition 2.2. ) est un ouvert de R x U, et application ¢ : Q) — U est continue.

Démonstration. Montrons tout d’abord que €2 est ouvert. Fixons (tg, xg) € Q et choisissons a > 0 tel que
[to — a, to + ] C J(x). On peut alors trouver un voisinage ouvert U’ de zg tel que pour tout z € U’ on
ait [to — a, to + a] C J(x) ainsi que la majoration de type exponentielle du théoréeme précédent. On a bien
trouvé un voisinage ouvert

]to —a,tg + Oé[XU/

de (to, zo) qui soit inclus dans €2, et donc {2 est ouvert.
Maintenant, si (¢, z) €]to — «, o + a[xU’, nous avons

leto(20) = (@)l = 7m0 (t0) = 1 (D)
< 1o (o) = Yao ()| + [l (8) = 72 (2)
< lvo(to) = 2o (O] + [0 — 2| exp(k - #)
< 1o (o) = Yao ()| + llzwo — | exp(k - (to + €)).
Ainsi pour tout € > 0, la continuité de ¢ — -y, (¢) implique I’existence de 7 > 0 tel que

17z (t0) = Yao (D) < €
deés que |t — to| < 1. On en déduit que pour (t,z) €|t —n,to+ n[xB (azo, W)

lot, (x0) — pr(2)|| < 2e

montrant ainsi la continuité de . O

Nous observons ensuite que le flot vérifie la formule remarquable suivante.

Proposition 2.3. (Formule du flot)
Sity € J(x) etty € J(pr, (), alors t1 + ty € J(x) et

Pt1+15(T) = Pty (01, (7).

Démonstration. Considérons la courbe ¢ — ¢, ++(z). C’est une courbe intégrale démarrant en ¢y, () et elle
est maximalement définie sur I'intervalle J(x) — ¢; (exercice). On en déduit que J (¢, (x)) = J(z) — 1 et
que @¢(p4, () = o1, +¢(2) par unicité des courbes intégrales démarrant en un point. Ainsi t2 € J (¢, (z))
ssit] + to € J(x) et on a alors la formule annoncée. U
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FIGURE 13. Formule du flot.

Observons en particulier que si ¢t € J(x), alors —t € J(p(z)) et w_¢(¢(z)) = x. Dans le cas ou
Q = R x U (autrement dit, J(z) = R pour tout € U, on dit que le champ de vecteurs est complet), on
dispose alors d’un morphisme de groupes

¢:R — Homéo(U)
t — @

de R dans I’ensemble des homéomorphismes de U. Ceci justifie la notation ¢(t, -) = ¢y comme la famille
{©t}+er est une famille a un parametre d’homéomorphismes. En fait, on dispose méme d’une famille a un
parametre de difféomorphismes de U en vertu du résultat suivant.

Théoréme 2.5. Si f est un champ de vecteurs de classe C' défini sur un ouvert U, alors le flot p : Q — U
est de classe C".

Autrement dit, lorsque le champ de vecteurs est complet (cad €2 = R x U), chaque homéomorphisme ¢
est de classe C'! et son inverse ¢_; aussi. On obtient ainsi une famille 2 un paramétre de difféomorphismes
de U : la courbe de classe C'! suivante

¢:R — Difféo(U)
t — @

est un morphisme de groupes de R dans ’espace des difféomorphismes de U (en particulier ¢(0) = idy).

Démonstration. Devoir maison ! O

2.5. Orbites. On se fixe un champ de vecteurs f : U C R® — R” de classe C'. Nous allons classer
I’ensemble des courbes intégrales en fonction de leur image.

Definition 2.6. L’orbite d’un point x de U est le sous-ensemble
Oy :={p(z) |t € J(x)} CU.
Cette définition permet de décomposer géométriquement le domaine U selon la dynamique de f.

Proposition 2.4. Les orbites de f forment une partition de U, appelée portrait de phase de f.
De maniere équivalente, la relation définie par

y~rsye O,

U= ]_[ O,.

l[x]eU/~

est une relation d’équivalence. Ainsi
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Démonstration. 1l faut vérifier que la relation ~ est réflexive, symétrique et transitivité. Tout d’abord x € O,
et donc x ~ x, dou la réflexivité. Ensuite,

y~reoyeO,odte @) | pi(z)=yed-telly |le=p(ly) @0y r~y

d’ou la symétrie. Enfin, siy € O, et z € Oy, alors il existe t; € J(x) tel que ¢, (v) = yetts € J(y) =
J (@, (x)) tel que z = 4, (y), et donc par la formule du flot ¢ + ¢t € J(z) et

Pt1+15(T) = o (1, (7)) = 2
cad z € O,, d’ou la transitivité. O
Nous nous intéressons a un type particulier d’orbite, qui jouera un rdle central par la suite.
Definition 2.7. Une orbite est dite périodique s’il existe T' > 0 dans J(x) tel que
or(z) = .

On observe tout d’abord que si ’orbite de x est périodique, alors J(z) = R. On définit alors 1’ensemble
des périodes comme

P={TeR|pr(z)=xz}CR
La formule du flot assure que P est un sous-groupe additif de R. Le nombre
To = inf{T > 0| ¢r(x) = z}.

est fini par hypothese de périodicité, et nous avons par continuité du flot que

ero+t(z) = pr(z)

pour tout ¢ € R. Ainsi Ty € P et est appelé période minimale de O,

Proposition 2.5. Si Ty > 0, alors
P=7 T
Démonstration. Soit T € P\ {0} et posons T =T — [T'/Tp] - Tp, la notation [-] désignant la partie entiere.

SiT" # 0alors 0 < T" < Ty et pourtant 77 € P : contradiction. Ainsi il existe un unique entier k& € N* pour
lequel T'=k -TyetonaP C Z - Tp. L'inclusion réciproque est évidente. ([l

Proposition 2.6. Si Ty = 0, alors P = R et f(x) = 0. On dit alors que x est un point fixe du flot.

Démonstration. Observons tout d’abord que P est fermé puisque 1’équation pr(z) = (T, z) = x est
continue en 7. Si Ty = 0, on montre que P est dense dans R. En effet, pour tout a € R et pour tout k& € N*,
il existe T' €]0, 1/k[NP et alors [a/T] - T est une période a distance < 1/k de a, d’ou la densité. Ainsi P est

fermé et dense dans R, etdonc P =P = R.
Maintenant, on sait que v, (t) = () = x pour tout ¢ € R. On en déduit que

f(aj) = f(%c(o)) = (’Yx)/(()) =0.
]

Réciproquement, si f(z) = 0, alors la courbe v : ¢ € R — x est une courbe intégrale de f issue de z et
donc z est un point fixe du flot. Autrement dit,

Proposition 2.7. x est un point fixe du flot si et seulement si f(x) = 0.
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2.6. Champs de vecteurs linéaires et portrait de phase en dimension 2. Soit A € £(R") un endomor-
phisme linéaire de R", que I’on identifiera a sa matrice écrite dans la base canonique. A cette application
linéaire est naturellement associé le champ de vecteurs f défini par f(x) = A - z. Ce type de champ de
vecteurs est dit linéaire. On considere I’équation différentielle associée

dx
— =A
ar O

qui est alors dite linéaire a coefficients constants.

Proposition 2.8. Pour tout xo € R”, la solution maximale de condition initiale x est définie sur R et donnée
par la formule

z(t) = e'ay.

Nous rappelons ici quelques propriétés de 1’application exponentielle. Tout d’abord, elle est définie de la
maniere suivante : la série de terme générale
m
k=0
converge normalement sur les boules fermées B(0, R) = {A € M, (R) | [|A|| < R} (ici, nous rappelons
que ||A]| = max|;=1 || Az). En effet, pour tout A € B(0, R) on a pour tout k& € N

qui est le terme d’une série convergente. On voit facilement que ¢” = Id et on calcule

ST S

k!
k=0

nk

» Ak oo(_ An
=2 ey ﬁ—z 1-1"=1d

n=0 k=0 n=0

On peut ainsi définir une application

exp: M,(R) — GL,(R)

[e.@]
Ak
A S
A — et = i
appelée exponentielle de matrice. On calcule facilement
i R e(t—i-h)A etA _ZAk t_|_h)k—tk _ k=1, gk L4 A
dt h—0 k! h—>0 h — (k—1)!

et on obtient ainsi que les solutions de 1’équation différentielle linéaire < S = Ax sont de la forme
z(t) = e'a.

En pratique, cette formule est utile lorsque 1’on sait calculer e” explicitement comme dans le cas suivant,
ou alors dans certains cas de la dimension 2.

Cas diagonalisable. Supposons que A soit diagonalisable. Il existe alors une matrice P € GL,(R) et n
valeurs propres réelles A1, ..., A, (non nécessairement distinctes) telles que

A = P -Diag(A1,...,\) - P,

On observe alors que
= P -Diag(eM?,... Mt . p7L

Ainsi, nous avons montré que :
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Proposition 2.9. Soit A une matrice diagonalisable de valeurs propres A1, . .., \n. Alors toute solution de
I’équation différentielle

dx
M _ A
ar O

avec pour condition initiale x(0) = xq s’écrit sous la forme

e)q.t

zt)=B-| -
oAt

pour une matrice B € M, (R) satisfaisant B - | --- | = xo.

1

Remarquer que B est uniquement définie si les valeurs propres de A sont deux a deux distinctes.

Cas de la dimension 2. Nous allons maintenant déterminer I’allure des solutions dans le cas de la dimension
2 en tracant les différents types de portraits de phase des champs de vecteurs linéaires qui peuvent apparaitre.

Etant donnée une matrice A € M5(R), on rappelle que le polyndme caractéristique s’écrit

Ps(t) =det(tla — A) = t? — tr(A)t + det(A).

On trace donc la parabole donnant le lieu d’annulation du discriminant A(A) = (tr(A))? — 4 det(A) dans
un repere (tr(A), det(A)).

ey

2

3)

“)

Considérons le cas du point V7. La matrice A admet deux valeurs propres distinctes Ay > 0 et Ay > 0
comme A(A) > 0, det(A) > 0 ettr(A) > 0. On se ramene donc a un changement de base pres a

étudier le systeme
=Mz
y' =y

dans les coordonnées d’une base formée des deux vecteurs propres de A. On a donc pour solutions
dans ce nouveau systeme de coordonnées

1(8) = (w0e ", yoe ).

Ce cas-l1a s’appelle noeud répulsif.

Dans le cas du point Ny, on aura pour écriture des solutions dans la base formée des vecteurs propres

() = (oM, yoe™>).

avec cette fois A1 et Ao deux valeurs propres distinctes strictement négatives. On parle alors de noeud
attractif.
Considérons le cas du point S. La matrice A admet deux valeurs propres distinctes A; et A2 comme

A(A) > 0, mais de signe opposé puisqu’alors det(A) < 0. On a donc pour solutions dans ce nouveau
systeme de coordonnées

Y(t) = (woe T, yoe?t)
avec A1 < 0 < Xo.

On parle de point selle. Un exemple est donné par le champ linéaire f(x,y) = (—z,y) déja étudié
(voir figure 10) et associé a la matrice
-1 0
o 1)°

Considérons le cas du point NV.S. La matrice A admet deux valeurs propres distinctes dont 1’une est
nulle et 1’autre est notée A. Le signe de A coincide avec le signe de la trace de A. On a donc pour
solutions dans ce nouveau systeme de coordonnées

7(t) = (20, yoe™).
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. ro A(R) =fnin) )L wdd{A)= ©

« Ny

e — by

*»5

NT : noead §M?ﬂﬂ;pr~: ﬂLPU\k\’C‘ Frfogea,  ofttadne

FIGURE 14. Portaits de phase d’un champ linéaire en dimension 2.
(5) Considérons le cas du point N I. La matrice A admet une seule valeur propre A, dont le signe concorde
avec celui de la trace.

(a) Sila matrice est néanmoins diagonalisable, alors A = Al et on retombe dans la situation du (1) ou

2).
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(b) Si la matrice n’est pas diagonalisable, alors elle admet néanmoins une réduction dite de Jordan, et
donc il existe P € GL2(R) telle que

B A1 .
er (3 1)

On en déduit par récurrence immédiate que
n nyn—1
aay = (S )

0 (A"
et donc que
At At
etA =P. ( 60 t:)\.t > ~P_1_

Dans la base de la réduction de Jordan, la solution s’écrit donc
1(t) = (o™ + yote", yoe ).
On parle de noeud impropre (répulsif si A > 0 et attractif si A < 0).

(6) Dans le cas du point F', A admet deux valeurs propres complexes conjuguées que I’on notera a =+ ib.
Alors il existe P € GL3(R) telle que

A:P-(Z _ab>-P_1.

. . . ta O
Si deux matrices S et T' commuttent, on a ST = 9T et donc, les matrices ( 0 ta ) et

0 —bt commuttant, on calcule
bt 0 ?

< 0 —bt)
etA —P. etae bt 0 . P*l

On voit alors facilement que

e< l?t _(gjt > _ ( C?S(bt) — sin(bt) )
sin(bt)  cos(bt)

et donc les solutions s’écrivent sous la forme
Y(t) = e (g cos(bt) — yo sin(bt), yo cos(bt) + xq sin(bt)).

On parle alors de foyer attractif si a < 0, foyer répulsif si @ > 0 et de centre si a = 0.
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3. DU CALCUL DIFFERENTIEL AUX SOUS-VARIETES
3.1. Préambule sur la différentiabilité d’ordre supérieure. Nous commengons par 1’observation suivante.

Proposition 3.1. Soit r un entier avec 2 <r < oc0. Si f : U CR" -V C R" est de classe C" et f est un
C'-difféomorphisme de U sur V, alors f est un C"-difféomorphisme.

Démonstration. 11 faut montrer que f~ ' est de classe C". Supposons que f~! est de classe C* avec 1 < k <
r—1.Pourtouty € V

-1 -1
dfy” = (dfy-1(y))
et donc I"application df, 1 est obtenue comme la composition des trois applications suivantes

yeV — f Yy eU
reU w— df, € LR",R")
u€GIR") — u!egl(R)
quki +S10m respectivement de classe C*, C"~! et C™. Donc df ~! est de classe C* et donc f~! est de classe
crT O

Ainsi, le théoreme d’inversion locale, et ses corollaires—a savoir les théoremes de redressement des
submersions et des immersions ainsi que le théoreme des fonctions implicites—sont valables en remplacant
I’hypothese f de classe C! par f de classe C" pour r un entier allant de 1 & +oo et les difféomorphismes
apparaissant dans la conclusion sont alors des C"-difféomorphismes.

Dans tout ce qui suit sur les sous-variétés, nous supposerons donc les applications toujours de classe C'*°.
En particulier, par difféomorphisme nous entendons des C'°°-difféomorphismes a savoir des applications de
classe C'* inversible dont I’application réciproque est également de classe C°°. Mais, d’apres la proposition
précédente, la théorie se développe de manicre similaire dans la classe C” avec un entier r quelconque > 1.

3.2. Définition, caractérisations et exemples.

Definition 3.1. Soit 1 < m < n deux entiers. On dit qu’un sous-ensemble M de R™ est une sous-variété de
dimension m si pour chaque point x € M il existe un voisinage ouvert U de x dans R" et un difféomorphisme
h:U — h(U) tel que

h(UNM)=hU)NR™ x {0}).

h s’appelle un difféomorphisme linéarisant pour M au voisinage de x.

/ /NN ieR) - NpA MY

) /:\\\ N
2N N

FIGURE 15. Difféomorphisme linéarisant d’une sous-variété M.

Autrement dit, une sous-variété est un sous-ensemble de R™ qui est modelé localement & difféomorphisme
pres sur le sous-espace R™. En particulier, observer que les images de sous-variétés par des difféomorphismes
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sont encore des sous-variétés. Parfois, il est utile d’utiliser la codimension qui est définie comme
codim(M) =n —dim(M) =n — m.

Le résultat suivant fournit les différentes caractérisations utiles d’un sous-ensemble M de R"™ comme
sous-variété.

Théoreme 3.1. Un sous-ensemble M de R™ est une sous-variété de dimension m si et seulement s’il vérifie
une des propriétés équivalentes suivantes :

(1) Graphe. En tout point de M, il existe un voisinage ouvert de ce point dans R", un difféomorphisme
o : U = o(U) C R™ et n — m fonctions fumi1,- .., [n définies sur un ouvert Q de R™ tels que
y € UN M si et seulement si il existe x = (1, ..., %) € § tel que

QO(’IJ) = (Ilu v axm>fm+1(~7717 v )xm)7 .. ')fn(xla B 7-Tm))

Autrement dit, M est donné localement, au difféomorphisme ¢ prés, comme le graphe de la fonction
f - (fm—&-l,---,fn) cQ CR™ 5 R,

\

Mi\ /!L\
AN

r\\‘« »- e

(2) Description implicite. Pour tout x € M, il existe un voisinage U de x dans R" et une submersion
f:U — R telle que
UnM = f10).

(3) Paramétrisation. Pour tout x € M, il existe un voisinage U de x dans R et une immersion g : {0 C
R™ — R™ telle que g(2) = U N M et g soit un homéomorphisme sur son image.

Le couple (2, g) est appelé une paramétrisation de M N U.

A

€5\)\\0\\e~u o |

X 7 — e O
=gt = ()

w M/




32 F. BALACHEFF

Démonstration. (1) = [M est une sous-variété|.
Pour cela il suffit de prouver que le graphe M d’une fonction f = (frt1,-.., fn) : Q CR™ — R*™™
est une sous-variété. Définissons pour cela h : 2 x R*™™ C R™ — R" en posant
hz) = (21, Ty Tl — fi+1 (T2, Tm)y o v oy T — fr(T1, .o T))

pour tout point x de 2. Alors la jacobienne de h est de forme triangulaire inférieure avec que des 1 sur la
diagonale, et donc dh est inversible en tout point de son domaine de définition. Par le théoréme d’inversion
locale, au voisinage de chaque point de M il existe un voisinage U sur lequel / est un difféomorphisme local
etonapourtoutz € U

Tmt1 = fm1(T1, -0 Tm)
reMe : < h(z) € R™ x {0}.
T = fo(T1,. .., Tm)
Autrementditx € M NU < h(xz) € h(U) N (R™ x {0}) et h est donc bien un difféomorphisme linéarisant.

[M est une sous-variété| = (1). Il existe un unique ouvert 2 de R™ tel que h(U N M) = Q x {0}. Posons
p=nhet

z = fi(z)=0
pouri=m+1,...,n. Alors

yeMNU < h(y) e h(UNM)
< h(y)= (hi(y),...,hm(y),0...,0) ety € U
< h(y) appartient au graphe de f = (fit1,---, fn) : @ = R"™.

(2) = [M est une sous-variété|. Par le théoreme de redressement des submersions, il existe en tout point de
M un voisinage ouvert U et un difféomorphisme h : U — h(U) C R tel que
foh ™z, ... 20) = (Tmat, - 2n)
pour tout z = (z1,...,%,) € h(U). Ainsi
zeMNU & zeUetf(z)y=0cR"™

o zeUet foh t(h(z)=0

& xzeUeth(z) e R" x {0}

< h(z) € h(U)N(R™ x {0})
et donc h est un difféomorphisme linéarisant de M :

h(M NU) = h(U) N (R™ x {0}).

[M est une sous-variété] = (2). Si on note h = (hq, ..., hy,) le difféomorphisme donné par la définition
de sous-variété, alors I’application f : U — R™™ ™ définie par f(z) = (hms1(x),...,hn(x)) est une
submersion. En effet, si on note 7 : R™ — R"™™ la projection canonique sur les dernieres coordonnées, alors
f = mo hetainsi df, = 7w o dh, qui est bien surjective.

On vérifie alors que

reMnNU < h(x) e h(UNM)=hU)N(R™ x {0})

x €U et h(x) e R™ x {0}
xeUetmoh(x)=0
xeUet f(x)=0

t o9
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et ainsi
UnM = f40).

(3) = [M est une sous-variété]. Par le théoreme de redressement des immersions, il existe pour tout
x = g(2’) € M N U un voisinage ouvert Q' C Q de 2/, un voisinage ouvert U’ C U de x contenant g(£2') et
un difféomorphisme h : U' — h(U’) C R tel que

hogi,. s Ym) = W1, Yms 0,...,0)

pour tout y1, . . ., Y € €. On peut supposer, quitte a le diminuer, que 1’ouvert h(U’) est de la forme Q' x W
ou W est un ouvert de R”~". On a alors

reMNU = 32’ eQtelquez=g(') el
= h(z)=hog(a') € h(U)N (R™ x {0}).
Réciproquement, si h(z) € R™ x {0} pour z € U’, alors (hy(x), ..., hn(x)) € Q. Ainsi h(z) = h(g(z))

ce qui implique que x = g(z’) comme h est un difféomorphisme local. Donc = € M.
Nous concluons que h est un difféomorphisme linéarisant de M :

h(MAU') = h(U') N (R™ x {0}).

[M est une sous-variété] = (3). Nous pouvons écrire

WU N M) = Q x {0}

avec ) C R™ ouvert. On pose alors g = h~ 1 04 : Q — U o1 i : R™ — R" désigne I’injection canonique.

L’ application est une immersion par construction. Quitte a diminuer €2, on peut donc supposer que g est
injective et donc bijective sur son image. Par construction,

g(Q)=MnU.

La continuité de g=! : M NU — € découle de ce que I’on peut choisir U borné ce qui implique que

I’application g est fermée puisque continue, donc ouverte. (|

Un cas particulier de sous-variétés sont celles de codimension 1, ou de maniere équivalente de dimension
n — 1. Elles sont appelées hypersurfaces. On remarque aussi que I’image d’une courbe est une sous-variété
de dimension 1 si et seulement si en chaque point elle ressemble a R : en particulier elle n’admet pas de point
double.

Voici quelques exemples classiques de sous-variétés.

Les sous-espaces affines. Les sous-espaces affines de dimension m sont des sous-variétés de dimension
m car, par exemple, ils sont donnés comme le lieu des zéros de n — m équations affines linéairement
indépendantes. Les ouverts de sous-espaces affines sont des sous-variétés.

La sphere unité. La sphere unité
St ={zeR"||z] =1}
est une hypersurface de R", cad une sous-variété de dimension n — 1. En effet, on peut écrire
s*t = 70)

avec f(x1,...,7n) = 7 + ...+ 22 — 1 qui est classe C*°. On a df, = (271, . ..,27,) qui est non nulle
dés que = € S™~! et donc pour 2 dans un voisinage de S”~'. Nous vérifions ainsi la caractérisation (2) du
théoréme précédent : f est une submersion au voisinage de chaque point de la sphére. Noter que S™ ! est
compact.
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Les tores. Dans R?", I’ensemble suivant
™=25"x...x5"
est une sous-variété de dimension n. En effet, on peut écrire
T ={zcR™|zi+a3=1,...,2%, | +23, =1}

et on voit ainsi que T" = f~1(0) ov f(z) = (23 + 2% —1,...,23, ; + 3, — 1) qui est une submersion au
voisinage du tore. C’est une sous-variété compacte puisque T C S?7~! est fermé.

L’hyperboloide. L’ensemble suivant
’HT:{QL’ERm‘H ]x%—i—...—}—xfn—x?n_i_l =1}

est une sous-variété de dimension m non compacte appelée hyperboloide a une nappe. On peut la dessiner en
dimension 3 en remarquant que les intersections avec les plans {x3 = ¢} sont des cercles de rayon v/'1 + ¢2.

L’ensemble suivant

HY = {z € R™T! ]m%—i—...—i—x%—xiﬁ_l =-—1}
est une sous-variété de dimension m non compacte appelée hyperboloide a deux nappes. On peut la dessiner
en dimension 3 en remarquant que les intersections avec les plans {3 = c} sont des cercles de rayon
V2 —1des que ¢® > 1 et I’ensemble vide sinon.

Produit de deux sous-variétés. Nous pouvons construire des sous-variétés a partir d’autres sous-variétés de la
maniere suivante : si M7, My sont des sous-variétés de R"* et de R"? de dimension m; et mo respectivement,
alors M7 x M est une sous-variété de R™1 "2 de dimension m; + ms. Cet exemple sera traité en exercice.

N

Préimage par une submersion. Soit f : U C RP — R” une submersion et NV une sous-variété de R" de
codimension n — m. Alors M = f~1(INV) est une sous-variété de R? de codimension n — m. En effet, on
se fixe z € M, on choisit un voisinage ouvert V autour de f(z) € N et une submersion f’ : V — R"*™™
telle que f'~1({0}) = V N N. Alors f/ o f est une submersion définie sur le voisinage ouvert U=f1Vv)
autour de  tel que (f' o f)~1({0}) = U N M.
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3.3. Espace tangent. On se donne une sous-variété M™ de R™ et z € M. Nous noterons C(z, M) ’en-
semble des courbes v sur M de classe C'! et passant par  au temps £ = 0 :
v:]—e,e[= M C R" tel que v(0) = z.
Definition 3.2. L’espace tangent de M en x est [’ensemble défini comme
T.M = {~'(0) e R" | v € C(z, M)}.

Un exemple simple est lorsque M = U N (R™ x {0}) C R"™ est déja linéarisée. On observe qu’alors, pour
tout x € M et h € R™ x {0} la courbe y(t) = = + th est contenue dans M pourvu que ¢ soit suffisamment
proche de 0. On obtient alors I’inclusion

R™ x {0} Cc T,M
qui est en fait une égalité, I’'inclusion réciproque étant triviale.
Cette remarque élémentaire nous amene alors a la proposition suivante :
Proposition 3.2. L’espace tangent T, M est un sous-espace vectoriel de dimension m de R™. Plus précisément,
(1) Si h est un difféomorphisme local linéarisant M au voisinage de x, on a

ToM = dhy ., (R™ x {0}).

(2) Si f = (fmt1s---5fn) : U CR™ = R"™ est une submersion définie au voisinage de x telle que
UNM = f~1(0), alors

Ty M = kerdf, = Ni—,,,1 ker d(f;)..
(3) Si M est donnée localement comme le graphe d’une fonction f : Q C R™ — R"™™, alors
T s@pM = {(h, k) € R x R"™™ | k = dfy(h)}.

(4) Si (2, g) est une paramétrisation locale de M—gq est une immersion et un homéomorphisme de ) sur
M NU—, alors
TxM = dgg—l(ac) (Rm)

Démonstration. Observons tout d’abord que si M est une sous-variété et h : U — V est un difféomorphisme,
alors I’espace tangent en h(x) de N = h(U N M) est donné comme
Ty N = dhy (T M).
En effet, siy € C(x, M), alors h oy € C(h(x), N). Il reste alors a remarquer que
(h07)'(0) = dh.(0)(7'(0)) = dha(7'(0))

et ainsi dhy (T, M) C Ty, N. De méme, nous obtenons (dhg) ™! (T},,)N') C T, M ce qui implique I’inclu-
sion réciproque.
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(1) Nous pouvons donc écrire

ToM = dhy ;) (R™ x {0})

ou h est un difféomorphisme linéarisant. Ainsi, d’'une part I’espace tangent est bien un sous-espace vectoriel
de dimension m, et d’autre part la formule annoncée est vérifiée.

(2) Pour toute courbe v € C(x, M), on a pour tout t €] — ¢, e[ que fi(y(t)) =0pouri =m+1,...,n.
Ceci implique d(f;).(7'(0)) = 0 en dérivant. Donc

T, M C N, kerd(f;), = ker df,
et on conclut grice a la dimension et le théoreme du rang, df,, : R™ — R™~"" étant une application surjective.
(3) On pose F(z,y) =y — f(x) qui est une submersion définissant M comme F~1(0) = M N U, puis on
applique le calcul du (2) en remarquant que

dF($7f($)) = TTRn—m — dfx O TTRm

et donc que ker dF\, r(p)) = {(h, k) € R™ x R"™™ | k = df,.(h)}

(4) Sivy ;] —e,e] — Q passe par g~ *(z), alors g oy € C(x, M) et donc
dgg—1(z)(R™) C T M.
On conclut alors en utilisant la dimension. U
L’espace tangent affine est le translaté de 7, M suivant :
TeM = x + T, M.

C’est le sous-espace affine approximant le mieux M au voisinage de z, et il est défini avec les notations du
(2) dans la proposition précédente par le systéme d’équations

W (@) (g1 — 1) + - + 2L () (g — a) = 0

8n—m 8'n—rn
Jomm () (g1 — 1) + ..+ 2= (@) (g — 1) = 0

ouy = (Y1, Yn)-

Par exemple, pour la sphere unité en un point =

n n
8" ' ={y eR" [ ) migi =0} et T,S" ' ={y e R" | > mys = 1}.
i=1 =1

Pour le tore T" = S x ... x S, on peut écrire
T,T" = {y €R®™ |a1y1 +x2y2 =0,...,Ton—192n—1 + T2nY2n = 0}
= T( Sl X ... X T( Sl

Nous verrons d’ailleurs qu’en général, si M7 et My sont deux sous-variétés, alors pour tout (x1,x2) €
M1 X M2

T1,T2) T2n—1,T2n)

Tay o) M1 X My = Ty, My X Ty, M.
Definition 3.3. On définit ’espace tangent comme la réunion

TM = | J ({2} x T.M) CR" x R™.
zeM

Proposition 3.3. T'M est une sous-variété de R*" de dimension 2m.
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Démonstration. Soit f : U — R™™ ™ une submersion telle que M N U = f~1(0). Alors
TM (U x R") = {(z,y) € R | f(z) = Oetdfa(y) = 0}.
Posons alors
F:UxR* — R
(z,y) = (f(2),dfz(y))

C’est une application de classe C'*° et on voit que

B Jacy f 0
Jac(g ) I = ( Jacydf (y) Jacyf )

Les deux blocs diagonaux étant de rang n — m (penser en terme de vecteurs colonnes indépendants), la
matrice est de rang 2(n — m) et donc F' est une submersion définissant localement 7'M . O

On remarquera ici, que si nous avions travaillé avec la notion de sous-variété de classe C" pour r € N*,
nous aurions obtenu que 1’espace tangent était une sous-variété de classe C" 1.

Par intersection de sous-variétés, nous pouvons produire de nouvelles sous-variétés a la condition suivante.

Proposition 3.4. Soient M et My deux sous-variétés de R™ en position transverse, c’est-a-dire telles que
pour tout x € My N My

R" =T, My + T, M.
Alors My N My est une sous-variété de R" satisfaisant
(1) codim(M; N Msy) = codim(My) + codim(Ms),
(2) Tp(My N Ms) =T, My NT, M.

(PA ‘

Démonstration. Soit x € My N Ms. Pour i = 1,2, soit p; = codim(M;) et f; : U; — RPi une submersion
telle que z € U; N M; = f[l(O). Nous posons f = (f1, f2) : Uy N Uy — RP1TP2_ On a alors

ker df, = ker d(f1)z N d(f2)e et f1(0) = (U1 N Uz) N (My N Ma).
Observons alors que

dim(kerdf;) = dim(kerd(f1); Nkerd(f2)z)
= dim(kerd(f;);) + dim(ker d(f2),) — dim(ker d(f1), + kerd(f2)z)
= dimM; +dim My —n
= n—(p1+p2)
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On en déduit que f est une submersion et donc M7 N M, est une sous-variété de codimension p; 4+ po. On a
alors comme annoncé

Tx(Ml N Mz) = ker df, = ker d(fl)x N ker d(fg)m =T, M NTyMs>.

3.4. Application différentiable sur les sous-variétés et application tangente.

Definition 3.4. Soit M™ une sous-variété de R™ et r € N U {+o0}. Une application f : M — RP est dite
de classe C" si pour tout paramétrisation locale g de M la composition f o g est de classe C".

Par exemple, si f : U — RP est une application de classe C" définie sur un ouvert U contenant M, alors
Jine + M — RP est de classe C". Un exemple important est donné€ par les fonctions coordonnées de R™.

En pratique, nous avons besoin du critére suivant pour vérifier qu’une application est bien C”.

Proposition 3.5. Soit M une sous-variété de R"™ et {g; : Q; — R"}icr une collection finie de pa-
ramétrisations locales de M telle que M = U;c1gi(€%;). Une application f : M — RP est de classe
C" ssi f o g; est de classe C" pour tout i € I.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que si g; : 21 — R" et g2 : 29 — R sont deux paramétrisations
locales de M telles que g1 (21) N g2(22) # 0, et si f o g1 est de classe C”, alors automatiquement f o go est
de classe O sur g5 *(91(021) N g2(Q2)).

j (N 31(“223

\\%@Wa@) o Colata) Ngd )

Ceci découle de ce que I’application

91" 0921 g5 (91(21) N g2(2)) = g7 (91 () N g2(Q2))

est un difféomorphisme, comme f o go = (f o g1) o (g7 " ©g2) sur g5 (g1(1) N g2(Q2)). Pour cela, comme
c’est un homéomorphisme, il suffit de prouver qu’il est de classe C°°, et, son inverse ayant la méme forme, il
sera lui aussi de classe C™°.

Pour tout z € g1(€21) N g2(€22) il existe un difféomorphisme linéarisant & au voisinage de x et alors

giloga=g/lohtohogy=(hog)) " o(hoga).

Si nous notons 7 : R” — R™ la projection sur le premier facteur de la décomposition R” = R™ x R"~"™,
nous obtenons

giloga=g;lohtohogy=(rohog) to(rohogs).
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Nous savons déja que 1’application w o h o g; : ; C R™ — R™ est de classe C*°. Or I’application
mrm 0 ho g; : €; — R™ est de différentielle inversible au voisinage de tout point, comme

d(mgm 0 h o gi)e(R™) = mrm o dhg,(z) 0 d(gi)e(R™)
= TRrm O dhgi(x) (ng(a:)M)
= e (R x {0})
= R™.
Par le théoreme d’inversion locale, mgm o h o g; : £2; — R est donc un difféomorphisme local de classe C'*°

au voisinage de chaque point. Ceci implique que (7gm 0hogy) ™! est de classe C™ sur woh(gy (21)Nga(Q2)).
On obtient ainsi que g; Yogy = (mohogy) ' o(mohogs) est de classe C* et donc un difféomorphisme. [

Ainsi, nous disposons de la notion d’application de classe C" pour toute application f : M C RP — N C
R™ entre deux sous-variétés.

Definition 3.5. Deux sous-variétés M et N sont dites C"-difféomorphes si il existe une application bijective
f:M — N telle que f et f~' sont de classe C".

Maintenant, nous pouvons généraliser la notion de différentielle aux applications entre deux sous-variétés
comme suit.

Proposition 3.6. Soit f : M — N une application de classe C' entre deux sous-variétés M C R"™ et
N C RP. Alors pour tout point x € M [’application définie par la formule

v=4(0) = U2

est une application linéaire appelée application tangente de f en x.
En particulier, si M = U and N = V sont deux ouverts, alors T, f = df,.

Démonstration. Vérifions que la définition a bien un sens, et que I’application induite est bien linéaire.
Pour cela, soit h est un difféomorphisme linéarisant de M au voisinage de z, cad le difféomorphisme
h:U — h(U) vérifie

h(UN M) = h(U) N (R™ x {0}).
Quitte a diminuer U, on peut supposer que h(U) = 1 x Qo C R™ x R™"™". On commence par étendre f
localement en une fonction f: U — N en posant pour tout z € U

f(z) = Fobh ™ (z,y) = foh™(,0)
ot h(z) = (x,y) € h(U) C R™ x R*™ Nous pouvons également écrire f = f o h™! o po h avec
p : R® — R” Papplication définie par p(z,y) = (x,0). Ainsi, puisque 1’application h~! restreinte a
h(U) N (R™ x {0}) est une paramétrisation locale de M, f o h~! restreinte 2 po h(U) = h(U) N (R™ x {0})
est de classe C''. Nous en déduisons que J?est bien C'! sur U comme composée d’applications C'.
Ainsi, la formule proposée a bien un sens, puisque si v :] — €,e[— U N M est une courbe de classe C'*

alors la composée f oy = f o7 :] —¢e,e[— N estelle-aussi de classe C'*. De plus, on a bien que 1’image de
T, f est contenue dans T'y(,)N. On a alors

T, f(v) = dfa(v)
pour tout v € T, M. Ceci nous donne la linéarité. U

On voit facilement que si f : M — N et g : N — L sont deux applications C'* entre sous-variétés, alors
go festaussi C' et

T(go f)e=TaygoTsf.
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3.5. Champs de vecteurs sur les sous-variétés. Soit U un ouvert de R" et M une sous-variété contenue
dans U. On considere un champ de vecteurs f : U — R"™ de classe C.

Definition 3.6. Le champ de vecteurs f est dit tangent a M si pour tout x € M on a f(x) € T, M.

Voici un exemple de champ de vecteurs sur la sphere unité de dimension impaire. On définit f : R?” — R?"
en posant

flz1, 22, ..., Tan—1,T2n) = (—T2,T1, ..., —T2n, T2n—1)-

On voit facilement que (x, f(z)) = 0 et donc pour tout x € S**~! on a bien f(z) € T,,5%"~1. On observe
que ce champ ne s’annule nul part sur la sphére. On observe d’ailleurs que ce champ de vecteurs est également
tangent au tore T" C S?"~! par construction.

Proposition 3.7. Soit f : U — R™ un champ de vecteurs de classe C' tangent & une sous-variété M fermée.
Alors les courbes intégrales de f démarrant en un point de M sont entierement contenues dans M.

Démonstration. Soit g : Q@ C R™ — U’ N M C R"™ une paramétrisation locale de M au voisinage d’un
point quelconque. Comme dg, est injective, et que f est tangent a M, on peut tirer en arriere le champ de
vecteurs f et ainsi obtenir un champ de vecteurs f sur 2. Plus précisément, pour tout z € g(€2), I’application
dgy-1(z) : Ty-1(2)$2 = R™ — T, M est un isomorphisme, et on définit le tiré en arriere de f sur {2 comme
I’unique champ de vecteurs f tel que

dgy(f(y)) = f(9(y))

pour tout 3y € Q. Ce champ de vecteurs est de classe C! par le théoréme des fonctions implicites, et admet
donc une courbe intégrale maximale 75 passant par y = g~ (x)Posons ¥ = g o 7. Alors y(0) = x et on
calcule que

Y (t) = dgz) (7' (1) = dgz)(F(F (1)) = F(7 (1))
et donc que 7y est une courbe intégrale a f démarrant en x. Par construction v C M. Soit maintenant v, la
courbe intégrale maximale de f démarrant en x. Si la courbe sortait de M, il existerait un plus grand temps
to < oo tel que . (t) € M pour t € [0,to[. Mais par fermeture de M on aurait que v;(to) € M et donc en
intégrant localement le champ de vecteurs autour de ce point on voit que 7, (¢) € M pour ¢ au voisinage de
to, d’ou une contradiction sur la maximalité de ¢. ]

3.6. Point critique Vs. point régulier. Nous allons produire de nouvelles sous-variétés en prenant I’image
inverse de certaines valeurs d’une fonction f : M — N lisse (c’est-a-dire de classe C'*°). Pour cela, nous
introduisons la définition suivante :

Definition 3.7. Soit f : M — N un application lisse entre deux sous-variétés. Un point x € M est dit
critique si I’application tangente en x n’est pas surjective. Un point qui n’est pas critique est dit régulier. On
note

C={x € M |T,f n’est pas surjective}

I’ensemble des points critiques de f. L’ensemble f(C) s’appelle alors I’ensemble des valeurs critiques et son
complémentaire N \ f(C) I’ensemble des valeurs réguliéres.

Attention de remarquer que pour que y € N soit une valeur critique il suffit d’un point critique dans sa
préimage. Un premier intérét de distinguer valeur critique de valeur réguliere est le résultat suivant.

Proposition 3.8. Soit f : M — N une application de classe C*° entre deux sous-variétés M C R" et
N C RP. Siy est une valeur réguliére de f, alors I’ensemble f~1(y) C M est une sous-variété de R™ de
dimension dim M — dim N.



M 403 - GEOMETRIE ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES 41

Démonstration. Soit z € f~(y). On considére une paramétrisation locale g : Q C RI™M s R™ de M
au voisinage de x et un difféomorphisme h : U — V linéarisant de N au voisinage de y tel que h(y) = 0.
D’une part, comme h(U N N) = h(U) N (RI™N x {0}), Papplication 7gaimn 0o h : U NN — RIMN
est bijective sur son image et son application tangente est bijective en tout point de U. D’autre part, la
paramétrisation locale vue comme application de {2 dans M vérifie que T-1(,g est un isomorphisme de
Ty-1(x)Q = RE™M sur T, M. Ainsi la composée (Tgaimn 0 h) o f o g est une submersion sur R4™ Y sur
son domaine de définition et donc la préimage de 0 a savoir g~!(f~1(y)) est une sous-variété de dimension
dim M — dim N au voisinage de g~ (). il en est de méme pour f~!(y) au voisinage de 2 par composition
avec I'immersion g (I’image d’une sous-variété par une immersion étant encore une sous-variété). O

On voit facilement que
To(f'(y) = ker T, f.

Il se trouve que les valeurs sont régulieres génériquement dans le sens suivant : [’ensemble des valeurs
régulieres d’une application lisse f : M — N est un ensemble partout dense dans N. En particulier, on peut
toujours assurer cette condition de régularité d’une valeur quitte a bouger un petit peu la valeur en question.

Le second intérét que 1’on peut présenter ici vient du calcul des variations et de la recherche d’extremum
locaux.

Proposition 3.9. Soit f : M — R une fonction de classe C* et x un point de M. Si x est un extremum local
de f, x est un point critique.

La réciproque de ce résultat est bien évidemment fausse : prendre la fonctionnelle hauteur f(x,y, z) = 2
définie sur la sous-variété M = {y? — 22 = 2} appelée selle de cheval. L’ origine est alors un point critique,
mais n’est ni un minimum, ni un maximum local.

Démonstration. En effet, souvenons-nous qu’étre extremum local siginife qu’il existe un voisinage U de x
dans R™ pour lequel pour tout 2’ € U N M nous avons f(z) < f(z') dans le cas d’un minimum local, et
f(z) > f(«') dans le cas d’'un maximum local. La question étant locale, on peut supposer que f est donnée
localement comme la restriction d’une application f : U C R™ — R définie sur I’ouvert U voisinage de x.

Si Tz f # 0, on peut alors choisir un v = ~/(0) € T, M tel que T, f (v) = df,(v) = 1. On a alors
f(y®) = f(3(0) + vt +o(t))
= f(x)+dfs(tv+o(t)) + o(t)
= f(x)+t+o(t)

et donc z ne peut pas étre un extremum local. On a donc nécessairement 7, f = 0. Le point = est un point
critique pour f. U
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Le résultat suivant permet de trouver 1’ensemble des points critiques d’une fonction définie sur une
sous-variété.

Théoreme 3.2 (des extrema liés). Soit M une sous-variété définie au voisinage de I’un de ces points x par
une submersion g = (g1, ..., gp) : U — RP. On se donne une fonction f : U — R de classe cl.
Alors x est un point critique de fynyy si et seulement si il existe des réels 1, . .., \p tels que

p

i=1
Les nombres A1, . .., \, sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Démonstration. Le point x est critique pour fi-ps si et seulement si I'application tangente n’est pas
surjective, cad dans ce cas nulle. Ainsi x point critique ssi pour tout vecteur v € T, M on df,(v) = 0. Mais

P
T.M = ﬂ ker d(g;)
i=1

et donc ceci est équivalent a avoir

P
ﬂ ker d(g;). C ker df,.
i=1

Ceci implique alors I’existence de réels A1, ..., A, tels que

P
dfs =Y Xid(gi)e-
i=1
En effet, g est une submersion donc 1’application linéaire dg, = (d(g1)z, - - -, d(gp)z) est de rang p et donc
que la famille (d(g1)z, .. .,d(gp)z) de fomes linéaires de (R™)* est de rang p donc libre. On la complete
en une base (o1 = d(g1)z,---,¢p = d(Gp)a, Pp+1,---,n) et on Ecrit df, dans cette base : il existe
A1, .- A € Rtels que

n P n
df, = ;Ami = _Z;Aid(gm + ) N

i=p+1
On note alors (y1, - - ., Y, ) la base antéduale, cad vérifiant o;(y;) = d;;. On a alors y; € (f_; ker d(gi). C
ker df,, pour tout j =p+1,...,n donton tire \; = 0 pourtout j =p+1,...,n. ([l

Exemple d’application : I’isopérimétrie du triangle.
Ainsi, pour chercher un extremum, nous allons commencer par chercher les points critiques en cherchant
les points admettant des multiplicateurs de Lagrange.

Pour se convaincre de la pertinence de la méthode, nous allons rechercher le triangle d’aire maximale
a périmetre fixé p > 0. D’apres la formule de Héron, si (x,y, z) est le triplet des longueurs des cotés du
triangle, son aire est égale a

i\/(xQ + 92+ 22)2 — 2(x* + y* + 2%).
En effet, soit ABC' un triangle de coté (z,y, z). On note H le projeté orthogonal de B sur AC. D’apres
Pythagore,
2> = (y— AH?) + BH?
= (y—AH)? + 2% — AH?
= y? 4+ 22— 29AH
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d’ou
y? 4 22— g2
2y '
Comme son aire est donnée par la formule S = %yBH , on obtient
1652 = 4y’BH?
= 42(2* — AH?)
1
= PR (P -2
42
= 422 — (2 + 22— 2?)?
Ay?2% — oyt — 2 — 2t — 2222 4 222y% + 22222
(ZL‘2 +y2 _|_22)2 _ 2(1,4 +y4 _'_24).
Nous allons donc maximiser la fonction

fla,y,2) = (@ + 97 +2°)° = 202" + 3" + )

AH =

sous la contrainte

g(l?,y,Z) :x+y+z_p:0
Un triangle n’est défini, pour un triplet (z, y, z), que si les trois coordonnées sont positives et si la somme de
deux coordonnées est supérieure a la troisieme. On pose donc

D={(z,y,2) |0<z<y+z0<y<z+zet0<z<zx+y}

Sur la frontiere de D, la fonction f est nulle (les triangles correspondants sont aplatis !). On cherche donc un
point de I'intérieur de D tel que f soit maximale dans I’ensemble des points d’image par g nulle. Comme
Iintersection de 1’image réciproque de O par g et de D est un compact il existe au moins un maximum.

On commence donc par chercher les points crlthues de f sur D Ng4(0).
Comme ¢ est une submersion sur D I’ensemble D N g~ 1(0) est une sous-variété de R? etnous pouvons
o
appliquer le théoréme des multiplicateurs. Ainsi un point (z,y, z) € D N g~1(0) est critique pour f o

|Dng=1(0)
s’il existe A tel que

Uf(2,y,2) = AG(ay,2)-
Cette condition est équivalent au systeme d’équations

da(—x? +y% + 22) = A,
dy(a® -y +2°) = ),

4a(x? +y? — 22) = )\,

rTt+y+z=p

Les deux premiéres équations en utilisant la relation z + y + z = p donnent x = y ou x + y = p/2. On a
donc les conditions suivantes

r=youx+y=p/2,

y=zouy+z=np/2,

r=zoux+z=p/2,

THy+z=p,
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On vérifie alors que la seule solution sur I’intérieur de D est pour x = y = z = p/3 correspondant au
triangle équilatéral. Un seul point critique a I’intérieur de D donc ¢’est un maximum global.
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4. SECONDE INCURSION DANS LE MONDE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

4.1. Théoreme de redressement d’un champs de vecteurs. Soit f : U C R™ — R"™ un champ de vecteurs
de classe C.

Definition 4.1. On appelle intégrale premiére de f une fonction H € C*(U, R) telle que
dH,(f(x)) = 0.

Par la formule de dérivation des fonctions composées, pour toute courbe intégrale ~, : J(z) — R™ de f
on a

(H © ’Yx)/(t) = dH’yx(t) (’Y:L‘(t)) = dH'yx(t)(f(')/z (t)) =0

et donc la fonction H est est une intégrale premiere de f ssi elle est constante le long des courbes intégrales
de f.

Definition 4.2. Une famille d’intégrales premiéres Hy,. .., Hy de f est dite indépendante si en tout point
x € U les formes différentielles d(H1)y, . . . ,d(H})5 sont linéairement indépendantes.

De maniere équivalente, les intégrales premieres Hi, ..., Hy sont indépendantes si I’application H =
(Hy,...,H): U — R est une submersion. Alors pour tout z € U la courbe intégrale de f démarrant en z
est contenue dans H ! (#(z)) qui est une sous-variété de dimension n — k. En particulier, on obtient ainsi
que k < n — 1, autrement dit :

Proposition 4.1. Un champ de vecteurs admet au plus n — 1 intégrales premiéres indépendantes.

On comprend donc que la détermination d’intégrales premieres permet de cerner la position géométrique
des courbes intégrales, et donc de résoudre 1’équation différentielle associée. Optimalement, on trouve n — 1
intégrales premieres linéairement indépendantes, et donc la courbe intégrale est déterminée géométriquement—
cad a paramétrisation prés— comme la composante connexe de H ™' (H(z)) = NI'~' H; *(H;(x)) contenant
x. Dans le cas ol le champ de vecteurs ne s’annule pas, celui-ci admet toujours localement n — 1 intégrales
premieres linéairement indépendantes.

Théoreme 4.1 (De redressement d’un champs de vecteurs non nul en un point). Soit x € U tel que f(x) # 0.
Alors il existe un C*-difféomorphisme h d’un voisinage ouvert U,, de x dans un voisinage ouvert V de 0 tel
que pour tout ' € U,

dhy (f(2')) = (0,...,0,1).
En particulier, pour tout 2’ € U, et ¢ suffisament petit on a
Yo (t) = B (b (@), .oy b1 (), B (27) + 8)

et donc les fonctions hq, ..., hy,_1 forment n — 1 intégrales premieres indépendantes de f.
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Démonstration. Soit H un hyperplan vectoriel tel que

R" = H @ Rf(z).
La formule suivante

U(u,t) = @i+ u)

définit une application ) sur un voisinage de (0,0) dans H x R, a valeurs dans un voisinage de x dans R".
Le flot étant de classe C', la fonction 1) I’est aussi. On a par construction

b(0,t) = 2 o) = f(a).

dv0,0y(0m, 1) = -
00) 0 y7

T dt

Par ailleurs, pour tout w € H, on a
P(u,0) = p(x +u,0) =z +u=1(0,0) +u
et donc
dv(0,0) (u,0) = u.

Comme R™ = H @ Rf(z), il en résulte que di)q o) : R™ — R™ est surjective, et donc bijective. On applique
alors le théoréme d’inversion locale, et ainsi 1) est un difféomorphisme d’un voisinage ouvert de (0, 0) sur un
voisinage ouvert de z. Puis, on vérifie que pour tout (u,t) = ¢»~1(2') dans ce voisinage

A (0p, 1) = % - Y(u,t+s) = % - oz +u,t+s) = fle(x +u,t)).
Enfin, en posant h = 1) ~!, on obtient que
(0,--,0,1) = (du) " flola +u,t))
= dhp-1n f(h " (u,t))
— dhy f(2').
O

4.2. Linéarisation d’un champ au voisinage d’un zéro. Soit f : U C R™ — R" un champ de vecteurs de
classe C'*.

Proposition 4.2. Soit xo un zéro du champ de vecteurs f. Pour tout intervalle compact [a,b] C J(xg)
contenant 0, le flot admet le développement suivant

i(xo + h) = o + Y0 - h 4 o(|[n]])
pour tout t € |a,b] et h suffisamment petit.

Démonstration. Rappelons que le flot ¢; de f est de classe C' (cf DM1). Ainsi
pi(x + h) = @i(x) 4 d(pr)e(h) + or([[2]])

en prenant bien garde que le petit o dépend a priori de ¢ Si ¢ est restreint a un intervalle compact, le petit
o peut étre uniformément controlé. Pour cela, observons tout d’abord que si F' : 2 C RP — R” est une
application de classe C', alors pour tout z € Qeth € RPtelque z + h € Qona

F(z +h) = F(z) + dFy(h) + / l[dth — dF,)(h)ds.
0

Pour cela, il suffit de poser g(t) = F(x + th) et observer que g(1) = ¢(0) + fol g'(s)ds. Si maintenant
t € [a, b], alors on obtient que

1
oi(x + h) — pi(z) — d(w)e(h) = /0 (d(@t)ztsh — d(pt)x)(h)ds.
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Ensuite on a

| (or)esan = dlgp).) ()]
: o < [ dtaaron e lis

et donc comme le flot est de classe O, Papplication (u,t) + d(©¢)z4u est CO et donc uniformément
continue sur un voisinage compact de la forme B(0, ) X [a, b]. En particulier, pour tout € > 0, il existe n > 0
tel que pour tout ¢ € [a, b] et s € [0, 1]

ld(pt)atsn — d(er)e)ll <€
des que ||h|| < n. Ainsi

1
/0 ld(¢t)ztsh — d(t)z)||ds — 0

uniformément pour tout ¢ € [a, b] lorsque h — 0 et on peut écrire

[ V0w~ a0 s = <o)
Ainsi
||/ (t)atsn — d(ee)z) (h)ds|| < [[b]| - e(h),
et pour tout ¢ € [a, b] C J(x), nous avons bien
pr(x + ) = pi(x) + (1) (h) + o([|A]])-

Soit maintenant xg un zéro du champ de vecteurs f. Alors xg est un point fixe du flot : pour tout ¢ € R on
a pi(xg) = xo et donc au voisinage de ce zéro on a
(2o +h) = xo + d(@t)ao (h) + o([|A]])-

De plus, sa différentielle vérifie I’équation différentielle linéarisée de f suivante (cf DM1)

(d(t)2o (1) () = df gy (0) (Ao (1)) = dfa (A(pt)zy ().
En particulier, d(¢)z, (h) = e!¥=o - h d’o le résultat. O

Ainsi le portrait de phase de f sera une perturbation au voisinage du zéro x( du portrait de phase du champ
de vecteurs linéaire F" associé a f et donné par F'(h) = dfy,(h). Il faut néanmoins faire attention car les
perturbations de petit ordre peuvent néanmoins grandement modifier 1’allure générale du portrait de phase.
Par exemple, le champ de vecteurs f(z,y) = (22,y) n’est aucunement topologiquement conjugué au champ
de vecteurs linéarisé en I’origine F'(x,y) = (0,y).

/A Y

A AA A i
&> ¢f M‘ T

N { 'Y

tg) =6y Fouy) = (09) =4k 0g)
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Dans certains cas, ce principe est néanmoins vrai. Citons, sans le prouver, le célebre résultat suivant.

Théoreme 4.2 (Hartman-Grobman). Soit x¢ un zéro du champs de vecteurs f tel que les valeurs propres
complexes de df;,, soient toutes de partie réelle non nulle. Alors il existe deux ouverts U de x et V de 0 dans
R™ ainsi qu’un homéomorphisme local h : U — V tel que h(xo) = 0 et vérifiant

h(ee(a)) = et h(x).
On dit que les flots de f et de df,, sont toplogiquement conjugués.

4.3. Divergence d’un champ de vecteurs : théoreme de Liouville et de récurrence de Poincaré. Soit
f:U C R" — R" un champ de vecteurs de classe C'.

Definition 4.3. La divergence d’un champ de vecteurs f est définie comme la fonction
divf(z) = trace(dfy).
Nous allons montrer le résultat suivant :

Théoreme 4.3 (de Liouville). La condition divf = 0 sur U équivaut a ce que le flot o, préserve le volume :
pour tout domaine mesurable D C U tel que t € J(x) pour tout x € D, nous avons

vol(p(D)) = vol(D).

Démonstration. Si on note A la mesure de Lebsegue sur R”, nous avons

vol(py(D)) = / S /U | det d(1)|d\ = /D det d(ip;)dA

ot (

puisque det d(p¢), > 0 pour tout (¢, z) € 2 comme d(py), = id (le flot préserve I’orientation). Ainsi pour
tout domaine mesurable D C U ett € NyepJ(z), nous avons

vol(p¢(D)) = vol(D)
ssi det d(¢t), = 1. Comme rappelé précédemment, d(¢;),(h) est solution de I’équation linéarisée
u' = A(t)(u)
de condition initiale h avec A(t) = df ,, (). Le résultat découle alors du lemme suivant :

Lemma 4.1. Soit A : J — L(R") une application continue d’un ouvert J de R dans I’ensemble des
endomorphismes de R™. On note u(h,t) la solution de I’équation

u = A(t)u

et de condition initiale h € R"™. Celle-ci est définie pour tout t € J et on note u(t) : h — u(h,t) I’élément
de L(R™) ainsi défini. Alors t € J — det u(t) est solution de I’équation

v' = trace(A(t))v
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de condition initiale v(0) = 1. En particulier,

det u(t) = exp ( /0 t traceA(s)ds)

et donc I’endomorphisme u(t) est inversible.

Preuve du Lemme. On calcule
(detu(t)) = (det(uy(t),... 7un(t)))’
= > det(ur(t),..., Alt)ui(t), ..., un(t))
i=1

= trace A(t) - det(u1(t), ..., un(t))

= trace A(t) - det u(t)
d’ou la formule annoncée : .

det u(t) = exp (/ trace A(s)ds)
0

La formule entre trace et déterminant se démontre facilement : la forme n-linéaire alternée
(V1. 0n) ngt(vl,...,Avi,...,vn)
i

est proportionnel a la forme
(U1, vy Un) dgt(vl, ceeyUn)

et ce coefficient de proportionnalité se trouve en prenant (v1, ..., v,) = (€1, ..., e,) les vecteurs composant
la base B. ([l

Ainsi, en appliquant le lemme ci-dessus,

det(dlen.) = exp [ wace(dr (a)as) = exp ([ anstoutonas).

formule dont nous déduisons 1’équivalence annoncée. (|

t

Nous allons maintenant énoncer le théoréme de récurrence de Poincaré. Pour cela, nous avons besoin de la
définition suivante.

Definition 4.4. Un point x est dit récurrent, si pour tout ¢ > 0 et ty € R, il existe t > tg tel que
oi(x) € B(z,¢).

La seconde notion dont nous avons besoin est la suivante.

Definition 4.5. Un compact K C U est invariant par le flot de f si pour tout © € K, p(x) € K pour tout
t e J(z).



50 F. BALACHEFF

Si un compact K est invariant par le flot, le théoréme des bouts implique que J(x) = R pour tout x € K.
Un exemple de tel compact est donné par la fermeture de I’intérieur d’une hypersurface fermée sans bord
pour laquelle le champ de vecteurs serait tangent le long de cette méme hypersurface.

Bien qu’il soit peu probable d’avoir un champ de vecteurs dont toutes les orbites sont périodiques, si le flot
préserve les volumes a I’intérieur d’un compact invariant, alors presque toute orbite sera récurrente :

Théoreme 4.4 (de récurrence de Poincaré). Soit f un champ de vecteurs a divergence nulle sur un compact K
invariant par son flot. Alors presque (respectivement a la mesure de Lebesgue) tout point de K est récurrent.

Démonstration. L’ application
T:=¢ K=+ K

est un difféomorphisme, et donc mesurable puisque continue. Par le théoréme de Liouville, nous savons aussi
que T préserve la mesure de Lebsegue de R™ : pour tout domaine borélien (mesurable pour la mesure de
Lebesgue) D C K on avol(T'(D)) = vol(p, (D)) = vol(D).

On choisit ensuite une base dénombrable {U,, },,cn d’ouverts de K (considérer les traces sur K des boules
ouvertes centrées en des points a coordonnées rationnelles et de rayon de la forme 1/k ou k € N*). Tout
ouvert de K pour la topologie induite s’écrit comme une réunion d’ouverts de la collection {U,, }. On note
N (k) I’ensemble des n pour lesquels ’ouvert U, est la trace d’une boule dont le rayon est < 1/k. On a alors

K =Unenk)Un

quelque soit k € N,

Notons [7” I’ensemble des points x de U, repassant une infinité de fois par U, : x € [7” & Tk(x) e U,
pour une infinité de k € N.

Lemma 4.2. Pour tout n € N, [’ensemble (7,1 est mesurable et
vol(Uy, \ Uy) = 0.
Preuve du Lemme. Soit
Cm =Un \ (szmTij(Un))

I’ensemble des points de U,, dont les images a partir de la m-eme itérée n’appartiennent plus a U,,. Alors Cy,
est mesurable et donc

est également mesurable.
On observe alors que 7™ (C,y,) N Cypy = 0.
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En effet,

T7™(Cr) NCry = T7™(Cru NT™(Crn))
C T7™Up,NT™(Cy)) =T""(0) = 0.
De méme, T~2"(C,,) est disjoint de C,,,, mais aussi de 7~™(C,,) car préimage par 7™ de deux parties
disjointes. Ainsi {T7""(C,,) }xen est une famille de sous-ensembles mesurables contenus dans &, de méme

mesure et deux a deux disjoints. Comme la réunion a une mesure au plus égale a celle de /', on en déduit que
vol(C),) = 0 et donc vol(U,, \ Uy,) = 0. O

On s’intéresse a I’ensemble

Q0 = Nken Unen) Un

qui est exactement 1’ensemble des points récurrents. On a alors

vol(K \ Q) = vol(K \ Nken Unen(k) ﬁn)
= lim vol(K \ UnEN(k)ﬁn)
k—o0

= klingo VO](UneN(k)Un \ UneN(k)fjn)

< lim vol(Upen@r) (Un \ Un))

k—o0

= 0.
O

4.4. Ensemble w-limite et théoreme de Poincaré-Bendixon. On se donne un champ de vecteurs f : U C
R"™ — R™ complet et de classe C'! et on note ¢; son flot.

Definition 4.6. Soit x € U. On appelle ensemble w-limite de x I’ensemble

ﬂ{@s )| s>t}

t>0

des valeurs d’adhérence de la trajectoire p(x) lorsque t — oo. De méme, on appelle ensemble o-limite de
x [’ensemble

m{@s ) |s <t}

t<0
Autrement dit,

w(z)={y e R" | IH{t,} = oo avec y = lim ¢y, (x)}.
n—oo
Par exemple, si I’orbite de x est périodique, alors
w(z) = a(zx) = O,.

Autre exemple, dans le cas d’un noeud attractif en dimension 2, on a a(x) = ) et w(xz) = {(0,0)} (et
inversément pour un noeud répulsif).

Un autre exemple important est celui d’une courbe fermée le long de laquelle la courbe intégrale issue de
x vient s’enrouler. Dans ce cas, 1’ensemble w-limite est la courbe en question, voir Figure 16.

Par ailleurs, si le champ est a divergence nulle et s’il existe un compact K invariant par le flot, d’apres le
théoréme de récurrence de Poincaré, on a z € w(x) et x € a(z) pour presque tout x € K.
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FIGURE 16. L’ensemble limite est une courbe fermée.

Proposition 4.3 (Propriétés dynamiques). Pour tout x in U,
(i) w(z) = w(pt(x)) pout tout t € R;

(ii) w(x) est invariant par le flot : pour tout y € w(z), pr(y) € w(z) pour tout t € R. En particulier,
Yy C w().
(iii) Si H est une intégrale premiére de f, alors w(z) C H~1(H(x)).

Démonstration. La propriété (i) se démontre ainsi : si y € w(x), alors il existe une suite ¢,, — oo telle que

)
o, () — y lorsque n — 0o. Alors y = limy, o0 01, —t(@t(x)) € w(pi(x)). Ainsi w(z) C w(pi(x)) pour
tout z € U et pour tout ¢ € R, et on déduit réciproquement que

w(pi(x)) C wlp—t(ei(r))) = w(x).
De méme, si y = limy,—,00 @1, () € w(x), alors pour tout ¢ € R on a ¢;(y) = limy, 00 9r44, () € w(x).
D’ou I’invariance par le flot (ii).
Enfin, pour tout y € w(x), on a H(y) = H(limy 00 ¢1, (x)) = limy_oo H (4, (x)) = H(x) par
continuité et invariance par le flot de H d’ou (iii). ]

Proposition 4.4 (Propriétés topologiques). Soit x € U. Alors
(iv) w(x) est un fermé de U ;
Si de plus, on suppose qu’il existe un compact K de U tel que v, (t) € K pourt > 0, alors

(v) w(z) est un compact connexe non vide.
Démonstration. La fermeture se démontre ainsi : si y ¢ w(x), il existe € > 0 et tg > 0 tels que
lee(x) —yll = e
pour tout ¢ > to. Ainsi pour tout z € B(y,e/2) ona
() — 2l = €/2
pour tout ¢ > tg et donc 2 ¢ w(x). Donc B(y,e/2) Nw(x) = () et donc le complémentaire de w(x) est ouvert

ce qui vérifie (iv).

Démontrons (v). Comme w(x) est fermé contenu dans un compact, c’est un compact. Le fait que w(z) est
non vide découle de ce que par exemple la suite ,, () admet au moins une valeur d’adhérence.
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Montrons que w(x) est connexe. Supposons pour cela qu’il existe Uy, U deux ouverts disjoints tels que
w(z) C Uy UUsz etw(xz) NU; # 0. Donc il existe une suite strictement croissante {¢, } tendant vers I’infini
telle que

()Oth-Q—l(x) €U et Pton (:E) e Us.
Donc pour tout n il existe 7, €]tan, tan+1] tel que ¢, () ¢ Uy U Us. Mais cette suite {¢, (z)} C K admet
une valeur d’adhérence qui est dans w(z) \ U; U Us par construction : contradiction. O

Théoréme 4.5 (Poincaré-Bendixon). On considére un champ de vecteurs sur un ouvert U C R? de classe
C. On suppose qu’il existe un point z € U et un compact K C U tels que :

— v.(t) € K pourt >0;

— K ne contient pas de point fixe du flot.
Alors 'ensemble limite w(z) consiste en une orbite périodique appelée cycle limite.

Démonstration. Tout d’abord, remarquons que I’ensemble limite w(z) un compact connexe non-vide qui ne
contient pas de point fixe.

Choisissons zp € w(z). Nous allons montrer tout d’abord que 1’orbite de zy, qui est contenue dans w(z)
est périodique. En effet, on sait que ¢;(29) € w(z) pour tout ¢ > 0 et que w(z) est compact. Ceci implique
que w(zg) # (. On choisit alors un point z; € w(zp). Comme w(2p) C w(z), on sait que f(z1) # 0,
et donc on peut redresser le flot : on choisit une droite D du plan transverse & f(z1) passant par z; et un
difféomorphisme h : U,, —|—a, a[x]— /3, B] tel que les courbes intégrales de f s’envoient sur les courbes de
la forme (x+¢,y). On peut également supposer que pour tout 2z’ € S := DNU,, nous avons h(z') € {0} xR.

2
£,
\
—>1——]

o O ccdh—
1)

e —

$

O ”
I

Nous avons besoin du lemme suivant :

Lemma 4.3. Sur la section transverse S, il ne peut y avoir deux éléments 2| et zy distincts d’un méme
ensemble limite w : si 2| et z4 sont des points de S N w(z") pour un certain z' € U, alors 2| = z5.

Preuve du lemme. Sipouri =1,...,nonaz = ¢ (z) € Savect; < ... < t,, alors la suite (2]') est
monotone le long de S dans le sens suivant : les points uniquements définis comme h(z]) = (0, y;) vérifie
Y1 < ... <ypouy, <... < yp. On visualise cela a I’aide du théoréme de Jordan sur la figure 17.
Maintenant, si on avait deux éléments 2 et z5 distincts sur .S appartenant 2 un méme ensemble limite, cela
contredirait nécessairement la monotonie. O

Ainsi, comme z; = lim, 0 ¢, (20), nécessairement la courbe ., coupe transversalement une infinité
de fois la section S, et les points d’intersection étant tous des éléments de w(z), ils sont confondus par le
lemme précédent. En particulier, I’ orbite de zg est périodique.

Montrons maintenant que w(z) se réduit a O, . En effet, dans le cas contraire, I’ensemble w(z) \ O, est
alors un ouvert non vide de w(z). La connexité de w(z) implique alors que O, n’est pas ouvert dans w(z) et
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FIGURE 17. Monotonie le long de la section transverse.

donc il existe zo € Oy, tel que z2 = lim,,_, 2}, avec z}, € w(z) \ O,. Comme f(z2) # 0, on peut redresser
le champ en z3 et obtenir une section locale S transverse au flot. On voit alors que .S’ doit contenir un point de
w(z) \ O, comme cet ensemble est invariant par le flot (voir figure 18). Contradiction. O

)6 el
9 )

o~

Q4

FIGURE 18

4.5. Stabilité et fonctions de Liapounov. Considérons un champ de vecteurs f : U C R™ — R"™ de classe
C', et xp € U un zéro de f. Rappelons que zq est alors un point fixe du flot : s (x¢) = g pour tout ¢ € R.

Definition 4.7. On dit que x( est un point fixe stable si, pour tout € > 0 il existe un § > 0 tel que
o= aoll <6 =Vt € J(@) Ry, [lor(e) — a0l < <.

Par le théoreme des bouts, nous déduisons alors que J(z) N Ry = Ry pour tout x € B(zg,d). Par
exemple, pour un noeud attractif, I’origine est un point fixe stable ; pour un foyer attractif aussi, mais pas
pour un noeud ou un foyer répulsif. Pour un foyer de centre I’ origine, celle-ci est également stable.

Definition 4.8. On dit que xg est un point d’équilibre asymptotiquement stable s’il est stable et s’il existe
0 > 0 tel que

_ < ; = .
e — zoll <8 = Jim () = o
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Par exemple, pour un noeud ou foyer attractif, 1’origine est un point fixe asymptotiquement stable ; en
revanche, pour un foyer de centre 1’origine, celle-ci n’est pas asymptotiquement stable.

Definition 4.9. Soit L : W — R une fonction C° définie sur un voisinage W de xq. On dit que L est une
fonction de Liapounov pour le champ f au voisinage de xq si

(i) xg est un minimum strict pour L sur W ;

(ii) Si pour tout x € W \ {xo} la fonction t — L(p(x)) est strictement décroissante sur son intervalle de
définition.

Observer que la précaution du (i) vient de ce que a priori il n’y a pas de raison pour laquelle (W) C W
pour £ > 0. Un critere de stabilité asymptotique est donné par le résultat suivant.

Théoreme 4.6 (Théoréeme de Liapounov). Si un point d’équilibre xy du champ de vecteurs f admet une
fonction de Liapounov, alors xq est asymptotiquement stable.

Démonstration. Quitte a restreindre L, on peut choisir W compact. On peut également supposer que
L(zp) = 0. Soit alors ¢ > 0 tel que B(zg,e) C W. Comme W \ B(xg,¢) est fermé, donc compact,
MiNgew B(wo,e) L(T) > nio pour ng assez grand. Ainsi , I’ensemble V,,, = L~1([0, nio]) est contenu dans
B(xg,¢) et forme un voisinage compact de x( : pour cela, il faut remarquer que d’apres (i), xo est un
minimum strict et donc L~1(] — ﬁ, ﬁ [) est un voisinage ouvert de xo contenu dans V,,,,.

Il est aisé de vérifier que p;(Vy,,) C Vi, puisque ¢t — L(p:(x)) est décroissante pour ¢ > 0. Ainsi, g
est un point d’équilibre stable : on peut trouver § > 0 tel que B(zg,d) C V,,, (comme V},, est un voisinage
ouvert de xy), et ainsi pour tout z € B(zg, ) on a bien p¢(xg) € V,,, C B(xo,¢€).

Maintenant soit x € B(xg,d) C V;, et notons a = lim;_,o, L(¢p¢(x)) qui existe bien puisque 1’on a une
fonction strictement décroissante et minorée par 0. Il faut montrer que a = 0, ce qui nous permettra de conclure
comme x( est I'unique minimum de L sur V,,, avec L(zp) = 0. Si a > 0, on considere une suite {yy, (z)}n
avec la condition que (t,),, soit une suite strictement croissante tendant vers 1’infini. Quitte a en extraire
une sous-suite convergente (cette suite étant contenue dans V,,, compact), on peut supposer que cette suite
converge vers un point de V,,, que I’on notera x;. Par continuité, on a L(z1) = lim,, 0 L(¢y, (z)) = a > 0,

et donc en particulier 1 # xg. Mais alors, pour tout ¢ > 0, on a
a= L(z1) > L(p(z1)) = lim L(pp1e,(z)) = a
n—oo
d’ou une contradiction. O
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