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Enginyeria Quimica
Curs 2002/03
Prova parcial.(11-11-2002)

I. Propietats basiques dels nombres.

1. Quins elements son {x € R tal que |(x — 2)||(z + 2)| < 3}7(1
punt)
com el valor absolut compleix |ab| = |a||b| tenim que resoldre
|22 — 4] < 3. Estudiem dos casos.
ler cas (22 —4) > 0 correspon a > 2 o < —2, tenim que
resoldre 2 —4 < 3, es a dir 2% < 7, per tant —Vi<z< ﬁ, per
tant 2 € [—/7, —2] U [2, V7).

2on cas z € (—2,2). Tenim resoldre
4—22<3

esadir#2 > 1 pertant x > 1ox < —1,es adirz € (-2,-1]U

[1,2).
Per tant la solucié és: z € [—/7, —1] U [1,/7].
2. Sigui z1 = V22§ 2o = —v/3 — 1. Escriu zo en forma polar i

calculeu 2{%'z;1.(1 punt)
Fixeu-vos que zo = re’
r=|z9| =1/ V3412 = 2, llavors @ = arctang(1/v/3)+3erquadrant =
77/6 per tant zo = 2¢177/6 en forma polar.

Calculem 2{°'z; . Per Moivre, 2{°! = \@1016“01”/2 = 2%0,/2¢m/2

1 %e‘"’r/G, per tant

_ —2im
z%mzz L =2192¢75 .

esta al 3er quadrant. Calculem primer
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II. Propietats dels nombres reals.

1. Sigui z, la successié recurrent definida per o =11

1
2
3Tpy1 = - + x5,.
i. Demostreu que és mondtona.(1 punt)
Veiem que és decreixent. Ho demostrarem per induccié.
Volem veure
Tptl < Ty

per a tot n natural. Veiem primer per n = 0(cas concret).
2 , .

r1 = % + % <1 = xzg. Per tant cas n = 0 és veritat

Suposem que el cas k és veritat, es a dir x5 < xk, veiem



que llavors el cas k + 1 és veritat provant per induccié que
T, és monotona decreixent.
Volem veure

Thto < Tpi1

aixo es el mateix de veure
3Tpt2 < 3Tp41

sustituim aqui per la definicié de la successio recurrent i veure
I’anterior desigualtat és equivalent a
1

—+a <1—|—x2
7 k;+1—7 k

veure aquesta desigualtat és equivalent a
2 2
Tht1 S T

Hem vist doncs que provar el cas k4 1 es provar que :r:% 41 <
xi, utilitzem ara la hipotesi d’induccié, sabem que xg 11 <
fixeu-vos com x4 = % + %?L i com m% > 0 tenim que tots
els x,, sén positius (a partir de 1 i també tenim que xy > 0),
llavors tenim, de ser 11 < xy i tots els x,, positius, que

2 2
Tpp1 S T,

que és el que voliem demostrar.

ii. Estudieu si té limit i en cas afirmatiu (tot justificant-ho)
calculeu-lo.(1 punt)
Hem vist que x, és monotona decreixent i x,, > 0 de com
esta definida la successié recurrent, per tant per un teorema
de teoria té limit I. Anem a calcular el limit, [ ha de complir

1
3=+
7 +
cal resoldre doncs [? — 31 + % = 0 que dona per solucions

34+4/59/7

candidates a [ els valors:{=—%——}, com x, és decreixent i

++/59/7

3 .
comenga per 1 < 5 tenim que

_3—/59/7

: 2

2. Calculeu els segiients limits (justificant la resposta),



. n2 - 377/ + 6 n+2
1 (, / —) 1
a)nirfw —4n+1 (1 punt)

log(14) + log(2") + - - - + log(n*)

b) li 1
)nl—{go nlog(n4) (1 punt)
c) hr—ir-l v in(n?) (0.5 punts)
(20 4+ 1)@ MRl
d)nEIEOO (2n)))e@! (0.5 punts)

L’apartat a) utilitza el criteri del nimero e, escriviu la successié

com
<3/n2—3n+6>
—4n+1

pel criteri del nombre e el limit sera e/ amb el limit de

- (W) B
B —4n+1

n+5 ni+5
—4dn+13n+6

doncs calculem aquest limit que ens dona [ = 1/3, i per tant el
limit demanat és e!/3.

L’apartat b) s’usa el criteri d’Stolz, concretament el segon apartat
b). Sigui b, = nlog(n?) = 4nlogn, com log és creixent i n també
és creixent i ambdos de niimeros positius tenim que b,, és estricta-
ment creixent podem aplicar Stolz, i ens redueix el limit al calcul
del limit de

log((n +1)%) 4log(n+1)

(n 4 1)log((n + 1)4) —nlog(n?)  4(n+1)log(n+ 1) — 4nlogn

podem treure els quatre i per les propietats dels logaritmes podem
escriure’l per,

log(n+1) _ log(n + 1) B log(n + 1)
log(w) log((”+1) (n+1)) log((nH) ) +log(n+1)

aixo te indeterminacié infinit dividit per infinit, i com log((n +
1)"/n™) va a log(e) tenim que dividint numerador i denominador
per log(n + 1) obtenim que el limit és 1.

Apartat c). Fixeu-vos que com log(n?) > 1 per n suficientment
gran i igualment 1 < log(n?) = 2log(n) < 2n per n suficientment
gran tenim també la desigualtat prenen arrels n-éssimes positives,

1< Ylog(n?) < V2n

perd ¥/2n = {/2{/n on ambdos tenen limit 1, per tant el limit
per sandwich és també 1.
Apartat d). Fixeu-vos que és el producte de dues successions



(2n)!
,% és una successio parcial de (nt )

., . (2n)!
al nombre e, per tant la succecié parcial %

parcials que tendeix

tendeix a e;

igualment laltra successio,
!
" n! +n

correspon a una successio parcial de /n que té limit 1, per tant la
successio parcial té limit 1, per tant estem calculant el producte
de dos successions on una té limit e i 'altra 1, per tant el limit
és e.

Observacio: Un altre fet 1til del resultat: que si un limit de una
successio existeix, llavors tota successié parcial d’ella té el mateix
limit; és (1til també aquest resultat) per provar que una successié
no té limit, per aixo trieu dues successions parcials d’elles que no
vagin al mateix limit, provant llavors que la successié general no
pot tenir limit.

. Estudieu la convergencia per a les series segiients, tot justificant
la resposta:

e > /n = (2n)!
a)nz:l (n + 2)! nZ: In( 4n 2002) C); nn(n!)

a)=b)=c)=(0.5 punts).
Apartat a). Fixeu-vos (

n! _ 1
T T T2)(aD) Comparem aquesta

tltima expressié amb 1/n? i utilitzant el criteri de comparacié
tenim que la convergencia o divergencia es equivalent al de la

serie
Z .
n?

que per teoria és convergent, per tant la serie és convergent.

Apartat b). Comparem primer It (Z;/)ZOOQ) amb ; ( ) si feu el
limit del quocient de les dues expressions us dona o 2002 o 1,/2002
depenen de ’ordre que preneu. Llavors ens cal estudiar inicament
la serie

In(4n)

observem que [n(4n) < 4n per n gran per tant per estudi de
convergencia o divergencia podem comparar, d’aqui tenim que

1 1 1 1
2 i) St T2y =

per tant la nostra serie suma més gran o igual a infinit, per tant
és divergent.



Apartat c). Utilitzeu el criteri an+1/a, amb a, = % Cal-

culem el limit a,,41/ an.Es el limit de lexpressié,

(2n +2)! n"(n!)  (2n+2)2n+1) "
(n+ 1)+t ((n +1)!) (2n)! (n+1)(n+1) (n+1)"
on 'expressio de 'esquerra és el producte de dues series amb limit
real ja que el limit % és 41 el limit de ﬁ ése ! = %,

per tant el limit és

4
->1
e

pel criteri, tenim que la serie és divergent.

III. Factoritzacié de polinomis.

1. Resolt a C la segiient igualtat (—v/3—i)e* = €™ +i on z € C.(0.5

punts)

En Papartat 1b de ’examen hem escrit —v/3—i en forma polar, és
. 7 .. .

26iTm/6 — M2+ Fixeu-vos que P +4i=—1+41¢ = V2ei3m/4 —

137 ., 7
el”(‘/iHT, per tant 'equacio a resoldre és,

2+ 4z _ In(V2)+EE

i per tant tenim

In(2) + ? + 2z =1In(V2)+ 1'3% + 2mik
amb k € Z, és a dir

2 =1In(V2) — In(2) + 23% - ? + 2mik
amb k € Z.

2. Troba les arrels a C del polinomi: z° — 42.(0.5 punts)
Igualem a zero, i tenim buscar arrels de z = 01i 2* — 4 = 0 tenim
una arrel és 0, les arrels de z* — 4 = 0 sén les arrels 4-tes de 4
com nombre complex que son, {/2, V22 —\/2, V2e%™/2} | per
tant ja tenim les 5 arrels del polinomi.

3. Factoritza a C[z] i a R[z] el polinomi 22° — 82.(0.5 punts)
Fixeu-vos que 22° — 8z = 2(2° —42) com en apartat anterior hem
trobat les arrels tenim que la factoritzacié a C[z] és,

225 —82=2(2 — 0)(z — V2)(z + V2)(z — iV2) (2 + iV?2)

la factoritzacié a R[z], tenim que adjuntar en parelles les arrels
complexes i no reals, que sol hi ha iv/2 i —iv/2, per tant la fac-
toritzacié a R[z] és,

22% — 82 =2(z — 0)(z — V2)(z + V2)(z? + 2)



