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Resumen

En el primer capitulo de este trabajo introduciremos diversas estructuras algebraicas
como son los moédulos y los dominios de Dedekind, y desarrollaremos varios conceptos de
Teoria de Numeros como son el ntimero de clases o la ramificacién de un ideal. En el segundo
capitulo, construiremos el anillo Z,, de los enteros p—-adicos, que permiten definir ciertas ex-
tensiones de cuerpos no finitas, denominadas Z,—extensiones. A continuacion, en el capitulo
tercero, consideraremos el conjunto series formales de potencias sobre Z,,, y posteriormente
estructuras de moédulo sobre el anillo resultante. En este capitulo enunciaremos y demos-
traremos el Teorema de clasificacion de Z,[[T]]-mo6dulos, que era el objetivo de partida
de la presente memoria. En el cuarto capitulo enunciaremos y demostraremos el Teorema
de Iwasawa, el resultado principal del trabajo, que permite controlar las variaciones de la
p-parte del ntimero de clases de una Z,—extension, e introducimos los conceptos de X, p y
v—invariantes de Iwasawa, sobre los cuales realizaremos una breve recopilaciéon de resultados.

Quisiera agradecer a Francesc Bars, mi tutor, por el inconmensurable apoyo prestado
durante todo el proceso de elaboraciéon de la memoria.
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1. Preliminares.

En este capitulo presentamos numerosos conceptos basicos para el desarrollo posterior de
la memoria. Comenzaremos definiendo qué es un modulo sobre un anillo conmutativo y enun-
ciando algunas de sus propiedades, y continuaremos presentando diversos conceptos de Teoria
de Numeros, como son las definiciones de cuerpo de nimeros y grupo de clases, o la idea de
ramificaciéon de un ideal. Como trabajaremos con extensiones de cuerpos no finitas, deberemos
enunciar el Teorema Fundamental de la Teoria de Galois no finita, asi como presentar la defini-
cion de limite proyectivo. El lector interesado puede consultar las referencias [14], [6] y [13] para
més detalles sobre mdédulos, Teoria de Ntmeros y Teoria de Galois no finita respectivamente.

1.1. Mobdulos.

Un médulo es una generalizacién de la estructura de espacio vectorial, en que los escalares
son elementos de un anillo. Recordemos que al referirnos a un anillo, nos referimos a un anillo
conmutativo y con unidad.

Definicién 1.1. Sea A un anillo. Un A—mddulo es un grupo abeliano M dotado de un producto
por escalar que cumple

1. a(x +y) = ax + ay,

2. (a+0b)(z) = ax + bz,

3. (ab)x = a(bx),

4. 1z =z,
para todo a,b € A, x,y € M.

Asi, tenemos que si A es un cuerpo, entonces un A—moédulo corresponde a un A—espacio
vectorial. Si A es un anillo e I un ideal de A, tenemos que I es un A—modulo.

Definicion 1.2. Un submoédulo M’ de M es un subgrupo de M que es cerrado respecto a la
multiplicacién por escalares de A.

Definiciéon 1.3. Si M’ es un submodulo de M, el cociente de M por M’ es el grupo abeliano
M/M’ con la estructura de A—modulo heredada.

De igual manera, un morfismo de méddulos representa una generalizacién de una aplicacion
lineal.

Definicién 1.4. Si M, N son A—mo6dulos, una aplicacion f : M — N es un morfismo de
moédulos si

L flz+y) = f(2)+ (),

2. flax) = af(z),
para todo a € A, x,y € M.

Definicién 1.5. Sea f: M — N un morfismo de A-mddulos. El niicleo o kernel de f es

Ker(f) = {z € M | f(x) = 0}, 6

la imagen de f es
Im(f) = f(M), (2)

y el conticleo o cokernel de f es

Coker(f) = N/Im(f). (3)



Proposicién 1.6. Si f : M — N un morfismo de A-mo6dulos, entonces Ker(f) es un submo-
dulo de M, Im(f) es un submoédulo de N, y Coker(f) es un médulo cociente de N.

Teorema 1.7 (Teorema de isomorfia de A-médulos). Sea f: M — N un morfismo de
A-modulos. Entonces, se tiene el isomorfismo M/ Ker(f) = Im(f).

Demostracion. Véase la seccion Submodules and Quocient Modules del capitulo 2 de [5]. O

Notaciéon 1.8. El orden de un conjunto finito M es su nimero de elementos, y lo denotamos
por |M].

Definicion 1.9. Un elemento m de un A-moédulo M se denomina elemento de torsion si
am = 0 para algin a € A no nulo. Un médulo M se denomina médulo de torsién si todos
sus elementos son de torsion.

1.1.1. Generadores y relaciones.

Las definiciones de suma directa y sistema de generadores de médulos conducen a los con-
ceptos de modulo libre y moédulo de relaciones.

Definiciéon 1.10. Si M, N son A—médulos, su suma directa es el conjunto M @ N de todos
los pares (z,y) con x € M, y € N. Méas en general, si (M;);c; es una familia de A-modulos,
su suma directa es el conjunto @ie] M; formado por las familias (z;);c; tales que x; € M; y
todos los x; salvo un nimero finito son cero.

Notemos que la suma directa de A—moédulos es un A—mddulo con la operacion natural.

Definiciéon 1.11. Sea X un subconjunto de un A-modulo M. El submédulo generado por
X es la interseccidon de todos los submoédulos de M que contienen X. Si este submoédulo coincide
con M, entonces decimos que X es un sistema de generadores de M. Si X es finito, decimos
que M es finitamente generado.

Si X = {z;}ier es un sistema de generadores de M, entonces M puede escribirse como
M =3 ,.; Az;, con Az; = {ax; ‘ a € A}, de manera que todo elemento de M puede expresarse
como combinacion lineal de elementos de X.

Definicién 1.12. Un A-mddulo isomorfo a uno de la forma €, ; M;, en que cada M; = A,
se denomina A-médulo libre. Si M es un A-moédulo libre finitamente generado, entonces
M = @}, A para cierto n, de manera que denotamos este moédulo por A™.

Proposicién 1.13. Sean M un A-modulo finitamente generado, X = {z1,...,x,} un sistema
de generadores de M y A" un A-moédulo libre. Los elementos (ai,...,a,) € A™ tales que
a1x1 + - + apx, = 0 se denominan relaciones entre z1,...,z,. El conjunto de todas estas
relaciones forma un submddulo de A”, denominado médulo de relaciones entre 1, ..., T,.

1.1.2. Rango.

Definicion 1.14. Sean M y N dos A-modulos. El producto tensorial de M y N es un
A-moédulo T tal que las aplicaciones A-bilineales M x N — P se corresponden una a una a,
las aplicaciones A-lineales T' — P para todo A—mddulo P, y los denotamos por M ® N.

La siguiente proposicion nos dice que el producto tensorial de dos A-mdédulos existe y es
dnico.



Proposiciéon 1.15. Sean M, N dos A—-mddulos. Entonces, existen un A—-moédulo Ty una apli-
cacion A-bilineal g : M x N — T que cumplen:

1. Dados un A-moédulo P y una aplicacién A-bilineal f : M x N — P, existe una tnica
aplicacion A-lineal f': T — P tal que f = f'og.

2. Si T" y ¢’ también cumplen la propiedad anterior, entonces existe un tnico isomorfismo
j: T — T talque jog=g.

Demostracion. Véase la proposicion 2.12 de [5]. O
La proposiciéon siguiente nos permitira definir el rango de un modulo.

Proposicién 1.16. Sean A un dominio, Q(A) el cuerpo de fracciones de A, y M un A-modulo.
Entonces, M ® Q(A) es un Q(A)-espacio vectorial.

Demostracion. El resultado se sigue del ejercicio 2.15 de [5]. O

Definiciéon 1.17. Si M es un A-mddulo finitamente generado, definimos el rango de M como
la dimension de M ® Q(A) como Q(A)-espacio vectorial .
1.1.3. Secuencias exactas.

Definicién 1.18. Sea {A;} una secuencia de médulos. Una secuencia exacta es una secuencia
de aplicaciones «; : A; — A;11 tales que Im a; = Ker a;41.

Un resultado particular es que las secuencias 0 -+ N — N’y M — M’ — 0 son exactas si y
solo si las apliaciones N — N’ y M — M’ son inyectiva y exhaustiva respectivamente.

Lema 1.19. Dada una secuencia exacta de A-modulos finitos, se tiene que el producto alterno
de sus 6rdenes es 1.

Demostracion. El resultado se deduce por induccién a partir de la observaciéon de que, si la
secuencia, 0 — N3 — Na — N3 — ... es exacta, también lo es 0 — N /Ny — N3 — ... L]

Lema 1.20 (Lema de la Serpiente). Consideremos el diagrama conmutativo siguiente,

Ny ! Ny g N3 0
O
0 My =L~

Si sus filas forman secuencias exactas, entonces se tiene la secuencia exacta siguiente,
Ker f — Ker a — Ker 8 — Kery — Coker @ — Coker 8 — Coker v — Coker g. (4)

Demostracion. Véase la proposicion 1.3.2 de [15]. O



1.2. Cuerpos de niimeros y anillos de enteros.

Definicién 1.21. Un cuerpo de nameros algebraicos, o simplemente cuerpo de nimeros,
es un cuerpo K tal que la extension K/Q es finita. Sus elementos se denominan nameros
algebraicos.

Al estudiar la aritmética de un cuerpo de nimeros, interesa tener algin anillo que lo tenga
como cuerpo de fracciones y que presente buenas propiedades de divisibilidad. De especial interés
resulta el anillo de enteros algebréicos, que generaliza las propiedades de Z dentro de Q.

Definicién 1.22. Si K es un cuerpo de ntmeros algebraicos, un elemento b € K se denomina
entero algebraico si es raiz de algin polinomio moénico a coeficientes en Z. Més en general,
si A C B son dominios, un elemento b € B se denomina entero sobre A si es raiz de algin
polinomio moénico a coeficientes en A.

Definiciéon 1.23. Sean A, B dos dominios tales que A C B. La clausura entera de A sobre
B es el conjunto de elementos de B que son enteros sobre A. Decimos que A es un dominio
integramente cerrado si su clausura entera sobre su cuerpo de fracciones es igual a A.

Por ejemplo, tenemos que Z es integramente cerrado sobre Q.

Definicién 1.24. El anillo de enteros de un cuerpo de nimeros algebraicos K es la clausura
entera de Z sobre K, y lo denotamos por Ok

Los anillos de enteros presentan propiedades muy interesantes, como describen el teorema
siguiente y el teorema 1.30.

Teorema 1.25. El anillo de enteros de un cuerpo de niimeros algebraicos es un anillo noethe-
riano!, integramente cerrado, y tal que todo ideal primo no nulo es un ideal maximal.

Demostracion. Véase el teorema 3.1 del capitulo 1 de |6]. O

Consideremos los dos ejemplos siguientes. Por un lado, un cuerpo cuadratico, es decir, un
cuerpo Q(v/D) con D entero y libre de cuadrados, y por otro lado, un cuerpo ciclotémico, es
decir, un cuerpo Q(&,) con &, una raiz primitiva n—ésima de la unidad. Sus anillos de enteros
vienen dado por el resultado siguiente.

Proposicién 1.26. 1. Si K = Q(\@) es un cuerpo cuadritico, su anillo de enteros es el
anillo O = Z[w], conw =+Dsi D#1 méd 4,y w= (D ++D)/2si D=1 méd 4.

2. Si K =Q(&,) es un cuerpo ciclotémico, su anillo de enteros es el anillo Og = Z[§,,].

Demostracion. Véanse la proposicion 2.2 y el teorema 9.9 de [12]. O

1.3. Grupos de clases de ideales.

Los dominos de Dedekind son la estructura sobre la que se desarrolla la teoria de divisibilidad
de ideales, y pueden entenderse como una generalizacion de los dominios de ideales principales.

Definicién 1.27. Un dominio de Dedekind es un dominio noetheriano e integramente ce-
rrado, en que todo ideal primo no nulo es maximal.

En virtud del teorema 1.25, vemos que el anillo de enteros de un cuerpo de niimeros alge-
braicos es un dominio de Dedekind.

!Recordemos que un anillo es noetheriano si para toda cadena creciente de ideales I C I C ... existe un
n € N tal que I,, = I,+1 = ..., 0 equivalentemente, si todo ideal es finitamente generado.
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Observacion 1.28. Dado un A-médulo finitamente generado, el nimero minimo de generado-
res tiene cierto interés, pero en general no coincide con el rango de A. Por ejemplo, Z[v/—5] es
un dominio de Dedekind pero no es un dominio de ideales principales. El ideal I = (2,1 ++/5),
que es un Z[y/—5]-modulo, es un ideal primo no principal de Z[v/—5], por lo que el nimero
minimo de generadores de I es 2. Sin embargo, en este caso tendriamos I @ Q(v/—=5) = Q(v/=5),
por lo que el rango de I es 1. Para mas informacién sobre este ejemplo, véase el ejemplo 4.3 de
[4].

Sean O un dominio de Dedekind, K su cuerpo de fracciones, L/K una extension de cuerpos
finita y B la clausura entera de O en L.

Proposiciéon 1.29. Bajo las condiciones anteriores, B es un anillo de Dedekind.
Demostracion. Véase la proposicion 8.1 del capitulo 1 de [6]. O
Una propiedad fundamental de los dominios de Dedekind es la siguiente.

Teorema 1.30. Todo ideal a de O diferente de (0) y (1) admite una factorizacion a = p; ...p,
en ideales primos no nulos p; de O, que es tnica salvo por el orden de los factores.

Demostracion. Veéase el teorema 3.3 del capitulo 1 de [6]. O
Los ideales fraccionarios permiten obtener inversos de ideales en dominios de Dedekind.

Definicién 1.31. Sean O un dominio de Dedekind y K su cuerpo de fracciones. Un ideal
fraccionario de K es un O—subméddulo finitamente generado a # 0 de K. Un ideal entero es
un ideal usual de O.

Proposiciéon 1.32. Los ideales fraccionarios de K forman un grupo multiplicativo abeliano,
que denominamos grupo ideal de K y que denotamos por Jg.

Demostracion. Veéase la proposicion 3.8 del capitulo 1 de [6]. O

El grupo de clases de ideales constituye una medida de cudnto se aparta O de ser un dominio
de ideales principales.

Definicién 1.33. Denotamos por Py el subgrupo de Jg formado por los ideales fraccionarios
principales. El grupo cociente Jx /Px se denomina grupo de clases de ideales o grupo de
clases de K, y lo denotamos por CI(K). El orden del grupo de clases de ideales se denomina,
nimero de clases de K.

Si O es un dominio de Dedekind y K su cuerpo de fracciones, habitualmente nos referiremos

a Cl(K) como Cl(O).

Proposiciéon 1.34. Si O es un dominio de Dedekind, entonces C1(O) = {1} si y sélo si O es
un dominio de ideales principales.

Demostracion. Véase el lema 2.4 del capitulo 5 de [4]. O

Como Z es un dominio de ideales principales, del resultado anterior se deduce que su niimero
de clases es 1.

Teorema 1.35. Si O es un anillo de enteros, entonces C1(O) es un grupo finito.

Demostracion. Véase el teorema 3.10 del capitulo 5 de [4]. O
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1.4. Ramificacion.

Sean A un anillo de Dedekind, K su cuerpo de fracciones, L/K una extension de cuerpos
finita y B la clausura entera de A en L. De la proposicion 1.29 y el teorema 1.30 se deduce que
dado un ideal primo p C A no nulo, su extension pB C B es un ideal no nulo que descompone
en producto de ideales primos de B de manera tnica. Sea

pB = BB ... B’ (5)

esta descomposicion en factores primos en B, de manera que los ideales B; son ideales primos
no nulos y diferentes de B, y que los e; > 1 son enteros.

Definicién 1.36. El indice de ramificacion de 93; sobre p es el entero ¢;, y se designa por

e(Bi/p).

Dado un ideal primo no nulo p C A, el anillo cociente A/p es un cuerpo y se denomina
cuerpo residual de A en p. Si B es un ideal primo no nulo de By p = BN A es su contraccion

en A, entonces la extension de cuerpos residuales A/p C B/B es una extension finita de grado
[B/B: A/p] <[L:K].

Definicion 1.37. El grado [B/B : A/p| se denomina grado residual o grado de inercia de
la extension B/A en B, y se designa por f(B/p).

A continuacién, consideremos la descomposicion (5) y sea f; = f(2B;/p).

Definiciéon 1.38. Decimos que el ideal primo 93; est4 no ramificado sobre Asie; =1 y sila
extension de cuerpos residuales es separable. En caso contrario, decimos que estd ramificado.
Si ademas f; = 1, decimos que esti totalmente ramificado.

En el caso de las extensiones separables, y en especial en las de Galois, resultan ttiles los
siguientes resultados.

Proposiciéon 1.39. Si la extension K C L es separable, entonces

g

S efi = [L: K], (6)
i=1
Demostracion. Veéase la proposicion 8.2 del capitulo 1 de [6]. O

La siguiente proposiciéon limita el niimero ideales primos que ramifican en extensiones sepa-
rables.

Proposiciéon 1.40. Sea L/K una extension separable. Entonces, solo hay un nimero finito de
ideales primos de K que ramifican en L.

Demostracion. Veéase la proposicion 8.4 del capitulo 1 de [6]. O

Proposicién 1.41. Sean K, L cuerpos de niimeros. Si la extension K C L es de Galois, entonces
todos los indices de ramificacion e; y grados de inercia f; son iguales. Si los designamos por e y
f respectivamente, entonces se cumple

efg=[L: K] (7)

Demostracion. Véase la proposicion 5.2 de [12]. O
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1.4.1. Discriminante.

Dada una extension finita de cuerpos L/K, para todo elemento x € L puede definirse una
aplicacion K-lineal m, : L — L dada por m,(y) = xy. Esta aplicacion lineal tiene asociada
una matriz (a;;) € My (K), con M, (K) el espacio vectorial de las matrices cuadradas n x n a
coeficientes en K. El polinomio caracteristico de la matriz (a;;) no depende de la base escogida,
por lo que tampoco lo hacen su traza y su determinante.

Definicion 1.42. Las aplicaciones Ty, : L — Ky Np i : L — K dadas respectivamente
por T/ = > ity aii ¥ Nk = det(a;;) se denominan traza y norma de la extension L/K.

El estudio de los ideales primos que ramifican en una extensién finita puede hacerse, en el
caso separable, con ayuda de un invariante asociado a la extensién: el discriminante. Sean A
un anillo de Dedekind, K su cuerpo de fracciones, L/K una extension de cuerpos finita y B la
clausura entera de A en L.

Definicién 1.43. Dada una K-base {b1,...,b,} de L, su discriminante es el determinante de
la matriz de la forma bilineal traza en esta base, es decir, det(7y/x(b;b;)). El discriminante
de la extension B/A es el ideal de A generado por todos los discriminantes que recorren las
K-bases de L formadas por elementos de B, y lo designamos por A(B/A).

La relacién entre ramificacion y discriminante viene dada por el resultado siguiente.

Proposiciéon 1.44. Supongamos que la extension L/K es separable, y sea p un ideal primo
no nulo de A. Entonces, el ideal p ramifica en la extension B/A si y sélo si el discriminante
A(B/A) es divisible por p.

Demostracion. Véase la proposicion 7.1 de [12]. O

Por ejemplo, en un cuerpo cuadrético se tiene que el discriminante es el siguiente.

Ejemplo 1.45. Sea K = Q(v/D) con D entero y libre de cuadrados. Entonces, el discriminante
de la extension K/Qes 4D si D#1 méd4,y Dsi D=1 mdéd 4.

Demostracion. Véase la proposicion 8.1 de [12]. O

Si K = Q(\/E), de los dos resultados anteriores se tiene que los ideales primos de Z que
ramifican en K/Q son los primos que dividen a D, y en el caso en que D # 1 mdéd 4, a 2. Como
los cuerpos residuales son separables y la extension es de Galois y de grado 2, de la proposicion
1.41 tenemos que la extensiéon a K de estos primos es el cuadrado de un ideal primo de K. Para
la descomposicion del resto de primos de Z en K solo quedan dos opciones; o bien que el primo
de Z continue siendo un ideal primo tras extenderlo a K, o bien que este primo descomponga
como producto de dos ideales diferentes de K. El resultado siguiente explica como descomponen
todos los primos de Z en la extension cuadratica Q(v/D)/Q.

Proposiciéon 1.46. Sea Ok el anillo de enteros de K = Q(v/D) y p un namero primo. Si p
divide al discriminante de la extension cuadratica K/Q, entonces pOx = p2, con p un ideal
primo de Ok de grado residual 1. Si p # 2 y D es un residuo cuadratico moédulo p, entonces
pOk = p1p2, el producto de dos ideales primos diferentes de O de grado residual 1. Si p # 2
y D no es un residuo? cuadratico médulo p, entonces pOg es un ideal primo de O de grado
residual 2. Finalmente, 20k es el producto de dos ideales primos diferentes de Ok de grado
residual 1 si D =1 mdd 8, mientras que 20k es un ideal primo de Ok de grado residual 2 si
D=5 mdbd 8.

Demostracion. Véase la proposicion 8.2 de [12]. O

?El ntimero b en la congruencia a = b méd n se denomina residuo de a modulo n.
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1.5. Teoria de Galois.
Recordemos la definiciéon de extensidon de Galois.

Definicién 1.47. Una extension de cuerpos F'/K es de Galois si es normal sobre K y esta
generada por raices de polinomios separables sobre K.

Resultaran de especial interés los dos tipos de extensiones de Galois siguientes.

Definiciéon 1.48. Sean p un primo y K un cuerpo. Una p—extension de K es una extension
F/K de Galois tal que [F': K] = p" para algin n € Z.

Definicion 1.49. Una extensién abeliana de cuerpos F//K es una extension de Galois tal
que Gal(F/K) es un grupo abeliano.

Recordemos el resultado siguiente de Teoria de Galois, que resultard de utilidad méas ade-
lante.

Lema 1.50. Sean L/K y F/K dos extensiones finitas de cuerpos, con L/K de Galois. Entonces,
Gal(LF/F) = Gal(L/LNF).

El siguiente teorema relaciona ciertos grupos de Galois sobre un cuerpo de nimeros K con
grupos de clases de ideales de K.

Teorema 1.51. Sean K un cuerpo de nimeros y L su méxima extension abeliana no ramificada.
Entonces, Gal(L/K) = CI(K).

Demostracion. Véase el apéndice 3 de [14]. O

1.5.1. Teoria de Galois infinita.
La topologia utilizada en Teoria de Galois infinita es la siguiente.

Definicion 1.52. Sea F/K una extension de cuerpos y G = Gal(F/K). La topologia de
Krull sobre G se define de manera que un subconjunto X C G es abierto si es el conjunto
vacio o si cumple X = J;c; 0:N; para ciertos 0; € G y N; < G, en que los N; son tales que
N; = Gal(F/E) para alguna subextension de Galois finita F de K.

El Teorema fundamental de la Teoria de Galois es el siguiente.

Teorema 1.53 (Teorema fundamental de la Teoria de Galois). Sea F//K una extension
de Galois y G = Gal(F/K) con la topologia de Krull. Sean

A:{Lcuerpo}KngF}, (8)
B={H<G ‘ H cerrado en G}. 9)

Consideremos las aplicaciones ¥ : A — B tal que V(L) = Gal(F/L) y © : B — A tal que
O(H) = FH  con ¥ el subcuerpo fijo de F' por H. Entonces, ¥ y © son biyecciones, y si
L; C Ly, entonces V(Lg) < ¥(L;). Ademas, si L € A se corresponde con H € B, entonces

1. |G:H| <0< [L: K| <oo< H es abierto. Ademas, |G: H| =[L: K].
2. H es subgrupo normal de G < L es de Galois sobre K.
Ademas, si sucede lo anterior, tenemos G/H = Gal(L/K).

Demostracion. Véase el teorema 3.3.1 de [13]. O
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1.5.2. Grupos de inercia.

Si K/k es una extension de cuerpos abeliana y de Galois arbitraria, en general O y O
no serdn dominios de Dedekind, por lo que no podemos definir ramificaciéon via factorizacion
de primos. Para solucionar este inconveniente, se utilizan los grupos de inercia. Sean p € Oy y
P € Ok primos tales que p = £ N Ok.

Definicién 1.54. El grupo de descomposiciéon de & sobre p es
D(Z/p) ={o € Gal(K/k) } cP =P} (10)
Definiciéon 1.55. El grupo de inercia de & sobre p es
I(Z/p)={0c€D(Z/p)|o(a) =a méd 2, Va € Ok}. (11)
Observacion 1.56. Tenemos la secuencia exacta siguiente:
1 — (2 [p) — D(P[p) — Gal(Oxc/ 2)/(O/p)) — 1. (12)

_Sean K/k una extensiéon algebraica y Q la clausura algebraica de Q. Las extensiones Q/K
y Q/k son extensiones de Galois.®> Sean p € Op y & € O primos tales que p = & N Oy. Sea
D € Og un primo tal que & =D N Ok.

Definiciéon 1.57. Con la notacién anterior, el indice de ramificacion de &2 sobre p se define

como e(2/p) = [T(D/p) : T(D/P)].
Notemos que la definiciéon anterior no depende del ® escogido.

Proposicién 1.58. Si la extension de cuerpos residuales es separable, entonces el indice de
ramificacion de & es igual al orden del grupo de inercia de &2 sobre p, es decir,

e(Z/p) = [L(Z2/p)] (13)

Demostracion. Véase el apéndice 2 de [14]. O

1.6. Limites proyectivos.

Definiciéon 1.59. Un sistema proyectivo de conjuntos es una coleccion de conjuntos X; y
aplicaciones ¢;; : X; — X; que existen siempre que 7 < j, cumpliendo que ;; o ;i = ;1 para
todo i < j < k. Lo denotamos por {X;, ¢;;}.

Definicién 1.60. Sean X un conjunto, {Xj;, ¢;;} un sistema proyectivo de conjuntos, y sean
; + X — X; aplicaciones. Decimos que las aplicaciones 1; son compatibles si ¢;;1; = 1;
siempre que i < j. Decimos que (X, 1);) forma un sistema compatible con {X;, ¢;;}.

Definicién 1.61. Sea (X, ¢;) un sistema compatible con el sistema proyectivo {Xj, ¢;;}. De-
cimos que X es un limite proyectivo del sistema si cumple que, dado un sistema (Y1)
compatible con {X;, ;;}, entonces existe una unica aplicacion ¢ : Y — X tal que ¢;9) = 1);.
Denotamos X = l{ian

El teorema siguiente garantiza la existencia del limite proyectivo, asi como su unicidad salvo
biyeccion.

3Vease el apéndice 2 de [14].
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Teorema 1.62. Si {X;,;;} es un sistema proyectivo, entonces existe X = lim X;. Ademas,
—

si (X, i) y (X', ¢)) son limites proyectivos del sistema, entonces existe una tnica aplicacion
biyectiva ¢ : X — X' tal que @ii) = ;.

Demostracion. Véase el apéndice A de [13]. O

Una propiedad interesante del limite proyectivo es que conserva las estructuras de grupo,
anillo y modulo del sistema proyectivo {X;, ;;}. Ademas, presenta la propiedad topologica
siguiente.

Proposicion 1.63. Si {X;, ¢;;} es un sistema proyectivo en que los X; son compactos, entonces
lim X; también es compacto.
(_

Demostracién. Véase el apéndice A de [13]. O

1.6.1. Grupos profinitos.

Una estructura dada por un limite proyectivo es la de grupo proyectivo.

Definicién 1.64. Sea {G;, ¢; ;} un sistema proyectivo, en que los G; son grupos finitos con la
topologia discreta y los ¢;; son morfismos continuos de grupos. Un grupo G se denomina grupo
profinito si es un grupo topolégico? y existen morfismos de grupo ¢; tales que {G,@;} es un
sistema compatible con {G;, ¢; ;} isomorfo al limite proyectivo del sistema {G;, ¢; ;}.

De hecho, el teorema siguiente nos dice que todo grupo profinitio es el grupo de Galois de
alguna extension de cuerpos.

Teorema 1.65 (Teorema de Waterhouse). Sea G un grupo profinito. Entonces, existe una
extension de cuerpos F'/K que es de Galois y tal que G = Gal(F/K).

Demostracion. Véase el teorema 3.4.1 de [13]. O

1.7. Completaciones.

Definicién 1.66. Una valoracion multiplicativa de un cuerpo K es una funciéon |-|: K — R
que cumple

L. |z| >0,y x| =02 =0,

2. |zy| = |zllyl,

3. |z 4yl < |z + Jyl.
Decimos que K es un cuerpo valorado.

Proposicién 1.67. Sea K un cuerpo valorado. Entonces, Ox = {z € K | |z| > 1} es un anillo,
al que denominamos anillo de la valoracién |- |, px = {z € K ||z| > 1} es el tinico ideal
méaximal de O, al que denominamos ideal maximo, de manera que el cociente Ok /px es un
cuerpo, al que denominamos cuerpo residual de K.

Demostracion. Véase la proposicion 3.8 del capitulo 2 de [6]. O

Definiciéon 1.68. Sea K un cuerpo valorado. Decimos que K es completo si toda sucesién de
Cauchy {a, }nen converge a un elemento a € K.

4Un grupo topolégico es un grupo equipado con una topologia tal que la multiplicacion y la inversion son
continuas.
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De manera anéloga a como R se obtiene a partir de Q respecto al valor absoluto, podemos
realizar un proceso de completaciéon sobre K respecto a una valoracion | - | para obtener un
cuerpo valorado K que sea completo respecto | - |.

Definicién 1.69. Un cuerpo global es una extension finita de Q o de IF,(¢). Un cuerpo local
L es todo cuerpo con una valoracion | - | tal que L sea completo respecto a | - | y tal que su
cuerpo residual sea finito.

De hecho, podemos caracterizar un cuerpo local en base a la proposicién siguiente.
Proposicién 1.70. Una extension finita de @, o de Fy((t)) es un cuerpo local.
Demostracion. Véase la proposicion 5.2 del capitulo 2 de [6]. O

Sea K un cuerpo de ntimeros. Dado un primo p € O, éste permite definir una valoracion®,

y por ello, realizar una completacion de K, que denotamos por K,. Ademas, K, tiene cuerpo
residual finito, por lo que es un cuerpo local.

Definiciéon 1.71. Sea L un cuerpo local. El grupo de unidades locales de L es
U={zelLl|lz|=1}. (14)
El grupo de unidades principales de L es
Uy=1+p,={z€O0r|z=1 mdédp.}. (15)
Definiciéon 1.72. Sea K un cuerpo de nameros. El grupo de unidades globales de K es Oj;.

Teorema 1.73 (Teorema de Dirichlet). Sean K un cuerpo de ntimeros y Oy el grupo de
unidades del anillo de enteros de K. Entonces, O es un grupo abeliano finitamente generado
isomorfo a Z"*271 @ pu(K), con u(K) el grupo ciclico de las raices de la unidad de K, rq el
nimero de inmersiones reales de K y ro el niimero de inmersiones complejas.

Demostracion. Véase el teorema 7.4 del capitulo 1 de [6]. O
"Dado un elemento 2 € Ok, el teorema 1.30 nos da una descomposicion (z) = p™p7iph?--- para ciertos
p,p1,p2,... primos de Ok. Esto nos permite definir una valoracion dada por |z|, = 1/|Ok /p|".
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2. Z,-extensiones.

En este capitulo construimos el anillo Z, de los enteros p-adicos, interpretidndolo como
el limite proyectivo de los anillos Z/p"Z. A continuacién, definimos una Z,—extension de un
cuerpo de ntmeros y vemos que todo cuerpo de ntmeros tiene siempre almenos una de estas
extensiones, la extension ciclotémica. Finalmente, enunciamos la conjetura de Leopold, que nos
permite determinar el nimero de Zj-extensiones independientes que puede tener un cuerpo de
numeros.

2.1. Enteros p—adicos.

Los nameros p-adicos surgen con la finalidad de incorporar las expansiones en series de
potencias dentro de la teoria de niimeros cuando pensamos en la valoraciéon dada por el ideal
(p) de Z y por un limite de sucesiones de Cauchy en Z con la valoracion dada por (p).

Sea p un primo fijo y consideremos Q con la valoracion |- |, dada por el ideal (p). Denotamos
por Q, la completacion de Q respecto | - |,. Consideremos en QQ, una expansion

f= Zaipi, (16)
i=0

con 0 < a; < p—1. Notemos que la expansion anterior tiene sentido en ), pues ésta es el limite
por | - |, de la sucesion {s, }nen dada por

Sp = Z aip' € N (17)
=0

Definicion 2.1. El conjunto de todos los elementos f obtenidos de la manera anterior se denota
por Zp, y sus elementos se denominan enteros p—adicos.

Lema 2.2. Z, es la completacion de Z respecto a la valoracion | - |,.

Demostracion. Como {s, }nen es una sucesion de Cauchy respecto (p), es suficiente demostrar
que Z C Z,. Para ello, es suficiente observar que —1 = > (p — 1)p". O

Los elementos de Z, pueden interpretarse, por un lado, como secuencias de sumas de enteros,
n
Z i
Sp = a;p-, (18)
i=0

y por otro, como secuencias de clases de residuos,
Sp = $p, mod p". (19)

Los elementos de esta ultima secuencia pertenecen a diferentes anillos Z/p"Z con n > 0, que se
relacionan mediante proyecciones canénicas

Aot Z)p" T — T )" (20)

Sn+1 — Sp

Si consideramos elementos (2 )nen del espacio producto [[72 | Z/p"Z tales que A\p(Tpy1) = o,
obtenemos el limite proyectivo de los anillos Z/p"Z.
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Proposicién 2.3. La asociaciéon de elementos de Z, con secuencias de clases de residuos en
lim Z /p™Z constituye una biyeccion, de manera que
H

Ly = @Z/an. (21)
Demostracion. Veéase la proposicion 1.3 del capitulo 2 de [6]. O

Notemos que imZ/p"Z es un subanillo de [[>° Z/p"Z en que las operaciones suma y
H

productos se definen componente a componente, por lo que Z, también es un anillo. Ademas, se
puede demostrar que todo elemento f € Q, admite una representacion f = p~"™g para ciertos
m €Ly g &< Ly, de donde se tiene que Q, es el cuerpo de fracciones de Z,,.

2.2. Z,—extensiones.

Definicién 2.4. Sea K un cuerpo de nimeros. Una extension K /K es una Z,—extensién si
Gal(Koo/K) 2 (Zy, +).

Tener una Z,-extensién es equivalente a tener una cadena de cuerpos
K=KyCcK C---CK, C--CKyx=UK,, (22)

tales que Gal(K,,/K) = (Z/p"Z,+). Ademas, las aplicaciones Gal(K,/K) — Gal(K,—1/K)
dadas por o + ok, , corresponden a los morfismos de proyeccion Z/p"Z — Z/p" 1 7Z.

n—1

Para ver un ejemplo de Z, extension, consideremos I, el cuerpo finito de p elementos, IF_p su
clausura algebraica y Fpn = {z € I, ‘ 2P" = r}. Recordemos que el endomorfismo de Frobenius
F, : Fpn — Fpn es un morfismo de cuerpos dado por Fj,(x) = P.

Lema 2.5. F)»/F, es una extensiéon de Galois no finita, Gal(IF,»/IF,) esta generado por el
endomorfismo de Frobenius y Fyn C Fpm si n|m.

Demostracion. Véanse los lemas 3.1.3 y 3.1.4 de [13]. O

Si definimos Fjpec = UpF pn, la proposicion siguiente nos dice que la extension F o /Fp es
una Zp,—extension.

Proposicién 2.6. Se cumple que
Gal(F jpoo /Fp) = @Gal(FpP" [Fp) = (Zp, +). (23)

Demostracién. Para el primer isomorfismo, véase la proposicion 3.1.6 de [13].

Para el segundo, notemos que [F,» : Fp] = p", por lo que Gal(Fpn /F,) = (Z/p"Z,+), de
manera que lim Gal(Fpn /Fp) = Um Z/p"Z = (Zy, +). O
— —

Ellema siguiente proporciona informacién sobre la ramificacion en Z,—extensiones de cuerpos
de ntmeros.

Lema 2.7. Sean K un cuerpo de nimeros y K /K una Z,extension. Entonces, al menos un
primo ramifica en esta extension, y existe un n > 0 tal que todo primo que ramifica en K, /K,
esta totalmente ramificado.

Demostracion. Véase la proposicion 13.1 de [14]. O

Notemos que el lema anterior sélo es valido para cuerpos de nimeros, pues por ejemplo la,
extension [Fy» /F), no ramifica en ningtn primo.
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2.3. Z,—extensiones ciclotémicas.

Si K es un cuerpo de ntimeros, veremos a continuacién que éste tiene siempre al menos una
Z,—extension, la Z,-extension ciclotomica. Sea Q la clausura algebraica de Q, y consideremos
m = {z € Q ‘ 2™ = 1} el grupo de raices m—ésimas de la unidad, que es un grupo ciclico de
orden m generado por las raices primitivas. Sea pp = {x € Q } x € ppn para algan n € N},

La extension K (uy~)/K es una extension de Galois, pues es separable por estar en caracte-
ristica cero y normal por ser K (pu,e) el cuerpo de descomposicion de la familia de polinomios
{2P" — 1} en. Si K = Q, es conocido que [Q(upn) : Q] = deg ®,,(2), donde ®,,(z) es el n—ésimo
polinomio ciclotémico, que puede obtenerse a partir de la igualdad z" —1 =[] din ®,(x). De ello
se deduce que K(p,~)/K es una extension no finita.

Pensemos ahora K = Q y sea p un primo impar. Sea &,» una raiz primitiva p"—ésima de la
unidad y consideremos la aplicacion Gal(Q(upn)/Q) — (Z/p"Z)* tal que sio € Gal(Q(upn)/Q)
es tal que o(§n) = §yn cumpliendo med(a,p™) = 1, ya que entonces §pn también es una raiz
primitiva p"—ésima de la unidad, entonces la imagen de o por la aplicacién es a. La aplicacion
anterior es, de hecho, un isomorfismo de grupos. Ademas, la aplicacién es compatible con el
limite proyectivo, de manera que

Gal( Q<) /Q) = 1m Gal( Q) /Q) = i (Z/5"Z)" = (2, %) (24)

Puede verse que el grupo multiplicativo (Z,;, *) es isomorfo a (Z/(p—1)Z)* x (1+pZy), o equi-
valentemente a (Z/(p)Z)* x (Zy,+), con este tltimo isomorfismo dado via logaritmo p-adico®.
Por ello, los subgrupos cerrados de Z, no finitos seran de la forma H x (0), con H < (Z/(p)Z)*.
Si escogemos H = (Z/pZ)* y pasamos a H € Gal(Q(up~)/Q) via isomorfismo, escogiendo el
cociente Hy, = Gal(@(,upoo)/(@)/ﬁ tenemos que Ho, = (Zp,+), y si consideramos el cuerpo
fijo por H, vemos que Q(pp~) contiene un tinico subcuerpo Qo tal que Gal(Q/Q) =2 Z).
Decimos que Q« es la Z,—extensién ciclotémica de Q.

Para K un cuerpo de ntimeros cualquiera, el morfismo Gal(K (up=)/K) — Z, serd in-
yectivo, y en consecuencia, Gal(K (up~)/K) serd isomorfo a un subgrupo cerrado e infinito
de Z;. A partir de ello, es facil ver que K (fpeo) contiene un tnico subcuerpo Ko tal que
Gal(Koo/K) = Zp. Este K es la Z,—extensién ciclotémica de K, que cumple Ko = KQ.

2.4. Conjetura de Leopoldt.

Sea K un cuerpo de ntimeros y p un primo impar. Sea p un primo sobre p, es decir, tal que
p N Ok = (p), y consideremos el cuerpo K. Para cada p, sean U, el grupo de unidades locales
de Kp y Uy el grupo de unidades principales. Sean

U=[]t  Ui=]]Uwp (25)
plp plp

Sea FE el grupo de unidades globales de K, y counsideremos la inmersion £ — U tal que
e (g,...,¢€). Sea Ej el subgrupo de E cuyos elementos tienen imagen en U; por la aplicacion
anterior. Del teorema de Dirichlet se deduce que E; es un grupo abeliano de rango r = r1+ro—1,

5Dado un cuerpo de nimeros K, existe un tinico morfismo continuo log : K — K tal que logp = 0 y que
oo (=1)it1a?
3

viene dado en sus unidades principales por la serie formal log(l + z) = > 2, . A esta funcién se la

denomina logaritmo p—adico. Véase la proposicion 5.4 de [6].
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con 71 el nimero de inmersiones reales de K y ro el ntimero de inmersiones complejas.

Notemos que U; es un grupo abeliano y profinito. Tenemos el teorema siguiente.

Teorema 2.8. Sea G un grupo abeliano profinito y m € G un elemento de torsion. Entonces,
G = I, (I1n) Zp), donde p recorre todos los primos de p y m(p) es un nimero cardinal. Si G
es finitamente generado, entonces m(p) es un natural que vale cero para cualquier p. En este
caso, el Z,-rango de G es m(p).

Demostracion. Véase [10]. O
Si consideramos E; la clausura de E; por la topologia en U; tenemos la conjetura siguiente.
Conjetura 2.9 (Conjetura de Leopoldt). El Z,rango de E; es ry + 72 — 1.

Puede verse’ que existe una aplicacion natural fp: E®Z, — U. El defecto de Leopoldt
0 se define como el Z,-rango de Ker f,. La conjetura de Leopoldt es equivalente a suponer que
0 = 0. El resultado siguiente resulta fundamental a la hora de contar Z,-extensiones.

Proposicién 2.10. El nimero de Z,-extensiones independientes® de K es 1+ ry + 6.

Suponiendo cierta la Conjetura de Leopoldt, la proposicién anterior nos dice que hay exac-
tamente 1 + 7o Zj,—extensiones independientes de K.

Como ejemplo de este resultado, consideremos el cuerpo de ntimeros cuadratico Q(v/D), con
D > 0y libre de cuadrados. En este caso, las tinicas inmersiones posibles de Q(\/ﬁ) son aquellas
tales que VD va a parar a una raiz de Irr(\/ﬁ, Q) = 22 — D, es decir, a VD o a —/D. Por
tanto, ambas inmersiones seran reales, de manera que tenemos r1 = 2 y 7o = 0. Asi, el nimero
de Z,-extensiones independientes de Q(\/ﬁ) es 1. Como en todo cuerpo de niimeros, podemos
considerar la Z,—extension ciclotémica, por lo que ésta serd la tnica Z,—extensiéon de Q(\/TD)

"Véase el teorema 10.3.6 de [7].
8Dado un cuerpo de ntimeros K y una extension abeliana no finita de K, su parte libre de torsién es un
grupo abeliano profinito finitamente generado. Sea m(p) como en el teorema 2.8. La p—parte del grupo anterior

corresponde a Hm<p) Z, y da m(p) Zp—extensiones, que decimos que son independientes.
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3. Zy[[T]]|-moédulos.

Comenzaremos este capitulo definiendo el conjunto de series formales sobre un anillo de
enteros, que nos permitird considerar médulos sobre el anillo Z,[[T]]. El resultado principal
del capitulo, que demostraremos extendidamente, nos permitira clasificar los Z,[[T|]-mo6dulos
mediante una relacién estructural especial, el pseudo—isomorfismo.

3.1. Algebra de Iwasawa.

Definicién 3.1. El conjunto de series formales en 7" sobre Z,, es

Z,[[T]] = {Zam' la; € z,,} : (26)
=0

Estructuralmente, Z,[[T]] es un algebra conmutativa, es decir, un grupo abeliano dotado de
una multiplicacion y un producto tal que, considerando la multiplicacion, Z,[[T]] es un anillo
conmutativo, y considerando el producto, es un médulo.

Definicién 3.2. Llamamos a Z,[[T]] 4lgebra de Iwasawa, y lo denotamos por A.
La proposicion siguiente caracteriza el algoritmo de la division en Z,[[T]].

Proposiciéon 3.3. Sean f,g € Z,[[T]] y supongamos que f = ap+ a7 + ... es tal que para
algiin n se tiene que todos los coeficientes a; con 0 < ¢ < n — 1 son divisibles por p, pero que a,
no lo es. Entonces, podemos escribir de manera tinica g = ¢f +r con q € Z,[[T]] y r € Z,[T]
un polinomio de grado menor o igual a n — 1.

Demostracion. Véase la proposicion 7.2 de [14]. O

La proposicién anterior resulta de especial interés si f es un polinomio distinguido.

Definicién 3.4. Un polinomio en Z,[T] es distinguido si es monico y todos los coeficientes
salvo el de mayor grado son divisibles por p.

Corolario 3.5. Sean g € Zy[[T]] y f € Zp[T] un polinomio distinguido. Entonces, podemos
escribir de manera tnica g = ¢f + 7 con ¢ € Z,[[T]] y r € Z,[T] un polinomio tal que degr <

deg f.
El teorema siguiente resulta de especial utilidad.

Teorema 3.6 (Teorema de Preparacién de Weierstrass). Sea
[e.e]
F0) =Y a0 (27)
=0

una serie de potencias en Z,[[T]] tal que para algian n se tiene que todos los a; con 0 <i <n—1
son divisibles por p, pero a, no lo es (por lo que a, € Z;). Entonces, f puede escribirse de
manera nica de la forma

() = P(TU(T), (28)
con U(T) € Z,[[T]] una unidad y P(T") € Zpy[T] un polinomio distinguido de grado n. Mas en
general, si f € Z,[[T]] es no nulo y arbitrario, entonces puede escribirse de manera unica de la
forma

f(T) =p*P(T)U(T) (29)
con U(T) € Zp[[T]] una unidad, P(T) € Zy,[T] un polinomio distinguido y p > 0.

Demostracion. Veéase el teorema 7.3 de [14]. O

Notemos que si en el teorema anterior f(T") es un polinomio, entonces U(T') también lo es.
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3.2. Propiedades de Z,[[T]].

Sea I' un grupo topolégico multiplicativo, isomorfo al grupo aditivo Z, y v un generador
topologico fijo de T tal que el ismorfismo Z, = T venga dado por = — ~%. Sea I',, = T'/T?", que
es un grupo ciclico de orden p™ generado por la imagen de 7.

Proposiciéon 3.7. Por un lado, se tiene que
lfmZ,[T",] = 2, [[]]. (30)
Por otro lado, se tiene el isomorfismo
Zp([T]] = Zy[[T]], (31)
dado por y— 14+ T.

Demostracion. A continuacién, relizaremos unos breves comentarios sobre la demostracion. Pa-
ra mas, véase la demostracion teorema 7.1 en [14].

Respecto al primer isomorfismo, notemos que si m > n > 0, el morfismo natural I, — T'),
induce una aplicacion ¢, p, : Zy[I'y,] — Z,[I'y], de manera que {I'y, ¢y, n} forman un sistema
proyectivo, cuyo limite proyectivo es, en efecto, Z,[[I']].

Respecto al segundo isomorfismo, sea P, (T') = (1+T)P" —1, que es un polinomio distinguido.
Notemos que Zy[Ty] = Z,[T]/(Pu(T)), de manera que v méd I'?" — 1+ T méd (P,(T)).
Aplicando el primer isomorfismo, tenemos Z,[I',] = Z,[T]|/(P,(T)). Mediante un proceso de
induccion puede verse que P,(T) € (p, T)"*!, y aplicando el corolario 3.5 se tienen aplicaciones
naturales f, de Z,[[T]] a Z,[T] méd P,(T) para cada n, tales que si m > n > 0, entonces
fm = fn méd P, como polinomios, de donde se deduce que (fo, f1,...) € @ZP[T]/(Pn(T)).

Esto da una aplicacion de Z,[[T] a Z[T]/(P,(T)) que puede verse que es bijectiva, obteniéndose
asi el isomorfismo. ]

Es conocido que A es un dominio de factorizacion tnica. La proposicion siguiente determina
los elementos irreductibles, las unidades y los ideales primos de A.

Proposicion 3.8. 1. Los elementos irreductibles de A son p y los polinomios distinguidos e
irreductibles.

2. Las unidades de A son las series de potencias de término constante en Z;.

3. Los ideales primos de A son 0, (p,T), (p), y los ideales (P(T)) con P(T) un polinomio
distinguido e irreductible. El ideal (p,T') es el tnico ideal maximal.

Demostracion. Véase la proposicion 13.9 de [14]. O

La proposicion 3.7 nos permite identificar A = Z,[[T]] con el limite proyectivo de los anillos
de polinomios Zy[I',], de manera que

lmZ,[I',) = Z,{[T] (32)

Otras propiedades de A que nos seran de utilidad posteriormente vienen dadas por el lema
siguiente.

Lema 3.9. Sean f,g € A coprimos.
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1. A es un anillo noetheriano.
2. El ideal (f,g) es de indice finito en A.

3. La aplicacién natural

A/(F9) — A/ ® A/(9) (33)
es inyectiva y tiene cokernel finito. Ademés, existe una aplicaciéon inyectiva
A/(F) @ A/(g) — A/(f9g) (34)
con cokernel finito.
Demostracion. Véanse los lemas 13.11, 13.7 y 13.8 de [14]. O

3.3. Ejemplo de Z,[[T]|]-mo6dulo.

Sea K un cuerpo de ntimeros y consideremos una Z,—extension Ko /K.Seal' = Gal(K/K) =
(Zp,~+) y 70 un generador topologico fijo de I' tal que el isomorfismo Z, = I' venga dado por
x +— ~*. La Z,—extension K /K es equivalente a la cadena de cuerpos

K=KyCK C--CK,C- C Ky =UK,, (35)

en que los K, cumplen que Gal(K,,/K) = (Z/p"Z,+). Sea L, la maxima p—extension abeliana
no ramificada de cada Ko, y sea X,, = Gal(Ly,/K;,). Definimos L = |, Ly y X = Gal(L/Kx).
Notemos que existe una cadena de cuerpos

LoCLi C-CL,C-CL=UL,. (36)

Veamos que cada extension L,, /K es de Galois. Por un lado, la extension es separable porque
las extensiones finitas K,,/K y L, /K, lo son. Por otro lado, sea K la clausura algebraica de K,y
pensemos en todas las extensiones F de K dentro de K. Dado o € Autg (K), la extension finita
F/K es normal si y solo si o(F) = F. La extension o(L,)/K, es una p-extension abeliana no
ramificada, pero como la extension L, /K, es la maxima p—extensiéon no abeliana no ramificada,
entonces debe ser o(L,,) = Ly, por lo que L,,/ K es una extension normal, y por tanto, de Galois.

Como cada L, /K es de Galois, la extension L/K también lo es, asi que sea G = Gal(L/K).
Tenemos el siguiente diagrama

L
7
KOO G
T
K

Por el Teorema fundamental de la Teoria de Galois, tenemos I' = G/ X . Realicemos la suposicion
siguiente.

Suposicién: Todos los primos que estén ramificados en K, /K estan totalmente ramifica-
dos.

Consideremos la torre de cuerpos K, C L, NK,+1 C K,4+1. Como la extension K,,11/K, es
de grado p, entonces la extension L, N K,,+1/K, solo puede tener grados 1 o p. Si la extension
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tiene grado 1, entonces L, N K,+1 = K,,, mientras que si tiene grado p, L, N K41 = Kpy1.
Por el lema 2.7, existe un primo p € K,, que ramifica en K, 1, y por la Suposicién este primo
ramifica totalmente. Sin embargo, L, es una extensién no ramificada de K,, por lo que p no
puede ramificar en L, N K, 11, de manera que L, N K,,11 # K11, por lo que debe ser

Ly,NKyi1 =K. (37)
Aplicando el lema, 1.50, tenemos
X, = Gal(L,/K,) = Gal(L,Kp+1/Kp+1)- (38)

Notemos que X,, es un cociente de X,,+1 = Gal(Ly+1/Kn+1), pues por el teorema fundamental
de la Teoria de Galois tenemos Gal(L, K, 1/Kpt+1) = Gal(Lpy1/Knt1)/ Gal(Ly+1/LnKnt1),
es decir, X,, & X, 11/ Gal(Lp41/LnKpt1)-

De manera aniloga obtendriamos X,, = Gal(L, K, 11K t9/Kpt2) = Gal(L, K2/ Kpi2), €
iterando el proceso, X, = Gal(L, Ko /Koo)-

Consideremos el sistema proyectivo formado por los grupos X; y, cuando i < j, las aplicacio-
nes m;; : X; — X; definidas como la composicién de las proyecciones al cociente X; — ... — X.
Consideremos aplicaciones ; : X — X, pensadas como ¢; : Gal(L/K~) — Gal(L; Koo/ Ko),
definidas por ¢;(0) = 0|,k . Estas aplicaciones cumplen 7;;¢0; = ¢4, por lo que el sistema
(X, ;) forma un sistema compatible con {X;, m;;}. Sea (Y,1);) otro sistema compatible con
{Xi,mi;}. Siy €Y, para cada i tenemos 1;(y) = o; para cierto o; € X;, cumpliendo m;;1); = ;.
Definiendo ¢ : Y — X segtin ¢(y) = o, con o € X tal que o|x, = 0; para cada i, tenemos que
i = @iy). Por tanto, tenemos que (X, ¢,,) es el limite proyectivo de {X,,, m;;}, por lo que

lim X, = 1fm Gal( Lo Koo/ Koo) = Gal(L/Koo) = X (39)

Sean I, = T'/T?" = Z/p"7Z = Gal(K,,/K) y v € T',. Extendemos v a 7 € Gal(L,,/K), de
manera que la accion de v € T',, sobre z € X,, = Gal(L,/K,,) viene dada por 7 = (7).
Veamos que x7 esta bien definido. Por un lado, como Gal(L,,/K) C Gal(L, /K,), tenemos que
¥ € X,, = Gal(L,,/K,). Por otro lado, si 41,42 son dos extensiones de v, como Gal(L,,/K}) es
abeliano tenemos

Ay AaAT e = (3 141) (A1 A2)z = (1 42) T (37 M)z = =, (40)

de donde se deduce que Y124, = NoxYy ! por lo que 27 no depende de la eleccién de 4. No-
temos que el producto por escalares inducido por la acciéon anterior permite ver X,, como un
Zp[I'p]-modulo.

Si representamos un elemento de X = lim X,, como un vector (xg,z1,...), con x, € X,,
-

y dejando Zp[I'y] actuar en la n-ésima componente, puede verse que X se vuelve un moédulo
sobre 1im Z,[I',)], y por (32), sobre A = Z,[[T]]. Por tanto, hemos visto que X es un A-modulo.
(—

3.4. Teorema de clasificaciéon de Z,[[T]|-mébdulos.

Un pseudo-isomorfismo permite establecer una relaciéon de estructura menos restrictiva que
el isomorfismo.
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Definicién 3.10. Decimos que dos A—modulos M y M’ son pseudo—isomorfos, y lo deno-
tamos por M ~ M’, si existe un morfismo de A-mo6dulos M — M’ con kernel y cokernel
finitos.

Notemos que el kernel y el cokernel de un pseudo—isomorfismo también son A—moédulos. En
general, M ~ M’ no implica M’ ~ M, aunque en determinadas circunstancias, como que M
y M’ sean A-mo6dulos de torsién finitamente generados, si se tiene que M ~ M’ implica M’ ~ M.

El teorema siguiente permite clasificar los A—moédulos finitamente generados via pseudo—
isomorfismos.

Teorema 3.11 (Teorema de clasificacion de A-mdédulos). Sea M un A-modulo finitamente
generado. Entonces,

M~A @ (@ A/(JD’“)) o [ @ A/(FHT)™)
i—1 j=1

con r,s,t,n;,m; € Zy f; distinguidos e irreductibles.

3.4.1. Demostracion.

Sea {uj ..., u,} un sistema de n generadores de M, que es un A-modulo finitamente gene-
rado. Sea

R={(A1,...,\n) €A™ [ Mug + -+ + Au, = 0} (41)

el modulo de relaciones entre u; ..., u,, que corresponde al niicleo de la aplicacion exhaustiva

v : A" — M definida por ¢(A1,..., A\n) = Aug + - -+ + A\puy. Notemos que, por el Teorema
de Isomorfia, tenemos M = A" /R. Por el lema 3.9-1, A es un mo6dulo noetheriano, por lo que
también lo es A", y como todo submédulo de un moédulo noetheriano finitamente generado es
finitamente generado, entonces R es finitamente generado. Esto nos permite representar M co-
mo una matriz finita, que denotaremos por R, cuyas filas son relaciones de la forma (A1, ..., \,)
que generan R.

Las transformaciones por filas y columnas sobre la matriz R corresponden cambiar los ge-
neradores de R y M respectivamente. Recordemos a continuacion las transformaciones usuales,
que conservan la estructura del médulo mediante un isormorfismo.

Transformacién A: Podemos permutar dos filas (o columnas).

Transformacién B: Podemos anadir a una fila (o columna) un multiplo de otra fila (o
columna).

Transformacién C: Podemos multiplicar una fila (o columna) por un elemento de A*.

A estas transformaciones anadiremos tres méas, que resultan permisibles al considerar el
pseudo-isomorfismo, de manera que si R transforma en ', entonces M ~ M’.

Transformacién 1: Si R contiene una fila de la forma (A1, pA2,...,pAy) en que p no divide
a A1, entonces podemos cambiar R por la matriz R’ cuya primera fila es (A1,...,\,) y sus otras
filas corresponden al resto de filas de R, pero con sus primeros elementos multiplicados por p.

Demostracion. La fila (A1, pAg, ..., pAy) corresponde con la relacion

Aur + p(Agug + -+ + Apuy,) = 0. (42)
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Sea M’ = M & vA, con v € M un nuevo generador, modulo las relaciones adicionales

(_ul)pv) = Oa (43)
()\QUQ + o 4 Apun, /\11}) =0. (44)

Consideremos la aplicacion natural ¢ : M — M’ tal que m — (m,0) modulo las relaciones
adicionales. Si m € M es tal que m — (0,0), entonces m pertenece al modulo de relaciones
de M’, por lo que debe ser combinacion lineal de las dos relaciones adicionales (43) y (44), de
manera, que

(m,0) = a(—u1,pv) + b(Aguz + - - - + Apup, A1), (45)

con a,b € A. En componentes,

m = —auj + b()\QUQ + -+ )\nun)> (46)
ap = —bA1. (47)

Ahora bien, como p es primo y no divide a A1 por hipdtesis, tenemos que p y A1 son coprimos.
De (47) se deduce que \; debe dividir a a, lo que nos permite reescribir (46) como

a a a
m = —-——Aur — —p(Aguz + - + Apun) = ——(Aur + p(Aaug + - -+ + Aqun)). (48)

)\1 )\1 )\1
Aplicando la relacion (42) obtenemos m = 0, por lo que ¢ es una aplicacion inyectiva y

Ker ¢ = {0} es finito.

De la relacion (43) se deduce que pv = 0 en M’/M, y de la relacion (44) se deduce que
Av=0en M'/M. Como M'/M esta tnicamente generado por v, de lo anterior se sigue que el
ideal (p, A1) aniquila M’/M, de manera que M'/M es un A/(p, A\1)-mo6dulo. Como p y A1 son
coprimos, por el lema 3.9-2 se tiene que el ideal (p, A1) es de indice finito, por lo que A/(p, A1) es
finito. Consecuentemente, como M’ /M es un A/(p, A1)-modulo finitamente generado y A/(p, A1)
es finito, entonces M’ /M es finito. Finalmente, como Im ¢ = M, entonces Coker p = M'/M es
finito. Por tanto, tenemos que M ~ M’.

El nuevo modulo M’ tiene generadores v, us, ..., u,, pues la relacion (43) nos permite eli-
minar u; del sistema de generadores. Toda relacion aju; + -+ + apu, = 0 cambia a pajv +
o 4 anpu, = 0, por lo que la primera columna de R queda multiplicada por p. Debemos anadir
también la relacion (44), es decir, la fila (A1,...,\,). Ademas, la fila (A1, pAe,...,p\,) cambia
a (pA1,pA2, ..., ), que es equivalente a la fila (A\1,...,\,), por lo que podemos eliminarla.
Por tanto, la matriz R’ tiene la forma buscada. O

Transformacién 2: Si todos los elementos en la primera columna de R son divisibles por
p* y hay una fila (p*Aq,...,p"\,) en que p no divide a Ay, entonces podemos cambiar R por la
matriz R’ que coincide con R, salvo en que la fila (pFA1,...,p*)\,) cambia por (A1,...,\,).

Demostracion. Sea M' = M @ vA, con v € M un nuevo generador, modulo las relaciones
adicionales

(P*u1, —p*v) =0, (49)
(/\QUQ 4+ o 4 Aptp, /\11]) =0. (50)

Al igual que en la demostracion de la Transformaciéon 1, que p divida a A\; nos permite concluir
que la aplicacion natural ¢ : M — M’ es inyectiva. También de manera analoga podemos ver
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que el ideal (p*, \) aniquila M’/M y que este cociente es finito, por lo que tenemos que M ~ M.

Notemos que podemos escribir M’ como
M =uiA+ -+ upA +vA = (ug — v)A + vA +usA + - - + uy A + VA, (51)

modulo las relaciones (49) y (50). Si escogemos M” como el A-modulo generado por v, ug, . . ., Up,
tenemos M’ = (u; —v)A+M"+vA. Ahora bien, como vA C M”, tenemos M’ = (ug —v)A+M".
Veamos a continuacion que la descomposicion M’ = (u; —v)A+M" determina una suma directa.
Para ello, dado un elemento m’ € M’, debemos ver que si puede escribirse como

con my,my € M" y v1,72 € A, entonces m{ =ml y v1 = 2.

Supongamos mY # mj, o equivalentemente, m{ — m/ # 0, y procedamos por reduccion
al absurdo. Como my] — mf € M" y M" esti generado por v,us,...,u,, entonces existen
A1, A2y .oy Ay tales que mf —ml = Ao+ Aaug + -+ - + A\yuy, # 0. De (52) tenemos

(my —m3) — (u1 — v) (72 — 1) =0, (53)
o equivalentemente,
Agug + -+ Aptp — (Y2 —y1)ur + (92 — 71 + A)v = 0. (54)

La tnica forma de eliminar u; en la expresion anterior es segun la relacion (49), por lo que debe
ser (y2 — 1) = yp¥, con v € A. Pero entonces, en (53) tendriamos (m{ —m4) — (u; —v)pFy = 0,
y dada la relacion (49), que m}] — mf = 0, llegando asi a contradiccion. Por tanto, debe ser
m{ =mf, y en consecuencia, 71 = 7o.

Tenemos pues que M’ = (u; —v)A @ M"”, donde M" esté generado por v, us, ..., u, y tiene
relaciones generadas por R y, segtn (50), por (A1,...,\,). Notemos que podemos eliminar de
R la fila (pFA1, P Xa, ..., PP An), pues es equivalente a la fila (M1, ..., \,). Por ello, las relaciones
de M" vienen dadas por R, que tiene la forma buscada.

Consideremos la proyeccion ¢ : A — (u3 —v)A tal que A — A(u1 —v), que es una aplicacion
exhaustiva. Por un lado, (p*) C Kerp = {A € A | A(u; —v) = 0} debido a la relacién (49). Como
por hipétesis los primeros coeficientes de todas las relaciones que involucran wy son divisibles
por p¥, debe ser A € (p*), por lo que Ker » C (p¥), y en consecuencia, Ker ¢ = (p¥). Aplicando
el Teorema de Isomorfia, tenemos que

(u1 —v)A = A/(p"), (55)

que ya esti en la forma establecida por el teorema. Tenemos entonces M’ = M" @ A/(p*), por
lo que en lo que sigue es suficiente trabajar con M"” y R/. O

Transformacién 3: Si R contiene una fila (pFA1,...,p"\,) v para algtin A € A tal que p
no divide a A se tiene que (AA1,...,A)\,) también es una relacion, entonces podemos cambiar
la fila (pFA1,...,p"An) por (A1,..., An)-

Demostracion. Sea M' = M /(Au1+ -+ A\un)A y consideremos la proyeccion ¢ : M — M/,
que es exhaustiva, de manera que Imy = M’, por lo que Coker o = M’'/M’ = {0} es finito.
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Por un lado, (p*A1,...,p" ) ¥ (AA1, ..., A\,) son relaciones por hipétesis, por lo que Ker ¢ es
aniquilado por el ideal (\, p¥), de manera que Ker ¢ es un A/(p*, \)-médulo. Por otro lado, como
p es primo y no divide a A por hipotesis, tenemos que p* y A son coprimos. Por el lema 3.9-2
se tiene que el ideal (p¥, \) es de indice finito, por lo que A/(\, p*) es finito. Ademas, como M
es finitamente generado, también lo es Ker ¢. Consecuentemente, como Ker ¢ es un A/ (pk S A)—
modulo finitamente generado y A/(\, p¥) es finito, entonces Ker ¢ es finito. Por tanto, tenemos
que M ~ M’. Claramente las relaciones de M’ vienen dadas por f%’, pues la fila (pk/\l, . ,pk)\n)
se vuelve en el cociente equivalente a (A, ..., A,). O

Notaciéon 3.12. Las seis transformaciones anteriores (A,B,C,1,2,3) se denominan transfor-
maciones admisibles.

Sea f € A no nulo. Por el Teorema de Preparacion de Weierstrass, f puede escribirse como
f(T) =ptP(T)U(T), con U(T) € A*, P(T) € Zp[T] un polinomio distinguido y p > 0.

Definicion 3.13. Si f € A no nulo se escribe de la forma anterior, definimos el grado de
Weierstrass de f como

00 sipu>0
de = . 56
gw / {degP(T) sipu=0 (56)
Definicién 3.14. Dada una matriz R = (a;;), definimos
deg ™ (1) = min {degyy (aj;)}, (57)

sJ Z

en que (a;j) varfa sobre todas las matrices obtenidas a partir de R via transformaciones admi-
sibles que dejan las primeras k — 1 filas iguales.

Definicion 3.15. Seanr > 1y

D,y = . (58)
0 )\7"—1,7'—1

Decimos que R est en forma (r — 1)-normal si es de la forma

. <Dj41 g) , (59)

y para 1 < k <r —1 se tiene que Ax; son distinguidos y cumplen
deg A = degyy Ak = deg® (R). (60)

Lema 3.16. Si la submatriz B anterior es no nula, entonces R puede transformarse, via trans-
formaciones admisibles, en una matriz en forma r—normal que tenga los primeros r — 1 elmentos
de la diagonal iguales.

Demostracion. Si consideramos una fila con un tnico elemento no nulo, la Transformaciéon 1
nos permite multiplicar el resto de elementos de su columna por una potencia arbitraria de p.
De esta manera, podemos asumir que todos los elementos )\;; que conforman la submatriz A
son divisibles por una potencia arbitraria de p, es decir, que p" divide a todos los elementos de
fl, con N que escogemos suficientemente grande como para que no divida a todos los elementos
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de B.

Sea k el menor entero tal que p¥ no divide a todos los elementos de B y Aij uno de los ele-
mentos de B no divisible por pF. La Transformacion 2, en combinacion con la Transformacion
A, nos permite reemplazar la fila i de manera que el nuevo elemento \;; no sea divisible por p.
Por tanto, podemos asumir que B contiene un elemento Aij tal que degy, Aijj = deg(r)(R) < 00,
y la Transformaciéon A nos permite suponer que este elemento es ... Si A, se escribe como
A = P(T)U(T) segun el Teorema de Preparacion de Weierstrass, la Transformacion C nos
permite multiplicar la r—ésima columna de R por U1, de manera que el nuevo )\, es un po-
linomio distinguido tal que deg\,, = degy, A\py = deg(r)(f?). Aplicando la Transformaciéon B,
el algoritmo de la division dado por el corolario 3.5 nos permite asumir que los A,; son po-
linomios tales que deg\,; < degA,. sij # 7,y que deg Ar; < deg)j; si j < r. Ahora bien,
como deg A\, = degy A\pr = deg(” )(R) es minimo en B, entonces p debe dividir a Arj para todo
Jj >, pues en caso contrario tendriamos degy, A\r; < degy, A\pp = deg(r)(R), que no es posible.
Ademas, la Transformacion 1 nos permite asumir que pV divide a cada Arjsij<r.

A continuacion, supongamos que algin A.; con j > 7 es no nulo y procedamos por re-
duccion al absurdo. La Transformacion 1 nos permite eliminar toda potencia de p para algin
elemento \,; no nulo, de manera que degy, A\.; = deg A\,;. Ahora bien, como hemos visto que
deg \r; < deg Ay si j # r y que deg A, = degy, A\ por ser A, un polinomio distinguido,
obtenemos degy, Ar; < degy, Arr, que no es posible pues degy, Ay = deg™ (R) es minimo. Por
tanto, todo A,; con j > r debe ser nulo.

Ahora, supongamos que algin A\.; con j < r es no nulo y procedamos por reduccién al
absurdo. Nuevamente la Transformacién 1 nos permite eliminar toda potencia de p para algiin
elemento \,; no nulo, de manera que degy, A\.; = deg A\;;. Ahora bien, como hemos visto que
deg \;; < degljj si j < r y que degA,, = degy, A\, por ser A, un polinomio distinguido,
obtenemos degy, Ar; < degy, Aj;, que no es posible pues degy, \j; = deg(j)(]?{) es minimo. Por
tanto, todo A,; con j < r debe ser nulo.

De esta manera, tenemos que el tnico elemento no nulo de la r—ésima fila es A, que es un
polinomio distinguido que cumple deg A, = degy A\rr = deg(r)(R) Por tanto, la matriz R est4
ahora en forma r—normal. O

Comenzando con la matriz R, podemos aplicar sucesivamente el lema anterior a R hasta
obtener una matriz

A\ 0
R = 0 61
0 A (61)
A 0

en forma r—normal.
Lema 3.17. La submatriz A anterior es nula.

Demostracion. Aplicando la Transformacion B, el algoritmo de la divisiéon dado por el corolario
3.5 nos permite asumir que los \;; que conforman la submatriz A son polinomios tales que
deg )\ij < deg Ajj-

A continuaciéon, supongamos que algtn A;; es no nulo, fijemos 7 y procedamos por reduccion
al absurdo. Como deg \;; = deg( )(R’ ) es minimo, entonces p debe dividir a \;j, pues en caso
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contrario tendriamos degy, Ai; < degy, Aj; = deg(j)(]%), que no es posible. Por tanto, tenemos
una relacion no nula (A1, ..., A, 0,...,0) que es divisible por p. Como los \;; son distinguidos,
tenemos que p no divide a ningin \;;, por lo que p no divide a A = Aj1--- A,r. Ahora bien, la
matriz B muestra que tenemos relaciones dadas por Aj;u; = 0, por lo que Au; = 0, y también
Aijuj = 0, de manera que A\jjug + - -+ Ajpu, = 0,y por ello (ANi1, ..., AN, 0,...,0) es una
relacion. Aplicando ahora la Transformacion 3 podemos asumir que p no divide a alguno de los
nuevos \;;, de manera que

degyy Ajj < deg Ajj < deg Aj; (62)
que no es posible porque deg \j; = degy, \j; = deg(j)(]%’) es minimo. Por tanto, todos los A;;
deben ser nulos, por lo que A es una submatriz nula. ]

De esta manera, la matriz R’ queda en la forma

R = 0] (63)
0 0
Lema 3.18. La matriz R’ anterior corresponde, en términos de A—mo6dulos, con

M~A/ (A1) @ @A/ (M) ®A™TT (64)

Demostracion. Para entender la matriz R en términos de A—-mddulos, consideremos aplicaciones
¢ vy ¢ definidas segtin

AT 2 A" s wg A+ -+ unA
(al,...,an)H()\11a1,...,Arra,,,o,...,()) (65)
(/617-”7571) — Brur + - -+ Bpuy
donde uiA + -+ - 4+ u,A lo consideramos modulo las relaciones dadas por R'. Notemos que ¢

es una aplicacién inyectiva y v una aplicaciéon exhaustiva. La matriz R’ muestra que tenemos
relaciones Ajju; = 0,..., Apu, = 0, de manera que

¢(¢(01, cee aan)) = A1oquy + -+ Appagty = 0, (66)

de donde se deduce que Imyp = A\jjA + -+ + N\ A C Kerv. Ademas, Kery = R’ esta ge-
nerado por las filas de R', por lo que dado (B1y-..,0n) € Kert existen ay,...,a, € A ta-
les que (B1,...,0n) = a1(A11,0,...,0) + -+ + a,(0,..., App,...,0), de manera que tenemos
olar,...,ap,0,...,0) = (B1,...,8n), por lo que Kery C Im g, y por tanto, Kerty = Im .

Por el Teorema de Isomorfia, tenemos

Imy 2 A"/ Kertp = A"/(A1A+ -+ A A) (67)

Por ello, los elementos de Im 1) pueden pensarse como los elementos de A™ modulo la relacion de
equivalencia (ai,...,an) ~ (af,...,a)) & (a1 — o), ...,an —al) € M1y, A, 0., 0)A &
a1 —of =0 méd A\i1,...,00 —a;. =0 méd Ay, a1 — 0 =0,...,ap—0a;, =0& a1 =of
en A/(A11),...,0p =) en A/(Ap), app1 = 0 en A, ... o, = a;, en A. Por tanto, tenemos
Imep = A/ (A1) @ - DA/ (Arr) &A™ (68)

Como M es pseudo—isomorfo a Im v, tenemos lo que buscabamos. ]
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Recuperando los factores A/(p*) que fueron descartados en la Transformacién 2, obtenemos
M~A/(Aun) @ @A (Ar) @A SN/ (P™) B - S A/(p™) (69)
para ciertos ny,...,ns € N. Notemos que los \j; son polinomios distinguidos, y como A es un

modulo noetheriano, descomponen en producto de polinomios distinguidos e irreductibles f.
El lema 3.9-3 nos permite obtener

M~ A(f) &AM e AT e A ") & e A(P™) (70)

para ciertos myq, ..., ms. Agrupando y reordenando, tenemos

M~ A e (EB A/(p”w) o | Pa/) (71)
i=1 j=1

tal y como querfamos ver.
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4. Invariantes de Iwasawa.

En este capitulo enunciamos y demostramos un teorema de Iwasawa correspondiente a los
invariantes de una Z,—-extension, conocidos actualmente como invariantes de Iwasawa. Al final
del capitulo, recopilamos algunos resultados sobre los invariantes de Iwasawa en determinadas
Zy—extensiones sobre cuerpos de ntimeros.

4.1. Teorema de Iwasawa.

El teorema siguiente permite obtener informacién sobre la p—parte de los ntimeros de clases
en Z,—extensiones.

Teorema 4.1 (Teorema de Iwasawa). Sean K un cuerpo de ntimeros y Ko /K una Z,-
extension. Sea p°" la potencia exacta de p que divide el numero de clases de K,,. Entonces,
existe enteros A > 0, 4 > 0 y v independientes de n, y un entero ng tales que

en = An+ pp" +v  para todo n > ng. (72)

A los enteros A, p y v del teorema anterior se les denomina invariantes de Iwasawa. Antes
de proceder a la demostracién del teorema, consideremos los lemas siguientes.

Lema 4.2. Si f € A, entonces A/(f) es infinito.

Demostracion. Si asumimos que f # 0, del Teorema de preparacion de Weierstrass tenemos
que f = p*PU, con U € Z[[T]] una unidad y P € Z[T] un polinomio distinguido, por lo que
basta con considerar los casos en que f = p y f un polinimio distinguido. Si f = p, tenemos
A/(f) = Z/pZ[[T]], que es infinito. Si f es distinguido, por el corolario 3.5 tenemos que si
g € A, entonces g = fq + r para ciertos ¢ € Z[[T]] y r € Z[T], por lo que A/(f) = Z[T], que es
infinito. O

Lema 4.3. (Lema de Nakayama) Sea X un A-mo6dulo compacto. Entonces, X es finitamente
generado sobre A si y solo si X/(p,T)X es finito. Si z1,...,z, generan X/(p,T)X sobre Z,
entonces también generan X como A—moédulo.

Demostracion. Véase el lema 13.16 de [14]. O

4.1.1. Demostracion.

Como en la seccion 3.3, sea I' = Gal(Ko/K) = (Zy, +) y 70 un generador topologico fijo de
I" tal que el isomorfismo Z, = I' venga dado por « +— +*. La Z,—extension K., /K es equivalente
a la cadena de cuerpos

K:K[)CK]_C"'CKnC"'CKOO:UKn) (73)

en que los K,, cumplen que Gal(K,/K) = (Z/p"Z,+). Sea L, la maxima p-extension abeliana
no ramificada de K,, y sea X,, = Gal(L,/K,). Notemos que del teorema 1.51 sabemos que
X, = Ay, con A, el p-subgrupo de Sylow de Cl(K,). si definimos L = |J,,~q Ln, existe una
cadena de cuerpos -
LyCLiC---CLyC--- CL=UL,. (74)

Sean G = Gal(L/K), y recordemos que I' = G/ X.
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Suposicion: Todos los primos que estan ramificados en K, /K estan totalmente ramifica-
dos.

En la seccion 3.3 vimos que en estas condiciones, X = Gal(L/K) es un A-mobdulo.
Segiin (31), el polinomio 1+ 7 € A acttia como 7 € I', de manera que 1+ 7 es un generador

topologico de A. Extendemos ahora v € I' a 4 € G = Gal(L/K), de manera que la accion de
~v € I' sobre x € X venga dada por

27 =z (3) 7 (75)
De la proposicion 1.40, tenemos que hay un niimero finito de ideales que ramifican en K, /K.
Sean pi,...,ps estos primos, y para cada 7 fijemos un primo p; € Oy, tal que p; = p; N Ok.

Sea I; C G = Gal(L/K) el grupo de inercia de p; sobre p;. Como la extension L/K., es no
ramificada, de la proposicién 1.58 tenemos I; N X = 1.

De ello se deduce que la aplicacion I; — G/X =T = Gal(K/K) dada por 0 — o|k__ es
inyectiva. Para cada p; € Ok consideremos p; ,, € Ok, tal que p; , N K = p;. Como los p; estan
totalmente ramificados, entonces p,Ok, = pfz. Por un lado, si o € Gal(K,,/K), como o|x = id,
tenemos que o(p;) = p;. Ademas, como a(pm;) es un primo de O, sobre p; y p; estd totalmente
ramificado, debe ser o(p;,) = pin, Ahora bien, como p;Ok, = Pf27 por la proposicion 1.41
tenemos que |1(p;n/pi)| = e(pin/bs) = 5" por 10 que I(pinfps) = Z/p"Z = Gal(Kn/K), de
manera que tenemos I(p;,,/p;) = Gal(K,,/K). Por tanto,

ltm 1(ps 0 /p;) = lim Gal(K., /K) = Gal(Kw /K) =T (76)

Por otro lado, tenemos que I;|k, = I(pin/pi). Dado 0 € Gal(K«/K) y un elemento z € K,
como tenemos K., = UK, existe un n, tal que = € K, _. Asi, o(x) queda determinado por
olk,, (x) € Gal(Ky,/K) = I(pin,/pi) = Li|Kk,,, por lo que existe un cierto i € I; tal que
ilk,, = 0|K,,, de manera que la aplicacion I; — I' es exhaustiva, y por tanto, biyectiva, de
manera que I; 2 T'. De ello se deduce que

G=LX=XI (77)

para todo i =1,...,s.

Sea 0; € I; tal que su imagen por la aplicacién anterior sea g, de manera que o; es un
generador topologico de I;. Como G = X1I; y I; C G para todo ¢ = 1,...,s, entonces tenemos
I; C X1, por lo que

o; = Q;01 (78)

para algin a; € X. Notemos que, como o1 = a101, debe ser a; = 1.

Lema 4.4. Tomemos como cierta la Suposicion. Sea G’ la clausura del subgrupo conmutador
de G. Entonces,
G =Xl =TX, (79)

Demostracién. Recordemos que el subgrupo conmutador de G es {[a,b] = aba='b~! ’ a,be G}.
Antes hemos visto I; = I', por lo que I} C G es isomorfo a I' = G/X. Esto nos permite pasar
pasar v € I' a su elemento correspondiente en I; para definir la accién de I en X. Identificando

I e I, tenemos que la accion de v sobre 2 € X viene dada por 27 = yzy~!.
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Sean a = ax, b = Py elementos arbitrarios de G = 1 X =2T'X ,con o, €'y z,y € X.
Entonces,

aba~'0™" = axfyzta "y g (80)
= 2%aBr oty 1 g
= 2%(yz ") (aB)a" "y B!
= 2%(yz )P (y~1H)» (T es abeliano)
= (@) PPt (X es abeliano).
(81)

Escogiendo 3 =1y a = 7, tenemos que aba~1b~! = y°~! € G’, por lo que X0~ C G'.

Si mantenemos 3 € I' arbitrario, como 7 es generador de I', entonces existe un ¢ € Z, tal
que B =15, y como 7o € I' es equivalente a 1 + T € A, entonces

1—6:1—75:1—(1+T)C:1—Z<Z>T”:Z(TCL>T”eTA (82)
n=0 n=1

Como T = 7y — 1, entonces (z®)!=8 € X~1 Andlogamente, (y°)'=® € X7~1, Notemos
que Tz = (y0 — 1)z = 2771, por lo que X7~ 1 =TX.

Como X es el limite proyectivo de los X,,, que son conjuntos compactos por ser finitos,
entonces X también es compacto, y como X! es la imagen de un compacto, entonces es
cerrado. Por tanto tenemos G/ C X!, y en consecuencia, G’ = X7°~!, tal y como queriamos
ver. [

Lema 4.5. Tomemos como cierta la Suposicion. Sea Yy el Z,-submoédulo de X generado por
{a; ‘ 2<i<s}ypor X! =TX. Sea Y, = v,,Yp, con

o (14T -1

7 (53)

vn=T1+%0+2%+ -+

Entonces, X,, = X/Y,, para todo n > 0.

Demostracién. Comencemos por el caso n = 0, en que tenemos K C Ly C L. Como L/K es
una p—extension y Ly es la maxima p—extension abeliana no ramificada de K, entonces Lo/ K
es la maxima subextension abeliana no ramificada de L/K.

Por un lado, se tiene que I; C Gal(L/Lg). Por otro lado, por el Teorema fundamental de
la Teoria de Galois, tenemos que G/ Gal(L/Lg) = Gal(Lo/K), y como Gal(Lo/K) es abeliano,
entonces G/ Gal(L/Lg) es abeliano. Ahora bien, G’ es el menor subgrupo H de G tal que G/H
es abeliano, de manera que debe ser G’ C Gal(L/Lg). Por tanto, I;G' C Gal(L/Ly).

Si consideramos LY el cuerpo fijo por G’, tenemos Ly C L& C L. Sean o € Gal(L/Lg) y
T =0|a € Gal(LY" /Ly). Sea 7 € Gal(L/Lo) tal que 7| e = 7. Asi, tenemos o = u7 para
cierto u € G'. La extension L /Lo es abeliana, y debe ser ramificada porque Ly/K es la méxi-

ma subextension abeliana no ramificada. De ello se deduce que 7 € [;, y en consecuencia, que
o =ut € G'I;, por lo que Gal(L/Ly) C G'I,.
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Por tanto, Gal(L/Lg) es el subgrupo cerrado de G generado por G’ y todos los grupos
de inercia I;, con 1 < ¢ < s. Por el lema 4.4 y (78), Gal(L/Lg) es la clausura del grupo
generado por X~ I} y as, ..., a,. Por el Teorema fundamental de la Teoria de Galois, tenemos
Gal(Lo/K) = Gal(L/K)/ Gal(L/Ly), es decir, Xg = G/ Gal(L/Ly), y aplicando (77), tenemos
Xo = X1,/ Gal(L/Ly). Esto, junto a lo anterior, conduce a

Xo=XI1,/Gal(L/Ly) = X]1/<X70_1,Il,a2,. Sy ag) = X/<X70_1,a2,...,a5> =X/Yy. (84)

Consideremos ahora n > 1. Reemplazando K por K, y 7o por 'ygn, tenemos que o; se vuelve
of ", Aplicando (78) y (75), tenemos

k+1
i )

— 1+o1+-+o¥
k _k+1 _ : 1 10.]1€+1. (85)

—-1_2 -2 k
(ai0'1 = a;01Qa;07 01Q;07 ...010;01 04 —CLZ

lor+-to?

Escogiendo k = p™ — 1, y como a; =1+v+-+ 'ygnfl)ai = vpa;, obtenemos

an = (Unai)afn, (86)

de manera que a; se vuelve v,a;. Ademas, X071 = (7o — 1)X se Vuelve(ygn —1)X = v, X071,
Por tanto, Yy se vuelve v, Yy, lo cual conduce al resultado deseado. ]

Lema 4.6. Tomemos como cierta la Suposicion. Entonces, X = Gal(L/K) es un A-moédulo
finitamente generado.

Demostracién. Como vy = [(1+T)? —1]/T € (p, T)Yo, entonces
Yo/(p, T)Yo = [Yo/v1Yo]/[(p, T)Yo/v1Y0] (87)

es un cociente de Yy/u1Yy = Yo/Y1 € X/Y1 = X, que es finito. Por el lema de Nakayama,
Yy es finitamente generado, y como X/Yy = Xy es finito, entonces X debe ser finitamente
generado. n

Olvidamos ahora la Suposicion, es decir, no suponemos que todos los primos ramificados en
Ko /K estan totalmente ramificados.

Por el lema 2.7, existe un e > 0 tal que todos los primos que estan ramificados en K, estan
totalmente ramificados. Podemos aplicar el lema 4.6 a la extension Ko,/K., de manera que
X = Gal(L/K), que es el mismo para las extensiones Ko/K. y Ko /K, es un A-modulo
finitamente generado.

Utilizando la notacién del lema 4.5, tenemos

v =140+ ++2% (88)
ve=Tl+40+7%+ -+ " (89)

Esto nos permite definir
Une = =1+ 9 o (90)

€

Como ’yge genera Gal(K/K.), en el lema 4.5 podemos reemplazar v, por v, de manera
que si Y, corresponde al Yy del lema cuando la extension considerada es Ko /Ke, tenemos que
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Xn = X/Y, para todon > e, con Y, = v, Ye.

Como X es un A—modulo finitamente generado, podemos aplicarle el Teorema de Clasi-
ficacion de A-modulos. Equivalentemente, como X/Y, = X, es finito, tenemos el pseudo—
isomorfismo Y, ~ X, por lo que podemos aplicar el teorema a Y, y obtener el mismo resultado.
Tenemos

Yo X~ AT 0 (@ A/<p’fi>> o @A), (91)
i=1 j=1

con r,s,t,kj,m;j € Z'y f; € A distinguidos e irreductibles. Si escogemos g; = f;nj , que siguen
siendo polinomios distinguidos, tenemos

Yo~ AT S <@ A/(p’w) o P/ ] (92)
i=1 j=1

Proposicién 4.7. Supongamos

E=AN® (EB A/(p’“)) e [Pa/) |, (93)
i=1 Jj=1

con r,s,t, ki € Zy g; € A distinguidos (no necesariamente irreductible). Sean m = >0 k; y
= 22:1 deg g;. Si E/un o E es finito para todo n, entonces r = 0 y existen ng, c € Z tales que
|E JvnE| = p™" Tn+e para todo n > ny.

Demostracion. A continuacién, calcularemos V/v, .V para cada término de la suma directa.

(1) Caso V = A. Por el lema 4.2, A /v, oA es infinito. Como E /v, E es finito por hipotesis,
entonces A no puede aparecer como sumando, por lo que r = 0.

(2) Caso V = A/(p*). En este caso, V/v, V = A/(p¥,vy..). Si el cociente de dos polinomios
distinguidos es un polinomio, entonces es distinguido o constante, por lo que v, = v, /v, €s
un polinomio distinguido. Por el algoritmo de la division en A dado por el corolario 3.5, todo
elemento de A/(p", Un.e) Se representa de manera tnica por un polinomio modulo p*, de grado
menor que degv, . = p" — p°. Equivalentemente, tenemos

V/vneV =N (0", vne) 2 Z/(p") + Z)(P")T + - + Z/ (p") T e (94)

e

Por tanto, |V /vy, V| = pFdesvne = pk(P"=p%) = phr"+e con ¢ = p=kp°,

(3) Caso V = A/(g). Sea d = degg. Como g es distiguido, podemos escribir g = T¢ + pq,
con ¢ un polinomio de grado menor que d. Tenemos 7% = pg méd g, de donde se tiene que

T* = p(polinomio) méd g (95)
para k > d. Si p™ > d, de lo anterior se deduce que
(L+T)" =1+ p(polinomio) + 77" = 1 + p(polinomio) méd g (96)

Por tanto, X
(1+ T)anr =1+ p?(polinomio) méd g (97)
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Sea P, = (1 +T)P" — 1, que es un polinomio distiguido. De lo anterior se deduce que

n+2

Popa(T) = 1+ TP 1 (98)
= ()PP (T (TP )
=(1+---+1+ (p*)(polinomio))(Pny1) méd g

=p(l+ ()(pohnomlo))PnH méd g

Como 1+ (p)(polinomio) € A%, entonces P,42/P,+1 actia como (p)(unidad) sobre V = A/(g)
para p"™ > d.

Supongamos ng > e, p"° > d, y n > ng. Entonces,

Un+2.e Un+2 Pn+2

= = , 99
Un+1,e Un+1 Pn+1 ( )
de donde se tiene que
P
UnioeV = P"* 2 (nt1.6V) = pongreV. (100)
n+1
Por tanto,
‘V/’Un—l-levl = |V/pvn+l,ev| = ‘V/pVHpV/pvn—i-l,eV‘7 (101)
para n > ng. Como g y p son coprimos, la multiplicaciéon por p es inyectiva, por lo que
[PV/pons1,eV| = [V/tny1eV], (102)
de manera que
\V/vni2.VI = V/pVIIV/tni1V]. (103)
Como V/pV = A/(p,g) = A/(p,T?), entonces [V/pV| = |A/(p,T?)| = p?, ya que
A, T =Z/p) +Z/)T + -+ Z/ ()T, (104)
Aplicando lo anterior, veremos por induccién sobre n que
V/vne V] = p™ 0DV 011 V], (105)

para n > ng + 1. En efecto, si n = ng + 1 el resultado es evidente. Supongamoslo cierto hasta
n+1y veamos que se cumple para n+2. Aplicando (103) tenemos |V /vy 12V | = p4|V/vpi1.V],
y aplicAndo la hipoétesis de induccién, tenemos

’v/vn+2,ev| = pdpd((mrl)inoil) |V/vno+1,eV’ = pd((n+2)7n071) V/Vnot+1.eV], (106)

por lo que (105) se cumple.

Como E /v, E es finito por hipotesis, |V/v, V| debe ser finito para todo n, por lo que de
(105) tenemos que |V/v, V| = pIte sin > ng + 1, con ¢ = pd=no=1),

Juntando (1), (2) y (3), como |E/v,E| es el producto de todos los |V/v, V|, tenemos
|E/vn e E| = p™"+nte i n > ng, con ¢ una nueva constante obtenida como suma de las
miltiples constantes anteriores. O

Lema 4.8. Sean Y y E dos A-modulos tales que Y ~ E y que Y/v, Y es finito para todo
n > e. Entonces, para ciertos ¢, ng € Z tenemos que |Y /v, Y| = p?|E/v, . E| para todo n > ny.
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Demostracion. Tenemos el diagrama conmutativo siguiente, en que ¢ es la aplicacién dada
por Y ~ E, ¢, es la restriccion de ¢ a v,.Y, y ¢ es tal que si § € Y/v, .Y, entonces

qb%(z]) = ¢(y) € Un,eE-

0 Un.Y Y Y/vpeY —=0
lqs’n l¢ iaﬁé{
0 Un B E E/vy o E—>0

Veamos que la secuencia 0 21 UneY 22y & Y/vp Y 245 0 es exacta. Consideremos
a1, g como las inclusiones naturales, y a3, ay como las proyecciones naturales. Las condiciones
Ima; = Kerag y Im ag = Ker ay corresponden a la inyectividad y exhaustividad de las aplica-
ciones as y ag respectivamente. La condicion Im as = Ker a3 se satisface por la definicion del
cociente Y /v, Y. Por tanto, la secuencia es exacta. De manera aniloga se comprueba que la
secuencia 0 — v, F — E — E/v, E — 0 es exacta.

Por el Lema de la Serpiente, hay una secuencia exacta
0 — Ker ¢/, — Ker ¢ — Ker ¢, — Coker ¢, — Coker ¢ — Coker ¢!, — 0. (107)

Todas las aplicaciones son naturales excepto la aplicacion Ker ¢!/ — Coker ¢/,. Dado un
x € Ker ¢, existe y € Y tal que su imagen es = en Y/(v,)Y. Como ¢(y) € E tiene imagen
cero en E/v, E por la conmutatividad del diagrama, debemos tener ¢(y) € vy, E. Ademas,
#(y) méd ¢, (v,,Y) depende solo de x, de manera que la aplicacion Ker ¢;, — Coker ¢/, es la
dada por z — ¢(y).

Notemos que Ker ¢ y Coker ¢ son finitos porque Y ~ E. Ker ¢/, es finito porque la aplicacion
Ker ¢, — Ker ¢ es inyectiva, y Coker ¢/ es finito porque la aplicacion Coker ¢ — Coker ¢!/ es ex-
haustiva. Ker ¢/ es finito porque Y /v, Y es finito. Ademas, Coker ¢}, es finito porque Coker ¢!/
es finito y Coker ¢/, / Coker ¢! se inyecta en Coker ¢, que es finito.

Veremos que se cumplen las siguientes desigualdades:
(i) [Kergy| <|Kerg|,

)
(i) | Coker ¢/| < | Coker ¢|,
) | Coker ¢!/| < | Coker ¢],
)

(iii

(iv) |Ker¢!'| < |Ker ¢|| Coker ¢|.

La desigualdad (i) se cumple porque la aplicacion Ker ¢, — Ker ¢ es inyectiva. La desigual-
dad (iii) se cumple porque la aplicacion Coker ¢ — Coker ¢! es exhaustiva. La desigualdad (ii)
se cumple porque Coker ¢/, C vy, . Coker ¢ C Coker ¢.

Notemos que la aplicacion natural Ker ¢/ Ker ®/, — Ker ¢!/ es inyectiva. Si consideramos
la, aplicacion ¢ : Ker ¢! — Coker ¢/, claramente la aplicacion Ker ¢!/ — Im ¢ es exhaustiva.
Tenemos asi una secuencia exacta 0 — Ker ¢/ Ker ®/, — Ker ¢! — Im¢ — 0. Por el lema 1.19,
tenemos

| Ker ¢'| = | Ker ¢/ Ker @ || Tm ¢ (108)
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Como |Ker ¢/ Ker @] | < |Ker¢| y |Im | < |Coker ¢,,|, aplicando (ii) tenemos
| Ker ¢/| < | Ker ¢|| Coker ¢,,| < | Ker ¢|| Coker ¢|, (109)

por lo que (iv) queda demostrado.

Supongamos ahora que m > n > 0. Veremos que se cumplen las desigualdades siguientes:
(a) | Ker g),| > | Ker )|,
(b) | Coker 6| > | Coker &,
(c) | Coker ¢!| < | Coker ¢! |.

Observando que vy e = (Um,e/Un,e)Une, vemos que vy, Y C v, .Y, por lo que tenemos
Ker ¢/, C Ker ¢/, de manera que | Ker ¢/ | < |Ker ¢/ |, por lo que (a) queda demostrado.

Sea Umely € Umel, y sea z € v, L un representante de v, .y en Coker ¢,. Entonces,
Un,eY — 2 = @(Uy ex) para algin x € Y. Si multiplicamos por vy, /vy e, obtenemos

v v
Um,ey = — 2 =~ p(Unet) = G(Vm,ew) = @ (Ume)- (110)
n,e Un,e

Por tanto, vy, ¢/vn . multiplicado por representantes de Coker ¢!, da representantes de Coker ¢/,

por lo que Coker ¢/, C Coker ¢/,, que demuestra (b).

Como vy, E C vy E, entonces E /v, E C E/vy, E, de donde Coker ¢, C Coker ¢!/, que
demuestra (c).

Veamos a continuacion que los 6rdenes de Ker ¢!, Coker ¢),, Coker ¢!' y Ker ¢!/ son constantes
si n > ng, para algun ng. Como Ker ¢ es finito por ser ¢ pseudo—isomorfismo, que |Ker ¢/ | es
constante si n > ng se deduce de (i) y (a). Como Coker ¢ es finito por ser ¢ pseudo-isomorfismo,
que | Coker ¢/ | es constante si n > ng se deduce de (ii) y (b), y que | Coker ¢, | es constante si
n > ng se deduce de (iii) y (c¢). Ademas, aplicando el lema 1.19 a (107), tenemos

| Ker ¢} || Ker ¢! || Coker ¢| = | Ker ¢|| Coker ¢/, || Coker ¢!, (111)

de donde se deduce que | Ker ¢!| debe ser constante para n > ny.

Si consideramos la aplicacion ¢ : Y/v, Y — E/v, E, tenemos la secuencia exacta
Ker ¢! — Y/vp Y — E/vyE — Coker ¢//. Por el lema 1.19, tenemos

| Ker ¢/ ||EJvn E| = |Y/vn Y || Coker ¢ |. (112)

Sin > ng, |Ker¢!'| y | Coker ¢!!| son constantes, por lo que tenemos

| Ker ¢! d
Y/vn Y| = MIE/%EI =p*|E/vpeEl, (113)
para cierto d, tal y como queriamos demostrar. O

Como Y, ~ X y X/v, .Y = X, es finito, entonces Y, /vy, Y, ~ X /vy Y. es finito. De (92)
tenemos que Y, ~ E, con E dado por (93). Aplicando la proposicion 4.7, tenemos

|E/Un7eE‘ — pmpn—i-ln-i-c7 (114)
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para todo n > ng.

Por el teorema 1.51, tenemos que X, = Gal(L,/K,) es isomorfo a la p-parte de CI(K,,).
Como p°" es la potencia exacta de p que divide | CI(K,,)|, tenemos p» = | X,|.

Aplicando que X,, = X/v, Y. y que X/Y, es finito, tenemos
| Xn| = |X/Ye||[Ye/vneYel, (115)

y como X/Y, = X,, entonces |X/Y,| = p¢ para cierto ¢. Aplicando ahora (114) y el lema 4.8,
tenemos

pn — pC/+C|E/Un7€E‘ — pmp"-i-ln—i—c—i—c’-&-d (116)
para todo n > ng. Si escogemos A\ =m, u =1y v = c+ ¢ + d, entonces
en = An+ up" + v, (117)

para todo n > ng, tal y como queriamos ver.

4.2. p—invariantes.
Uno de los principales resultados sobre p—invariantes es el dado por el teorema siguiente.

Teorema 4.9 (Teorema de Ferrero—Washington). Sea K una extension abeliana de Q y
K~ /K su Z,-extension ciclotémica. Entonces, u = 0.

Demostracion. Véase el capitulo 7 de [14]. O

Notemos que el teorema anterior solo es valido para extensiones ciclotémicas. De hecho,
Iwasawa construyd ejemplos explicitos de extensiones no ciclotémicas para las cuales p > 0. No
obstante, Iwasawa conjeturd que el teorema anterior puede extenserse a cualquier extensiéon de
Q, no necesariamente abeliana.

Conjetura 4.10 (Conjetura de Iwasawa). Sea K un cuerpo de ntimeros y Ko /K su Zy,—
extension ciclotomica. Entonces, pu = 0.

De hecho, Iwasawa realiz6 la conjetura anterior con anterioridad a que Ferrero y Washington
demostraran su teorema.

4.3. )—invariantes.

A continuacién, enunciaremos un resultado recopilatorio sobre el A—invariante en ciertas
Zo—extensiones ciclotémicas de un cuerpo real cuadratico.

Teorema 4.11. Sea K = Q(y/m) o K = Q(+v/2m), y supongamos que m es uno de los siguientes:
1. m =2,
2. m=p,conp=5 mbd 8§,
3. m=p,conp=3 mdd 4,
4. m=pg,conp=3,q=7 mdd 8§,

5. m=p,conp=1 méd 8y 20~1/4 £ (—1)(1”*1)/8 mod p,
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6. m=pq, con p=qg=3 mod 8§,

7. m=pg,conp=3,¢g=5 mod 8,

8. m=mpg,conp=>5,4¢g=7 mod 8,

9. m=pq,con p=qg=5 mdod 8,

10. m=pg,conp=3,g=1 méd 8, (p/q) = -1y 2@ D/* = _1 méd ¢,
11. m=pg,conp=7 méd 8, g =9 méd 16 y (p/q) = —1,

12. m=pqg,conp="7,¢g=1 méd 16, (p/q) = —1, y 20@D/4 = 1 méd g,

con p y ¢ niimeros primos diferentes y (/) el simbolo de Legendre®. Entonces, el A\-invariante
de la Zo—extensién ciclotémica de K es A = 0.

Demostracion. Véanse 9], 2] y [8] O

El resultado siguiente determina una condicién bajo la cual el A-invariante de la Z,—
extension ciclotémica de un cuerpo de nimeros se anula.

Teorema 4.12. Sea K un cuerpo de niimeros. Si solo un primo de K divide p, y p no divide al
namero de clases de K, entonces el A-invariante de la Z, extension ciclotémica de K es Ag = 0.

Demostracion. Véase [1]. O

9Si ¢ es un entero y p un primo impar, el simbolo de Legendre (¢/p) se define como (g/p) = 0 si p divide
a q, (q/p) = 1 si q es residuo cuadratico médulo p, y (¢/p) = —1 en cualquier otro caso.
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