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Capitol 1

Aritmetica en equacions
diofantines

1.1 Resultats d’Aritmetica classica

1.1.1 Termes Pitagoriques. Corbes coniques.

Iniciem el curs amb el problema de les termes pitagoriques, és dir busquem
x,y,z € Z complint
2?47 =22 (1.1)
Siz=0:224+y>?=0ambz,y € Zdonz =y =z = 0, i de ser I'equacié
homogenea podem pensar en buscar les solucions del conjunt:

{(z,y,2) € Z°\ (0,0,0)|med(z,y, z) = 1,2> + y* = 2°}.

Hi ha la bijeccié entre {(z,y, z) € Z3\ (0,0, 0)|z?4+y> = 22, med(x, y, z) = 1}
i {(u,v) € Q*|u® 4 v? =1} donada per (x,y,z) — (£,%).

z?z
Lema 1.1.1. Hi ha una bijeccid entre totes les solucions de u?> +v> =1 amb
(u,v) € Q*\ (=1,0) amb els nombres racionals, a més podem expressar aquestes
solucions com:

(1 -t 2t )
1+t271+¢2
amb t € Q.
Demostracid. Sigui (a, 8) # (—1,0) un punt racional solucié de u? +v? = 1. La
pendent de la recta que uneix (—1,0) i (o, §) és aiﬂ € Q, per tant aixé defineix

una aplicacié injectiva ¢ entre punts racionals de U? + V2 = 1 diferents del
(-1,0) a Q, via (o, 8) O%l Veiem que anterior aplicacié és exhaustiva.
Triem t € Q, i considera la recta que passa per (—1,0) i té pendent ¢:
y =t(z +1)ila intesequem amb X2 +Y? = 1.
La interseccié tindra com a molt dos punts: en substituir var. Y en I'equacié
de grau dos (corresponent a la recta) tenim una equacié de grau 2 en X; que cor-
—2t% 4\ /4t —4(t2 1) (£2—1)

respon a l’equacié X2+t2(X+1)% = 1 que té per solucié x = IGESY

(que en principi sén elements a la clausura algebraica dels racionals), correspo-
1-t2

17 € Q (del fet que el discriminant és un quadrat).

nentazx =-11ix =

3
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En substituir a I’equacié de grau 1 de la recta, obtenim que corresponen als
2
punts un és (—1,0) i laltre (%, %) € Q2, per tant I’aplicacié ¢ és bijectiva

i obtenim que tot punt correspon a l’expressié demanada. O

Per exemple per t = % obtenim (112 129y soluci6 per a u? +v? = 1 i d’aqui

169° 169
la terna Pitagorica, solucié de l'equacié (1.6]):

1192 + 120% = 1692.

Corol-lari 1.1.2. Hi ha una bijeccié ¢ : {(z,y) € Q*\(=1,0)[2%>+3*> =1} - Q

) _ _ 42
donada per (z,y) — %H i) = (hiz’ 142rtﬁ)'

Anem a expressar les solucions de ’equacié parametritzades per enters.
Considera (o, 3,7) € Z3 solucié de 'equaci6 amb mcd(a, 8,7) = 1,
podem pensar 7y # 0.
De la igualtat
o’ + % = v*(mod 4)

obtenim que si « i B senars, s’obtindria que la igualtat anterior modul 4 no es
satisfaria (els quadrats a Z/4 sén 0 i 1), per tant o o 5 sén un parell i l’altre
senar, (ambdos tampoc poden ser parells per la condicié med(a, 8,v) = 1).

Escrivim ¢ = ¢ € Q amb med(a,b) = 1, obtenim que les solucions a P?(Q) |I|
de Iequacié X? 4+ Y2 = Z2 son donades per

=% 2%
1+9 " 1+%°

SlS]

( 1) = (b* — a* : 2ab: b* + a?).

Observem que "iltima expressi6 té coordenades enteres i
med(b? — a?,2ab,b* +a*) =1 6 2.

on 2 correspon a b i a senar.
Per tant hem obtingut quan ’anterior maxim comu divisor és 1,

Lema 1.1.3. Donat (o, 3,7) € Z3\ (0,0,0) amb mcd(a, 3,7) = 1, complint
que és solucié de X2 +Y? = Z? amb a = 1(2), B = 0(mod 2) llavors és de la
forma

(b* — a?,2ab, b* + a?)

amb b, a enters coprimers que no son alhora tots dos senars.
Si el med(b? — a?,2ab, b? + a?) = 2, a, b senars i

b? — a2 @ b% + a?
2 727 2

( )

és soluci6é entera de X2 + Y2 = Z2 amb y senar e z parell, permutant X e Y,
han d’existir ¢, d enters coprimers que no sén alhora senars complint

(b2 —a? 2ab b +a?
2 727 2
pel lema anterior Per tant obtenim

IRecordem que donat K un cos P*(K) = {(a1,...,an) € K™\ (0,...,0)|a; € K}/ ~ on
(a1,...,an) ~ (b1,...,bn) siinoméssi IN € K* complint que a; = \b; Vi = 1,...n. Escrivim
un element de P*(K) via (a1 :...:an) = {(Aa1,...,Aan) € K™\ (0,...,0)|]x € K*}.

) = (2cd,? — d?, % + d?)
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Lema 1.1.4. Donat (o, 3,7) € Z3\ (0,0,0) amb mcd(a, 3,7) = 1, complint
que és solucié de X?> +Y? = Z2 amb a = 0(mod 2), B = 1(mod 2) llavors és
de la forma

(2¢d, ¢ — d?, ¢* + d*)
amb c,d enters coprimers que no soén alhora tots dos senars.

Anem a demostrar el teorema de Fermat per 'equacié X* +Y* = Z* usant
la tecnica anomenada de descens infinit de Fermat.

Proposicié 1.1.5. L’equacié X*+Y* = Z? no té solucions enteres amb xy # 0
(i no té tampoc solucions racionals amb xy # 0).

Demostracid. Sigui («, 8,7) una solucié entera. Reduim modul 4 i podem pen-
sar sense perdua de generalitat que o = 1(mod 2), 8 = 0(mod 2), o, 3,7 > 0
amb med(a, §) = 1.
Escrivim (a?)? + (8%)2 = 42, i tenim una terma Pitagorica, i del lema[l.1.3]
un sistema
a2 =12 — g2
3% = 2ab (1.2)
A2 =B+ a2
per certs a,b enters amb mced(a,b) = 1 on a,b un senar i laltre parell.
De la primera equacié en a? 4 a? = b? fent modul 4, s’obté a ha de ser
parell i b senar, ja que « senar. Per tant usant de nou el lema|1.1.3| obtenim el
sistema d’equacions

a=p?— g
a = 2pq (1.3)
b=7p?+ ¢
amb p, g coprimers i un parell i I’altre senar.
Fixem-nos que mecd(p, q,b = p* + ¢*) = 1 perque mcd(a,b) = 1.
Ara de 'equacié , obtenim

B% = 2ab = 4pq(p® + ¢*)

i de ser coprimers p, ¢, p?> + ¢2, obtenim del teorema de factoritzacié en primers
(teorema fonamental de aritmetica) que existeixen r, s, ¢ > 0 naturals complint:

rP=p, sf=q, pP+¢ =1

i per tant obtenim
2=t 45t

una altra solucié entera de X* +Y* = Z2.

Fixem-nos com a3 # 0 tenim 82 # 0 d’on pg # 0 i per tant rs # 0, d’on
(r,s,¢) amb rs # 0.

Observem a més que

£4z(p2+q2)2262<b2+a2:7

i per tant £ < NaR! £ un enter positiu per construccié.

Aquesta metodologia la podem iterar obtenint solucions enteres (a;, 8;, ;)
amb a;3; # 0de X*+Y* = Z2 onv; > v;.1 > 1,1 per tant algun moment y; = 1
per cert 7 pero llavors 3;c; = 0 en contradiccié. Per tant no pot ser possible que

hi hagi una solucié d’inici com hem suposat. (Aquesta metodologia s’anomena
la técnica de descens infinit de Fermat). O
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Corol-lari 1.1.6. L’equacié X* +Y* = Z* no té solucions a Z amb xyz # 0.

2

Demostracid. Escrivim w = 22 on 2* +y* = w? no té solucions amb zy # 0. O

Resolucié de coniques

Anem a l'estudi de coniques en P?(Q) o més en general sobre un cos arbitrari
K enlloc de Q. (Podriem fer la teoria general de formes quadratiques sobre un
cos K per la resolucid, pero ens restringim al curs a corbes) H

Volem resoldre a P?(K) I’equacié homogenea:

aX?+0Y? +cZ*+dXY +eYZ + fXZ =0 (1.4)

amb a,b,¢,d,e, f € K. Suposem 2 € K*, és dir car(K) # 2, tenim que podem
escriure l'equaci6 (1.4]) en forma matricial,

a d/2 f/2 X
(X v z)| d2 b e Y | =(0).
f/2 e/2 ¢ Z
X a d/2 f]2
Escrivim X = | Y | i A per la matriu simétrica | d/2 b €/2 | iob-
Z f/2 e/2 ¢

serveu que un canvi de base P € GL3(K) (o de PGL3(K)) transformem la
conica X' AX = (0) amb la conica X’ P'APX = (0).

Proposicié 1.1.7. Si car(K) # 2 tota equacid és equivalent a resoldre
una equacio de la forma

dX?2+VY 422 =0
amb o', b, ¢ € K, anomenada forma quadratica diagonal en tres variables.

Demostracio. Hem de fer explicit un canvi de variable que ens permet traslladar
una equacié arbitraria escrita a lexpressio de la proposicio.

Pensem que a,b o ¢ algtn d’ells és no-zero de 'equacié . Sense perdua
de generalitat pensem a # 0. Fent el canvi X — — > X' = X + %Y, Y->Y,
Z— > Z eliminem els termes amb XY de ’equacié . Fent el canvi X'— >
X=X+ 2—’;2, Y- >Y, Z— > Z eliminem els termes amb X Z. I per tant
fent aquests canvis de base hem arribat a una equacié

aX?+uY?+0Z?+hYZ =0,

2Per saber-ne molt més consulteu el llibre “Introduction to Quadratic forms over fields”,
de T.Y.Lam, (1973), AMS(2005)

X
SEn forma matricial per eliminar XY i XZ hem fet el canvi (Y) =
Z

L —d/2a) —f/(20) \ [ X'

0 1 0 Y' i fent el producte

0 0 1 A

1 —d/(2a) —f/(2a) ¢ a d/2 f/2 1 —d/(2a) —f/(2a) a 0

0 1 0 /2 b ef2 0 1 0 = 0o

0 0 1 F/2 e/2 ¢ 0 0 1 0 h/2

per certs u, h,v de K provinents del canvi.

h/2
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amb certs u,v,h de K. Si h = 0 hem acabat, suposem h # 0. Ara si u o v és
diferent de zero el canvi (pensant u #0) Y— >Y' =Y + %Z obtenim la forma
diagonal. Si u i v sén zero fent Y— > (Y 4+ Z) ens reduim al cas on v 0 v no
son zero i per tant obtenim una forma diagonal.

Pensem ara que a = b = ¢ = 0. Existeix un factor no zero, pensem X Z esta a
Pequacié (és dir f # 0) sense perdua de generalitat. Fent el canvi Z— > (X +2)
Z— > Z,Y— > Y obtenim una equacié amb X? i podem fer I’argument anterior
per obtenir una forma diagonal. O

Per tant ens podem restringir a I'estudi de punts en P?(K) de coniques de
la forma

aX?4+bY? = cZ*% (1.5)

Qiiestio 1.1.8. Donada una equacio , amb K = Q, podem decidir sempre
quant té solucié o no? La resposta €s si, els casos més complicats usem el criteri
de Hasse-Minkowski.

Per exemple 'equacié aX? + bY 2 4 cZ? = 0 no té soluci6 a Q si es té a > 0,
b > 01c>0. Siconsiderem que algin dels a, b, ¢ és negatiu, ja és interessant,
per exemple X2 + Y2 — 372 = 0 no té solucié en P?(Q).

Qiiestié 1.1.9. Donada una equacio , que té una solucio al cos K, podem
trobar-ne llavors totes les solucions en el cos K?

Anem a respondre aquesta pregunta.

Lema 1.1.10. Considerem la conica aX? +bY? = cZ? amb a,b,c € K, on K
un cos amb car(K) # 2 i abc # 0. Suposem (o : B :v) € P2(K) és una solucid,
1 sense perdua generalitat pensem v # 0. Llavors hi ha una bijeccid entre:
X :={(x:y:2) € P2(K)|az?+by* = cz?} iPY(K) = {(a: 1)|a € K}U{(1:0)}.

Demostracid. Identifiquem els punts de X de la forma (x : y : 1) amb el conjunt
U = {(z,y) € K?|az?® + by? = ¢}, i per formulacié tenim U # ().

Considerem primer el cas U = X (treballar amb geometria aff dins K?), és
dir —a/bno és un quadrat de K, i.e. —a/b ¢ (K*)?, i considerem P = (o, ) € U
un element de U fixa’t.

Podem argumentar de manera similar com Lemma |1.1.1

Associem a cada punt @@ de U amb Q # P, I'element de P1(K) (t: 1) on t
és la pendent de la recta que uneix P i @ si la component X de @ no és a, i
associem oo = (1 : 0) si la component X de @ és a. Si Q = P associem (¢ : 1) on
tés la pendent de la recta tangent en aquest punt P a la conica (on li associem
oo si la recta tangent en P és de la forma X — a = 0).

Aixd defineix una aplicacié ¢ : U — P!(K). Clarament és injectiva ja si
tenim dos punts @1, Q2 que defineixen el mateix pendent ¢, com la 'interseccié
d'una recta Y — 8 = t(X — ) amb aX? + bY? = ¢ sol pot tenir dues solucions
per X’s i per tant dos punts en U arribem a contradiccié. (Fixeu-vos que la
recta tangent en el punt P és calcula de forma usual de forma implicita via

20Y 9% +2aX = 0 i per tant Y'(P) = —31% si f # 0 i per tant la recta
tangent és Y — 8 = — {5 (X — a) i la interseccié amb aX? +bY? = ¢ és un tnic

punt P; quant 5 = 0 la recta tangent en P és X — «a = 0 i la interseccié amb
aX? 4+ bY? = ¢ és un tnic punt).
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Veiem que ¢ és exhaustiva. Considerem ¢t € P'(K). Considerem t € K
associat a (¢ : 1) € P}(K). Cal resoldre el sistema

Y-p=tX-a)
aX?+bY?2=¢

Resolent el sistema anterior (substituint la Y de la recta en 1’equacié de grau
2) arribem a una expressié:

aX? +b(t(X —a)+B)* =aad’® +b3% =c

on com equacié de grau 2 en X obtenim que el seu discriminant és
A = (208 + 2a7)?

i per tant un quadrat, obtenint dues solucions a K pel valor de = del sistema
anterior, un correspon a x = « i substituint a ’equacié de la recta correspon a
(a, ). L’altre déna un punt @ diferent de P si el discriminant A és no zero, i
si A =0 tenim P = @ pero llavors es comprova que la recta és la recta tangent
en el punt P. Un argument similar es fa considerant el sistema X —a = 0 amb
aX? +bY? = ¢ pel cas 0.

El cas que —a/b = 62 és un quadrat en K, § € K, hem de treballar amb el
projectiu P?(K), directament ja que en intersecar una equacié de grau 2 amb
una recta, es tallaran en dos punts en X (dins el projectiu) perd no podem
treballar en U dins el pla afi K2, ja que el segon punt pot ser en X perd no
necessareament en U, observeu X = U U (1:5:0)U(1: =4 : 0). Per exemple
si K = Q correspondria el cas d’una hiperbola on +§ sén les pendents de les
assimptotes. Exercici. O

En la demostracié usem que en P?(K) la interseccié d’una recta eX + bY +
c¢Z = 0 amb un polinomi homogeni de grau 2 on la recta no estigui continguda
es talla en dos punts en la clausura algebraica de K (i que veiem que realment
els punts es troben ja definits en el cos K), aixd s’obté de substituir 'equacié de
la corba en el polinomi homogeni de grau 2. Més en general, tenim un resultat
fonamental d’algebra commutativa i geometria algebraica segiient:

Teorema 1.1.11 (de Bézout). Siguin F i G dos polinomis homogenis en K[X,Y, Z],
Uanell de polinomis en tres variables a coeficients en un cos K, i siguin el grau
de F im el grau de G. Suposem que F' i G no tenen cap component comd, és dir
que no ezisteir H homogeni en K[X,Y,Z] complint que F=H -T iG=H - S
amb T,S polinomis homogenis en K[X,Y,Z]. Podem escriure V(F) = {(z :

. 27 _ _ B 277 _
y:2) € PR)|F(z,y,2) = 0}, V(G) = {(a: b: o) € PA(R)|Glab,e) = 0}
on K denota la clausura algebraica de K. Llavors V(F) i V(G) s’intersequen
com a molt en nm-punts en el projectiv P*(K) (i evactament en nm-punts si es
compta certa multiplicitat, multiplicitat que no vull entrar o definir en aquests
apunts, i que té a veure amb tangéncies del punt P € V(F) NV (G) respecte les
equacions F i G). [q

4Podeu aprofundir i veure la demostracié del teorema de Bézout en el llibre W.Fulton
“Algebraic Curves”, per a una introduccié a la geometria algebraica amb poc preliminars
d’Algebra commutativa.
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1.1.2 L’equaci6 de Pell

Considerem 'equacié Y2 — DX? =1, on D un NATURAL lliure de quadrats i
busquem (x,y) € Z? amb y? — Dz? = 1.
Demostrarem en aquesta seccio:

Teorema 1.1.12. L’equacié Y? — DX? =1 amb D natural lliure de quadrats
té solucio a 72 diferent de les solucions trivials (£1,0).

Bl

Lema 1.1.13. (d’aprozimacid) Sigui 6 un nombre irracional i ¢ > 1 un enters.
Llavors ezisteixen x,y enters complint

1 1
ly — 20| < Q(S =)

8

amb 0 < x < q, on el valor absolut és el valor absolut arquimedia usual en els
nombres reals.

Demostracid. Fent z; € {0,...,q} C N, per cada z; triem y; enter amb 0 <
y; — ;0 < 1. Tenim g + 1 valors de Y — X6 en els g-intervals

1
[C,T_F ), 7=0,...,q— 1.
q q

Per tant hi ha dos valors de y; — x;0 dins el mateix interval, sense perdua de
generalitat podem pensar que els dos valors corresponen a ¢ = 1,2 i per tant,

1 1
— — (v —x)l < = < ——.
(1 — y2) — (21 2)0| q = 71— 19

O

Corollari 1.1.14. Donat 8 un nombre irracional, llavors hi ha una infinitut
de solucions a 7 de la inequacio

Y — X0 < 1/X.

Demostracié. Pel lema anterior tenim que l’anterior inequacié té una solucid
a Z. Escrivim-la via |o; — $16] < 1/6;. Triant ¢ > m, usant el lema

anterior podem obtenir una solucié diferent complint |ae — B26| < 1/q1 < é, i
iterant el procés triant ¢; > ﬁ construim solucié (a;11, B;+1) satsifent la
inequacié diferent de les anteriors usant el lema anterior, per ¢ > 1 enter. O

Lema 1.1.15. Existeiz m € R complint que la inequacio
Y2 - DX? <m

té una infinitud de solucions amb (z,y) € Z>.

5Aquest resultat és un corol.lari del teorema de les unitats de Dirichlet, sobre les unitats
de lanell d’enters en el cas concret del cos Q(v/ D). Potser veurem aquest resultat o almenys
I’anell d’enters per extensions finites de Q a la part final del curs
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Demostracio. Triem 6 = /D en el corol.lari anterior, tenim z,y enters amb
x # 0 complint |y — zvVD| < |1?|, i

1
ly +2VD| =y — 2VD + 2¢eVD| < — +2/z|VD

]

i per tant
1
ly* —2’D| <2VD+ — <2VD +1,
x

on podem triar m =1 + 2vD. O

Demostracio. [Teorema Pel lema anterior i la seva demostracié 3k € Z
amb |k| < 2v/D+10nY?—DX? = k té una infinitud de solucions. Com (Z/(k))?
és un conjunt finit, podem suposar que hi ha dos solucions (z1,y1), (z2,¥y2)
diferents de Y2 — DX? = k (amb x; no zero) complint zo = z1(mod k), yo =

yi(mod k) 1 (2,y2) # (=21, —y1)-
Obtenim llavors de k = y? — Da? = yo — Dz3 les igualtats:

k* = (y1 — D7) (y2 — D23) = (y1y2 — Da132)® — D(y172 — 2132)°.

Escrivim y1y2 — Dxy2xo = ka i y1x2 — x1y2 = k3, si veiem que «, 8 € Z ja hem
obtingut el resultat del fet que a # 0.
Efectivament «, 8 € Z perque de la eleccié triada de les solucions (z;,y;)
obtenim:
y1y2 — Dx1xy =y — Dx? = 0(mod k)

Y172 — T1Y2 = 21(y1 — y1) = 0(mod k).
O

Teorema 1.1.16. L’equacié Y2 — DX? =1 amb D natural lliure de quadrats,
té una infinitud de solucions (x,y) € Z2.

Demostracié. Com 'equacié ja hem demostrat que té solucid, considerem (u, t) €
Z2 amb u > 0, t > 0 on u el valor natural més petit no zero que satisfa ’equacié
Y2 -DX?=1.

Afirmem que (z,,y,) € N? on y, + 2,V D := (t + uv/D)" € Z[vD] = {a +
bv/Dla,b € Z} és solucié de Y2 — DX? = 1 per tot n > 1 natural. Efectivament,

Yn—Daxj, = (yn"'xn\/ﬁ)(yn_xn\/ﬁ) = (t+u\/5)"(t_u\/5)" = (t2_U2\/5)n =1

ot 223/ D = 0(g+2,v/D) = o((t-+uy/D)") = (a(t-+uy/D))" = (t—uy/D)"
o € Gal(Q(v/D)/Q) el generador que envia v/D + —/D. O

Teorema 1.1.17. Totes les solucions de 'equacié Y?>—DX? =1 amb D natural
no quadrat, venen expressades via y+ xv/D = £(t + uv/D)"™ en Z[\/D] per cert
n €7Z on (u,t) € N2 ambu > 0,v > 0 solucié Y2 — DX? =1 amb X minima.

Demostracid. Per n = 0 obtenim les solucions trivials (0,£1). La demostracié
del teorema anterior obtenim:

x>0,y >0, y+2vD = (t+ uv/D)" amb n natural sén infinites solucions;

r <0,y <0,y+2vVD = —(t+uyv/D)" amb n natural sén infinites solucions;
z <0,y >0,y+2vVD = (t+ uv/D)~™ amb n natural sén infinites solucions;
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x>0,y <0, y+axvD = —(t+ U\/E)*” amb n natural sén infinites solucions.

Sigui (z,y) una altra solucid, i sense perdua de generalitat pensem > 0,y >
0. De la ordenacié dins els reals tenim que existeix m natural complint;

(t+uVD)™ <y +aVD < (t + uv/D)™ ",

i per tant,

1< (y+aVD)(t+uVD)™ < (t+uVD).

Com (y + xv/D)(t + uv/D)™™ € Z[vV/D] escrivim a + bv/D := (y + xv/D)(t +
uy/D)~™ amb a,b € Z, i es comprova que (b, a) és solucié de X? — DY? =1,
Ara tenim a +bv/D <t +uvVD i0 < a—b/D < 1 (ja que (a — bvD)(a +
bWD) =11 (a+bVD) > 1) per tant a > 01 b > 0, entrant en contradiccié amb
Ielecci6 de (u,t) on u és el natural més petit complint Y2 — DX? = 1. O

Conjectura 1.1.18. Sigui p primer senar amb p = 3(mod 4). Considera
l’equacid de Pell
Y2 —pX?=1.

Sigui w com anterior teorema on (u,v) solucid de lequacid de Pell anterior
amb u > 0,v >0 amb u la més petita possible. Llavors u Z 0(mod p).

Teorema 1.1.19 (Mordell). Sigui p primer senar amb p = 3(mod 4). Consid-
era ’equacio de Pell
Y2 —pX?=1.

Sigui u com Uanterior teorema on (u,v) solucid de l'equacié de Pell anterior
amb u > 0,v > 0 amb u la més petita possible. Llavors:

u # 0(mod p) < Eps Z 0(mod 4),

on E, denota els nombres d’Euler definits via el desenvolupament sec(x) =

ZZOZO En én)' '

Per la demostracié d’aquest resultat de Mordell podeu consultar: “On a
Pellian equation conjecture (II)”, Journal London Math. Soc. 36 (1961), 282-
288.

1.1.3 Perque els canvis de variable trigonometrics per fer
integracio?

Considera f una funcié de variable real amb imatge no finita (i domini no un
conjunt finit). Denota per R[f] l'anell generat R i f, on f* = f-...- f (el
producte no la composicié).

Observem que R[f] és un domini: (agl+ayf+...4anf™)(bol+...4+byf™) =
0 amb a;,b; € R tenim que f(w) satisfa un polinomi de cert grau a coeficients
reals, per tant f(w) ha de ser les arrels reals d’aquest polinomi, i com f té
imatge no finita, aixo no és pot donar i R[f] és un domini.

Considerem el morfisme d’anells evaluaci6 en f

evy : RIX] — R[f]

X f
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evident és exhaustiu, el ker(evy) = (m(z)), si m(z) és un polinomi no zero
m(f(w)) = 0 i per argument usat per demostrar R[f]-domini arribem que no
pot existir, per tant ker(evy) = (0).

Considerem Q(R[f]) = R(f) = {Z|h,e € R[f],e # 0} (el cos de fraccions
del domini RJ[t]), tenim una extensié simple R(f)/R i f és transcendent sobre
R.

Tornem ara a ’equacié de la circumferencia
X?+Y?=1

amb (z,y) € R?, sabem que (z,y) = (cos(f),sin(#)), on pensem cos(f), sin(6)
a partir d’ara amb funcions de variable real amb domini en (=%, 7).
Fixeu-vos que tenim la cadena de cossos:

R C R(cos(#)) C R(cos(8), sin(8))

onR(cos(f))/R és una extensié simple i trascendent sobre R, i R(cos(6), sin()) /R(cos(8))
és una extensié de grau 2 o 1 (realment 2).

Fent X := cos(6) tenim un isomorfisme de cossos R(cos(),sin(f)) = R(X,9)
on P? + X2 —1 = 0 amb X transcendent sobre R, i pel Criteri d’Eisenstein
T? + (X — 1)(X + 1) és irreductible sobre R(X) per tant [R(cosf,sind) :
R(cosh)] = 2.

Teorema 1.1.20. Existeiz u € R(cos(f),sin(0)) = R(X,9Q) transcendent sobre
R complint que R(u) = R(cos(x), sin(x)).

Demostracid. De la parametritzacié hem vist (cos(x), sin(x)) = (%’ %)
on t era la pendent de la recta entre el punt (—1,0) al punt (cos(z), sin(x)),

fixeu-vos del dibuix

obtenim ¢ = tan(§) i per tant tenim una extensié de cossos

R C R(cos(z),sin(x)) = R(l;ﬂ, i) CR() = R(tan(f)).
1+t2714¢2 2
Veiem que [R(?) R(ﬁg , %)] = 1. Denotem E per R(};—g, %) Tenim
que 13_';2 +1= (1122 € E, per tant 1;:2 . dif; =1- Qﬁ € E, en particular
%H—lztl—llGKd’aqul'1+t€Eipertantt€E. O

El mateix argument a X? + Y2 =1 en un cos K de car(K) # 2 demostra

Teorema 1.1.21. Considera K un cos de car(K) # 2. Considera l'extensid
de cossos K C K(X) C K(9,X) on X és transcendent sobre K i ? + X? =
1. Llavors existeiz v € K(X,9) transcendent sobre K complint que K(u) =
K(X,9).

B

6Un argument similar és pel cos K(X,9) on aX? + b2 = c on X transcendent sobre K,
car(K) # 2, sempre i quant ’equacié aX? + bY? = c té una soluci6 en el cos K
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Més en general podem pensar una corba definida via
9" - f(X)=0

amb f(X) € K[X] no un quadrat, de manera que per Eisentein T™ — f(X) €
K[X,T] és irreductible. Podem considerar I'extensié de cossos:

K cCcK(X)cCK(X,2),
on X transcendet sobre X i [K(X,9): K(X)] =m.

Qiiestié 1.1.22. Quant K(X,9)/K és una extensid simple? Es dir quant exis-
teiz u transcendet sobre K complint K(X,9) = K(u)? Si K és algebraicament
tancat, aizo es resolt dient que si i només si el génere de Y™ — f(X) = 0 és
zero, equivalent que correspon a una linea projectiva.

Tenim el segiient resultat per extensions simples en grau de trascendencia 1.

Teorema 1.1.23 (Liiroth). Suposem K(t)/K és una extensié simple amb t
transcendent sobre K. Considerem L un cos complint K C L C K(t). Llavors
L/K és una extensid simple.

Més endavant potser veure’'m en aquest curs el seglient resultat: considera
que K és un cos algebraicament tancat, llavors cossos de trascendencia 1 sobre
K correspon (via una bijeccid) a corbes llises i projectives sobre el cos K. En
particular la recta projectiva sobre K correspon al cos K(¢) amb ¢ un element
transcendent sobre K.

1.1.4 Congruencies. Resolucié equacions en cossos finits.

Una técnica inicial en buscar solucions de f = 0 on f € R[Xi,...,X,] un
polinomi a coeficients en un domini R, es estudiar f = 0(mod p) on p és un
ideal de R (si és primer millor ja que llavors (R/p)[X1,...,Xy] és un domini i

té millors propietats, i encara millor si I'ideal és maximal).
Anem a repasar algunes propietats quant R = Z on tot ideal és principal de
la forma (m) = {mala € Z} m € N.

Lema 1.1.24. Considera l’anell Z/(m). Donat a € Z i [a] € Z/(m) és un
element invertible de (Z/(m))* si i només si med(a,m) = 1. FEn particular
Danell Z/(m) és un cos si i només si m és un nombre primer.

Hi ha el segiient resultat:

Proposicié 1.1.25 (teorema de les restes xineés). Sigui m natural i el fac-
toritzem via m = ny - ...-ng amb n; € N complint med(n;,n;) =1 si i # j.
Llavors hi ha un isomorfisme d’anells:

p:Z/(m)—=7Z/(n) X ...xZ[(ns),

n(mod m) — (n mod n;)i=1,... s

Demostracio. Exercici al lector comprovar que p és morfisme d’anells.
Veiem p és injectiva. Si p([b]) = p([V']) tenim b — b" € (n;) per i = 1,...,s per
tant

b—0b eni_i(n;) = (mem(ny,...,ng)) = (n1-...-ng) = (m)
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(Piltima igualtat de ser coprimers els n;’s), per tant [b] = [b'] € Z/(m).
Veiem lexhaustivitat. Triem ([ou])i_; € Z/(n1) X ... x Z/(ns). Es suficient
trobar x € Z complint 2 = «;(mod n;) per i = 1,...,s. Estudiem primer el cas

s=2:
x = ay(mod ny)
x = az(mod nz)

i volem resoldre x = a1 + nit = as + nou amb t,u € Z. D’aqui obtenim nqt —
nou = (e —aq) i com med(ny, ny) = 1 per Bezout existeixen £1, fo € Z complint
n1ly — noly = 11 per tant fent ¢t = ¢1(aa — a1) + kna i u = lo(ae — ay) — kny
obtenim que = a1 +n1¢1 (2 —a1)+n1n2k compleix el sistema de congrueéncies
i té una tnica solucié en fer modul nins.

Per a s > 2 Pargument anterior permet que dues equacions reduir-nos a una
augmentant el modul, fent aquest procediment obtenim el cas general. O

Denotem la funcié ¢ d’Euler a l'aplicacié ¢ : N>; — N definida per
p(m) = #{[a] € Z/(m)|[a] € (Z/(m))"},
sim>21¢(1)=1.
Lema 1.1.26. La funcic ¢ d’Fuler té les segiients propietats:
1. @o(p) = p—1 per tot primer natural p de Z,
o(P™) =p"t(p—1) amb p primer in € N1,

st n, m naturals coprimers (i.e. med(n, m) = 1) llavors: p(nm) = p(n)p(m),

e

Mg

S
sin = pt---pr
llavors

és la factoritzacio en nombres primers del natural n
T
em)=[]r" (i - 1)
i=1

Demostracio. La propietat 1,2 sén evidents de la definicié. La propietat 3 surt
del teorem xines de les restes ja que en particular

(Z/(nm))" = (Z/(n) x Z/(m))* = (Z/(n))" x (Z/(m))".
O

Corol-lari 1.1.27 (petit Teorema de Fermat). Donat a € Z i p nombre primer,
llavors
a? = a(mod p)

o equivalentment [a]? = [a] en Z/(p) (i equivalentment a aP?~ = 1(mod p) si a
és coprimer amb p).

Demostracid. Tenim (Z/(p))* és un grup d’ordre p — 1, per tant el subgrup
< [a] > (amb [a] # [0]) té ordre un divisor de p — 1 (teorema de Lagrange), i
per tant [a]P~! = [1] d’on [a]? = [a]. Si [a] = [0] és clar també [a]? = [a]. O

Corol'lari 1.1.28. Donat n un natural i a € Z coprimer amb n llavors

a?™ = 1(mod n).



1.1 Resultats d’Aritmeética classica 15

Demostracié. Tenim que (Z/(n))* és un grup d’ordre p(n). Per a € (Z/(n))*
considera H =< [a] > subgrup de (Z/(n))*, i per Lagrange tenim que [a]*(™

.

Lema 1.1.29. Donat n > 1 natural tenim la igualtat

n = Z ©(d).

d|n

ol

Demostracid. Sid|nambd # 1esté (n/d)Z/(n) és anic subgroup de (Z/(n), +)
d’ordre d (per ser un grup ciclic), i té exactament ¢ (d) elements com a generador
d’aquest subgrup.

Observem que cada [a] € (Z/(n),+) no zero té cert ordre, diem-li £ i per
tant és un generador del subgrup ciclic (n/€)Z/(n). Si [a] = [0] correspon al cas
extrem d=11a ¢(1)=1. O

Observacié 1.1.30. Fizeu-vos que en el grup ciclic (Z/(n),+), [a] € Z/(n) és
un generador si med(a,n) = 1.

Fizeu-vos que el grup (Z/(n))* no és necessareament ciclic, per exemple (Z/(8))*
{1,3,5, 7} 2 Z/(2) X Z/(2).

Lema 1.1.31. Sigui F; un cos finit amb q = p™ per cert p primer i n > 1
natural, en particular té q elements. Llavors Fy és un grup ciclic, en particular
Fy = (Z/(p))* és un grup ciclic.

Demostracié. Sigui f(X) = X9"! —1 € F,[X] un polinomi que té com a molt
q — 1 solucions en la clausura algebraica de F,. Tot o € F; compleix ad =1
per Lagrange, per tant els zeros de f(X) sén elements de F;.

Per cada d|g — 1 els elements 3 € F; d’ordre exactament d (en cas d’existir),
s6n zeros de X? — 1 (en particular n’hi ha d zeros) i per tant el subgrup ciclic
d’ordre d: < [] > (on tots sén solucié de X — 1 i per tant sén les d solucions
de X? — 1), té exactament o(d) elements generadors (i en particular d’ordre
exactament d) per la observacié anterior, i els altres valors sén generadors per
divisors estrictes de d.

Si per d = ¢ — 1 existeix un § d’ordre exactament ¢ — 1 ja hem finalitzat i
és ciclic.

En cas contrari, obtenim que Zd|q—1,d7éq—1 ©(d) = ¢ — 1 ja que obtindriem
tots els elements e de F; que soén soluci6 cert deJg—1and d. # q—1de X% —1,
pero entra en contradiccié amb el lemmaja que p(g—1) > 1. O

Una petita aplicacié a criptografia de clau publica.

Veurem com Destructura d’anell (Z/(m))* ens permet encriptar i desen-
criptar. El metode que presentem és usual en Catalunya o Espanya d’enviar
informacid, on es necessita triar dos nombres primers.

Val a dir que en clau publica els ultims anys s’usa Geometria Aritmetica (i
Teoria de Nombres) per dissenyar noves formes d’encriptar, on usa les propietats
de grup d’una corba elliptica Y2 = aX3 4 bX + ¢ sobre un cos finit, veieu
I’appendix sobre Tallers del curs per informacié preliminar en corbes el.liptiques.
El metode usant corbes el.liptiques s’usa en el passaport alema, i un grup pioner
que utilitza és G.Frey, Univ. Essen (Alemania) colaborant amb Siemens.
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Tot seguit presentem de forma molt esquematica el metode més usat encara
en clau publica anomenat RSA fonamentat en 'estructura d’anell (Z/(p - ¢))*
on p,q sén dos primers grans convenientment triats.

Tenim un EMISOR i un RECEPTOR, i es vol enviar un missatge de "TEMISOR
al RECEPTOR en un canal ptublic on tothom el pot consultar. L’EMISOR de-
sprés de redactar el missatge ’encripta i envia el missatge encriptat en el canal
ptblic on tothom el pot consultar. També envia una clau ptblica de com s’ha
encriptat el missatge que es coneguda per EMISOR i RECEPTOR, és una clau
que la coneix tothom i tot missatge que s’envia s’encripta en aquesta clau. La
idea és que per desxifrar-ho tan sols el RECEPTOR que té una clau privada el
poc llegir, tot i que tothom pot enviar missatges encriptats al RECEPTOR.

Anem a explicar breument el RSA, considera com clau piblica (N, e) on
N = p; - p2 producte de dos nombres primers grans (on donat N és dificil
computacionalment trobar p; i p2) i sigui e un natural menor que ¢(N) =
(p1 —1)(p2 — 1) i coprimer amb ¢(N) (fixeu-vos que ¢(N) el coneixa el receptor
pero és un problema computacional dificil saber-ho a partir de N si no es té la
factoritzacid).

Llavors si M és un missatge, el EMISSOR l’encripta amb la clau piblica
(N,e) fent M® = c(mod N) i envia en el canal piblic ¢. El RECEPTOR és
Iinic que coneix ¢ i per tant sap d on de = 1(mod ¢(N)), i desencripta el
missatge, via

¢t = (M€Y = MR = M (mod N)

usant el corol.lari el RECEPTOR obté el missatge original.

Per intentar desxifrar-ho sense la clau publica, un pot enviar missatges en-
criptats per la clau publica coneguda per tothom, per tant podem coneixer M
(el missatge) i ¢ = M*® (mod N) (el missatge encriptat). I volem resoldre

c® = M(mod N),

es dir X seria cert logaritme, aquest problema s’anomena el problema del loga-
ritme discret i actualment no es coneix cap algoritme rapid per poder-lo trobar,
fent “segur” el metode d’encriptacié publica RSA si (N, e) sén convenientment
triats.

Equacions polinomials sobre cossos finits

Sigui F, un cos finit de g-elements, ¢ = p?, p primer.

Lema 1.1.32. Siguin > 0 un enter. Llavors

n_J -L,n>1lig—1|n
Fq 3 %F: . _{ 0, altrament.

sota el conveni, que sin =0 es té 2° =1 encara que x =0 € F,.

Demostracid. Per n =0 tenim = ¢ =0, recordem p = car(F,).

z€F,
Sin>11iqg— 1|n sempre 0" =01 z™ =1 ja que F7 és un grup ciclic d’ordre
g — 1. per tant Zzemq =q—1=-1.

Sin>1ig—1¢n,tenim Iy € F; on y™ # 1 (de ser I} ciclic ordre ¢ — 1). Per

tant,
doat=> Yy =Yyt =y () 2

:EGIF(’; ZGIFZ ZG]F; ZE[F:;
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d’on (1 —y")(>_,cp- ") = 0 obtenint el resultat. O
q

Teorema 1.1.33 (Chevalley-Waring). Siguin fo € Fy[X1,...,X,] col.leccid de
polinomis en n-variables a coeficients un cos finit Fq, que compleizy ",  deg(fa) <
n (on deg(g) és el natural que és el valor mazim de la suma dels graus dels
monomis associats al polinomi g). Denotem per V al conjunt {8 € Fy|fa(B) =

0,Va}. Llavors
#(V) = 0(mod p).

Demostracid. Prenem el polinomi P := [],(1—f47'), i sigui 2 € F} un element.
Siz € V lavors P(z) =[], (1 — fa(z)9™!) =1, isi z ¢ V existeix un « en la
col.leccié on f,(x) # 0 i per tant f,(z)9~t =1 on P(z) = 0.
Tenim doncs definida una funcié caracteristica:
P:Fy —{0,1}

reVi—=1,

x¢Vi—0.
Considerem per un polinomi en n variables g € F,[X7, ..., X,] una funcié suma
S(9) :== > 4w 9(x). Fixeu-vos que

S(P) = #V (mod p).

Ara del fet que ) deg(fa) < n tenim que deg(P) < n(q — 1), i per tant

P= > TR CLENE ¢
(w1,...,un)ENTNA, A finit

,,,,, ) € Fgicomplint 37 | u; < n(q—1),1ide la propietat de la funcié
suma tenim,

S(P) = > Ay ) S(XTE - X2,
(u1,...,un)ENPNA, A finit

Per com es el conjunt A sempre per algun i u; < ¢ — 1. Es suficient demostrar
que S(Xi* -...- X}m) = 0 per concloure. Sense pérdua de generalitat podem
pensar que u; < g — 1, d’on

S(X{t- LX) = Z:v’fl( Z xy?-capm) =0

z1€F, (wz,...,wn)EIF‘g_l

on l'iltima igualtat es segueix del lema[1.1.32

Corol-lari 1.1.34. En la situacio del teorema amb ) deg(fo) < n i demanem
que fo no té terme constant per tot o en la famidlia. Llavors els f,’s tenen un
zero comd diferent del trivial (0,...,0).

Demostracié. Tenim que (0,...,0) € V, per tant V # 0, i del teorema de
Chevalley-Waring ha d’haver-hi més solucions ja que #V = 0(mod p). O

Corollari 1.1.35. Totes les formes quadratiques en 3 variables sobre Fy (i.e.
expressions de la forma aX? + bY? + ¢Z? + dXY + eXZ + fYZ = 0 amb
a,b,e,d,e, f € Fy algin d’ells no zero) tenen una solucic diferent de la trivial
(0,0,0).
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La llei de reciprocitat quadratica (Gauss)

Recordem [F; és un cos finit amb g = p® elements. Aquests cossos hi ha el
generador del grup de Gal(F,/F,) donat pel Frobenius Frob,(x) = zP, que té
ordre e en Gal(F,/F)).

Denotem per (F;)? := {z € F}|3y € F; amb x = y°}, els elements de F} que
sén un quadrat i observeu que és un subgrup de Fj.

Proposicié 1.1.36. Sip és un primer senar, (]FZ)2 és un subgrup d’index 2 de
Fy, que és el nucli del morfisme

7 pl@a=1)/2
i en particular tenim una successio exacta
1 (F})? = F; — {+1} — 1]]
Sip =2 llavors F; = (F;)Q, tot element és un quadrat.

Demostracio. Per p = 2, Froby : F;, — F, és automorfisme de cossos on
Imatge(Froby) = (F;)? U0, per tant per ser epimorfisme F} = (F})2.
Sigui p un primer senar. Denotem per ﬁq la clausura algebraica de F, i pensem
totes les extensions finites de F, dins aquesta clausura. Considera el morfisme
de grups:

m:F, — Fy

7 pla=1)/2

o
en F} del polinomi Y2 —1 € Fy[Y]. En F el polinomi Y? — 1 té dos arrels,
1,—1 € F}, i —1 és en la imatge ja que existeix u generador de Fy i per tant
wla=D/2 £ 1,

Estudiem ara el nucli de m: sigui o € F; amb a2~/ = 1. Considera el
polinomi Y2 — o € F,[Y], que és separable i per tant té dos arrels diferents en

Estudiem la imatge de 7: com (z(9=1/2)2 = 2971 = 1 per x € F*, sén zeros

Fz, diem y una d’aquestes arrels (l’altra és —y). Fixem-nos llavors que
yqfl —le=1/2

i per tant com Fy = {u € Fy|u? = u} tenim y € F; i per construccié o € (F})?, i
inclusi6 (Fj;)? C Nucli(r) és clara del fet F}; és un grup ciclic d’ordre g—1. [

Definicié 1.1.37. Sigui p un primer senar, x € Fy, definim el simbol de Leg-
endre de x a Uenter xP=1/2 | Uanotem per (%) Definim (%) =0 7 extenem

la definicié per n € Z considerant [n] € F, i definim (%) = (%)

Lema 1.1.38. Donats x,y € Fp, p primer senar, tenim que

2)-60)

"Una succesié 1 — A = B =P C — 1 és diu exacta si a és injectiva, B exhaustiva, i
Imatge(a) = Nucli(B).
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Demostracid. Observeu m : F; — {&1} donat per o — oP~1/2 = (9> és
morfisme de grups. O

Lema 1.1.39. Sigui p primer senar. Tenim:

)+ ()= (-

[ O0sip=1(mod4) . [ 0sip=+l(mod 8)
0n6(p>_{lsipz—l(mod4) iwlp) = 1 si p = £5(mod 8)

Demostracio. Sol cal estudiar 'iltim simbol de Lagrange. Sigui a € ﬁ; arrel
8-essima primitiva de 1 (Y® — 1 és un polinomi separable en F,[Y], p primer
senar). Definim y := a+a~1, i observem 3? = a®?+a~2+2. Com a* = —1 tenim

a? = —a~2 per tant y? = 11 per tant y és una arrel del polinomi Y? -2 € F,[Y]

(i Paltra arrel és —y ja que car(F,) # 2), per tant [F,(y) : Fp] < 2.
Fixem-nos que per construccié (%) =yr L

Anem a estudiar quant y € F,, i quant déna una extensié de grau 2 sobre
F,.
Com tenim caracteristica p, tenim y? = of + o~ P, ara si p = +1(mod 8) tenim
de ser o® =1 la igualtat amb k enter,

1

N )

on y € F) i per tant el simbol de Lagrange té valor 1. Considerem ara p =
+5(mod 8) tenim llavors de forma similar,

y=a"+a’=—(a+a )=~y

on la segona igualtat prové a*(a +a™1), a® = a™® i a* = —1 de la definicié

d’a. Per tant y ¢ F,, obtenint que el simbol és -1. O

Corollari 1.1.40. L’equacié X? —pY™ = 2 amb p primer senar fizat i m > 2
enter, no té solucid als enters si p = £5(mod 8).

Demostracid. Considerem I’equaci6 en 'anell Z/(p) i es converteix en
X2 =2(mod p)

pero (%) = —1 1 per tant no és un quadrat el 2 en Z/(p) i per tant I’equacié no
té solucié a Z/(p) i per tant tampoc a Z. O

Teorema 1.1.41 (Llei de reciprocitat quadratica de Gauss). Siguin £ i p dos
primers senars diferents. Llavors:

(i) _ (%) (1)@=,

n—1(mod 2) per a n senar.

2

one(n) =
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Demostracid. Sigui w # 1 una arrel f-essima primitiva de 1 en Fp. Per cada

n € Z té sentit w” € F, i com w’ = 1 podem considerar wl™ ¢ E) amb

[n] € Z/(£) = Fy. Escrivim:
T\ . =
Y= Z (Z)w cF,.
z€F,

Demostrarem primer:
A. Es té la igualtat y? = (—1)*Y¢ € F,,.
B,y = (%).

Demostrem A. Tenim les igualtats,

£= Y (%) Wt = 3w (Y <t(’u£ t)))

z,z€F, u€lF, telF,

Sit =0 tenim (%) =0, 1isit#0 obtenim

() - () (=) - (7)) (=) - ()

per tant obtenim

(1) =) Cuw™

u€clF,

on C, = ZteF; (1_‘?71). Tenim Cy = ZtE]FZ (4) = ¢—1. Per u # 0 tenim
que

{1 —ut |t e F;} = {k|k € F,\ {1}},
per tant Cy, = — (7) + (XCker, (EN=-()+ (ZkeF; (Eh=-(3)+0=-1
on en la pentltima igualtat usem que (F; : (F})?) = 2, per tant
() =r—1- > w" =,
u€ly
on I1iltima igualtat prové de ser w # 1 complint 0 = w’ — 1 = (w — 1)(w* ! +

otw+1).

Demostrem B. Com estem en caracteristicap > Oisenar: y? = > p (%) w™ =
* 1 com med(p,€) = 1 tenim

on en I'iltima igualtat usem que si p quadrat en Fy si i només si p~! també ho
és.

Veiem de les igualtats A, B com obtenir la llei de reciprocitat quadratica
de Gauss.

De la propietat A obtenim

(=D a2 po1
(E225) = (cprogove -y
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i de la propietat B yP~! = (%) i per tant

(S5 (G) =)

ara usant el lema anterior del calcul dels simbols de Legendre (%) finalitza la
demostracio. O

Observaci6 1.1.42. Fizem-nos que tenim per l'anterior llei de reciprocitat:

(5)-3)-6)-G) (&) -G --(F)--6--

per tant 29 no és un quadrat en Z/(43) = Fy3, en particular X? + 43Y™ = 29
no té solucié a Z ja que no en té en fer quocient per ideal (43).

1.2 Exercicis dels continguts del capitol.

1.2.1 Resolucié de sistemes lineals sobre un domini d’ideals
principals: “PAQ-reduccidé” en dips?

1. Existeixen solucions enteres de I'equacié
a1+ ... +apxry, =a

on els a’s sén enters i a; - ... - a, 7# 0 si i nomes si el maxim comi divisor
de aq,...,a, divideix a.

2. Existeixen solucions enteres de ’equacid
a1+ ... +apxry, =a

on els a’s sé6n elements en F,[T] (anell de polinomis en T en el cos finit
F, de ¢ elements) i aq - ... - a5, # 0 si i nomes si el maxim comu divisor de
ai,...,a, divideix a.

3. Trobeu les solucions enteres (en funcié d’una de trobada) de Iequacié
a1r1 + a2 = a

on a, ay, as sén enters amb ged(aq, ag) dividing a. Apliqueu-ho per a trobar
les solucions enteres de I'equacié:

2012z + 24y = 40.
Sabeu trobar totes les solucions a Fy91[T] de l'equacié
Tx+ (T? + 1)z = 10?
4. Doneu un argument per a trobar totes les solucions enteres de I’equacio
a1+ ... +apT, =a

on els a’s sén enters i aj - ... - ap # 0 amb med(ay, . .., ay)|a. Apliqueu-ho
en resoldre a Z 'equacié diofantina lineal:

3z +2y+224+4t=0.
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5. Recordeu ara el teorema de classificacié de moduls sobre DIP’s; en par-
ticular sobre Z, on donada A € M,, ,,(Z) existeix L € SL,,(Z) :={M €
M, (Z)|det(M) € {+1}} i M € SL,(Z) complint

LAM = D = diag(d,, ... ,ds,0,...,0)

on D és una matriu diagonal on d; > 0 enters amb d;|d;+1 peri =1,...,s—
1.

Considerem el sistema lineal
Az =5b (1.6)

amb A € My, (Z), b € M,,1(Z) i busquem de trobar les solucions = €
M, 1(Z).

(a) Suposem que (1.6)) té solucié a Z", diem-1i . Llavors totes les solu-
cions de (|1.6|) sén donades per

a+{xeZ" Az = (0)}
on (0) denota la matriu columna amb n files amb tots els coeficients

zZero.

(b) L’equacié (|1.6) té soluci6é a Z™ si i només si ’equacié lineal amb y:
D.y = L.b té soluci6 a Z".

(¢) (van der Waerden) L’equacié (1.6) té solucié a Z™ si i només si es
compleix que per qualsevol vector fila v € Q™ complint que v.A € Z™
es té llavors que v.b € Z.

(d) Resoleu el sistema d’equacions a Z" amb A = ( 2 14 ) ib=

-5 2 6
17
-13 /-

. , o (83 2 3.
(e) Resoleu el sistema d’equacions a Z" amb A = <4 3 4 12 ) i
2
- (2)

1.2.2 Resolucié d’equacions de grau 2, primera part

1. Troba totes les solucions de 2% + y? = 2% amb (z,y,z) € F,[T]® on F, és
el cos de g-elements amb ¢ = p™ amb p primer senar i n > 1 natural.

2. Troba totes les solucions de 22 + y? = 2% amb (z,y, z) € F2n[T]? on Fan
denota el cos finit amb 2" elements, n > 1 natural.

3. (**) Considera I’equaci6 en les variables X,Y a F,[T]: X? — f(T)Y? =1
on f(T) un polinomi irreductible de F,[T]. T¢é soluci6 'equacié a F4[T]
amb XY # 07
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4. Considera I’equacié en les variables X,Y en Z: Y2 —DX? =4 amb D > 0
natural que no és un quadrat. Demostreu que la soluci6 general (z,y) € Z?

és de la forma:
y+x@_i(t+u@)n
2 B 2

per n algun enter on (u,v) € N? és solucié de Y2 — DX? = 4 amb u >
0,v > 0 i component en la variable X minimal respecte el valor absolut
usual.

5. Considera I'equacié Y2 — pX? = —1 amb p un primer congruent amb 1
mod 4. Demostreu que té infinites solucions a Z.
Indicacié: considera (U,T) la solucié entera amb U més petit de Y2 —
pX?=1,est6 U=0,T = 1(mod 2). Escriu TH - T2 = p(¥)2.

6. (*) Considera I'equacié x* — 2%y% +y* = 22. Les solucions a Z de I’equaci6
amb med(z,y) = 1 sén (z,y) pertanyen al conjunt

{(L 0)’ (_L 0)’ (07 1), (07 —1), (17 1)7 (17 _1)7 (_1’ 1)7 (_17 _1)}'

Indicacié: escriviu I'equacié per (22 — y?)? + 2%y? = 22 i useu la solucié
de 'equacié =2 + y2 = 22.

7. Trobeu 3 quadrats en progressié aritmetica en els enters. Demostreu que
no hi ha 4 quadrats en progressié aritmetica en els enters.
Indicacié: Sigui x2,y2, 22, w? aquests 4 quadrats, com 22 + 22 = 22 i
222 = y? + w? obtenim 2%w? = 2%(22? — y?) = w?(2y? — 2?) i per tant
2(2%22 — y?w?) = 22y? — w222, Escriviu a = 2z, yw = b, 2¢ = vy + wz,
2d = vy — wz i obteniu la igualtat a* — a?b? + b* = (c? + d?)2.

8. (**) Sigui car(Fy[T]) = p amb p # 2,3. Hi ha 4 quadrats en progressié
aritmetica en F,[T]\ F,?

9. Algebra de quaternions i equacions diofantines:

Definicié 1.2.1. Sigui K un cos amb car(K) # 2 i a,b € K*. Denotem

per (“I’(b> el K-espai vectorial de dimensié 4 amb base {eg,e1,...,e3}

dotat pel producte definit via:

(a) el producte és K -bilineal i té per element neutre ey = 1,

(b) el producte és associatiu i €3 = aeg = a,e3 = b, ejeg = —egeq = e3.

s a,b
S’anomena (K

) lalgebra de quaternions de parametres a,b sobre K.

Definicié 1.2.2. Donat un quaternic q = xg + x1e1 + xoeo + x3€3 amb
x; € K, el quaternid ¢ = g — x1€1 — Toes — T3e3 s’anomena el conjugat
de q. La norma de q és l’element de K :

N(q) := qq = ©3 — ax? — bx3 + abx3.
8Donat K un cos i (A, -+, *) un anell, diem que és una K-algebra, si (A, +) és un K-espai
vectorial i loperacié * : A x A — A és K-bilineal, en particular (ki o z1) * (k2 o x2) =
(k1 - k2) o (z1 *x2) on - és el producte de K per tot k1,k2 € K i x1,22 € A.
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Bs facil verificar que q1 + g2 = G1+Gy, G1G2 = GG, 1 N(q192) = N(q1)N(g2).

(a) Demostreu que sén equivalents:
i. (‘}f) és un anell de divisiéﬂ
ii. I'equacié X2 —aY?—-bZ%2+abW? =0 amb X,Y, Z, W incognites,
no té solucions en K diferent ala X =Y =2 =W =0,
iii. 'equacié aX2 + bY? = Z2 no té solucions en K diferent a X =

Y=2=0,

a,b
K

coeficients en K.

iv. ) no és isomorf a ’algebra de les matrius quadrades 2 x 2 a

(b) Demostreu que donada (“75) sempre existeix una extensié finita de

<a’Lb> ~ My(L)

com a L-algebres, diem llavors que (%) és “split” en L.

cossos separable L/K on

(c) Demostreu que totes les K-algebres segiients sén isomorfes a My (K):

a,—a a,l—a a,b?\ . (a1
K ))\U k )J)Ux )"k
i demostreu que sol hi ha dues R-algebres no isomorfes del tipus

a,b
R

dels quaternions de Hamilton.

), amb a,b € R*, la que no és M3(R), és la coneguda R-algebra

1.2.3 Congrueéncies i equacions sobre cossos finits

1. Resolt el “desafio matemético de Adolfo Quirds” del desembre 2012 que

presentava al diari el Pais. Escrivim el planteig del professor Quirds: un
nuimero bonito si cumple exactamente una, y solamente una, de estas tres
condiciones:

a) es divisible entre 5,

b) da resto 2 al dividirlo entre 7,

¢) la suma de sus cifras es divisible entre 9.

Por ejemplo el 00037 es bonito porque cumple la condicién b pero no las
otras dos; sin embargo, el 00324 es feo, ya que cumple las condiciones b y c.
De igual forma, podriamos decir que el 00041 y el 00450 son horribles. El
primero, porque no cumple ninguna de las tres condiciones; y el segundo,
porque es un exagerado y cumple las tres.

El desafio que se propone es decidir cuantos de los niimeros que participan
en el sorteo de Loteria de Navidad (recordad, del 00000 al 99999) son
bonitos segin el criterio expresado anteriormente.

9anell de divisi6 és un anell no commutatiu A on qualsevol a € A — {0} és invertible amb

el producte
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2. Considera Z|[x1, . .., x,] I'anell de polinomis en n variables a coeficients a Z
iF(z1,...,2,) € Z]21,...,2,]. Esclar que si 3a € Z™ complint F(a) =0
llavors F(x1,...,2,) = 0(modn) té solucié per a tot n. Demostreu que el

reciproc és fals en general.
Indicacié: Considera F'(z) = (2z 4+ 1)(3z + 1).

3. Considerem el sistema lineal Ax = b amb A € M, ,(Z), b € M, .
Existeix ¢ € M, 1(Z) solucié del sistema si i només si els corresponents
sistemes de congruencies A.x = b(modn) tenen solucié per a qualsevol
enter positiu n.

4. Considera l'equacié diofantina k* + 4% amb k natural estrictament més
gran que 1.

(a) Suposem que k és coprimer amb 5 si k és senar. Demostreu usant
congruéncies que mai k* + 4% és un nombre primer.
(b) Demostreu en general que mai k* + 4% és un nombre primer.

5. Teorema de Sophie Germain. Sigui p un primer senar i considerem
un altre primer senar ¢ que compleixi simultaneament (i), (ii):

(i) Pequacié XP +YP 4+ ZP = 0 (modq) implica que = o y o z tenen residu
zero en dividir-los per ¢

(ii) Vequacié n? = p (modq) no té solucid.

Demostreu llavors que qualsevol solucié entera de XP + YP = ZP té la
propietat que un dels z,y, z és divisible per p.

6. Un primer p s’anomena de (Sophie) Germain si 2p 4+ 1 és també primer.
|E| Demostreu que si p és un primer de Germain llavors en cas d’existir
solucions (z,y, z) amb med(z,y, z) = 1 de 'equaci6 de Fermat XP+Y? =
ZP? s’ha de complir que p divideix xyz.

7. Sigui K un cos amb car(K) = p # 2 on K NF, = F,. Considera I’equaci6
aX?4+bY? = 7? (1.7)
amb a,b € F} 1 X,Y, Z variables a valors en el cos K .

Demostreu que sempre lequacié (1.7)) té solucions en K diferent de X =
Y =Z =01 per tant (af’(b) és isomorf a la K-algebra Ms(K).

Indicacié: Demostreu que en un cos finit tot element és suma de dos
quadrats.

8. Considera 'equacio
aX? +bY? =72 (1.8)
amb a,b € Z — {0} no quadrats i X,Y, Z variables a valors en el cos Q.
Suposa que —a/b no és un quadrat i que tenim un p primer on p1{ a i p||b
a
i

i el stmbol de Lagrange (;) = —1. Demostreu que l’equacié 1 sol té

la soluci6 X =Y = Z = 0, en particular la Q-algebra (a@b) és un anell

de divisié.

10Hi ha una conjectura que afirma que hi ha una infinitud de primers de Sophie Germain.
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9. Sigui p un primer diferent de 2 i 3. Demostreu que -3 és un quadrat en I,
si i només si p = 1(mod 3).



Capitol 2

Valoracions en cossos.
Analisi no-arquimedia.
Principi de
Hasse-Minkowski.

2.1 Quants valors absoluts i analisis hi ha a Q7

Definicié 2.1.1. Sigui K un cos. Un wvalor absolut de K és una aplicacio
[|: K = R onVe,y € K satisfa:

1 Jz > 0,
2. |lz|=02=0,

3. |yl = l=[ - |yl

4- |z +yl < lz[+1yl, 6, [z +y| < max(|z], |y]).

Un walor absolut || s’anomena arquimedia si |x + y| < |z| + |y|, i s’anomena
no-arquimedia si |z + y| < mazx(|z|, |y]).

Observacié 2.1.2. Es té |1| = |1-1] = |1] - |1| i de 1 # 0 tenim |1| # 0 d’on
1] =1.

Observacié 2.1.3. Si K C C, la restriccié a K del valor absolut usual de C és
valor absolut arquimedia de K.

Exemple 2.1.4. Al valor absolut en K on |z| = 1Vx € K* i]|0] =0 s’anomena
el valor absolut trivial de K.

Lema 2.1.5. Sigui || valor absolut de K. Llavors, || és no arquimedia, si i
només si 3¢ € R on |n| < ¢ Ve € N.

Demostracid. Suposem primer que | és no arquimedia. Llavors |n| = |1+ ...+
1] <|1| on tenim la fita.

27
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Suposem que existeix ¢ i demostrem que correspon a un valor absolut no-
arquimedia. Sigui z,y € K i k > 1 natural, usant el binomi de Newton i la
desigualtat triangulat obtenim:

k k
k . k
j+yF <> ( ; > P [yF7 <> ( ; )max(|fr|»|y|)k < c(k+1)max(|z|, [y))*
=0 =0

per tant obtenim
@ +y| < MFk + 1) Fmaz(|a|, |y)),

i observem el limit quant k tendeix a oo de ¢'/*(k + 1)/* és 1, obtenint que ||
és no-arquimedia. O

Observacié 2.1.6. Sigui K/Q una extensid finita i o : K — C, definim llavors
per © € K el valor absolut |x|, := |o(x)| on [iltim és el valor absolut usual a
C, on |z|2 = o(x)a(z) on's denota la conjugacié compleza per s € C. Es té ||,
és un valor absolut arquimediana.

Definicié 2.1.7. K un cos i (I', +) grup abelia totalment ordenat per una relacid
<, on Or és l'element neutre del grup (T, +)|E|. Una aplicacio v : K* — T
s’anomena una valoracid de K en T’ quant Vz,y € K* amb x +y # 0 tenim,

1. v(zy) = v(z) + v(y),
2. v(z +y) > min(v(z),v(y)),

i s’entén la valoracid a K escrivint v(0) = 400 (on s’estén T' a un monoid
totalment ordenat I' U {400} via les regles usuals +00 > v, (+00) + (+00) =
(+00), 7 + (+00) = (+00)).

La imatge de v s’anomena el grup de valors de T'.

Exemple 2.1.8. K un cos, v(x) =0r, Vo € K* és una valoracié de K anom-
enada valoracio trivial.

Proposicié 2.1.9. K un cos, v : K — I'U{+o00} valoracid no trivial. Denotem
per A, :={x € K : v(z) > Op}. Llavors A, és un anell local (és dir un anell amb
un sol ki ha un ideal mazimal), amb ideal mazimal B, := {x € K : v(xz) > Op},
a més K és el cos de fraccions de A,. L’anell A, s’anomena l'anell de la
valoracid v, i B, Uideal associat a la valoracid v, el cos A, /B, s’anomena el
cos residual associat a la valoracid.

Demostracid. Per demostrar A, és local és suficient demostrar que A, \ B, =
{r e K:v(x)=0r} = (4,)*

Siu e (4,)*, tenim v(u) + v(u~t) = v(1) = Op i com v(u),v(u"t) > 0 ja que
u,u”! € A, obtenim v(u) = Or. Reciprocament, si a € A, amb v(a) = Or, és
clar a=! € K i compleix v(a™!) = v(a) + v(a™1) =0p on a1 € A,.

Veiem finalment que Quot(A,) = K. Sigui z € K amb x ¢ A, en particular
v(z) < Or i per tant v(x~!) > Op i per tant =1 € A,, per tant z € Quot(A,).
O

1Bs dir T 6 una relacié totalment ordenada < complint que Vz,y,z amb x < y llavors
r+z<y+z




2.1 Quants valors absoluts i analisis hi ha a Q7 29

Proposicié 2.1.10. Sigui A un domini d’integritat. Llavors, A és un anell
de valoracid per certa v si i només si Vo € Quot(A) x # 0 es té x € A o bé
-1

x e A

Demostracio. Demostrem la impricacié no trivial, és dir Vo € Quot(A) = # 0
estéx € Aobéx! € Allavors A és anell de certa valoracié v.

Denotem la projeccié epimorfisme natural de grups v = proj : K* —
K*/A* = (T',%) via a — [a]. Veiem T' té estructura de grup totalment or-
denat via:

v(z) <v(y) eyrtecA

Exercici: comproveu que < no depen dels representats triats i < compleix les
propietats: reflexiva, transitiva, antisimetrica, i d’ordre (i.e. donats x,y sempre
v(z) < v(y) 6 v(y) < v(a)).

Observeu que < és compatible amb l'estructura de grup, ja que (yz)(zz)~! =
yr~! on v(x) < v(y) equival a v(xz) < v(xy).

Per finalitzar sol falta demostra v(z +y) > min(v(x),v(y): és clar si x +y = 0,
suposem ara z,y, z+y € K* i sense pérdua de generalitat podem pensar v(z) <
v(y) i equivalentment yx~! € A. Per tant (z +y)z~> = 1 +yz~! € A4, don
v(x) <v(x+y). O

Observacié 2.1.11. Donat un domini A amb p un ideal primer, la local-
itzacio del domini A a p obtenim un anell local amb cos de fraccions el cos
K = Quat(K). Per tant tenim la manera de construir molts anells locals.
Veieu appendiz per la definicié de localitzacio d’un domini, propietats i com la
relacio d’anell local és molt més debil que ser anell de valoracié on exigim que
x o ! pertany a l’anell local.

Definicié 2.1.12. Una wvaloracid v s’anomena real quant T' = Imatge(v) és
isomorf com a grup ordenat a un subgrup de (R,+). Una valoracid v s’anomena
discreta quant T' = Imatge(v) és isomorf com grup ordenat a (Z,+), i en aquest
ultim cas A, s’anomena un anell de valoracid discreta.

Proposicié 2.1.13. Sigui A un anell de valoracié discreta associat a v : K =
Quot(A) — Z U {+oo}. Llavors A és un domini d’ideals principal.

Demostracid. Sigui a C A ideal, i triem a € a amb v(a) minima. Afirmem
a = (a), per aixd considera b € a, d’on

v(ba™') = v(b) —v(a) >0
per tant ba=! € A i d’aqui b € a A = (a). O

Proposicié 2.1.14. Sigui K un cos arbitrari. Els anells de valoracid discreta
no-trivials del cos K corresponen als subanells de K que son locals i dominis
d’ideals principals i amb cos de fraccions K.

Demostracié. Ja hem vist que si A és anell de valoracié discreta no-trivial de
K tenim que A és un anell local amb cos de fraccions K i A és domini d’ideals
primers. Veiem el reciproc.

Sigui A C K local amb ideal maximal m = (7). Fixem-nos que m” = (7™)
per n natural, i si z € nNm! tenim z = 7"a,, = n'a; amb a; € A amb n < per
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tant 0 = 7" (a,, — 7' ~"a;) i per ser domini a,, = 7'""a; € (7!) on € m!, per
tant m¥ \ mF*! = {an¥|la € A\ (7)} amb k > 0. Aixo permet definir

v:A— N

via v(a) =i on a € m*\ m*1,
Siz ¢ Aicom Qyot(A) = K podem escriure x = ¢ amb a,b € A, amb
b € m, escrivim b = 7b amb b € A\ (1), a = 7%a’ amb @’ € A\ (7), per ser

A domini en Quot(A) tenim que u < j i podem pensar r = 3=%—, i per tant
zl=2 ”;, ara com a’ € A\ m = A* obtenim que 27! € A, d’on A és un anell

de valoracié. I llavors és facil extendre v a una valoracié de K discreta. O

Observacié 2.1.15. Podem també caracteritar anells de valoracié discreta amb
la condicié de noetheria. Anells noetherians son molt generals i son anells claus
en geometria algebraica, i geometria aritmeética. On A €és anell noetheria si i
només si tot ideal de A és finit generat. FExemple d’anells noetherians son anells
de la forma k[xy,...,x,] C B amb k cos i x; € B on B un domini. Quocients
d’anells noetherians i localitacio d’anells noetherians son anells noetherians.

Exemple 2.1.16. Considera K = Q. Definim per cada p primer,
v QF = Z

on § = p“é—,/ amb a,b,a’,t' € Z onpta'b iv,(§) =j és una valoracio discreta
de Q.

Fizem-nos que A,, = {% € Qlvy($) >0} = {% € Qla,b € Z, mcd(a,b) =1, pf{
p}t. Tenim Ay, €s un domini d’ideals principals i també s’anota per Z(p) on
aquesta dltima notacid bé de localitzar Uanell Z en el primer (p), veieu §2.2 per
detalls en localitzacio d’un anell per un ideal primer.

Exemple 2.1.17. Considera K = F(T) el cos de fraccions de l’anell de poli-
nomis F[T| en la variable T sobre un cos F. Considera per cada f(T) € F[T]
irreductible,

vf(T) - F(T)* — 7

on very = vy (5 = f(?ia,) = 4 és una valoracid discreta de F(T) on
a,b,a’, b € F[T] amb med(f(T),a'b’) = 1. Considerem també

’Ul/TIF(T)* — 7

definit via vi7(3) = —(degr(a) — degr (b)) on a,b € F[T] amb med(a,b) = 1,
és també una valoracid discreta de F(T).

Lema 2.1.18. Sigui K un cos i v : K — R U {400} una valoracié. Per a
qualsevol mimero real ¢ > 1 laplicacié ||, : K — Rsq definida via |z|, := ¢~ 0@
defineiz un valor absolut no-arquimedia de K.

Demostracid. Obviament |z|, > 01 |zy|, = |2|u|y|y. I observem
2+ y|, = 7@ < mmn@0W) — pag @ WY = maz{|zy, |yl }-

O
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Exemple 2.1.19. De lezemple per K = Q, el valor absolut |x|, =

s’anomena el valor absolut p-dadic, i en particular d(z,y) = |y — x|, defineiz una
distancia en Q.

_1
@

Definicié 2.1.20. Dos valors absoluts de K, ||1, ||2 son equivalents si Vo € K
és equivalent |z|; <1 i |zl < 1.

Proposicié 2.1.21. Siguin ||1, ||2 dos valors absoluts no trivials de K equiva-
lents. Llavors 38 > 0 real on || = |z|° Vo € K.

Demostracid. Com s6n no-trivials 3zg € K amb |zgl; > 1. Triem 8 € R
complint |x0|f = |zol2, 1 com |zg|z > 1 del fet que ambdos valors absoluts sén
equivalents tenim que 5 > 0.

Sigui € K\ {0} un element arbitrari de K. Tenim que |z|; = |z¢|} per cert
s € R. Elegim una successié d’enters {m;}, {n;} ambn; > 0amb s = lim; ZL—

m, m;/n;

amb ™% > s Vi, per tant |z|1 = |zol] < |zol; perque |zo| > 1. D’on obtenim,

ja /g 3™, don Jalz < [xol3.

1< 1, don|z"™ [z

Argumentant pero amb {m}}, {n;} successié d’enters amb n} > 0 amb } <
s Vi, obtenim que |x|s > |2o|®. Per tant obtenim

jlo = [@ol3 = |wol{* = |7
O

Corol-lari 2.1.22. Dos valors absoluts ||1 i ||2 de K son equivalents si i només
si defineizen la mateiza topologia.

Demostracié. Suposem que |z|; = |z|5 per cert r € Rsg. Denotem per B(y);
la bola oberta en la topologia i del valor absolut ||; centrada en y amb radi e.
Llavors tenim

Be(y)1 = Ba/r(y)2;

per tot € > 01y € K, per tant tenim les mateixes boles obertes en les dos
topologies.

Suposem ara que els dos valors defineixen la mateixa topologia, veiem que
ambdos valors s6n equivalents. Considera la bola oberta By(0);, existeix una
bola B.(0)2 C B;1(0)1, e inversament existeix una bola oberta B/ (0); C B1(0)a.
En particular per la eleccié de €, € tenim |yla < € = |yl1 < 1,1 |z]1 < € =
|z]2 < 1. Per tant veiem la relacié amb les boles de radi unitat; sigui y amb
lyla < 1, llavors existeix n natural amb |y"|2 < € i per tant |[y"]; < 1 d’on
lyl1 < 11 similarment obtenim que si |z|; < 1 s’obté que |z|2 < 1 obtenint que
ambdos valors absoluts sén equivalents. O

Lema 2.1.23. Els valors absoluts no-trivials de Q ||, amb p primer i || = ||«
el valor absolut arquimedida usual, son dos a dos no-equivalents.

Demostracio. Sigui p, £ dos primers diferents és clar que sén no equivalents ja
que [pl, =1/p <1i|ple=1. O
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Observaci6 2.1.24. Pel cos K =F4(T), cos de fraccions de l’anell de polinomis
en una variable Fy[T] on Fy un cos finit tenim les segients valoracions no-
equivalents (demostreu-ho pel lector interessat): |*oo = ¢~ "2/T™) i per cada
f € F,[T)] irreductible | ¥ := g~ 7).

Teorema 2.1.25. Tot valor absolut arquimedia a Q és equivalent a ||oo. Tot
valor absolut no-trivial i no-arquimedia de Q és equivalent a ||, (valor absolut
p-adic) per cert p primer.

Demostracid. Sigui || un valor absolut de Q.
Considera m,n € N i escrivim m en la base n:

amb a; € {0,...,n — 1} amb a; # 0. Obtenim:

t

Im| < Z lai||n|* < Z |la;|max(1, |n|)* Z lailmaz(1,|n|)",

i=0
ide |a;| < a;|1] < n, d’on obtenim:

logm
logn

Im| < (t+ 1)n - mazx(1,|n]) < (1+ )n - maz(1, |n|)les(m)/loe(m) (9 1)

del fet que t < llzgg((%) . Canviem m per m* amb k > 0 i elevant a 1/k 1’expressi6

(2.1) obtenim

ml < (14 OBy 0, fofosten s,
log(n)

i fent £k — +o00 obtenim
Im| < maa(1, |n|)'ea0m)/ loslm) (2.2)

Vm,n > 1 naturals.

Cas A: per tot natural n > 1 compleix |n| > 1:
tenim llavors que 'equacié (2.2)) es reescriu via [m|'/108(m) < |n|'/18(") ¢ inter-
canviant els paper de n i m obtenim

‘m‘l/log(m) — |n‘1/105(n) =c

no depen del natural i per tant |n| = ¢'°8(™ per a tot natural > 0.

Donat ara 2 € Q tenim |2| = c'°8("/™) § i escrivim ¢ = e® > 1 per cert
a > 0 real, obtenim que |z| = |z|% i per tant || és equivalent a ||so.

Cas B: existeix un natural n > 1 tal que |n| < 1:
Fixem aquest n, on max (1, |n|) = 11 de 'equacié (2.2 obtenim |m| < 1 per tot
enter positiu, per tant pel lema || és no-arquimedia.

Denotem A:={x € Q:|z| <1} ib:={r € Q:|z| <1}, icom |z +y| <
max(|z|, |y|) tenim que A és un anell, i és facil demostrar que b és 'inic ideal
maximal de A, ja que A* = A\ b. A més tenim Z C A.
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Considerem b N Z un ideal de Z (que és principal de ser Z un domini ideals
primer). Si Vp primer de Z complis |p| = 1 llavors pel teorema principal de
Paritmetica i la propietat multiplicativa del valor absolut obtenim |n| = 1 per
tot natural n i obtenim || = 1 i és el valor absolut trivial.

Per tant existeix p primer amb |p| < 1, d’on (p) C b N Z. Si existis un altre
primer py complint |pa| < 1 obtenim 1 € Z = (p,p1) CbNZ, don b = A cosa
que no pot ser. Com (p) és ideal maximal de Z ha de complir (p) = bNZ.

Considera m € Z \ pZ, tenim m ¢ b on |m| =11 |Zpf| = |p|/ amb f € Z,
(m,n) =1= (mn,p). O

Observem en Q que |z|oe = maz{z,—z} i |p|p = %, i per un anell commu-
tatiu A denotem

Specmaz(A) := {ideals maximals de A}.

Corol-lari 2.1.26 (Férmula del producte). Perz € Q\{0}, els ¢ € Speciax(Z)
on |x|g # 1 és finit i es compleiz

H |z]e = 1.

LeSpecmaq (Z)U{oo}

2.2 Completacié d’un cos amb ||

Denotem per (K, ||) un cos K amb un valor absolut ||.

Una successi6 {ay, }r>0 una successié d’elements en K, diem que és de Cauchy
si Ve > 0, Ing(e) on Ym > n > ng(e) es té |ay, — ay| < €.

Una successié es diu que és convergent de limit a € K si Ve > 0 Ing(e) on
Vn > ng(e) es satisfa |a, —al < e.

(Es facil observat que tota successié convergent és de Cauchy, i que tota
successi6é de Cauchy és fitada).

Definicié 2.2.1. Un cos (K,||) és complet quant tota succesid de Cauchy
d’elements de K convergeix a un element de K.

Observacié 2.2.2. Un domini A amb A C K tancat en (K,||) podem fer un
analeg dels conceptes anteriors, en particular de successions de Cauchy en A,
on (A,||) s’anomena complet si tota successid de Cauchy en A té limit en A.

Teorema 2.2.3. Donat (K, ||x). Euzistiex un cos K i un valor absolut | &
complint,

1. (K,||z) és un cos complex amb ||,
2. KCKi Iz : K = Rso coincideiz amb ||k,
3. K és dens en K.

4. Si (K1, ||1), (Ko, |2) sén dos cossos que satisfan les propietats anteriors,
aleshores existeir un morfisme de cossos unics ¢ : K1 — Ko amb ¢, = id
amb [p(x)]2 = |1

La parella (K, l|z) s’anomena una completacic de (K, ||) i és unica llevat isome-
tria de cossos per l’ultima propietat.
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Demostracid. Considera C(K) el conjunt de successions de Cauchy en el cos K.
Observem donats (an)n, (bn)n € C(K), tenim definides les operacions:

(an)n + (bn)n = (an + bp)n € C(K),

(@n)n * (bn)n = (anbn)n € C(K),

que doten C(K) de domini.

Fixem-nos que K C C(K) via donat k — (k), a la successié de Cauchy(i
convergent) constant igual a k per tot n € N.

Denotem per 91 el conjunt de les successions convergents de limit 0 € K.
Clarament 9 és un ideal de C(K) (la suma de dos successions convergents a
zero és convergent a zero, i el producte d’una successié de Cauchy amb una
convergent a zero és una successié convergent a zero). Fixem-nos que 9% és un
ideal maximal de C(K) ja que si ¢ = (cn)n € C(K) \ M, fixem-nos llavors que
per n > ng un natural fix ¢, # 0 (ja que no és convergent a zero) i la successié
(i)nzno és facil veure que és una successié de Cauchy i per tant (c,,), € C(K)*.

Escrivim K := C(K)/9M el cos que per construccié K € K on k — [(k)n],
que és injectiva.

Definim ||z, donat (z,,), € C(K), via

|(Tn)nlg = nhHH;O |znlk € R,

on observem que té sentit ja que la successié de nombres reals (|z,|), és de
Cauchy i per tant convergent (efectivament, com (z,), de Cauchy en K, tenim
Ve > 0 Ing(e) complint |2, — Zpg ()| < €, 00 [Tn] < [T — Zig(e)| + [Tng o) <
€+ T o], daqui [Zm| = [Znyo)] < €).

Llavors la tupla (K, || %) ¢s el cos complet que satisfa les condicions dem-
anades. Exercici al lector.

Demostrem tan sols aqui que K és complet amb || e

Considerem (d,,),, € C(K) una successié6 de Cauchy en (K,||z). Escrivim
dpm = [(as,m)i] € C(K). Fixem-nos que Ve > 01 Vn,m > no(e) tenim

|dn - dm

= llirgo |ain — aim| <e.

Triem a = [(a;);] la successi6 definida per a; := a; n,(1/10¢) Pensant que triem
successié creixent de naturals amb ng(1/10%) < ng(1/10°+1) (amb limit +o0).
Es facil demostrar que o € K. Observeu finalment que donat ¢ > 0 existeix i
on € > 1%),- i per tant per n > ng(1/10%) tenim que |d,, — «
Wino(1/100)] < 17 < € ¥n = ng(1/10%) obtenint (dy,), convergeix en a € K. O

K= lim; s 00 ‘ai;n -

Tenim el segiient resultat que no demostrarem en aquest curs,

Teorema 2.2.4 (Ostrowski). Sigui K cos complet respecte d’un valor absolut
arquimedid ||. Llavors (K,||) és isomorf (una isometria) a (R, ||oo) J (C,]]s0)-

Anem a estudiar ’extensié a la completacié dels valors absoluts no-arquimediants.

Proposicié 2.2.5. Sigui (K, ||,) on ||y prové d’una valoracid v : K* — R, és
dir |z]y = ¢=*@) amb ¢ > 1 un real. Denotem K completacié de K respecte ||, .
Llavors ezisteir una inica valoracié o : K* — R que estén K i compleix que la
imatge de © coincideiz amb ¥ i ||z = 0@,
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Demostracid. Per la nocié de valors absoluts equivalents pensem | * |, = e~*(*)
d’on v(z) = —log(|z|). Considerem la tupla (K,||) construida en teorema
i definim 9(a) := log(|a|z) per @ € K, on per construcci6 & satisfa les
propietats d’aplicacié de valoracié (de ser valors absoluts no-arquimedians) i per
definici6 | x|z = | x| = e7?*). Demostrem ara que Im(?) = I'm(v) les imatges
de les valoracions coincideixen.

Sigui @ € K*, a = [(an)n] on (an), una successi6 de Cauchy en K, (en
particular vam demostrar en la demostracié del teorema que (|ay|)n és una
successié de Cauchy en R i per tant convergent), on |a|z; = lim, o |a,|. Del fet
que ser imatge d’una valoraci’o un grup tenim 9(a) € Im(d) < o(a™!) € Im(d)
podem suposar (canviant a per a~! si cal) que (|a,|), és una successié de
nombres reals decreixent.

Veiem que aquesta successio és constant a partir d’'un n. Si no, agafem-ne
una subsuccessi6 de (a,|), que sigui estrictament decreixent, és dir (|a/,|), amb
la, 1| < lay,|. Fixem-nos de ser un valor absolut no-arquimedia, tenim llavors
que |z + y| = maz(|z|, |y|) si |z| # |y|, i per tant,

lan — @i lx = laglx
prenent limit 'anterior igualtat obtenim: 0 = |a|; en contradicci6. Per tant la
successio real (|ay|), és constant a partir d'un n’ > ng, per tant

|Oé K= \an/|K.

O
Corollari 2.2.6. Sigui (K, |[,) on ||, prové d’una valoracié v : K* — Z disc-

reta. Denotem (K, ||5) completacié de K respecte ||,. Llavors 0 és una valoracio
discreta de K.

Definicié 2.2.7. Considerem (Q,||,). Llavors la completacid de Q respecte el
valor absolut p-adic, s’anomena el cos dels nombres p-adics i escriurem la tupla

via (Qp, ||p)-
Proposicié 2.2.8. Sigui A un anell de valoracic discreta v amb ideal maximal

p=7A, i K = Quot(A). Sigui K la completacié de K respecte la valoracié
associada a p. Escrivim:

A={zeK:|z|; <1},
p={red: |z <1}
Llavors tenim:
1. A és un anell de valoracié discreta amb ideal mazimal P,
2. VYn > 0 enter tenim p™ = n" A,

3. Vn > 1 tenim un isomorfisme natural A/p™ = A/ﬁ”,

4. A és complet respecte |5
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Demostracié. Pel corol.lari anterior & defineix una valoracié discreta de K per
tant A = {z € K|v(x) > 0} és un anell de valoracié discreta amb maximal p.

Pel corol.lari anterior tenim que 0(n™) = v(7™) per tant per la demostraci6
dels ideals en anells de valoracié discretes tenim que p™ = T A.

Que A és complet, prové de ser un tancat de 1’espai topologic complet K.

Anem finalment a demostrar A/p™ = A/p".

Considerem el morfisme natural ¢; : A — A — A/p = k; de A al cos residual
k; de la valoracié discreta v. Veiem primer que 1 és epimorfisme. Efectivament,
triem o € A\ p, @ = [(an)n] € A amb a, € 4, i com v discreta In > ngy on
|an| =1 per n > ng i com (ay,), és de Cauchy tenim que a,+1 — a, € T7A per n
suficientment gran n > nq, per tant per n > n; definim b, := a,, + (an — anl)
on (an — an, )n és una successié de Cauchy d’elements en p, per tant pertany a
p. D’on la exhaustivitat. Observem que p estd al nucli de ¢; d’on obtenim un
epimorfisme

Alp— A/p

i com sén cossos el morfisme anterior és injectiu, per tant isomorfisme.
Suposem n > 2 i demostrem ara A/p"™ = fl/ﬁ” De la demostracié per n = 1
hem observat que A= A+ponp=7A=nA+7p=rA+p2
Similarment A = A + (rA + p?) = A+ p? i recursivament obtenim que
A=A+ p"™, i mirant els valors en la valoracié obtenim que AN p"™ = p™ d’on el
morfisme projeccié ¢, : A — A/ﬁ" és epimorfisme amb nucli p”. O

Definicié 2.2.9. Considerem { X, }nen una col.leccid de conjunts (grups, anells,
grups topologics) i aplicacions 71 : X, 11 — X,, (respectivament morfisme de
grups, anells, ...) es defineiz el limit projectiu (X,, 7" 1), al conjunt (respec-

tivament grup, anell,grups topologics)

{(z); € HXAWZ“(an) =z, VYn >0} C HXi7
ieN iEN

(amb la topologia induida per la topologia producte dels X;’s en cas de tenir
topologia els X;’s).

Proposicié 2.2.10. Sigui (K, |[,) un cos amb valor no-arquimedia v, valoracio
discreta. Considera (K, |[) la completacid, i denotem per A := {x € K||z[; <

1} Uanell de valoracid discreta de K definit per ©.

Llavors:

1. A coincideiz amb el limit projectiu (A/p™, 7 tL) on 7t és la projeccid
natural,

2. si fitem un subconjunt R C A que és un sistema de representants del cos

residual k, = A/p i ™ onp = (r), tot x € K* es pot escriure de manera
unica com una serie de Laurent, és dir denotem n, = 0(x) € Z tenim

amb r, € R ir,, #0.
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Demostracio. Del primer apartat, tan sols demostrarem en aquests apunts que
A =1lim(A/p™, 77+ com a conjunt.

Sigui [(a;);] € A, com Ve = ¢ > 0 amb k enter (on pensem que | * |, =
¢=*™), tenim |a; — iy (e)l€ 1 per tant (a; — a, () € 7% A d’on la successi6 (a;);
és constant per i > ig(¢) en I'anell A/p¥, i no depen de la classe triada en A,
diem aquest element &, € A/p*, aix{ definim una aplicacié:

A— Alpn
[(@i)i] = &-

Per construccié tenim 7r1;+1(§k+1) = &, aix0 defineix
¥ A— lm(A/p", 7Y
[(a:)i] = (&k)k-

Veiem que tot (0x)x € lim(A/p™, 77 F1) construim una successié de Cauchy
en A.

Per cada n triem a, € ¢,(d,) C A del epimorfisme ¢, : A — A/p™. Fixem-
nos que per m > n tenim |a,, — a,| < ¢”™ i per tant (a,), és una successié
de Cauchy, provant i és exhaustiva. Per veure que 9 és injectiva, observem si
U([(an)n]) = ¥ ([(bn)n]) obtenim @, (@, — by) = 0 per m suficientment gran, és
dir |Gy —bym| < ¢ per m > ng(n) demostrant que en A tenim [(an)n] = [(bn)n].

Demostrem la segona part de la proposicid, és dir que tot element de K*
s’escriu com una serie de Laurent.

Seguint la notaci6 de I'enunciat tenim 70 ®)z € A on (7~ @) z) = (&)

Com A és el limit projectiu de A/p™ amb els morfisme projeccié natural (i
A/m™ = {Z?;Ol s;m|s; € R}) i podem construir una successié d’elements en A
via:

{So:=7r0,S1 :=ro+rim...,Sp:=ro+rim+...+r,7", ...}

on ©ny1(Sn) = dng1 € A/p™T que és de Cauchy equivalent en K amb 7m0y
i com A complet podem considerar que té limit els .S, s’anota usualment per

(o)
g @) g = Zrﬂri € Av
i=0
d’on el resultat, llevat d’unicitat. Exercici al lector provar-ne la unicitat de la
serie de Laurent associada a x. O

Observacié 2.2.11. Observeu que Z és dip, i per cada ideal primer (p), de-
notem per Zy) la localitzacio de lanell Z amb U’ideal primer, en particular tenim

del resultat[A.0.7 tenim un isomorfisme natural
{(0],....[p =11} = Z/p == Z / ().

A més per la valoracid p-adica en Q vy, és dir (Q,]|,), tenim que lanell de
valoracié de v, és A,, = Ly C Q (en la nostra situacid), i per tant obtenim
d’un resultat anterior en aquesta seccié que

A, /pA,, = A, [pA,

i en el resultat anterior podem agafar el conjunt R com representants els ele-
ments de Z {0,...,p — 1} per expressar l'anell A,  en série respecte poténcies
de p amb coeficients entre 0 i p-1.
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Definicié 2.2.12. Per (Q,|*|,) tenim que Q = Qp s’anomena el cos p-adic,
A els enters p-adics que denotarem per Z,, i observem de la proposicio anterior
que

QP:{Z a;p'l0 <a; <p—1, amb a; €N, ng € Z},

>0
Ly = {Zaipim <a;<p-1, amb a; € N}.

i>0

Observacié 2.2.13. Sabem Z C A sempre i quant el cos de fraccions de A és
de caracteristica zero. Com Q,, té caracteristica zero, fitem-nos que descrivim Z
dins Z,, de manera facil si pensem Z,, com limit projectiu de Z/p". Per exemple
facilment —N C Z,, ja que

-1=@p-1)+@-1p+...+(p-1)p"+...€Z,

on aquesta série la construim mirant el limit projectiu ja que [—1] = [p™ — 1] €
Zipmipm—1=p-1)1+p+...+pm ).

2.3 Principi local-global: Teorema de Hasse-Minkowski
per equacions de grau 2.

Tornem al tema central del curs en resoldre equacions diofantines en un cos K,

considerem F(Xi,...,X,) =0 una equacié polinomial en un cos K, i és clar

que si té solucié en K™ en té en (K, ||z ) per tota completacié del cos K pels
diferents valors absoluts possibles en el cos K.

Definicié 2.3.1. Diem que una equacid F(Xq,...,X,) € K[X1,...,X,] amb
K cos, satisfa el principi de Hasse: si tenir l'equacid F(X1, ..., X,) = 0 solucid
en tots els completats (K,| * | ) del cos K variant-ne tots els valors absoluts
implica que F(X1,...,X,) =0 té solucion en K.

En els cursos de calcul i de metodes matematics heu vist diferents tecniques
per donat F(Xq,...,X,) = 0 trobar-ne solucions als nombres reals i calcular-les
(potser de forma aproximada). Intentem introduir alguna técnica per respondre
la pregunta amb els nombres p-adics, almenys en el cas d’un polinomi.

Lema 2.3.2 (de Hensel). Donat f € Z[X] un polinomi en una variable a coe-
ficients enters. Suposem existeizen k,n € Z amb 0 < 2k < n i x € Z complint
les condicions segiients:

1. f(2) = 0(mod p"),
2. f/(2) = 0(mod p"),
3. f'(z) £ 0(mod p**1).

Llavors existeix y € Z complint les segiients condicions:
1. y = z(mod p"F),
2. f(y) = 0(mod p"*1),
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3. f'(y) = 0(mod p*)

4. f'(y) # O(mod p**1).
En particular si k =0, donat x € Z in € Z>q on f(x) = 0(mod p™) tenim que
fly) = 0(mod p™*') on y = z(mo p*) i f'(y) # 0(mod p).
Demostracid. Escrivim y := x 4+ 2p™~F, z a trobar-se en Z.
Del teorema de Taylor en polinonomis obtenim:

fy) = f(@) + f(2)zp" " (mod p*~2F),

ii com 2n — 2k > 2n — (n — 1) = n — 1 obtenim llavors que

Fly) = fla) + f'(@)zp" " (mod p" ). (2:3)

Ara usant que f(z) = 0(mod p"),1i f'(z) = 0(mod p*) amb f'(x) # 0(mod p*+1)
podem escriure ([2.3) mitjangant:

f(y) = bp"™ + ap®zp™ " = (az + b)p" (mod p™T),

amb b Z 0(mod p) (ja que sino y = x ja estariem) i a Z 0(mod p). Triem z € Z
complint z = —a~1b(mod p), directament tenim f(y) = 0(mod p"*+1).
Usant de nou el teorema de Taylor obtenim:

Fy) = f' @) + " (@)2p" " (mod p*" =),
icom2n —2k>n—k>2k+1—k=Fk+1 obtenim f'(y) = f'(z)(mod p**1),
en particular f'(y) = f'(z) = 0(mod p*) i f'(y) = f'(x) # 0(mod p*+1). 5

Corol-lari 2.3.3. Sigui F(X) € Z[X] amb el mazim comi divisor dels coefi-
cients igual a 1. Suposem que F(X) té una arrel simple fent modul p amb p un
nombre primer. Llavors F(X) té una arrel simple en Z, (en particular en Q,).

Demostracio. Aplicant el lema de Hensel anterior tenim una successié a,, € Z
complint que F (o) = 0(mod p™), F'(ay,) # 0(mod p) amb a1 = oy, (mod p™).
Per tant existeix

a € im(Z/p", proj) = Z,

on F(a) = F(ay,) = 0(mod p™) per tot n natural per tant F(a) = 0 € Z,,.

Tenim que F'(a) € Z,, ara com F'(a) = F'(ay,) # 0(mod p™) obtenim
F'(a) # 0 € Z, i per tant una arrel simple. O

El lema de Hensel té un enunciat més general, que en aquest curs tan sols
enunciarem

Lema 2.3.4 (Hensel). Sigui A un anell de valoracid discreta v, K = Quot(A),
and p ideal mazimal de A, k = A/p cos residual de la valoracid i suposem que
K és complet amb la valoracié v. Sigui F(X) € A[X] un polinomi ménic on

[F(X)] = g(X)h(X) € r[X]

amb g, h polinomis primers entre si en k[X|. Llavors 3G(X),H(X) € A[X]
amb [G(X)] = g(X), [H(X)] = h(X) en k[X] complint
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Observacié 2.3.5. Als dominis locals A amb maximal p que safisfan: que donat
F(X) € A[X] un polinomi monic on

[F(X)] = g(X)h(X) € A/p[X]

amb g, h polinomis primers entre si en x[X], es compleix que IG(X), H(X) €
A[X] amb [G(X)] = g(X), [H(X)] = h(X) en x[X] complint

F(X) = G(X)H(X),

es diu que A és un anell henselid. En particular els anells de valoracié discreta
sén exemples d’anells henselians.

Enunciem el teorema de Hasse-Minkowski general per polinomis de grau 2.

Teorema 2.3.6 (Hasse-Minkowski). Considerem una forma quadrdtica a coe-
ficients racionals, és dir considerem

f(Xl, . ,Xn) = Zaivain S @[Xl, e ,Xn]
1<y
Considerem lequacid homogénia f(X1,...,X,) = 0. Llavors tenim: f(X1,...,X,) =
0 té solucié en P"=1(Q) si i només si f(Xi,...,X,) =0 té solucié en P"~1(R)
i per cada primer p, f(X1,...,X,) =0 té solucié en P"~1(Q,).
Es a dir f(X1,...,Xn) = 0 satisfa el principi de Hasse.

En aquest curs nosaltres tan sols demostrarem el teorema de Hasse-Minkowski

pel cas concret:
dX?+bY? =cZ?

amb a’, b, ¢ € Z complint a'b’c # 0. Per tenir soluc10 en (z:y:z2) € P*Q) amb
xyz = 0 és necessari i suficient que =, 7 0 bé —7 sigui un quadrat en Q.

Per a estudiar I'equacié sobre Q anterior ens podem restringim a estudiar
les solucions sobre QQ de

aX?+bY?=1

ona= %, ib= %.

Definicié 2.3.7. Sigui p un primer i a,b € Q* E| definim el simbol de Hilbert
(a,b), com segueir. Escrivim

a :piua b :pjvv (27] € Za u,v € (Z(IJ))*)’

1 escrivim S
ri=(=1)"Ya’b™" = (=1)Yulv" € (Z))*.
Si p # 2, definim
rmodp)
a,b),=(—1,
(@t = (™

on el simbol de la dreta és el simbol de Lagrange.
Sip =2 definim
r2—1 u—1 v—1
(a,b) :=(=1)"= (=1) = "=,
2Recordem que Zpy ={% € Qla,b € Z p{ b} C Q que correspon a localitzar 'anell Z amb
I’ideal primer (p)




2.3 Principi local-global: Teorema de Hasse-Minkowski per equacions de grau 2.41

on els exponents de —1 son elements de Z) pero els pensem via el morfisme
Loy — L[21.

Definim el simbol de Hilbert per la part arquimediana p = oo via

(a,b)o0 = 1sia>00b>0
e —1sia<0ib<O

El simbol de Hilbert té les segiients propietats que deixem com a exercici,
Lema 2.3.8. Denotem per v un p primer qualsevol, a,b € Q. Llavors:
1. (a,b)y = (b,a)y,
2. (a,bc), = (a,b)y(a,c)y,
3. (a,—a)y, =1. Sia#1 llavors (a,1 —a), = 1.
4. siv és senar i a,b € (Zgy)* llavors
(¢) (a;b)p =1,
(b) (a,pb), = (=2202).
5. sta,be Z&) tenim:
(a) (a,b)a =1 sia=1modd o b= 1(mod 4), altrament -1.
(b) (a,2b)a=1sia=1 (mod 8) o a=1—2b(mod 8), i -1 altrament.

6. Veieu que podeu extendre (—,—)p : Qp x Qp — {1} i que compleiz totes
les propicetats anteriors substituint Zy per l'anell Z,,.

Proposici6 2.3.9. Pera,b € Qp son equivalents:
1. (a,b)p, =1,
2. Jx,y € Q, complint ax® + by* = 1.
El cas p = oo (pensant Qs = R) també és veritat el resultat.

Demostracio. El cas p = oo és obvi. Per p primers, sol demostrarem quant
p # 2 (el cas p = 2 veieu un exercici de la llista de problemes).

Suposem primer: 3Jz,y € Q, complint az?® + by?> = 1. Si = 0 tenim
be ((@;)2, 6siy=0tenima € ((@1*,)2 i de les propietats del simbol de Hilbert en
el lema anterior obtenim (a,b), = (a3,b), = (a1,b)y(a1,b), = 1si a = af € Q},
similarment quan x = 0.

Suposem ara xy #* 0. Llavors de les propietats del simbol de Hilbert del
lema anterior obtenim:

1= (axg, 1-— a:r2)p = (0wc27 by2)p = (a, byQ)p(gc27 by2)p =

(a,byQ)p(x,byQ)p(x, by2)p = (a, by2)p = (a,b)p(a,y)p(a,y)p = (a,b)p.
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Suposem ara que (a,b), = 1.
Fixem-nos primer que ambdues condicions de la proposicié tan sols depén de la
imatge de a,b € Q} en Q;/(Q;‘,)Q, i podem suposar que a,b € Z; U pZy (és dir
elements de Q, amb valoracié zero o valoraci6 1).

Estudiem primer que a,b € pZ;. En aquest cas 'enunciat (i) i (ii) de la
proposicié podem canviar a per —ab~! € Zy: efectivament,

(70’1)717 b)p = (7ab71a b)P(bv b)P(bv b)P = (70‘7 b)P(ba b)P = (70‘1)7 b)P =

= (a’a b)P(ib’ b)P = (a” b)P

Fixem-nos que 3z,y € Q, amb zy # 0 complint —ab~'z? 4+ by? = 1 si i només si
—ab™1z? + by? = 2% amb xyz # 0, si i només si (by)? = ax? + b2% amb ryz # 0
si i només si Ir,y € Q, complint az? + by? = 1 amb xy # 0. I hem vist en
el capitol 1 que si aX? 4+ bY? =1 amb a,b € K un cos, té solucié en el cos K
(de caracteristica diferent de 2) llavors té una infinitat de solucions, i per tant
alguna amb zy # 0. Per tant, (car(Q,) = 0) obtenim doncs que 3z,y € Q,
complint —ab™z? 4+ by? = 1 si i només 3z,y € Q, complint az? + by* = 1.

Per tant ens reduim a les situacions:
cas A:a € Zy 1 b € pZy;
cas B: a,b € Z,.

Demostracié pel cas A: tenim de ser 1 = (a,b), = (%) que a és un quadrat
en F7, i pel lema de Hensel 3t € Q) complint t* = a i per tant

1

0(5)2 + b02 = 1

és una soluci6 de aX? + bY?2 = 1.

Demostracié pel cas B: sota les condicions de a, b sempre tenim (a,b), = 1,
hem de construir una solucié aqui en Q, de aX 24bY2=1.

Considera [a], [b] € F, les classes de a,b € Z, via el morfisme proj : Z, —
Zy/p = Z/p = Fp. Considera els subconjunts de F,, segiients C := {[a]u?|u €
Fp}t i D :={1— [bJv?|v € F,}. Fixem-nos que |C| =|D| = (p+1)/2, i per tant
tenen interseccié no buida, sigui doncs z,y € Z,, complint

az? =1 — by*(mod pZ,).

Si x # 0(mod pZ,) el polinomi T2 — (1=82) € 7,[T] és separable (p # 2) i té
arrels simples en [T, per tant pel lema de Hensel, 3t € Z,, satisfent

at> —(1—-by*) =0
i per tant el resultat.

Si x = 0(mod pZ,), tenim 1 = by?(mod pZ,), i raonant també via el lema
de Hensel, 3t € Q;, complint que t2=b"le Z,, i obtenim la solucié

a0 + bt? = 1.
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Teorema 2.3.10 (Hasse-Minkowski). Sigui a,b € Q* fizats. Existeix (z,y) €
Q? satisfent ax® + by =1, si i només si (a,b)e i (a,b), =1 per tot p primer.

Demostracid. Evidentment si té solucié a Q l'equacié aX? +bY2 =1, en té a
R ia Qp i per la proposicié anterior obtenim que (a,b)s i (a,b), =1 per tot p
primer.

Suposem ara que (a,b)s 1 (a,b), = 1 per tot p primer. Sense perdua de
generalitat podem suposar que a, b sén lliure de quadrats i enters. Demostrarem
que aX? +bY? = 1 té soluci6 als racional per induccié respecte max(|al, |b]).

Observeu si a o b és 1 evidentment aX? + bY2 = 1 té solucié a Q. Si
maz(|al,|b]) =1 tenim a > 0 0 b > 0 ja que (a,b)oo = 1 per tant aX?+bY?2 =1
té solucié a Q.

Suposem que maz(|al,|b]) > 1, sense perdua de generalitat de com és I'equacid
podem suposar |a| < |b] = p1---pr amb p;’s primers diferents (de ser lliure de
quadrats).

Demostrem primer que a(mod|b|) és un quadrat en Z/(b).

De l'isomorfisme d’anells

p:Z/(b) = Z[(p1) X -+ x Z/(px)
a(mod |b]) = (a(modp;))i=1, ..k

tenim que si [a] no és un quadrat en Z/(b) tenim que existeix ¢ on (a(modp;)) no
és un quadrat en Z/(p;) on p;|b. Fixeu-vos que p; # 2 ja que com en Z/(2) tot
element és un quadrat. Ara fixem-nos com p;|b i p?|b i p; 1 a de les propietats
del simbol de Hilbert on p; un primer senar tenim que

- (3)

i el sfmbol de Lagrange és -1 ja que (a(mod p;)) no és un quadrat. Llavors, per
la proposicié anterior I'equacié aX? + bY? = 1 no té solucié en Q,, en contra
hipotesi.

Per tant tenim que a(mod b) és un quadrat en Z/(b). Obtenim llavors que
Jr € Z complint 72 = a(mod b) i podem triar en Z representant tots els elements
de Z/(b) en 'interval f% <n< @ i per tant podem triar 0 < r < @. Escrivim

r?—a=be

amb ¢ € Z. Si ¢ =0 ja estem, a(1/r)? + b0? = 1 solucié a Q. Si ¢ # 0 tenim,

2 2
r?—a r a, b
<|— | <—=4+1<|b
< T 8 < B <
on en I'iltima desigualtat usem |b| > 2.
Fixem-nos ara que donat K un cos amb a,b,c € K* i r € K complint que

r2 — a = be, hi ha una bijeccié entre els conjunts E, F:

B = {(,9,7) € K¥laz® + by = 2, (2,9,2) # (0,0,0)}
F = {(z,y,2) € K*laz® + cy® = 2%, (z,y,2) # (0,0,0)},

via (z,y,2) — (re + z,by,ax + r2) 1 (2,9, 2) = (re — z,cy, —ax + rz).

Per tant retornant a la demostracid, si |a| < |b| usant la hipotesi d’induccié
finalitzem ja que |c¢| < |b]. Si |a] = |b] ens reduim al cas |a| < |b| ja que
le| < |b]. O

el =1
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2.4 Sobre extensions algebraiques de Q,

Fixeu-vos que qualsevol extensié algebraica de QQ, és separable. El cas analeg
de la completacié de Q pel valor usual arquimedia és els nombres reals R, i
extensions algebraiques de R sol n’hi ha una i és els complexos. El cas dels
p-adics la situacié és molt diferent, i anem a fer-ne un esbog en aquesta seccié.

Definicié 2.4.1. Donat un conjunt X de punts de R? Uenvolvent conveza in-
ferior per a X es defineix com el conjunt convexr més petit que conté X i les
semirectes Ly, per cada punt (z,y) € X on L, = {(x,t)|t > y}.

Definicié 2.4.2. Donat un polinomi f(X) = Zio a; X' € K[X] on K és un
cos complet amb || no arquimedia i discret (pensem aqui K = Q,, per exemple),
i v waloracié del cos K amb v : K* — Z on v(w) = 1 (on m uniformitzant
de l'ideal mazimal associat, podeu pensar m = p ideal mazimal de Z,, en el
cas dels nombres p-adics). Suposem agan # 0. Denotem el conjunt X =
{(i,v(a;)) € R?|0 < i < N}. Prenem lenvolvent conveza inferior de X i
ens quedem amb els segments inferiors d’aquesta envolvent que van del punt
(0,v(ap)) fins (N,v(an)), i els anomenem el poligon de Newton associat a f(X)

Fet 2.4.3. Sigui f(X) = Zf\;o a; X" € Qu[X] amb apan # 0. I suposem que
el poligon de Newton té exactament s segments © el segment ¢ del poligon de
Newton uneix els punts (13, vp(ar,)) amb (riy1,vp(ar,,)) ambi=0,...,s i de
pendent —m;. Llavors en Q,[X] tenim

F(X) = fi(X) ... fo(X)

on el grau de cada f;(X) € Qp[X] €s1i41 —1i, a més si L és el cos de descom-
posicid de f sobre Qp, i per o € L definim w(a) = mvp(NormL/Qp(a)),
tenim que les arrels B de f; compleizen que w(B) = m,;.

Fet 2.4.4. Sigui f(X) € Z,[X] on el seu poligon de Newton és un iunic segment
unint (0,vp(ag)) amb (grau(f), vp(agraucs))), @ @ més aquest segment no tingui
cap altre punt (n,m) € Z2 dins el segment, llavors f(X) és irreductible en
Qp[X].

En particular (tenim criteri Fisenstein) si f(X) = Zﬁo a; X* amb ayag # 0
ivplan) =1, vp(ag) =1 iwvy(a;) > 1peral <i <N —1, llavors f(X) és
irreductible en Q,[X]

Observaci6é 2.4.5. Magma permet facilment treballar amb els p-adics i en
particular en la factoritzacié. Per exemple:

R:=padicRing(5);
P<x>:=Polynomial (R) ;
f:=X"5+x"4+x"3+x72+x+1;
Factorization(f);

obtenim la factoritzacié a Q5[ X].
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2.5 Exercicis dels continguts del capitol

2.5.1 Analisi no-arquimdedia. Completacié d’un cos. Els
p-adics.
1. Sigui K un cos complet amb una valoracié discreta no trivial v. Sigui K
una clausura algebraica de K.
(a) (**) Donada L/K extensi6 finita de cossos, existeix una valoracié w
en L on w(z) =v(z) Vo € K i L és complet amb la valoracié w.

(b) (**) Demostreu que existeix una valoracié 7 en K que estén v, és dir
v(z) =v(zr) Vo € K.
%)

(e) (*

(d) Considera K la completacié de K amb la valoracié ¥. Demostreu que

Demostreu que K amb v no és necessareament un cos complet.

K és algebraicament tancat.

2. Considera una successié a,, d’elements d’un cos K complet amb una valor
absolut || no arquimedia i no trivial donat per una valoracié v, i suposem
que K és complet amb aquest valor absolut. Demostreu que la serie
ano an convergeix en K si i només si existeix el limit de a, i aquest
limit és zero.

3. Una serie de potencies f(xz) = > .,a,2z™ amb a; € K on K és un cos
complet amb un valor absolut no-arquimedid donat per una valoracié real
v. Definit l'ordre de convergencia de f(z) mitjancant:

p(f) == — lim v(a,)/3.

j—o0

Demostreu que f(x) convergeix en a € K si v(a) > p(f) i divergeix si

v(a) < p(f).

4. El poligon de Newton. Sigui f(z) =Y o a;z/ € K[[z]] una serie de
potencies amb K un cos complet amb un valor absolut no-arquimedia
no trivial donat per una valoracié real v. Considera el conjunt S =
{(j,v(a;))|j € N,a; # 0} C R% El poligon de Newton de f(x) és “the
lower convex hull of S§” és dir la envolvent convexa inferior del conjunt S.

Siguin {m;} la sequéncia de pendents del poligon de Newton de f(x).
Llavors {m;} és monotona creixent i —lim;_,.om; = p(f).

5. Sigui K amb una valoracié discreta v (amb Imatge(v) = Z) complint
que el cos residual A,/B, és un cos finit de ¢ elements. Denotem per
UM .= {z € AyJv(l —z) > 1}. Demostreu, usant el Lemma de Hensel,
que tenim una descomposicié de la forma:

K* = (n1) % pg_1 x UW)

on ™ € B, amb val(m) = 1 (anomenat un uniformitzant de v), pq—1 €l
grup multiplicatiu ciclic d’ordre ¢ — 1 corresponent a arrels ¢ — 1-essimes
de 1.
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10.

11.

12.

13.

Analisi no-arquimedia. Principi local-global

Sigui A un anell commutatiu. A és un anell de valoracié discreta si i només
si A és anell local, noetheria i el seu ideal maximal esta generat per un
element no nilpotent. E|

Sigui A un domini, amb A anell noetheria. A és un anell de valoracié
discreta si i només si A té un unic ideal primer no zero i A és integrament
tancat [

Sigui A un anell de valoracié discreta, amb valoracié v. Siguin a,b € A
amb v(a) > v(b). Demostreu llavors que v(a+b) = min(v(a),v(b)) = v(b).
Observeu amb un exemple que quant v(a) = v(b) llavors la desigualtat
v(a + b) > min(v(a),v(b)) pot ser estricta.

Demostreu que qualsevol valor absolut en un cos K amb car(K) =p >0
és no arquimedia.

Considera el cos de fraccions de 'anell de polinomis en una variable T’
sobre un cos finit F,, denotem-lo per F,(T) = Q(F,[T]). Recordem que
donat p(z) € F,[T] irreductible definim la valoracié discreta

Up(z) * Fq(T)* —Z
via v(a/b) = j on § = p(m)j‘;—: on (med(p(x),a’d’)) = (1). Definim també
Voo  Fo(T)" = Z

via v(a/b) := —(grau(a) — grau(b)).
Definim el valor absolut associat a aquestes valoracions v, via |x|, =

¢=vu(®) on ¢ és el nombre d’elements del cos finit F,[T]/f(T) si u = f(T)
i el nombre d’elements del cos finit F,[1/T]/(1/T) si u = 0.

Demostreu que tot valor absolut de F,(T') és equivalent a un dels anteriors.

Considera K [[z]] les series formals ., a;z" amb la variable  amb a; €
K. K[[z]] és un domini amb la suma i multiplicacié usual. Demostreu
que K{[z]]* sén les series formals amb ag € K*. Considera lanell de les
series de Laurent en K, és dir expressions formal Zi>n0 a;z* amb a; € K
i ng € Z. Demostreu que el cos de fraccions de K[[z]] que denotem per
K ((x)) coincideix amb l’anell de les series de Laurent en K.

Demostreu que la completacié d’un valor absolut || de F,(T') és isomorf a
Fy((U)) on £ = ¢* i on Fy((U)) denota el cos de fraccions de K[[U]] amb
U una certa variable.

Fixem p primer. Demostreu que donat ¢ € Q amb val,(c) > 1 compleix
que )7 = en Q.

3Un anell A s’anomena noetheria si tota successié creixent d’ideals de A estaciona, o
equivalentment que tot ideal de A és finitament generat.

4Un element = d’un anell que conté A és diu integre sobre A si satisfa una equcié polinomial
ménica:

2"+ an_12" ' +...+a=0

amb a; € A. Diem que A és integrament tancat en un anell B amb A C B si tot element
de B que és integre sobre A pertant a A. Diem que un domini A és integrament tancat si és
integrament tancat dins el seu cos de fraccions Q(A).
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14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

Demostreu que existeix 1'arrel quadrada de —1 en Q, si i només sip =1
mod 4.

Fix p, demostreu que hi ha una finitud d’extensions de grau 2 de Q,
diferents, en particular hi ha exactament tres extensions de grau 2 de Q,
si p* # 2 i exactament cinc extensions de grau 2 de Q3. Determineu les
tres extensions de grau 2 de Qs.

Per qualsevol enter n > 0 i p un primer demostreu que

vp(nl) = i [”}

2
i=1 LP

on [z] denota lenter més gran possible complint que [z] < z.
Sigui ¢ un nombre real fix. Demostreu que:

(a) la condicié nc — v,(n!) — oo quant n tendeix a oo és equivalent a
1
c> p—1°
(b) la condicié nc — vy(n) — oo quant n tendeix a oo és equivalent a
c>0,

(c) sie> p—il, llavors per qualsevol n > 1 tenim nc — v,(n!) > c.

Funcié exponencial i logaritme en Q,.
Considera les series formals

exp(x) := Z %T € Qpl[z]]

n>0

. (_1)”‘71 n
ilog(t) == _ (=1 e Q]

n>p
I evaluem-es amb elements de Q,. Demostreu:

(a) exp(z) convergeix en @, si i només si v,(x) > 1 en el cas que p # 2
isi p=2 ha de complir vy(z) > 2, i.e. la exponencial no convergeix
en tot Qp.

(b) log(t) convergeix si i nomes si v(t — 1) > 1.

(c) si x1,25 estan en el domini de convergencia de exp(x), i t1,ts estan
en el domini de convergencia de log(t) llavors tenim:

exp(z1 + x2) = exp(z1)exp(xe) € Qp; log(tite) = log(t)log(ts).

(d) Siguim > 1sip#2o0m >2sip=2 Demostreu que exp i log
donen l'isomorfisme de grups entre: el grup additiu p™Z, amb el
grup multiplicatiu 1 + p™Z, = U™ = {1 + p™ala € Z,}.

Calculeu v3(4™ — 1) amb n € Z.

Trobeu una successié de nombres racionals que convegeixi a 1 en els reals
i que convergeixi a zero en Q3. Trobem un exemple d’una altra successié
de nombres racionals que convergeixi a 1 en Q5 i a zero a Qs.
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21.
22.
23.

24.

25.

Analisi no-arquimedia. Principi local-global

Considera I’anell Z,,. Demostreu que no és un conjunt numerable.
Z, és tancat i obert en Q. Z és dens en Z,,.

(*) Considera anell Z[%] = {yxla € Z,n = 0}. Observa Z no és un
ideal d’aquest anell pero si un subgrup amb la suma, per tant obtenim el
grup abelia quocient G := Z[%]/Z amb I'operacié suma. Demostra que tot
element de G és de torsié i I'ordre de qualsevol element és una potencia

de p.

Denota per Hom(G, Q) els morfismes de grup de G en G, té estructura
d’anell on el producte ve donat per la composicié.

Demostreu que
Zp, = Hom(G,G)

com a anells.

Estructura de Q i quadrats en Q.

(a) Demostreu que hi ha un isomorfisme de grups abelians entre
Q, =Zx 17,
a més tenim un isomorfisme de grup entre
Loy = pp—1 % (1 + pZp)
i un altre isomorfisme de grups entre 1 + pZ, a (Zy,+) sip # 2 o

entre 1+ 4Zy amb (Zs,+) per p = 2.

(b) Escrivim a € Qp via a = p"u amb n € Z i u € Z;. Llavors a és
un quadrat en Q) si i només si es compleixen les dues condicions
seglients:

i. m és parell,
ii. si p # 21 u(mod pZ,) és un quadrat en Fy; sip = 2 u =

1(mod 8Zs).
(c) Demostreu que si p # 2 Q5/(Q})* = Z/2 x Z/2 com grups abelians.
Si p = 2 demostreu que tenim l’isomorfisme com grups abelians

Q3/(Q3)2=7Z/2XZ)2 x 7)2.

(*) Estructura de F,((T))* Recordem que Fy((T)) és en particular el
cos complet de Fy(T) per la valoracié vy. Demostreu que com a grups
abelians tenim un isomorfisme

Fo((T)" = (Z,+) x (Z/(q = 1),+) x (1 + TF[[T]]), )

(1+TF([T)), ) = Z,.

26. (*) Sigui F'/K una extensid separable i normal, és a dir Galois. Considerem

G := Gal(F/K) el grup dels automorfismes de cossos de F' que deixen fix
K. Per cada subextensié E amb K C E C F' amb E/K Galois i FINITA,
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escrivim Gp = Gal(E/K) i tenim el morfisme restriccié 75 : G — Gg
i per donades dos subextensions E7, Fo finites sobre K com abans on
K C Ey C Ey C F escrivim wgf : Gg, = GEg, el morfismes restriccio.
Denotem per ligyGE el subgrup de HECF;E/Kfinita i Galois GE definit per

E

11££1GE = {(aE)E S H GE|7rgf(aE2) = ag, si By C
E ECF;E/K finita i Galois

Eq, )

Demostreu que com a grups tenim

Gal(F/K) = limG.
E

El

2.5.2 Equacions de grau 2, segona part:Hasse-Minkowski

1. El simbol de Hilbert. Sigui p un primer i a,b € Q* definim el simbol
de Hilbert (a,b), com segueix. Escrivim

a=pu, b=pv, (i,j€Z, uvec (Zpy)"),

i escrivim o o
re=(=1)Ya’b™" = (=) ulvT" € (Z))".

Sip # 2, definim
r mod p)
a,b),=(—],
(0.0, = (2
on el simbol de la dreta és el simbol de Lagrange.

Si p = 2 definim

1 u—1 v—1

(a,b)2 := (—1) "5 (=1) 73",

on els exponents de —1 sén elements de Z3) pero els pensem via el mor-
fisme Z(g) — Z/QZ

Denotem per v un p primer qualsevol. Demostreu:

(a) (a,b)o = (b,a)y,

(b) (a,bc)y = (a,b)y(a,c)y,
) (

)

a) (a,

(¢) (a,—a), =1. Sia# 1llavors (a,1 —a), = 1.
(d) siwvéssenaria,be (Zgy)" llavors

i (a,b)p, =1,

ii. (a,pb), = (%fm) ,

(e) sia,b e Zf, tenim:

5Dotant Gz amb la topologia discreta, llavors via la topologia producte tenim una topologia
natural en HECF'E/Kfinitu, i Galois GE, 1 1a topologia induida en aquest producte dona una
topologia natural a imGg i en particular al grup de Galois Gal(F/K). Aquesta topologia és
—
E
clau per la correspondencia bijectiva de Galois quant I’extensié Galois F//K no és finita.
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i. (a,b)2 =1sia=1mod4 ob=1(mod 4), altrament -1.
ii. (a,2b)a =1sia=1(mod8)oa=1-2b(mod8),1i-1 altrament.

(f) Veieu que podeu extendre (—, —), : Q, x Q, — {£1} i que compleix
totes les propietats anteriors substituint Z,) per I'anell Z,,.

. Siguin a,b € Z5 amb (a,b)s = 1, demostreu que Iz, y € Q2 que compleix

lequacié a X2 +bY2 = 1.

. Sigui p un nombre primer. Demostreu els segiients enunciats:

(a) X%+ 2 =0 té solucié en Q, si i només si p = 1,3(mod 8),
(b) X?+Y? = —2 té solucié en Q, si només si p # 2,

(¢) X2 +Y?+4 Z? = —2 té solucié en Q, per qualsevol p,

(d) 15X? — 36 = Y2 no té solucié en Q.

. (**) L’equaci6 3X3+4Y?+52Z3 = 0 amb (z,y, 2) € P?(Q) no té solucions,

en canvi té solucions en P?(Q,) per tot primer p i també té solucions en
P2(R). Per tant diem que el principi de Hasse falla per aquesta equacié.

. (**) Considera l'equacié aX? + bY? = ¢ amb a,b,c € F,[T]. Obtén

condicié/ons per tal que 'equacié tingui solucié en la completacié de F[T']
en la valoracié vy(ry amb f(T') irreductible de F,[T]. Decidiu si 'equaci6
compleix el principi de Hasse o no.

2.6 Exercici dirigit: Exemple no complint el prin-

cipi de Hasse-Minkowski

Considerem ’equacié diofantina

aX*+bY?* = c2?

amb a, b, c € Z enters coprimers i no zero. Denotem per

Vic :={(2,9,2) € K* = {(0,0,0)}|az* + by* = cz*},

on K denota un anell o cos (i pensem Z dins K via el morfisme ¢ : Z — K
t(n) =n).

1. Demostreu que si Vg # 0 llavors existeix (z,y, z) € Z3 — {(0,0,0)} € Vg.

Demostreu que si Vg # 0 llavors Vi # 0 1 Vg, # 0 per tot primer 4.

I observeu que Vg = () si i només si ab > 01 ac < 0.

. Sigui p primer senar amb p { abc. Demostreu que Vi, # 0.

Indicacié: podem reduir-nos a trobar una solucié no trivial de o/ X* +
VY4 =72 en F, i seguir les segiients pautes:

(a) Considera I'equaci6 a’(X")2+'(Y’)? = Z2. Demostreu que I'equacié
a/(X')2 + b/ (Y')? = 1 té solucié en F,, i escrivim per (zo,y0) € F3
una solucié.
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(b) Com sabem resoldre a'(X")? +b'(Y")? = Z? en Fp[T] (on T una vari-
able) (recordeu sén certs analegs del cas de les termes Pitagoriques),
proveu que una solucié en F,[T]? de o’ (X")? + b/ (Y')? = Z2 és:

((T), B(T),~(T)) :=
(V' 2oT? — 20 yoT — 'z, —b'yoT? — 2a’ 20T + a'yo, V' T? + d').
i comproveu que els polinomis «(T"), B(T"),y(T) sén dos a dos co-

primers.

¢) Demostreu: siguin f,g € F,[T] — F, amb grau com a molt dos i que
P p
compleixen que els simbols de Lagrange segiients satisfan:

()

per a tot t € F,, llavors el med(f, g) # 1.

(d) Trobeu ara una solucié no trivial de a’ X*+v'Y? = Z? en F,, via triar

t e, on
() (%)

on en particular a(t)3(t) és un quadrat en F,,.

3. Sigui p primer senar amb p { abc i k > 1 un natural. Demostreu que

Indicacié: Podeu demostrar-ho seguint les pautes segiients:

(a) Si Nis > 0 enters on p 1 sN demostreu per induccié: si N =
c*(mod p) llavors per tot n > 1 enter es té que existeix un enter d,
complint N = d? (mod p™).

(b) Com med(p*,c) = 1 en Z/p* existeix ¢~ € Z/p* i considereu I'equacié
en Z/p":

claX* + 7oyt = 72,
Sabem que té soluci6 no trivial ([ug], [vo], [wo]) € F3 (de Vi, # 0).
Fixeu-vos llavors que si wg # 0(mod p) tenim N := ¢~ (aug + bv]) és
un quadrat (mod p) i per tant un quadrat fent modulo p¥, i escrivint
N = m?(mod p*) obteniu que (ug,vo,m) € (Z/p*)* ens propor-
cionara una solucié.

4. Demostreu que per p primer senar amb p { abc tenim V7, # 0 i en partic-
ular Vg, # 0.

5. Considera a =1, b = —97 1 ¢ = 2, és dir 'equacié diofantina
Xt -9yt =272

(a) Demostreu que té solucié no trivial en Q, per tot £ primer.
Indicacié: per £ 1 2 - 97 ja ho hem demostrat per argument dels
apartats anteriors. Per demostrar-ho per ¢ = 97 podeu usar el lema
de Hensel resolent 'equacié a Fg7. Per p = 2, demostreu que si
N = 1(mod16) llavors N és una poteéncia quarta modul 2" per a tot
n > 1.
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(b) Demostreu que les solucions a Q de X* —97Y* = 222 tant sols és la

solucié (0,0,0).

Indicacié: suposem que tingués una solucié no trivial i observem que
poder triar-ne una amb (z,y, z) € Z3—{(0,0,0} i amb mcd(x,y,2) =
1. Preneu g primer que divideix z. Demostreu que el simbol de
Lagrange (g&) sempre és 1 i per tant z = z3(mod 97). Observeu
després que 2 no és una potencia quarta en For.



Capitol 3

Unes primeres nocions de
Corbes el.liptiques

Pel lector interessat, recomanem la lectura del llibre [Silverman| de la bibli-
ografia d’aquest tema.

3.1 Corbes algebraiques i primeres definicions

Recomdem primer conceptes de teoria de cossos.

Definicié 3.1.1. Un conjunt S = {v1,...,v,} onv; € L amb L un cos on L/ K
una extensio de cossos. Diem que S és algebraicament independent sobre K si
el morfime d’anells evaluacid evy, . ., @ K[X1,...,X,] = Kvi,...,v,] € L
satisfa que el nucli és trivial igual al ideal zero.

Teorema 3.1.2. Sigui L/K una extensid finit generada, i per tant escrivim
L =K(ay,...,a,). Denotem per & :={ay,...,an}.

1. Tot subconjunt S de & algebraicament independent sobre K maximal re-
specte inclusid defineiz una extensidc M = K(S) on L/M finita i M iso-
morf al cos de fraccions de l’anell de polinomis en #S-variables.

2. Tot subconjunt d’elements de L algebraicament independent sobre K maz-
imal respecte inclusio €s un subconjunt finit i tots aquests subconjunts
tenen el mateix nombre d’elements, aquest nombre s’anomena el grau de
trascendéncia de L/K i s’anota deg.trasg(L).

Demostracio. 1. Pensem S = {ay,...,ar} maximal respecte inclusié alge-
braicament independent sobre K. Tenim L = K(S)(axi1,...,a,) per
la maximalitat de S tenim S U {a;} no és algebraicament independent
per j > k i per tant existeix f;(X1,..., Xk, Xpt1) € K[Xq,..., Xk41] no
constant on ¢;(Xg41) := f(a1,...,ar, Xpt41) € K(5)[Xi41] no constant i
g(a;) = 0, per tant a; és algebraic sobre K (S) i per tant L és algebraic
sobre K (S). Considera ara el morfisme evaluacié

eVay,. ap - K[X1, .., Xi] = K(S)

33
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definit per evq, ... o, (P(X1,. .., Xk)) :=p(as,...,an),1deser S algebraica-
ment independent tenim Ker(evg, .. q,) = (0) i per tant facilment podem
demostrar que Quot(K[X1,...,Xx]) = K(S), per la propietat universal
del cos quocient.

2. Fixem el conjunt S = {ay,...,a;} maximal algebraicament independent
via inclusié de Papartat anterior. Sigui {b,}, € J un altre conjunt maximal
alg. independent sobre K via inclusié dins el cos L.

Fixem-nos que by € L i by algebraic sobre K(S), per tant S U {b1} no
és algebraicament independent sobre K, per tant existeix un a; € S on
S’ = SU{b1}\{ai} és algebraicament independent sobre K i a; algebraic
sobre L(S’) d’on L/K(S") algebraic, aquest procés podem anar iterant
perque els b's son algebraicament independent sobre K i per tant arribem
que #J < k.

O

Definicié 3.1.3. Una corba algebraica completa (llissa i projectiva) sobre un cos
K és un cos L extensié de K amb deg.trasg (L) =1 i complint que KNL =K
on K denota la clausura algebraica de K. A partir d’ara corba algebraica voldra
dir corba algebraica completa.

Un morfisme sobre K de corbes algebraiques Ly, Ly sobre K és una injeccid
de cossos entre L1 a Ly on la restriccié a K és la identitat.

Exemple 3.1.4. Observem Y2 + (X — 1)(X + 1) € K(X)[Y] és irreductible
usant lema de Gauss i Eisenstein, per tant L = K(X)[y]/(y* + (2% — 1) és una
corba algebraica sobre cos K, tenim K C K(X) C L on L/K(X) té grau 2, i
ho relacionem amb la corba Y2 + X2 —1 = 0 ja treballada al capitol 1 del curs.
FEs pot veure KNL =K.

Definicié 3.1.5 (Extensi6 escalars). Si F/K és una extensid algebraica i sepa-
rable de K, i L una corba algebraica sobre K i pensem que L = K(X)[y]/f(X,y).
La corba algebraica sobre F de la forma F(X)[y]/(f(X,y) s’anomena l’extensio
d’escalars de la corba L al cos F' i s’anota Ly 0 bé Lk F', on Lr és una corba
algebraica sobre el cos F. Si F denota la clausura algebraica separable de K,
denotem per Lp per L9,

Definicié 3.1.6. Diem que una corba algebraica L sobre K és diu que és de
génere zero si L9 = K%9(t) per cert element transcendent t sobre K9,

Exemple 3.1.7. Considerem L = Q(X)[y]/(y*+ (X2 —1). Hem vist qué té un
punt i per tant L = Q(t) on t s’ha calculat explicit en el tema 1 del curs. Per
tant és una corba algebraica sobre Q de génere 0.

Exemple 3.1.8. Considerem L = Q(X)[y]/(y*> + (X2 — 3). Hem vist que
X2 +Y? =3 no té cap punt racional, pero a Q[\/g] en té i per tant podem fer
argument de la pendents t per a obtenir que Lo és Q(v3)(t) per a cert t i
per tant L és també una corba algebraica de génere 0.

A partir d’ara endavant K serd un cos de caracteristica zero.
D’ara en endavant car(K) = 0.
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Definicié 3.1.9. Una expressid f(X,Y) =0 on f(X,Y) € K[X,Y] s’anomena
corba hiperel.liptica sobre K si L = K(X)[y]/(f(X,y)) és una corba algebraica
sobre K i a més existeiz u(X',Y) = Y2 —h(X') amb h € K[X'] i ged(h,h') =1
on L = K(X')[y]/u(X',y) i en particular L és una extensid de grau 2 sobre el cos
K(X') i diem que u(X,Y) = Y2 —h(X) és un model de la corba hiperel.liptica L
sobre K on denotem el grau de h amb 2g+1 0 2g+2 si el grau és senar o parell,
on g denotard el génere d’aquesta corba hiperel.liptica (i es pot demostrar que el
génere no depén del model uw(X,Y) = 0 hiperel.liptic triat). En particular una
corba hiperel.liptica amb génere 1 on h és de grau 8 s’anomena corba el.liptica.

Observacié 3.1.10. Si tenim una equacié f(X,Y) = Y2 — h(X) = 0 on
m(X) = ged(h,h') # 1 amb f € K[X,Y] observem que en l'extensid escalars a
K9 tenim que podem escriure h(X) = (X — a)?hy(X) per cert a € K9 i per
tant fent el canvi Z = ﬁ s’obté un isomorfisme de cossos sobre K9 entre
K9 (X)[y]/(y* — h(X)) i K49 (X)[2]/(2® — hi(X)) on la diferencia del grau
entre h i hy és dos, (el concepte de génere de la corba es un invariant del cos de
la corba algebraica L sobre K quan fem extensid d’escalars a K™9, i per tant
que h no té arrels repetides), i en la definicié anterior ja assumim que treballem
amb corbes on aquesta situacio ja succeeir al cos base K en definir-hi l’equacio.

Definicié 3.1.11. Diem que dues corbes algebraiques completes C1,Cy sobre
un cos K, son isomorfes sobre K si existeir un isomorfisme entre K(Cy) a
K(C3) fizant K, on K(C;) denota el cos corresponent (que és una extensid de
trascendéncia 1 sobre K ).

Observacié 3.1.12. Un isomorfisme entre dues corbes algebraiques completes
ha de preservar el concepte de génere, no obstant una definicié de génere associat
a una corba completa i que lisomorfisme manté aquest invariant esta fora del
contingut del curs. Per a les persones interesades podeu consultar chapter IX
en [Lorenzini, Chapter IX].

Definicié 3.1.13. (Twist de corbes) Dues corbes algebraiques completes sobre
K: Cy,C5 és diuen que una és un Twist de laltra si exvisteix un isomorfisme de
cossos entre K9(Cy) amb K™9(Cy) fivant el cos K9,

Exemple 3.1.14. Considerem la corba algebraica sobre Q amb t € Q donada
per:

tY? - X% —cX —d = F(X,Y)

on F1(X,Y) correspon a una corba el.liptica Ly := Q(X)[y]/F:(X,y) i firem-ho
que el canvi VtY <Y obté que Ly := Q(X)[y]/F:(X,y) s’obté Ly @9 Q(v/t) =
L1 ®q Q(\/f) i per tant tenim que L; amb t € Q son totes twistats una de les
altres, anomenats twist quadratics de la corba el.liptica L.

Si pensem en una equacid definidora de Ly com a corba el.liptica sobre Q,
observem el segiient: t-Y? = X3 + c¢X + d, multipliqguem per t3 d’on t*Y? =
t3X + ct?tX +t3d i fem el canvi de variables (X,Y) > (tX,t%Y) i per tant

Ly = QX)[yl/(y? — X° — ct?X — dt?)

on un model de la corba algebraica Ly és la corba el.liptica Y2 — X3 —ct?X —dt3.
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3.1.1 Diferents models per a corbes el.liptiques

Pensem L sobre K una corba elliptica, un model per a L sobre K és una
expressi6é f(X,Y)=0on f(X,Y) € K[X,Y]on L = K(X)[y]/f(X,y) i fent un
abus de notacié direm E corba el.liptica sobre K denotant tant el cos L con FE
Pexpressié f(X,Y) = 0.

Model de Weierstrass sobre K correspon a una expressio de la forma:

E:Y? 4+ a1 XY +a3Y = X2+ as X% + au X + ag (3.1)

amb un punt distingit O corresponent a (0,1,0) € P2(K) amb a; € K. E|
A Texpressio lb fem el canvi Y <« %(Y — a1 X — a3) i obtenim un model
isomorf a E sobre K de la forma:

E:Y? =4X% 4 by X? + 20, X + bg (3.2)

on by = a% + 4as, by = 2a4 + araz, bg = a% + 4ag i denotem el discriminant pel
polinomi en X per saber si té arrels repetides o no, que escrivim per A i s’obté
que A = —bSbg — 8b3 — 27b2 + bobybg.

X—-3by Y )

Si volem eliminar el terme en X2 podem fer el canvi (X,Y) <> (%3672, 108

obtenim una altra equacié per a E sobre K de la forma
E:Y?=X3—-27¢,X — 56¢q (3.3)
on ¢4 = b3 — 24by, cg = —b3 + 36byby — 216bg i el discriminant s’escriu ara per

3_ 3
_ C1—C
A= 1728 *

Definicié 3.1.15. Donada E una corba el.liptica sobre un cos K, amb un model
es defineix el j-invariant de E que s’anota per j(E) al valor en K donat
per 3 /A sempre que A # 0. Fizem-nos que una corba el.liptica com hem definit
té un model sobre K de la forma .

Definicié 3.1.16. Donada F(X,Y) = 0 amb F(X,Y) € K[X,Y]. Un punt
(x,y) € K’ s’anomena un punt singular de Uexpressic C : F(X,Y) = 0 si
compleix les tres condicions segiients:

o F(x,y) =0, i.e. (x,y) satisfan l’equacid que defineix expressid C,
e OF/0X (x,y) =0 anul.la la derivada parcial en la variable X,
o OF /Y (z,y) =0 anul.la la derivada parcial en la variable Y.

Exemple 3.1.17. Considerem Y? — X?(X + 1) = F(X,Y). Fizeu-vos que el
punt (0,0) és un punt singular de Uexpressic C : F(X,Y) =0, si fem el dibuiz
real s’obté que en el punt (0,0) hi ha un loop, i.e. dos rectes tangents. Observem
agui Q(X)[y]/(y* — X*(X +1)) = Q(X)[u]/(u? — (X +1)) = Q(u) onu=y/X
i per tant aquest cos correspon a una corba hiperel.liptica de génere 0 i no a una
corba el.liptica, on ara en l’equacio del cos hem tret la singularitat del model
d’equacid inicial donada per Uexpressic F(X,Y) = 0.

1El punt O correspon a I'tinic punt amb X = 0 en la equacié projectiva de la corba el.liptica
E i sempre esta definit en el cos K indiferentment que 1’expressié aff (3.1]) tingui alguna solucié
a K2 o no.
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Un altre exemple pero amb una cispide seria considerear Y2 —X3 = F(X,Y)
amb (0,0) com a punt singular de la corbaﬂ

Lema 3.1.18. Considerem F(X,Y)=Y? - X3 - AX — B amb A,B€ K, on
hX)= X3+ AX + B. Llavors F(X,Y) = 0 té un punt singular si i només si
A =0 si it només si ged(h(X),h' (X)) = 1.

Demostracid. Demostrem primer que si Y2 — X3 — AX — B té un punt singular
llavors A = 0 i ged(h,h’) = 1. Efectivament de 0F/9Y = 0 s’obté y = 0 i de
OF/0X (z,y) = F(x,y) = 0 tenim que x és zero del polinomi m(z) = ged(h, h')
i per tant el resultat, i respecte A sol cal observar que 0F/0X = —3X2— A d’on
3224+A =01 F(z,y) = 0 tenim que 2>+ Ax+B = 0 d’on sobté que z = —% iper
tant de 322+ A = 0 s'obté que 44342782 = 0 i per tant A = —16(4A43 +27B?)
és zero. Deixem al lector els detalls de les altres implicacions. O

Observacié 3.1.19. Observem que una corba el.liptica E sobre K en aquest
curs és un cos K(F) ¢ Lg de grau de trascendéncia 1 sobre K amb un model
de Weierstrass sobre K o un model 0 sempre amb A # 0.

Teorema 3.1.20. Dues corbes el.liptiques amb models Fy, Fo de tipus
fizats respectivament sobre un cos K, i denotem el seu cos associat per K(Ey) 4
K(E5) respectivament. Llavors les corbes el.liptiques son isomorfes en K (i.e.
els cossos K49(Cy) = K% (E,) via un isomorfisme de cossos K%9-linear) si i
només si ambdues tenen el mateix j-invariant.

Per fer la demostracié concreta faltaria explicitat tots els possibles isomor-
fismes entre dos cossos obtinguts amb un model F' tipus cosa que es pot
demostrar usant per exemple resultats de divisors amb la teoria de Riemann de
corbes algebraiques que esta fora del curs en principi, per aquest motiu farem
sol la demostracié d’una implicacié i I’altra comentarem com seria la prova si
podem usar aquest resultat d’automorfismes.

Demostracid. < Escrivim By : Y2 = X34+ A, X+B1iFEy : Y2 = X34+ A4, X+Bs.
De tenir el mateix j-invariant obtenim la igualtat

1 (4141)3 (4A2)3 1

1+ ((27B2)/(4A3)) (443 +27B?) (443 +27B32) 1+ ((27B3)/(4A43))’

d’aqui s’obté que A3B2 = A3B?. Pensem ara un K-isomorfisme de la forma
(z,y) = (u?2’,u3y’) per a portar el cos K*9(E;) a K%9(E;) on component X
o X' seria la variable trascendent per a I’extensié per exemple.

Considerem tres situacions:

e A; = 0 (corresponent a j = 0) tenim com A # 0 que By # 0 i per tant
Ay = 0 i triem l'isomorfisme amb u = (B /By)'/% € K9,

e B; = 0 (correspon a j = 1728) de A # 0 s’obté By = 0 i prenem u =
(A1/A9)Y* € K9 i d’aqui el resultat del mateix j-invariant

2Donada una corba amb una expressié C : F(X,Y) = 0 amb singularitats, és vol resoldre
les singularitats donant una nova expressio, i aquest és un tema molt interessant en geometria
algebraica i aritmetica i ben entés pel cas de corbes, perd d’interés encara en superficies. Per
a aprofundir en resolucié de singularitats podeu consultar [Spivakovsky].
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e Si AjB; # 0, tenim AyBy # 0 i es tria u = (A1 /As)/* = (B, /By)'/° ¢
K9 donant I'isomorfisme buscat.

Per a laltra implicacid, si tenim dues corbes el.liptiques F7 i Fs i cadascuna
té associat un model de Weierstrass assumint que projectivitzant el model de
Weierstrass correspon al punt (0 : 1 : 0) € mathbbP? (on f(X,Y) = Y2 +
a1 XY +azY — X3 —axX?—ayX —agpera E1i f(X1,Y1)=Y12+b5 X1V 1+
b3Y1— X13 — by X12 — b4 X1 —bg per a E») els tnics isomorfismes possibles per
K(E) i K(E3) corresponen a X = u?X1+71Y = u?Y1+u?sX 1+t per a certs
u, 7, 5,t € K% i d’aqui el resultat del mateix j-invariant [Silvermanl p.49]. O

Exemple 3.1.21. Recordem que els twists quadratics E; : Y? — X3 — ct?X —
dt® amb t racional i c,d racionals fizats tots tenen el mateix j-Invariant i per
tant totes elles son isomorfes en Q no obstant no necessariament sobre Q i les
propietats aritmétiques sobre Q sén diferents, veieu Observacid[3.2.9,

3.1.2 Corbes el.liptiques sobre els nombres complexos

Veurem aqui que corbes el.liptiques sobre K = C corresponen a un tor complex.
En aquesta secci6 necessitem molts preliminars que potser no tenim afiancats
pero que trobo ttil escriure-ho en forma d’esbog per veure la interelacié entre
analisi, topologia, geometria i algebra.
Fixem-nos que amb el que hem introduit fins ara una corba el.liptica sobre C
és un cos de trascendencia 1 sobre els complexos de la forma: C(X)[y]/(f(X,v))
on f(X,Y) = 0 pot ser un model de Weierstrass 0 una expressié com

o B3).

Definicié 3.1.22. Una zarza A en C correspon a A = w1Z + woZ amb wy € C
complint que wiR 4+ weR = C.

Definicié 3.1.23. Una funcid el.liptica sobre una xzarza A és una funcid mero-
morfa f(z) en C complint que f(z + w) = f(2) per a tot w € C i tot w € A.

Definicié 3.1.24 (Cos funcions el.liptiques). Denotem per C(A) el conjunt de
totes les funcions el.liptiques en una zarza fixrada A, i es comprova que C(A) és
un cos, extensid dels nombres complexos.

Lema 3.1.25. Una funcid el.liptica sense pols (o zeros) és constant, és dir un
element del cos C.

Demostracid. Si f(z) € C(A) holomorfa (sense pols) com f(z + \) = f(z) per
tot A € A tenim que

supzecl|f(2)| = sup,cplf(2)]

on D és un paralelogram fonamental per A definit per D, := {a+rjw; +raws|0 <
r; < 1} amb a € C i D, el compacte més petit dins C. Com f continua i D,
compacte obtenim que | f(z)| és acotat en aquest paral.lelogram fonamental, d’on
f acotada a tot C, i per tant pel curs d’Analisi Complexa f és una constant.
Si f no té zeros, 1/f és holomorfa i fem 'argument anterior. O

Anem a construir funcions el.liptiques no constants.
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Definicié 3.1.26. Sigui A C C una zarza. La funcid o de Weierstrass (relativa
a A) es defineiz per:

A€EA, A;éo
La série d’Eisenstein de pes 2k amb k > 1 natural positiu per a A per a la série:
Gor(A) := D A7,
AEA\O

Lema 3.1.27. Goi(A) per a k > 1 és absolutament convergent i defineix un
nombre complez.

Demostracid. Es deixa al lector comprovar que existeix una constant ¢ = ¢(A)
complint que VN > 1 tenim

H#{AEAN<|A|<N+1}<e-N
Llavors tenim:

#{)\EA|N<|)\|<N+1} c
> B ‘Qk = Z N2k Z Nok—T < %O

AEA, A>T N=1

O

Teorema 3.1.28. La funcid pa(z) convergeix absolutament i defineix una funcié
meromorfa amb un pol doble amb residu 0 en cada punt de la xarza A i no té
altres pols. A més pp(z) € C(A) i és parell, (és a dir pa(—z) = pa(2)), i
o (z) € C(A) i és una funcid senar.

Demostracié. Obserem que per z € C\ A que fixem tenim llavors

| 1 |7| z2(2X — 2) < 10]2|
(=22 A(z =22 AP

on en l'iltima desigualtat usem que es compleix |A| > 2|z| per a la major
part del sumatori de la p-Weierstrass llevat d’'un nombre finit de summands
de A € A. Ara de la demostracié del Lemma per a series d’Eisenstein
anterior, obtenim que py (2) convergeix absolutament per a z € C\ A fixat. Per
construccié pa té un pol doble amb residu 0 per a cada A € A i pp(2) = pa(—2).

Veiem tot seguit que pp € C(A).

Considerem ara la derivada de i (z), i per la convergencia absoluta podem
derivar terme a terme obtenim

@=-2%

i clarament per la seva expressié g/ (z) € C(A) i per tant integrant-la s’obté
pa(z+ A) = pa(z) + constant(N)

per a tot z € C\ A. Triant z = —\/2 obtenim que quec(A) = 0 i per tant
pa(z) € C(A). O
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Necessitem ara introduir alguns resultats d’Analisi complexa per a demostrar
que cos C(A) esta generat per les funcions el.liptiques pj i pj\ﬂ

Definicié 3.1.29. Donada f € C(A) i w € C definim per
e ordy(f) ordre d’anul.lacié de la funcid f en w,
o resy(f) el residu de la funcid f en w.

Proposicié 3.1.30. Donada f € C(A) llavors:
1. ZweC/A resy(f) =0,
2. > wecyn orduw(f) =0,
8. D wecyn orduw(f) - weACC.

Demostracid. Pensem que podem pensar la funcié f en el tor C/A. Triem un
paral.lelogram fonamental D, per a A on f(z) no tingui zeros ni pols en la
frontera de D,. Apliquem ara el teorema del residu a la funcié f obtenim

1
Z resy(f) = 57 /8Da, f(z)dz.

weC/A

Ara com f és periodica en elements de A la integral a traves de costats oposats
del paral.lelogram D, es cancel.len i per tant la integral a la vora de D, és zero
obtenim el primer punt de la proposicio.

Observem que com f és periodica, també s’obté que la seva derivada compleix
f'(2) € C(A). Aplicant el teorema del residu a f(z)/f'(z) obtenim

Z ord,(f) = / j;((j)) dz

weC/A D

on l'integral és zero de ser el.liptica la funcio.
Apliquem, per a demostrar I'iltim punt de la proposicié, el teorema del
residu a la funcié zf'(z)/f(z). S’obté

1 /
> ordu(pu =5 | ap @/

weC/A

Trenquem la integral en 4 integrals recorrent la vora del paral.lelogram D,
que elegim que no té zerons ni pols en aquesta frontera, aquests 4 intervals
corresponen a: [a,a+wi], [a 4+ w1, a+wi +ws), [+ w1 +wa,a+ws] i [a+ws,al.
En el segon i tercera integral corresponent al segon i tercer interval fem el canvi
de variables z — z — w; (respectivament z — z — wq) i per la periodicitat de
f'/f obtenim

Z ord,(flw =

weC/A

Wo atwi f’(z) ﬂ atwsz f’(z)

o)y T T2 ), )

dz.

Un resultat de funcions meromorfes g(z) d’analisi complexa afirma que la inte-
gral 5 fb 2(2) 1, és el ntimero de voltes al voltant del zero del camf [0, 1] — C:

27t Ja g(z)
t— g((1—t)a+1b),isig(a) = g(b) 'integral és un enter, per la periodicitat de
f'/f s’obé el resultat. -

3La funcié ¢y i ¢ s6n un analeg del que sén les funcions sin i cos per a la corba de geénere
0 C(X)[y]/(y?® — X2 — 1) en Dinici del curs.
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Definicié 3.1.31. L’ordre d’una funcio el.liptica és el seu nombre de pols
(comptats amb multiplicitat) en qualsevol parel.lelogram fonamental.

Corol'lari 3.1.32. Una funcio el.liptica no constant té ordre almenys 2.

Demostracid. Si f(z) fos holomorfa seria constant. Assumim que tingués sol
un pol simple, llavors el residu al pol tinic no podria ser zero pero pel lema
anterior no és possible ja que la suma de tots els residus de tots els pols és igual
a zero. O

Definicié 3.1.33. El grup de divisors de C/A consisteix amb el grup abelia
lliure generat per [w] amb [w] € C/A, és a dir els elements corresponen a
> (wjec/a Mw][W] amb np,) enters on ny,) = 0 per tot [w] llevat d’un nombre
finit. Es defineiz el grau d’un divisor D = > (wjec/a Nw],p (W] a Uenter 3 np,) p
i s’anota deg(D).

Donada f € C(A)* = C(A) \ {0} definim el divisor de la funcié f i s’anotara
per div(f) al divisor

div(f) := Z ordp,) (f)([w]) € Div(C/A),

[w]eC/A

on pel lemma anterior Z[w] Njw] = 0 1 sol un numero finit de n,) sén no zeros,
i per tant

div(f) € Div’(C/A) := {D € Div(C/A)|deg(D) = 0}.

Escrivim C(C) := C/A i considerem div : C(A)* — Div°(C(C)) donada per f
div(f) iel morfisme Add : Div®(C(C)) — C(C) via Y npy[w] — Y npyw mod A.

Corol'lari 3.1.34. La successio de grups commutatius
1 = C* = C(A)* =¥ D’ (C(C)) =49 C(C) - 0
és ezactalll

Demostracio. Es clar que el nucli de div sén les funcions el.liptiques constants.
Que la imatge de div és dins el nucli de Add prové del tercer punt en la Proposicié
Ara sobre 'epimorfisme de Add prové de Add([w] — [0]) = w. Falta
demostrar tan sols que Ker(Add) C Im(div), ho provem en la Proposicié[3.1.35]

O

Per a demostrar aquest resultat necessitem resultats d’Analisi complexa de
funcions donades per productes infinits, veieu qualsevol llibre d’Analisi complexa
com a referéncia.

Proposicié 3.1.35. Siguin my, ..., my € Z i nombres complexos z1, ...,z € C
complint que Zle m; =014, m;z; € A. Llavors existeiz una funcid el.liptica
f € C(A) complint div(f) = Zf;l m;[z;] @ per tant Ker(Add) = Im(div).

4El grup Div®(C/A)/Im(div) s’anomena grup de Picard. Donat un cos L de trascendéncia

1 sobre C o un cos algebraicament tantat li podem associar aquest grup de divisors i de Picard
i obtenim molta informacié de la corba algebraica L, veieu [Lorenzinil, chp X].
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Demostracié. Considerem primer fa funcié o de Weierstrass definida per

Z\  (/w)t/w)?
oa(z) =z H (1——)6 2

w
weA\0

)

i és pot demostrar (veieu una prova a [Silverman), Lemma 3.3] ) que és holomorfa
a tot C amb zeros simples per a cada A € A i no té més zeros (per tant es
prova que div(oa(z —u)) = [u] — [t] per cert t independent de u), compleix
dd—; logoa(z) = —pa(z) Vz € C\ Aiper a qualsevol A € A existeixen constants
a,b € C complint

oa(z + ) = e o, (2)

per a tot z € C.

Ara ja podem demostrar la proposicio.

Escrivim Y m;z; =t A € A, i considerem D = Zle m;[zi] — [\ + [0] €
Div°(C/A), i considerem la funcié

k

f(2) = ([Joalz==z)™) - oa(z = A)"oa(2)

i=1

on per construccié tenim que div(f) = D.
Observem tot seguit que f(z + A)/f(z) =

k
ea(z—)\)+beaz+b He(a(z—zi)-i-b)ni _ e(az-i—b)(z m,i+1—1)e—a(0—)\+z mizi) _ 1

i=1
i per tant f € C(A). O

Veiem la relacié de la definicié de corba el.liptica com a cos de trascendencia
1 sobre els complexos amb el cos de les funcions el.liptiques.

Teorema 3.1.36. El cos C(A) és un cos de trascendéncia 1 sobre els complexos
i compleiz les segiients condicions

1. C(A) = C(pa(2), p)(2)),

2. La serie de Laurent al voltant de z = 0 és pa(z) = z% + Yo 2+
1)G2k+2(A)22k

3. ¥z € C\ A, tenim

oh(2)% = 4pa(2) — 60G4(A)pa(2) — 140Gs(A).

Demostracid. e Considerem f(z) € C(A) i podem escriure f(z) = 3(f(2) +

f(=2))+ 3(f(2) = f(—=)) i per tant es suficient demostrar per a funcions

parelles i funcions senars que pertanyin a C(pa, /).

Si f és senar llavors @), (2)f(z) és parell, per tant podem reduir-nos a
suposar f € C(A) parell. Tenim llavors la igualtat en la derivada i-éssima:
fO(%2) = (=1)'fOD(=2) i ord,(f) = ord_.(f). Ara si 2w € Lambda
s'obté £ (w) = 0 per a i senar i per tant ord,,(f) és parell. Considerem
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un paral.lelogram fonamental D, i pensem en la meitat d’ell, via la paritat
amb +1, diem-li H on (H 4+ A) U(—H + A) = C, llavors podem escriure

div(f) = 3 muy (] + [~w)).

weH

Considerem la funcié g(2) := [[,,e (02 (2) = pa(w))™* on div(pa(z) —
pa(w)) = [w] + [—w] — 2[0] i per tant de com controlem els pols i zeros
que Tj) és una funcié el.liptica holomorfa sense zeros ni pols, i per tant
constant d’aqui obtenim que f(z) € C(pa, p/)-

e Anem a estudiar el desenvolupament de Laurent de @ al voltant de z = 0.
Si |z| < |A podem escriure:

=N =AT =22 - A=) =) (n+ 1>ﬁ’

D’aqui obtenim

que és l'expressié buscada, ja que observem que si n+2 és senar ZAGA\O )\n—lﬂ =

0 ja que com és absolutament convergent, podem reordenar i —\ € A per
tot A € A.

e Observem que tenim les segiients expressions de Laurent al voltant de
z =0

oa(2) = 272 +3G4(N)22 + ...
oa(2)? =270 + 9G4 (N)z72 + 15G¢(A) + . ..
Ph(2)? =427 — 24G4(N)272 — 80Gs(A) + ...

d’on la funci6 el.liptica f(z) = @/, (2)?—4pa (2)>+60G4(A)pa (2)+140G6(A)
s’anul.la en z = 0 per construccié i és una funcié holomorfa al voltant de
z = 01 per tant és constant. Com f(0) = 0 obtenim el resultat que f(z)
és la funci6 constant zero.

O

Observacié 3.1.37. Podem pensar la o, analeg de les funcions sin i cos per
2% + 9% = 1 ara per corba el.liptica y? = 2® + G4(A)x + Gg(\), que déna una
parametritzacié de la corba el.liptica per funcions analitiques.

Corol-lari 3.1.38. Donada A una zarza en C obtenim que C(A) és una corba
el.liptica sobre C.
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Demostracié. Sol cal demostrar que P(X) = 4X3 — 60G4(A)X — 140Gs(A)
no té arrels repetides, o equivalentment que el discriminant és no zero, aquest
valor correspon a A(A) := A(Y? — (P(X))) = (60G4(A))? — 27(140Gs(A))?.
Recordem que escrivim A = Zwq + Zws i denotem per wsz := wy + ws, 1 com
©h () és una funcié el.liptica senar obtenim que @) (w;/2) = 0 i per tant P(x)
s’anul.la en = pp(w;/2) per i = 1,2, 3. Veiem sén aquests tres valors diferents.

Considerem la funcié pa(z) — pa(w;/2) amb i fixat. Es una funcié parell,
per tant té un zero doble en z = w;/2, perd pa sol té un pol ordre 2 i com el
grau del divisor de la funcié és zero no pot haver-hi altre zero per tant els tres
valors sén diferents on obtenim que C(A) és una corba elliptica sobre C. O

Teorema 3.1.39 (Teorema d’Uniformitzacid). Tota corba el.liptica sobre C
correspon. a C(A) per a certa zarza A i per a cada zarza A li correspon una
corba el.liptica sobre C.

Per a una demostracié cosulteu [Serre, VII Prop 5], [Shimural §4.2].

Definicié 3.1.40 (K-punts). Considerem una corba el.liptica L sobre K amb
L= K(X)[y]/y*—h(X) on h(X) polinomi de grau 3 en variable X a coeficients
al cos K amb ged(h,h') = 1. Els K-punts de la corba el.liptica denota el conjunt
que denotarem per Er,(K) i que correspon a

B (K) :={(z,t) € K*|t? = h(z)} U{O = (0:1:0)}

que corresponen als zeros dins P?(K) de projectivitzar I’equacié T? — h(X) em
a U'anell de polinomis en les variables T, X a coeficients al cos K.

Observacié 3.1.41. Hi ha una bijeccio entre els ideals mazimals m de Uanell
A=K[X][y]/(y> —h(X)) CLonA/m=K amb E(K)\O, o equivalentment
entre morfismes d’anells que van de A al cos K. En particular si K = C els
ideals mazimals de A estdn amb bijeccid amb Er(C)\ 0 ja que en general A/m
sempre és una extensio finita de K per a tot ideal maximal del domini A (per
aprofundir-ho consulteu [Lorenzini, Chapter XJ).

Proposicié 3.1.42. Tenim una bijeccio
UnifMap : C/A — Er(C) C P*(C)

donada per [z] — (pa(2), P\ (2) : 1) quan [z] #[0] i [0]— 0=(0:1: O)E|
Demostracio. Tenim que esta ben definida per un teorema anterior. Provem
primer que UnifMap és exhaustiva, i considerem (z,y) € E(C)\ 0. Observem
que g(z) := pa(2) —x és una funcié el.liptica no constant, per tant té un zero (el
grau del divisor deg(g) és zero i g té pol en z = 0), on g(z) = 0 amb a € C\ A,
per tant de ser (z,y) € EL(C) obtenim que y*> = @/, (a), canviant a per —a si
fos necessari, s’obté que y = @/, (a) i per tant Pexhaustivitat.

Suposem ara que UnifMap([z1]) = UnifMap([z2]). Suposem primer que
221 ¢ A. Llavors podem observar que la funcié m(z) := pa(z) — pa(21) té ordre
21 zeros en [z1], [—#1], [z2] 1 per tant z3 = £21 mod A i com )y (z1) = )\ (22) =
ph(£21) = x@)\(21) de ser funcié senar s’obté que [z1] = [22] (ja que de la
prova de ser (h,h’) =1 corba el.liptica es prova que @'y (z1) # 0). Suposem ara
2z1 € A, tenim n(z) := pa(z) — pa(z1) té un zero doble en z; i s’anul.la en 2y
concloent altre cop que [z1] = [22] € C/A. O

5Fixeu-vos que C/A és un grup abelia, i aquest morfisme d’uniformitzacié podem traslladar
a una suma en Ep(C). Les varietats algebraiques on els C-punts tenen una operacié suma
s’anomenen varietats abelianes, podeu aprofundir-hi en aquestes en [Shimura2l Chp IJ.
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3.2  Estructura de grup abelia per a E;(K), L
corba el.liptica

Considerem L una corba el.liptica sobre K de la forma L = K (X)[y]/(y? — X> —
c¢X —d) amb ¢,d € K, tenim definit els K-punts via Er(K), i anem a traslladar
la suma de C/A de ldltim resultat de lapartat anterior a Er,(K) pero valida
per a tot cos K (de car. zero per simplificar, recordeu).

1. O=(0:1:0) és l'element neutre de Ep(K).

281 PQ € EL(K)iP = (z1,y1) # 01 Q = (z2,92) # 0 amb P # Q
denotem per R = (z3,y3) € Er(K) el tercer punt de la interseccié de
Y2 - X3 —¢X —d = 0 amb la recta que passe pels punts P, i Q, i
observem que (z3, —y3) € Ep(K) i definim P + Q := (z3, —y3).

Anem-ho a expressar-ho amb equacions per veure que I’assignacié anterior
té sentit:
La recta que passe pels dos punts, si x1 # xo correspon a:

Y = M(X—xl)—i—yl
T2 — 1
i substituint-ho a Y2 = X3+ cX +d obtenim M(X) = X3 +rX?2 +sX +t
amb r,;s,t € K, on M(z;) = M(z2) = 0 i per tant en K[X] tenim
M(X)=(X —z1)(X —22)(X —x3) amb z3 € K, concretament el tercer
punt de tall és:

(y2 —1)? _
(z2 —x1)?

per tant P+ Q € E(K).

Y2 — Y1
Ty — X9, ————

T3 — 1) + Y1),
Xro — I

(w3,93) = (

3. Sisuposem que 1 = x5 1 P # @, tenim y; = —ys definim llavors P+ Q) =
0.

4. 51 P,Q € EL(K)i P = (z1,y1) # 01 Q = (22,92) # 0 amb P = Q
denotem per R = (z3,y3) € Er(K) el tercer punt de la interseccié de
M(X,Y) :=Y? - X3 —cX —d = 0 amb la recta tangent de M(X,Y)
que passe pels punt P = @ , i observem que (z3, —ys3) € EFr(K) i definim
P+Q := (z3,—y3).

Anem-ho a detallar. La recta tangent a Y? = X3 + ¢X + d pel punt
P =@ = (x1,y1) correspon a:

v — 323 +c

2y,

i sustituint la Y a Y2 = X3 + ¢X + d obtenim ¢X3 +rX?%2 +sX +t =0
amb ¢q,7,8,t € K amb ¢ # 0 i com X = x; és una solucié doble, tenim
gX3+1rX? 4+ sX +t=q(X —21)*(X — x3) € K[X], i per tant 3 € K,
donant (x3,y4) un punt de tall de la recta tangent de la corba, definim
llavors P+ @Q = P+ P = 2P pel punt (z3,y3) € Er(K) segiient

2P=P+P=

(X —z1)+n

1 1
4—y2(23411—2(:%%—8d:r1—i—c2)7 @(m? + 5cxt 4+ 20a%da? — 5% — dedxy — 8d% — 03)).
1 T

(
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Teorema 3.2.1. Donada L/K una corba el.liptica, tenim (E(K),+) és un
grup abelia.

~

Podeu consultat una prova a [Silvermanl Chapter I111,§2] i el cas (EL(C),+)
(C/A,+) una referencia en [Shimural, §4], [Serre, VII].

Lema 3.2.2. Si L una corba el.liptica sobre C, llavors Er(C) és un grup abelia
no finit generat.

Demostracid. Aquest grup abelia correspon a C/A amb la suma usual dels nom-
bres complexos i com a conjunt correspon bijectivament a D, per cert a € C
fixat, per tant no numerable, en particular no pot ser finit generat. O

No obstant tenim el segiient resultat

Teorema 3.2.3 (Mordel). Sigui K/Q una extensid finita i L una corba el.liptica
sobre K llavors el grup abelia Er,(K) és finit generat, i denotem el seu rank per
rankx Ey, i la seva torsid per Er(K)iors.

La demostracié del teorema no la farem, per una referencia de la prova,
consulteu una demostracié per a K = Q en [Silvermanl, VIII,§4].

Hi ha algoritmes per c¢,d enters no molt grans per a calcular el rank i la
torsi6 de corbes el.liptiques L = Q(X)[y]/(y* — X3 — ¢X — d) sobre Q

Per exemple amb Magma calculator online

http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/

podem fer molts calculs per a corbes el.liptiques i hiperel.liptiques consulteu
CHAPTER 10 del manual de MAGMA, en particular per corbes el.liptiques
sobre Q podem introduir el codi segiient per a calcular-ne el rank sobre Q dels
Q-punts i el grup de torsié dels Q-punts per a Y2 = X3 4+ cX + d:

c:= 2;

d:=1;
P<x>:=PolynomialRing(RationalField()) ;
if Discriminant (x"3+c*x+d) ne 0 then
E:=EllipticCurve([c,d]);

print E;

Rank(E) ;

TorsionSubgroup (E) ;

P:=Points(E: Bound:=100);

P;

Generators(E);

end if;

On Points(E : Bound := 100) déna un conjunt de punts racionals de la corba
on tinguin altura menor que 100, i Gerenators(E) dén generadors de la part
lliure de torsié i de la torsié per a Er(Q). La idea d’altura, és clau per Magma
per calcular punts en corbes de génere arbitrari, pero heuristicament per genere
> 2 tots els punts tindran altura petita, en canvi per a genere 1 pot succeir
obtenir generadors de la part lliure de torsié amb altura molt i molt gran, per
aprofundir en altures en corbes el.liptiques podeu consultat [Silverman, Chapter
VIII§6].



3.2 Estructura de grup abelia per a Er(K), L corba el.liptica 67

Canviant ¢ i d obtenim diferents corbes el.liptiques sobre els racionals que
Magma es surt de calcular, on calculem primer el discriminant per no haver-hi
arrels repetides i correspongui a una corba completa i més concretament una
corba el.liptica.

Hi ha els segiients resultats fora dels continguts del curs (consulteu per ex-
emple [Herrerias|):

Teorema 3.2.4 (Mazur, 1977). Donada L una corba el.liptica sobre Q, llavors
Er(Q)tors sol pot ser un de la llista finita segiient:

1. Z/non1<n<10 on=12
2. Z/n®Z/2 onn=2,4,6 ¢ 8.

A més fizat G un dels grups finits anteriors, llavors ezisteix una corba el.liptica
sobre Q amb Er(Q)iors = G.

Conjectura 3.2.5 (del Rang). Donat r € N > 0, llavors existeix L, corba
el.liptica sobre Q complint que rankgEr, (Q) > r.

Observaci6é 3.2.6. En el moment actual el récord d’un rank per una corba
el.liptica sobre Q és rank almenys 28 trobada per Noam Elkies l’any 2006, donada
per

Y 2+ay+y = o’ —2® —200677624155755265850332082093385427509302303121789565022: 4

34481611795030556467032985690390720374855944359319180361266008296291939448732243429.

i fins Uany 2021 és la que té rank mazim (as far as I know!). Consulteu
|Elkies-Klagsbrun|] per a aprofundir-hi.

Observaci6é 3.2.7. Generalitzant el teorema de Mordel, hi ha el teorema de
Mordel-Lang que afirma si M/k és una extensid de cossos finit generada i L
una corba el.liptica sobre k llavors Er, (M) és un grup abelia finit generat.

Observacié 3.2.8. Una corba el.liptica sobre C “correspon” a C/A. Aquest
concepte es pot generalitzar i no restringir-ho a corbes, parlant de varietats
abelianes que sobre C correspondria a (Cd/f\ en una xarza discreta de Z-rang
2d amb un aparellament bilineal concret. FEl resultat de Mordel per corbes
el.liptiques també té un andaleg en varietats abelianes que no anem a detallar
en aquest apunts, veieu [Shimuradl.

Observaci6 3.2.9. Hem parlat abans que les corbes el.liptiques
Ey:Y? = X%+ %X +t%d

amb ¢,d € Q fizats i variant t € Q donen corbes el.liptiques (suposant h(X) =
X3 + t2¢X + t3d no té arrels repetides) amb el mateiz j invariant per tant
son isomorfes en la clausura algebraica sobre Q. No obstant no son isomorfes
sobre el cos Q moltes d’elles, per exemple usant Magma online podem calcular
rankgLg, (Q) i si no sén iguals es pot demostrar que no sén isomorfes sobre els
racionals les corbes el.liptiques corresponents (amb una mica més de teoria del
que hem fet fins ara):
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c:=2; d:=1;

d:=1;

P<x>:=PolynomialRing(RationalField());

for t in [-10..10] do

if Discriminant (x"3+t~2*c*x+t~3*d) ne O then
E:=EllipticCurve([c*t~2,d*t"3]);

print E;

Rank(E) ;

end if;

end for;

S’obté per exemple rankg(Lg_,) = 2, rankg(Lg_,) =0 i rankg(Lg,) = 0,
on totes jInvariant(E) = %, i per tant son isomorfes en la clausura sobre
Q pero Lg_,, Lg_, i L, no son corbes el.liptiques isomorfes una a Ualtra sobre

els racionals.

Observacié 3.2.10. Les corbes de la forma Y? = f(X) amb f(X) de grau
4 amb mcd(f, f') = 1 obtenim que L = K(X)[y]/(y* — f(X)) forma una
corba hiperel.liptica de génere 1, pero si K mo és algebraicament tancat no
necessariament L és una corba el.liptica sobre K, i l'estudi aritmétic de corbes
de génere 1 que mo son corbes el.liptiques sobre un cos K fix tenen molt interés
aritmétic, consulteu per exemple [Silverman, ChpIl,Fx.2.5.1].

3.3 Exercici dirigit: corbes el.liptiques.

Definicié 3.3.1. Una corba el.liptica sobre un cos K amb car(K) # 2,3 es
donada per l’equacid polinomial:

E:Y?*Z =aX? 4+ bX?*Z + cXZ? + dZ?
amb a,b,c,d € K, a# 0 imed(aX?+bX?+cX +d,3aX? +2bX +¢) = 1.

Per a tota extensié finita de cossos L/K escrivim E(L) els punts (z : y : z) €
P2(L) complint y?z = ax® + ba?z + cx2? + dz®. Fixeu-vos que sempre tenim el
punt O := (0:1:0) € E(K) fent Z =0 a l'equacié de E.

Podem pensar E(L) com la solucions (x,y) € L? complint Y? = aX? +
bx? + cX + d (corresponent als punts (z : y : 1) € P2(L) soluci6 de Y2Z =
aX?+bX%Z +cX 7%+ dZ3) uni6 el punt que diem de l'infinit O (corresponent
a (0:1:0)).

El fet crucial i singular de les corbes E és que E(L) té estructura de grup
abelia, amb operacié suma donada de la forma segiient:

i) el punt O és I’element identitat o zero (en notacié aditiva),

ii) 'oposat d'un punt P =(x:y:1) € E(L) — O és (x : —y : 1),

iii) Per definir la suma de dos punts es suficient definir-la per a P = (z1 : y1 : 1)
iQ = (zg : ya : 1) I'E(L). Sigui S el tercer punt que talla la recta que
passe pel punts P i @ amb lequacié E, si R = (a : b : 1) llavors definim
P+Q=1(a:-b:1) (onsi P=Q es pren la recta tangent pel punt P i que
talla en un altre punt amb F, que diem R). En el cas que R = O es defineix

P+Q=0.
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Dibuix que reprodueix la suma de punts on dibuixem tan sols els punts reals
de la corba E concreta que especifica.

Proposicié 3.3.2. E(L) amb l’anterior operacid + té estructura de grup abelia

il

Tenim el segiient resultat molt important en la teoria de corbes el.liptiques.

Teorema 3.3.3 (Mordell). Fizat L i E, el grup E(L) és un grup abelia finita-
ment generat, és a dir hi ha un isomorfisme de grups

E(L) = E(L)tors ® 2"

amb n(E, L) un natural, que s’anomena el rang del grup abelic E(L) i E(L)tors
és el subgrup abelia finit format pels elements de torsié de E(L) que corresponen

als punts P € E(L) on existeix un natural np onnp - P =P + Lip=o.

Exercici 3.3.4. Doneu un exemple d’un grup abelia no finit generat (G,+) on
(G/2G,+) és finit.

Demostreu que Q/Z amb la suma no és un grup abelia finit generat.

Es el cos Q amb la suma un grup abelia finit generat? Justifica la resposta.

D’ara en endavant pensem K = L = Q.
Per a demostrar el teorema de Mordell usualment s’usen dos resultats claus
que presentem a continuacié:

Teorema 3.3.5 (Mordell debil). El grup abelid quocient E(Q)/2E(Q) és finit.

Observeu que per I’Exercici 1, no podem afirmar a partir del teorema debil
de Mordell anterior que E(Q) és un grup abelia finit generat.

Definicié 3.3.6. Els punts E(Q) li associem una funcid Hg : E(Q) — N
anomenada funcié altura definida per si P = (x :y : 1) € E(Q) i escrivimz =
amb m,n enters coprimers, llavors Hg(P) = max(|m|,|n|) i Hg((0: 1:0)) = 1.

El valor Hg(P) s’anomena laltura del punt P.

Evidentment, per a qualsevol nombre real positiu C el conjunt {P € E(Q)|H(P) <
C'} és finit. Es pot demostrar

Teorema 3.3.7. Donada E una corba el.liptica sobre Q llavors existeir un
nombre real positiu C complint les dues condicions segiients per a qualsevol
P,Q € E(Q):

C - Hg(2P) > Hp(P)*

C-Hp(P)Hp(Q) > min(Hg(P + Q), He(P — Q)).

SDemostrar la propietat associativa és laboriosa, pels qui esteu interessats podeu trobar-ne
una demostracié en Fulton “Algebraic Curves”. La propietat de dotar d’estructura de grup els
L-punts de la solucié d’una equacié polinomica en dues variables és particular de les equacions
cubiques (o de grau quatre).
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Exercici 3.3.8. Considera E una corba el.liptica sobre Q. A partir del teo-

rema débil de Mordell (teorema i el teorema d’altures (teorema m
demostreu el teoremal[3.3.3 de Mordell.

Indicacid: Siguin Q1,...,Q, € E(Q) certs representants dels elements del con-

gunt finit E(Q)/2E(Q), és dir {Q; mod2E(Q)|i = 1,...,n} = E(Q)/2E(Q).

Sigui C' un real positiu que satisfa el teoremal3.3.711 M := maxz{C, H(Q1),..., H(Qn)}.
Demostreu que E(Q) com a grup abelid esta generat pel conjunt finit

{P e EQQ)IH(P) < M}.

Exercici 3.3.9. Donada la corba el.liptica sobre Q E; : y?> = 2% — x demostreu

que E1(Q) sdn els punts (0,0),(£1,0) i O i que E1(Q) = Z/2 X Z/2 com a grup
abelia.

Demostreu-ho fent els segiients pasos intermedis:

considereu P = (x9,yo) solucid amb yo # 0 (en particular xo # 0) i la triem
amb H(P) minim.

1. Podem triar-la de manera que xg > 1.
Indicacié: observeu (x,y) € E1(Q) llavors (—1/z,y/z?) € E1(Q) i tenen
la mateiza altura. Sizo > 0 de la igualtat y3 = x¢(xo—1)(z0+1) concloeu.

2. Demostreu que cada xo, tg—1 i xg+1 és el quadrat d’un nombre racional.
Indicacié: xo = m/n, m,n naturals coprimers. Veieu que m,n no poden
ser alhora senars, ja que x{ := ig—ﬂ definiria la coordenada x d’un punt
solucid de E1(Q) d’altura més petita que H(P).

mn(m—n)(m+n) ]

I observeu després que (xg — 1)ag(zo + 1) = i

3. Demostreu que [2] : E1(Q) — E1(Q) definit per 2)(Q) = Q + Q per Q €
E1(Q) t€ per imatge el O i els elements (v,t) € E1(Q) ambv,v —1,v+1
quadrats en Q.

4. Construiu un punt (x1 1 y1: 1) € E1(Q) amb 2](z1:y1:1) = (o :yo : 1)
amb x1y1 # 0 i x1 > 0 d’altura més petita que P i per l'argument de
descens infinit concloeu que FE1(Q) és un grup abelia format per quatre
elements.

5. Calculeu finalment el grup abelia de torsid de E1(Q)

Deixeu-m’he escriure un parell de fets molt importants referent a aquest
grup abelia finit generat E(Q) per a corbes el.liptiques sobre els racionals.

Teorema 3.3.10 (Mazur, 1976). Donada E una corba el.liptica sobre Q. Lla-
vors hi ha una llista concreta i FINITA dels grups finits que apareizen com a
grup de torsid E(Q)ior. (En particular un d’aquests grups és Z/2 x 7./2) |Z|

Conjectura 3.3.11 (del Rang). Hi ha corbes el.liptiques E sobre Q on el seu
rang és tan gran com es vulgui, és dir, els nombres naturals n(E,Q) no estan
acotats quan E recorre totes les corbes el.liptiques sobre Q.

Fins el curs 2023/24 la corba el.liptica sobre Q amb rang més gran que es
coneix és amb rang 28 per Elkies 'any 2006, veieu

"La llista finita sén els grups de torsié: els grups ciclics Z/m amb 1 < m < 10, m = 12, i
els grups de la forma Z/2j @ Z/2 amb 1 < j <4
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http://web.math.pmf.unizg.hr/$\sim$duje/tors/rk28.html|.

Recentement, un cop finalitzat el curs 2023/24, Elkies i en Klagsbrun han
trobat una corba de rang almenys 29, veieu,

https://web.math.pmf.unizg.hr/~duje/tors/rk29.html.

Exercici 3.3.12. Considereu la corba Fy. Demostreu que existeizen punts U =
(c,d) € C? amb cd # 0 que satisfan lequacié E1 i compleizen que U té ordre 3,
és dir 3U = O. Per tant existeix un subgrup abelia d’ordre 3 en E1(C) generat
per qualsevol d’aquests U. Es algun d’aquests punts en E1(Q)? En cas negatiu
trobeu l’extensio L més petita de cossos de Q dins de C on tots aquests punts U
pertanyin a E(L).

Exercici 3.3.13. Usant l’exercici 3, demostreu que no hi solucions enteres de
X4+ Y4 =27 amb XY Z # 0.

Indicacid: Escriviu z* 6

=z — y* i multipliqueu per 22 /y°.
Exercici 3.3.14. Usant l’exercici 3 demostreu que no existeix un triangle rect-
angle on els tres costats son mombres racionals i la seva drea €és 1.

Indicacid: Demostreu que hi ha una bijeccid entre els conjunts A = {(x,y,z) €
Q32?4+ y? = 22, oy =1}, B = {(u,v,w) € Q}|u? +1 = v?,0? + 1 = w?},
C = {(z,y) € Q*|y*> = 23 — x,y # 0}, podeu pensar en aplicacions de la forma
(v,9,2) = ((y — 1)/2,2/2,(x + y)/2) per A a B i h(u,v,w) = (u? + 1, uvw)
entre B 1 C'.


http://web.math.pmf.unizg.hr/$\sim $duje/tors/rk28.html
https://web.math.pmf.unizg.hr/~duje/tors/rk29.html
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Capitol 4

Idees de Kummer per
atacar equacio de Fermat.

Dominis de Dedekind.

4.1 Motivacid

Considerem l'equacié XP + YP = ZP amb p un primer senar i ens preguntem a
buscar x,y, z € Z i fixem-nos que podem pensar que busquem solucions a Z[(,)
on ¢, = €2™/? de la forma

P
H(l +Gy) = 2P
j=1

Ens interessa estudiar propietats de l'anell Z[(,]. S’observa que Z[¢] = {a €
Q[¢p)|Irr(a, Q) € Z[X]} i per tant podem pensar que correspon a fer una teoria
de Galois en anells iniciant per ’anell d’enters.

Kummer l'any 1840 va observar que Z[(,] no és domini de factoritzaci6 unica.

Desconeixent aquest resultat, Lammé 'any 1880 afirmava que havia de-
mostrat el teorema de Fermat, el que havia demostrat és: si Z[(,] és domini de
factoritzacié unica llavors XP? + YP = ZP sol té solucions enteres i compleixen
ryz = 0.

4.2 Elements enters

Definicié 4.2.1. Sigui A un domini dins un cos L. Diem que oo € L és enter
sobre A si v és Uarrel d’un polinomi monic en A[X]. Quan A =7 es diu que
«a és un enter algebraic.

Observacié 4.2.2. A domini, i K = Quot(A) el seu cos de fraccions. Consid-
erem L/K una extensid finita de cossos, donat o € L on Irr(a, K)[X] € A[X]
llavors tenim que o és enter sobre A.

Que succeeiz en l’enunciat invers? S

73
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Suposem a € L i« enter sobre A, on tenim f(X) € A[X] monic amb f(«a) =
0 obtenim que Irr(a, K)[X]|f(X) en K[X]. Si tenim que A és DFU (domini
de factoritzacid unica) usant el lema de Gauss amb f(X) = g(X)Irr(a, K)[X]
de ser f(X) € A[X] monic tenim en particular Irr(a, K)[X] € A[X].

Lema 4.2.3. Sigui d € Z lliure de quadrats amb d # 0,1, i sigui L = Q[v/d).
Els enters de L sobre A = Z corresponen al conjunt B on

B ZIVd)  sid=23(mod4)
Tz sid=1(mod 4)

Demostracid. Escrivim o = m+nvd € Q[\/&} amb n, m € Q és enter algebraic,
si n = 01 de ser enter sobre Z tenim que o € Z. Si n # 0 tenim Irr(a, Q)[X]
no és de grau 1 i per 'observacié anterior

X2 —2mX + (m? — n?d) = Irr(a,Q)[X] € Z[X]
i per tant 2m € Z i m? — n?d € Z, i treballant modul 4 obtenim el resultat. [

Definicié 4.2.4. Sigui A un domini, diem que M és un A-modul si (M, +) és
un grup abelia i t€ un producte

AX M — M;(a,m)—a-m
complint les propietats segiients:
1. a-(mi+me)=a-mi+a-mo
2. (a+b)-m=a-m+b-m
3. (ab)-m=a-(b-m)
4. 1-m=m.

Definici6 4.2.5. Diem M un A-modul finit generat, si existeizen mq, ..., my €
M on M =Amq+ ...+ Amy.

Exemple 4.2.6. Si A = K un cos nocié A-moduls correspon a la nocié de
K-espai vectorial. La nocio de K-moduls finit generats correspon a la nocié de
K -espais vectorials de dimensid finita.

Proposicié 4.2.7. Sigui A un domini dins un cos L, i o € L. Son equivalents:
1. « és enter sobre A,
2. Ala] C L és un A-modul finit generat.
3. ezisteir M un A-modul finit generat amb M C L i complint aM C M.

Demostracid. i) = ii) si a enter tenim
N N-1
a’ t+any_1a +...4+ay=0

amb a; € A, tenim que Afa] = Al + Aa + ... Aa™N~! i per tant finit generat,
efectivament donat 8 € Ala], usant que o € Al + Aa + ... Aa™N~!, obtenim
iterant a1tk € A1 + Ao+ ... Ao 1, i per tant el resultat.
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Per ii) = i) prenem M = Ala]
Per iii) = i), escrivim M = Am; + ... Ams I’A-modul finit generat. Tenim

S
am; = E bmmj
j=1

amb b;; € A. Escrivim-ho matricialment per B = (b;;)i<ij<s € Ms(A) i
E = (mj)i<j<s € Ms1(M) obtenim

a-E=B-E,don(al,—B)-E=| :
0
Fixem-nos que tant m; com coeficients (als — B) € M,(L) i té solucié no trivial
per tant tenim

s—1
det(al, — B) =0=0a’ + Zaiai € A[X]
i=0
i per tant obtenim que « és enter sobre A. O

Corol-lari 4.2.8. Sigui A un domini dins un cos L. Denotem per By := {«a €
Lia enter sobre A} C L. Llavors B és un domini.

Demostracié. Observem que tot a € A és enter sobre A ja que és arrel de
X —a € A[X], don A C By. Per demostrar-ho és suficient demostrar que
donats «, 8 € By llavors a4+ i af € Ba.

Escrivim Ala] = Ami+...+Am,s i A[f] = An1+...+An; d’on observem que

i R e

que com « + 8 € Ala, 8] 1 aff € Ala, B] obtenim que
(a+ B)Ale, B] € Alev, f]
afAla, 8] € Ale, ]

i usant proposicié anterior obtenim el resultat ja que Ala, 8] és un A-submodul
de L finit generat. O

Definicié 4.2.9. Sigui A un domini dins un cos L. La clausura entera B de
A en L és els elements de L que son enters sobre A (aquest conjunt B és un
domini per un resultat anterior dins aquesta seccid). Quan L/Q és una extensid
finita de cossos i A = 7Z aquesta clausura entera s’anomena anell d’enters del
cos L i s’anota per Op,.

Definicié 4.2.10. Un domini A s’anomena integrament tancat si és igual a la
clausura entera en L = Quot(A) el cos de fraccions de A.

Exemple 4.2.11. Els dominis Z i K[X] amb K cos son integrament tancats.
Més en general es té el segiient resultat:

Lema 4.2.12. Si A és un domini de factoritzacid unica llavors A és integrament
tancat.
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Demostracio. Escrivim K = Quot(A), donat z = % amb b,c € A coprimers, i
suposem z enter sobre A, tenim llavors:

b b
(E)N + aNA(g)N_l +...+a =0

amb a; € A, d’on s’obté:
-V = c(aN_lef1 +.. FabeN 24 aocNfl)

com A és DFU, qualsevol factor irreductible de ¢ divideix b i com b, ¢ coprimers
obtenim que ¢ és una unitat, per tant z € A. O

Lema 4.2.13. Sigui A un domini integrament tancat i denotem per K =
Quot(A). Sigui a € K un element algebraic sobre K. Llavors:

a enter sobre A < Irr(a, K)[X] € A[X].

Demostracid. Suposem « enter sobre A, i f(X) € A[X] monic on f(a) = 0.
Denotem per L cos de descomposicié per Irr(a, K)[X] sobre K i escrivim
Irr(a, K)[X] = Hle(X —«;) € L[X]. Sabem que Irr(o, K)[X]|f(X) en K[X]
on els a;’s s6n també enters sobre A. Escrivim B = Ala; = «,...,ay]. Ob-
servem que els coeficients de I'rr(a, K)[X] son funcions simétriques a coeficients
enters en les arrels aq,...,q, 1 per tant sén enters sobre A i que pertanyen
a K, icom A és integrament tancat aquest coeficients sén de A i per tant
Irr(a, K)[X] € A[X]. L’altra implicacié és obvia. O

Anem a estudiar la propietat de ser entera via torres de dominis. Donats
dos dominis A C B, diem B és enter sobre A si tot element b € B és enter sobre

A.

Lema 4.2.14. Siguin A, B,C dominis complint A C B C C. Llavors tenim:
C enter sobre A < C enter sobre B i B és enter sobre A.

Demostracio. = obvi.

< Sigui ¢ € C enter sobre B, on h(X) = X" + b, 1 X" 1 + ... + by € B[X]
on h(c) = 0. Escrivim B’ = A[b,_1,...,bp] és un A-modul finit generat ja que
cada b; enters sobre A (demostreu és finit generat amb induccié sobre n — 1 per
exemple), per tant B’[a] és un A-modul finit generat complint aB’[a] C B'[«]
i per tant « és enter sobre A gracies a una proposicié anterior. O

Proposicié 4.2.15. Sigui A un domini i K = Quot(A). Sigui L/K una ex-
tensid finita de cossos. Denotem per B la clausura entera de A en L. Tenim:

1. a€ L llavors 3be B ia € A on o =b/a, (en particular L = Quot(B)).
2. El domint B és integrament tancat.
3. Si A és integrament tancat llavors BN K = A.

4. Si L/K és Galois amb G = Gal(L/K) llavors o(B) = B VYo € G. Si a
més A és integrament tancat llavors A = BC.
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Demostracio. 1. sigui £ € L, g(X) = Irr({, K)[X] = X" + ;Z—:X"’l +
R ;—g amb ¢;,d; € A, K = Quot(A), pensant d; # 0 per tot 4, tenim
d:=T['") di € A don

Cn—1

dn—l

(o) A

0= d"g(f) = (dO)" +d
do

d’on s’obté que df és enter sobre A per tant df € B i d’aqui £ = g amb
beBide A

2. De l'apartat anterior Quot(B) = L i de la proposici6 anterior la clausura
entera de B en L correspon a B¢ és enter sobre A i per tant B = B¢,

3. Per definici6 A € BN K. Per a € K 1 enter sobre A tenim o« € A si A
integrament tancat.

4. Agafem b € B on g(b) = 0 amb g(X) € A[X] monic. Tenim llavors

0=7(g(b)))g(7(b))

i per tant 7(b) € B on 7(B) C B i de ser T iso, tenim la igualtat. De ser
Galois K = L% d’on BY = BN K isi A integrament tancat de I'apartat
anterior A = BN K = B®.

O

Corol-lari 4.2.16. Sigui A un domini i K = Quot(A), i considerem L/K
finita de grau m. Denotem per B la clausura entera de A en L. Llavors 3

€1,...,en € B on (e1,...,e,) és una base de L com K -espai vectorial.
Demostracid. sigui (f1,..., fn) una K-base, escrivim f; = lc’— amb b; € B i
¢i € A, obtenim (by,...,b,) és una K-base de L amb b; € B. O

4.3 Nocions d’anells noetherians

Un ideal I d’un anell commutatiu A s’anomena finit generat si ho és com A-
modul, és a dir, si existeixen i1,...,i, € I on

I=iA+...+i,A

Definicié 4.3.1. M un A-modul, s’anomena noetheria si donada qualsevol
cadena
My C My C...

amb M; submoduls de M (i.e. suma i producte per A en M restringeizen en M;
complint totes les propietats de A-modul) llavors existeiz k € N on Myy; = M,
Vj € Z.

Proposicié 4.3.2. M és un A-modul noetheria si i només si per cada A-
submodul de M és un A-modul finit generat.

Demostracié. = Sigui N un A-submodul de M. Denotem per

Y := {tots els submoduls de N; finit generats}.
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Y # () perque {0} € X, on X té un element maximal del fet que M és noetheria,
diem Ny aquest element maximal. Si Ny # N obtenim Nyg+zA amb x € N\ Ny
pero finit generat en contradiccid i per tant Ng = N i N és finit generat.

<) Considerem una cadena de A-submoduls de M M; C My C ..., i con-
siderem N := U;M; és un A-submodul de M i per tant finit generat, escrivim
doncs N = miA+ ...+ mgA i com M,;’s creixent, Ik on m; € My, per tot i, ja
que és un conjunt finit, per tant Mj; = M}, per a tot natural j. O

Definicié 4.3.3. Un anell commutatiu A s’anomena noetheria st A com A-
modul és noetheria.

Observeu si A és DIP llavors és noetheria. En particular si A = K cos
també.

Lema 4.3.4. Si A és noetheria llavors A/I és noetheria per a I un ideal de A.

Demostracié. Si R un anell noetheria, tot submodul correspon als ideals de
I'anell. Sigui J unideal de A/I,i consideraw : A — A/I la projeccié, considerem
l'ideal J = 7= 1(J) de A on J = (ji,...,j%) de ser noetherid i per tant J =
(1), - 7(Gr))- O

Recordem el segiient resultat clau, que es demostra en un curs d’Algebra
Commutativa perod que no farem amb aquest curs, consulteu les persones inter-
essades [Atiyah-Macdonald].

Fet 4.3.5. Sigui A un anell noetheria. Llavors, tot submodul d’un A-modul
finit generat €s finit generat.

Lema 4.3.6. Sigui A C B dos anells commutatius. Si A és noetheria i B un
A-modul finit generat llavors B és noetheria.

Demostracio. Sigui Ig un ideal de B, que en particular és un A-submodul del A-
modul B finit generat, per tant tenim que és finit generat com A-modul per ser
A noetheria, en particular finit generat com B-modul, per tant el resultat. [

Amb la idea del curs d’estendre teoria de Galois pero ara de dominis B enters
sobre A, estudiem si la propietat de noetheria puja en la torre d’anells.

Teorema 4.3.7. Sigui A un domini integrament tancat, i K = Quot(A). Sigui

L/K wuna extensid separable de grau n i {ei,...,e,} C B amb B la clausura
entera de A en L, on (e1,...,e,) és una K-base de L. Llavors existeix d € A
complint

e e
Ael@...AenngAElea...@AE" CL.
Ens interessa destacar abans de ferne la demostracié el segiient corol.lari:
com A% @...® A% és un A-modul finit generat, de la Proposici6 tenim
que B és un A-moddul finit generat i pel Lema [4.3.6] tenim B noetheria:

Corol-lari 4.3.8. Si A domini noetheria e integrament tancat, B la clausura
entera de A en L on L/Quot(A) = K és una extensid finita i separable de
cossos. Llavors B és un A-modul finit generat i en particular B és noetheria.
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Demostracid. [Teorema Hem vist anteriorment que sense perdua de gen-
eralitat podem triar (ej,...,e,) una base de L com a K-espai vectorial amb
e; € B.

Sigui 8 € L = Quot(B) i escrivim-lo per: = xie;+...+ 2,6, amb z; € K.
Volem construir d € A\ {0} on 8 = dx1% + ... + dx, % compleixi dz; € A
sempre que 3 € B.

Suposem d’ara en endavant 3 € B.

Fixem K una clausura separable de K (és com la clausura algebraica perd
introduint-hi totes les arrels de polinomis separables a coeficients en el cos K),
com L/K separable finita de grau n podem triar del curs de teoria de Galois
L = K(a) amb « € L i amb resultats vist anteriorment amb « € B. Escrivim

Irr(o, K)[X] = (X —ay).. (X —ap) € K[X]on a = a1, on tenim n inmersions
a K corresponents a o;(«) = ; amb o, : K(a) — K.
Considerem la matriu M := (0;(e;))1<ij<n € My(K) 1 tenim la igualtat

matricial segiient:

o1(B) T
: =M - : ; © obtenim
Un(ﬁ) Ln
o1(8) X (det M)y
(Mt =M = :
on(B) Tn (detM)x,

Com tenim que o;(e;) i 0;(f) sén enters sobre A, obtenim que detM i detMz;
sén enters sobre A. (Observeu si detM € K ja hauriem finalitzat).

Observem Vn € Auty(K) tenim N = o; per algun i, triem per cada o;
un 7); que en restringir a L correspongui a ;. Observem que 7; permuta les
columnes de la matriu M i per les propietats de matrius tenim

n;(det(M)) = +n; (det(M)),

i per tant d = (det(M))? és fix Vn € Autx(K) i tot 'argumentari anterior
podem canviar K per N on N és el cos de descomposicié de Irr(a, K)[X] on
L = K(a), i per tant d és fix per Gal(N/K) i per tant d € K, ara bé com
det(M) és enter sobre A i A integrament tancat obtenim que d € A i per tant
obtenim

dx; = (detM)(detM)x;

d’on com det(M) i det(M)x; enters sobre A, obtenim dz; enter sobre Aidx; € K
per tant de ser integrament tancat dr; € A obtenint que aquest d és el que
buscavem. O

4.4 Un esbog¢ de dimensié de Krull igual a 1

Definicié 4.4.1. Sigui A un anell commutativ. Una cadena d’ideals primers
de longitud n en A és un conjunt de n + 1 ideals primers diferents: pg,...,Pn
de A on

pn C ... CP1 CPo.
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L’altura d’un ideal primer P de A, denotat per ht(P) és el suprem de les longi-
tuds de totes les cadenes d’ideals primers en A amb py = P.
La dimensio de Krull de A es defineix per:

dim g (A) == suprem{ht(P)|P ideal primer de A}.

Exemple 4.4.2. Observeu que si K és un cos llavors dim g (K) = 0.
També facilment obtenim que dimpru(Z) = 1 @ dimgruu(K[X]) = 1 en
Uanell de polinomis.
I és obvi que dimg (K[ X1,...,Xy]) > n de la cadena ideals primers

(0)Cc (X1) Cc (X1, X)) C...C(Xy,...,X,)
i que dim g1 (Z[X]) > 2 en consider la cadena d’ideals primers
(0) C (p) C (p, X).

Lema 4.4.3. Sigui A un domini i Py = (p1) © Py = (p2) dos ideals primers
diferents de A que sén principals amb P; # (0) (i en particular P; # A) per
1 € {1,2}. Llavors Py ¢ Py en particular si A és un domini d’ideals principals
que no é€s un cos tenim dimp,i(A) = 1.

Demostracio. Suposem P; C P, per tant p; = ape, i de ser P, ideal primer
obtenim que py € P; i d’aqui P, = P», 0 bé que a € P; i podem escriure a = bp;
per cert b € A, i s’obté pi(1 —bps) = 01 com A és domini i P, # (0) s’obté
que 1 — bpy = 0 d’on py una unitat de A i s’obté P, = (A) que tampoc pot
complir-se. Per tant si P; C P, amb P; # (0) i P; # (A) no és satisfa. O

Exercici 4.4.4. Si A és un domini de factoritzacié dnica P # (0) un ideal
primer, llavors tenim:

hta(P) =1 < P és ideal principal.

I proveu que si a més dimg,i(A) =1, llavors A és un domini d’ideals princi-
pals.

Proposicié 4.4.5. Sigui A un domini amb dimg(A) = 1. Sigui A C B
inclusid de dominis on per a tot b € B és enter sobre A. Llavors dim g, (B) =
1.

Demostracid. Sigui P ideal primer de B diferent del (0), i es té que PN A =P
és un ideal primer de A perqué si considerem el morfisme projeccié proj : A —
B/% de ser B/ domini, obtenim que ker(proj) =B N A és un ideal primer de
A.

Observem primer que P # (0): si 8 € P\ {0} obtenim

9gB) =B +an_1BN "+, +aiB+tag=0

amb a; € A i agafem g(X) € A[X] amb ¢g(f) = 0 monic de grau minim, i per
tant tenim de grau minim que ag # 0 i en particular

ao:—ﬁN—aN,lﬁN_l—...—alﬁe‘,BﬁA

d’aqui P # (0).
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Ara de ser P primer i dim g (A) = 1 obtenim P és un ideal maximal de A.
Provem tot seguit que P també és un ideal maximal de B i per tant el resultat
(provem que B/P és un cos).

Clarament tot [b] € B/ és enter sobre A/P de ser B enter sobre A. Triem
[b] # [0], i obtenim

B + e ab)" 4+ ... +co=0
amb ¢; € k:= A/P cos, i {(X) = X¥ + ¢ 1 X1+ ...+ ¢o € k[X] de grau

minim que anulla [b], on per aquesta minimalitat és facil demostrar que ¢y # 0
i per tant tenim

[B] - (—cg ']t — ... —cyter) =1 € B/B
per tant [b] és invertible. O

Corol-lari 4.4.6. Sigui A un domini amb dimg,(A) =1 i L/Quot(A) una
extensio finita de cossos. Sigui B la clausura entera de A en L. Llavors
dimKru”(B) =1.

4.5 Dominis de Dedekind

Definicié 4.5.1. A un domini, s’anomena de Dedekind si compleix les tres
propietats segients:

e A és noetheria,

o A tédimpgru(4) =1,

o A és integrament tancat.

Dels resultats en les seccions anteriors obtenim

Corol-lari 4.5.2. Sigui A un domini de Dedekind i L/Quot(A) una extensid
finita i separable de cossos, llavors B la clausura entera de A en L és també un
domini de Dedekind.

Definicié 4.5.3. Considerem A = 7Z i L/Q una extensid finita, la clausura
entera de Z en L s’anomena l'anell d’enters del cos L i s’anota per Or, i pel
corol.lari anterior és un domini de Dedekind.

Un altre exemple basic de domini de Dedekind és la clausura entera de ’anell
de polinomis K[X] en un cos L on L/Quot(K[X]) és finita i separable, diem
aquests dominis de Dedekind, dominis de corbes de Dedekind.

Hi ha el segiient resultat per a buscar de forma explicita dominis de corbes
de Dedekind que és molt 1til, per una demostracié podeu consultar [Lorenzinil
Chap 2.

Teorema-Fact 4.5.4. Sigui f € K[X,Y] on és irreductible en Quot(K|[X])[Y]

llavors el domini Quot(K[X))[Y]/(f(X,Y)) és integrament tancat si i només si

f no té cap punt singular en K.

I podem trobar efectivament dominis de corbes de Dedekind:
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Exemple 4.5.5. Considerem una corba hiperel.liptica y*> = h(z) on Y? —
h(X) € Q[X,Y] és un polinomi irreductible en Q(X)[Y], llavors la clausura en-
tera de Q[X] en L := Q(X)[Y]/(Y2—h(X)) és l’anell B = Q[X,Y]/(Y?—h(X)),
en particular B és un domini de Dedekind dins el cos L.

Efectivament, fitem-nos que B és integrament tancat ja que h(X) no tenia
arrels repetides i per tant compleix la condicio de no-singular i per tant és in-
tegrament tancat. Com tot element de B és enter sobre A = Q[X] per con-
struccié s’obté que dimgr(B) = 1. Per noetheria suficient observar que

B = Q[X] + [y]Q[X] i per tant és un A-modul finit generat amb A noetherid i
per tant B noetheria.

Observacié 4.5.6. Es pot demostrar, veieu [Lorenzind, Chp.IX] que si f(X,Y) €
K[X,Y] irreductible en K(X)[Y] i no-singular en K[X,Y], llavors el domini
B =K[X,Y]/f(X,Y) és un domini (de corbes) de Dedekind i que correspon a
la clausura entera de K[X] en el cos L = Quot(K[X]))[Y]/f(X,Y) amb K un
cos de caracteristica zero.

4.6 Factoritzacio Unica per a ideals primers

Proposicié 4.6.1. Sigui A un domini noetheria. Sigui I # (0) un ideal de A,

I # A. Llavors existeix un ndmero finit de ideals primers de A: p1,...,ps 1
naturals: ay,...,as complint que
Pt P CICPpIN.. NP,

Demostracié. Denotem per X el conjunt d’ideals de A que no satisfan la proposicié
a demostrar i suposem que X # (). Del fet que A és un domini noetheria, tota
cadena en Y tindra maximal i per tant ¥ conté un ideal maximal, diem-li I.
Observem que I no pot ser un ideal primer de A (ja que X no conté els ideals
primers!). Com I no és un ideal primer, existeixen z,y € A complint zy € I i
z,y ¢ I. Denotem els ideals de A: I, := (z,I), I, := (y,1), i observem que

(I? Iz, Iy, Irvy) =1, - I, CT C I, NI,

(on la primera inclusié correspon a que I, I, contenen estrictament I i no-
trivials). Ara com I és maximal en ¥ podem escriure:

Pt 9 C L CprN.. NP
b g Cc,Cqn...n
4 -G =4y =Gl TGy
amb q; ideals primers de A. D’aquestes inclusions obtenim:
ay az | b1 by

Pyttt e gqt C LI, C T

Igfzﬂfygplﬂﬁpsﬂqlﬂqt
que contradiu que I maximal amb I € X, per tant ¥ = (). O

Ara volem caracteritzar els dominis que tenen factoritzacié inica pero enlloc
d’elements amb ideals primers.
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Definicié 4.6.2. Un domini A s’anomena domini de factoritzacié inica per
ideals si per a tot I C A ideal de A no-trivial s’escriu

T=pi...ps

amb p; ideals primers de A (no necessariament diferents) i aquesta descom-
posicio és unica llevat d’ordre.

Anem doncs a aprofundir amb producte d’ideals i la interrelacié amb la
interseccié d’ideals. Un cop fet intentarem caracteritzar aquests dominis.

Lema 4.6.3. Sigui p un ideal primer de A, un anell commutatiu, i I,J dos
ideals de A complint que IJ C p. Llavors I Cp ¢ J Cp.

Demostracio. SiI € piJ € pllavors Ix € I\piyeI\ponazye IJCp
obtenint contradiccié amb el fet que p és un ideal primer. O

Lema 4.6.4. Sigui A anell commutatiu i I1,...,1, n ideals de A amb I;,I;
coprimers si i # j (és a dir I; + I; = A si i # j)- Llavors:

1. Iy -...-Is coprimer amb Is41 peras=1,...,n—1,
2.I1-...- I, =L N...N1,.

Demostracia. 1. percadal <j<striemx; € [y41iy; € [jonz;j+y; =1.
Tenim doncs

S

1=]]G+v) €@ zayr-oys) SLaa + (I ... - L),
j=1

2. Per induccié en n. Peran=2: x € I, y € Is, z € I} N I3 tenim
z-l=zx+zy e 11

per tant Iy N Iy C I1 15, i clarament I; I, C I; N I5. Suposem ara cert per

an=s, tenim que Iy -...-Ig i I441 sén coprimers, per tant del cas 2 i
hipotesi induccié obtenim
(Ln..nIL)N T =90 (I I) NIy =720 Ty,
O

Corol-lari 4.6.5. Sigui A domini commutatiu noetheria amb dimp,i(A) = 1,
sigui I un ideal de A amb I # (0) i I # A. Llavors el conjunt U d’ideals
mazimals de A que contenen I és un conjunt finit ¢ a més existeizen a; € N>;
complint:

M® ... Mo CICM, ... M,
onU={M,...,Ms}.

Demostracié. Per la proposicié tenim ideals maximals M; de Aia; > 1
naturals complint

M® . M* CICMN...NM,

Si M és un ideal maximal de A que conté I tenim Mj* - ... Mg C M i pel
Lemma [£.6.3] existeix ¢ on M; € M i com ara ambdos sén ideals maximals
tenim M = M;, i per tant {My,..., My} = U. Ara pel Lemma obtenim
que MiN...NMg=DM;-...- M. O
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Proposicié 4.6.6. Sigui A un domini noetheria amb dimg,(A) =1 i local,
és a dir amb un dnic ideal maximal M. Son equivalents:

1. A és domini de factoritzacid unica per ideals,
2. A és un domini d’ideals principals,
3. A és integrament tancat.

Demostracié. Sigui A DFUideals, triem z € M \ M?, tenim (z) = M® de la
proposiciéamb a # 2, per tant (x) = M i per tant M és un ideal principal,
llavors per exercici 9 llista, tenim que A is DIP.

Si A DIP clarament és DFUideals. També si A DIP és integrament tancat.

Suposem A integrament tancat, triem x € M amb x # 0, si M = (x) per
Iexercici 9 ja estem.

Doncs suposem que (z) # M, tenim llavors que M"™ C (x) i M"~! C (z),
i triem y € M"~1\ (). Tenim llavors y/z € Quot(A), y/z ¢ A del fet que
(y) € (). Pel fet de ser A integrament tancat tenim que y/x no és enter sobre
A. Ara tenim de ser A noetheria que M és un A-modul finit generat i tenim
(y/x)M ¢ M de ser y/x no enter sobre A. Observem que per construccié
yM C M™ C (x) i per tant (y/x)M C A i per tant (y/x)M és un ideal de
A no contingut en I'inic ideal maximal de A per tant (y/z)M = A i d’aqui
M = (z/y)A és un ideal principal, usant l'exercici 9 de la llista d’exercicis
d’aquest tema. O

Teorema 4.6.7. Sigui A un domini noetheria on dimg,i(A) =1 sén equiva-
lents:

1. A és Dedekind,
2. A és DFUideals.

Abans de fer-ne la demostracid, la idea és anar d’un domini a un domini local
i usar la Proposicié [4.6.6] aixo és usual la idea en anell fent servir les operacions
elementals en Algebra Commutativa que descrivim en la subseccié segiient.

4.6.1 Operacions elementals en dominis commutatius

Recomanem al lector interessat consultar el llibre [Atiyah-Macdonald] per a
aprofundir coneixements de dominis commutatius.

Sigui A un domini commutatius i p un ideal primer de A, hi ha operacions
usuals que s6n de gran utilitat per Geometria i Algebra i que usualment es
donen en un curs basic d’Estructures algebraiques en un segon curs de Grau en
Matematiques.

Fer quocient

Considerem el morfisme proj : A — A/p definit per m(a) = a mod p.

e Els ideals primers de A/p estan en bijeccié amb els ideals primers de A
que contenen p.

e A noetheria llavors A/p és noetheria.



4.6 Factoritzacio tnica per a ideals primers 85

Localitzacié en S = A\ p

Tenim el morfisme 7 : A — S™'A = Ay,) = {4]b € S,a € A} C Quot(A) i
compleix les propietats segiients:

1. Els ideals primers del domini S~! A estan en bijeccié amb els ideals primers
de A entre (0) i p.

2. A noetheria llavors Ay és noetheria,
3. A integrament tancat, llavors A,) és integrament tancat.

4. S7YIJ) = (ST)(S'J) per a I,J ideals de A, (on ST = w(1)A(,
ideal de A(,))

5. si J C I ideals de A tenim: [ = J < S™1J =871 VS = A\ 9 amb M
ideal maximals de A.

6. Tenim la desigualtat

dimKrullA(p) + dmerull(A/p) < dimKrull(A)-

Completacié de A en p

Observem que tenim la filtracié

O)C...c(p"thHc...c(p)C...C(p)C A

i definim una successié de Cauchy (a,), en A sota Iideal p si compleix Ve > 0
Jng(e) on am, — ag € pF ¥m,n > ng(e) on k(e) és un natural cada cop més
gran sempre que € va a zero, i si € — 0 llavors k(e) — +oo. D’aquesta man-
era es defineix A, (compte en ,Algebra Commutativa alguns llibres A, denota
S~1A) com el domini (suposem N,enp™ = (0)) que consisteix de les successions
de Cauchy en A modulo les convergents a zero, i que és isomorf al limit projec-
tiu A/p™ variant n respecte morfismes projeccid, similarment com els nombres
enters p-adics vist al capitol 1 del curs.
Tenim el morfisme natural hat : A — A, Tenim les segilients propietats:

e Si A noetheria llavors A, és noetheria.

e Si A és noetheria amb p 'inic ideal maximal, llavors A, és noetheria i
unic ideal maximal hat(p)A,.

e Si A noetheria tenim dim g1 (Ap) < dimgry(A) amb igualtat si i només
sip C rad(A) = mMGSpecmw(A)M-

4.6.2 Algunes idees per a demostrar el teorema m

Fem un esquetx del Teorema [4.6.7] ja que caldria precisar més els conceptes
d’algebra commutativa, perdo que donem per coneguts.

Demostracid. Observem que si A és Dedekind tenim que A és integrament tan-
cat per tant per les propietats de localitzacié obtenim A, és un domini inte-
grament tancat i anell local amb tnic ideal maximal 7(p)A(,) per a tot ideal
maximal p de A (recordem dimp,i(A) = 1), 1 per tant de la Proposicié m
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la condicié intergrament tancat és equivalent a que A,y és un DFUideals per a
tot ideal maximal p de A.

Ara usant exercici 11, que afirma A = NA) on M recorre tots ideals
maximals de A on Quot(A) = Quot(Ay) = K, podem demostrar que si Ay
és integrament tancat per tot p ideal maximal de A llavors A és integrament
tancat.

Per tant per finalitzar la demostracié del teorema és equivalent a poder
demostrar: A,y DFUideals per a tot p ideal maximal de A < A és DFUideals.

En aquests apunts sol demostrarem una implicacié: =

Considera I un ideal de A amb I # (0). De la proposicié tenim
Mo oMbsCICM ... M,

amb b; > 1 naturals on els ideals maximals de A que contenen I corresponen
al conjunt {Mj,..., M,}. Considerem els morfismes de localitzacié m; : A —
A,y per i = 1,...,s on Agyy,) sén anells locals noetherians amb tnic ideal
maximal M; Ay, i per tant m;(1) = (M;A(p,))® per un tinic natural a; > 0.
Demostrarem que I = M - ... M%.

Per construccié:

IC Wl_l((MlA(Ml))al) n...N W;l((MSA(I\/IS))aS)

com M C ;' ((M;A(ar,))®) 1 M; tinic ideal primer de A que conté M tenim
de les propietats de localitzacié que M& = ;" ((M;A(p,))%), ara de ser M
i M;j coprimers per ¢ # j del lema MM n...NM& =M™ - ... Mg
obtenim que

ICM™ . ... M*

i obtenim
mi(I) = M Ay © [ ma(M7) = mi(My)™ = M Ay
j=1

per a tot ideal M; maximal per tant per la propietat de localitzacions obtenim
que [ = M -...- M2, O

4.7 Grup de classes d’ideals d’un domini Dedekind

Donat A un domini, denotem
M(A) :={I # (0) ideals de A}

amb I % J :=1I-J, és un monoid amb unitat (i.e. x és commutatiu, distribuitiu
i amb element neurtre I = A)

Definicié 4.7.1. DonatsI,J € M(A). Diem I ~ J siinomés si Ja, € A\(0)
on (a) - I=(B)-J.

Lema 4.7.2. Es té que ~ és una relacio equivaléncia on a més es comporta bé
amb loperacid x, és a dir si [ ~T' i J ~ J' llavors tenim I x J ~ I'x J'.
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Demostracio. Exercici pel lector. O

Corol-lari 4.7.3. Suposem A és un domini de Dedekind. Llavors M(A)/ ~
amb x €s un grup abelia.

Demostracio. Del Lema tenim que A/ ~ amb * és un monoid commutatiu
amb unitat. Considerem I € M(A) amb I # (0), i podem escriure

I=pi" ... pye

S

amb p; ideals maximals de A diferents i n; > 1 enters. Triem i € I\ {0}, i
tenim
(i) ST Cp;

per 1 < j <s, per tant podem escriure

(i) =pf - pl Al ay

de ser DFUideals, ara localitzant en A(,,) tenim que

(D) A,y = 05" Ay CTAR,) =" Ag))
per tant n; < a; i escrivint

a;—n as—ns b b
J=pit b I R ry

obtenim que I -J = (i), i per tant [ -J ~ (1) d’on [I] € M(A)/ ~ té invers. O

Definicié 4.7.4. Donat A un domini de Dedekind al grup abeliac M(A)/ ~
s’anomena el grup de classes ideals de A o grup de Picard de A i s’anota per

CU(A).

Enunciem un teorema que no demostrarem aquest curs, per una demostracié
podeu consultar [Lorenzini, Chp.V,Theorem 3.10].

Fet 4.7.5. Considerem A =17 o F,[T), i B la clausura entera de A en L on L
és una extensid finita i separable de Quot(A). Llavors CU(B) és un grup abelia

finit.

Definicié 4.7.6. Una extensid finita K de Q o bé de Quot(F,[T]) s’anomena
K un cos global, i en cas de ser una extensio de Q s’anomena també que és
un cos de nombres.

Definicié 4.7.7. Sigui K un cos de nombres, tenim [’anell d’enters Ok que
correspon a la clausura entera de Z. en el cos K, pel teorema tenim que
ClOk) és un grup abelia finit. En aquest cas també s’anota per CU(K) i es
parla del grup de classes d’ideals del cos K, 1 |CL(Ok)| = |CUK)| s’anomena
el nombre de classes d’ideals de K (o O ) i s’anota per hi := |CU(K)|.

Observaci6 4.7.8. Quan K és un cos de nombres, tenim realment un domini
de Dedekind “minimal”, que tot domini de Dedekind el conté que correspon a
Uanell d’enters, en canvi quan K és un cos global de caracteristica positiva en
tenim dos de forma natural: un corresponent a la clausura entera de Fy[T] en
K, i la clausura entera de Fy[1/T] en K.
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Hi ha un exercici que si B és un domini de Dedekind tenim C¥¢(B) = {1}
si i només si B és domini de factoritzacié tinica, si i només si B és un domini
d’ideals principals.

Anem a donar un resultat que ens ajuda a determinar hx quan K és un cos
de nombres. Per a una demostracié d’aquest resultat podeu consultar [Lorenzinil
Chp.V 84].

Teorema 4.7.9. Considerem K un cos global (on K NF, =F,, si car(K) =
p > 0), @ B la clausura entera de Z 6 Fy[T]. Llavors existeiz \g € RT on
VI ideal de B amb I # (0) es té que existeix J ~ I en CU(B) complint que
1] :=[B/J| < Ap.

Quan K és un cos de nombres, B correspon a l'anell d’enters s’obté que

podem agafar
n

Ap = [ loilay)le)

i=1 j=1

on [L : K| =mn, (a,...,0p) €s una A-base de B i oj son les inmersions
o; : L — C definides de la segiient manera: del curs de teoria de Galois
K = Q(a) cert a € K, i Irr(a,Q)[X] és un polinomi monic de grau n amb
n arrels diferents dins C: y1,. .., v, per tant escrivint L = Q[X]/Irr(a, Q)[X]
oi([X]) :=y; sdn les n inmersions del cos L dins els complexos.

Anem a aplicar el Teorema [£.7.9] per donar exemples d’anells que no sén
dominis de factoritzacié tnica pero si son dominis de Dedekind.

Exemple 4.7.10. Considerem K = Q(y/m) amb m lliure de quadrats, enter i
complint m = 2,3(mod 4), en aquest cas lanell d’enters Ok = Z[\/m]. Llavor
la Ap del teorema[].7.9 correspon a:

2 2

Azlym) = H(Z loi(e)]) = (L+/ImD) (1 + | = vVm]) = (1 + /|m])?

i=1 j=1

amb A-base {1,\/m}. Considerem cas m = 2 i veiem que CU(Z[2]) = (1) i

per tant Z[\/2] és un DIP. Efectivament, sol cal considerar ideals I # (0) de
Z[V2] amb ||[I]] < (1 ++/2)? < 6 i com I és producte d’ideals primers facil
veure del que si I = p{* ... p% tenim ||I]| = [T;_, |[pi]|° @ per tant ens podem
restrigir a ideals primers ja que ||I|| sempre serd un natural no zero (recordeu
|B/I| = ||I||s on aqui no escrivim explicitament pero és l’anell enters del cos
involucrat).

Observem que si P ideal maximal de Ok tenim PNZ = (p) per a cert
primer p i per tant p||Ok /P| = ||P|lo, (ja que Z/p C Ok /P). Per tant sol cal
estudiar que succeeiz ambp =2 i p = 3.

Fizem-nos 27[v2] = (v/2)? i per tant fizeu-vos (v/2) és ideal mazimal de
23 perqué ZIV/3)/(V3) = ZIX)/(X?~2, X) = Z[X](2, X) = 7/(2)[X]/(X) =
Z/(2) és un cos.

Observem també que 3Z[v/?2] i 5Z[\/2] son ideals principals i primers de
Z[V2]. Comprovem-ho per a Uideal 3Z[\/2], (el ideal 5 exercici al lector). Ob-
servem que Z[v/2]/(3) és isomorf a Z/(3)[X]/(X?—2) i com X2 —2 irreductible a
F3[X] tenim que és un cos i per tant és id. mazimal, en particular ideal primer.
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Per tant com tot ideal I amb ||I|| < 6 és principal tenim que Z[v/2] és un
Domini de Dedekind que és DIP. (Aqui per concloure hem de saber que com
p||II|] implica que I NZ C (p) i la factoritzacid ideals primers de I han de
ser dins els primers d’enters de K que pujen l'ideal p, en la seccio segiient
treballarem més aquest punt).

Abans de fer un exemple d’'un domini de Dedekind que no sigui DIP (o
DFU), es convenient mirar la secci6 segiient i enunciem el segiient lema, que
deixem com exercici al lector.

Lema 4.7.11. Considerem K = Q[vd] amb d lliure de quadrats, enter i d =
2,3(mod 4), on lanell d’enters correspon a Ok = Z[\/d]. Llavors es té:

e si p|d llavors pOk = (p,v/d)? on (p,V/d) és un ideal mazimal,
e 5121 d llavors 20k = (2,1 + Vd)? on (2,1 +/d) és un ideal mazimal
e siptd ambp senar llavors tenim:
pOk ideal primer si (4) =
POk = oy
(pa \/&4— n)(p7 \/E_ Tl) 5t (5) =1
on si d és un quadrat modul p escrivim n? = d(mod p).

Exemple 4.7.12. Considerem ara el cas m = =5 i calculem hqy, /=5 @ veurem

que no és 1 i per tant Z[/—5| és Dedekind pero no DFU amb elements.
Efectivament, del teorema[[.7.9 tenim que

Ay = (1+V5)? < 11
i del Lema[{.7.11] obtenim la segiient factoritzacid en ideals primers dels ideals
iZ[\/—5] per ai=2,3,5,7:
(2)=(2,1+V=5)?*=P?
(3)=(3,1+V=5)(3,1—V=5) =P P
(5) = (V-5)* = P}
(7)=(7.3+V=5)(7.3—V5) = P, - P

on es pot demostrar que P, Py, Py, P3, Py, Ps son ideals primers diferents i no
son ideals principals llevat de P3 i per tant CU(Z[\/=5]) no és el grup abelia
trivial i per tant |hgp/=5| # 1.

Facilment podem demostrar que tenim les segiients relacions entre els ideals
primers de norma menor que 11 com ideals de Z[\/—5]:

(2)(3,1++v~=5) = (1++/-5)P
(2)(3+V=5) = (3+V-5)P

per tant en CU(Z[/—5]) tot ideal de norma menor que 11 és principal o bé
equivalent a P i tenim P? = (2) ideal principal per tant s’obté

CUZV=35]) = {(1), P}
i CUZIV=5]) = Z/(2) amb hg, /= = 2.
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4.8 Relacio entre els ideals primers en clausures
enteres d’una extensio de cossos

En aquesta seccié pensarem sempre amb la segiient notacié i situacié, tenim A
un domini de Dedekind, i K = Quot(A), considerem L/K una extensié finita
i i separable de cossos sobre el cos K, i B la clausura entera de A en L, per
resultats anteriors sabem que B també és un domini de Dedekind, per tant tant
A com B sén DFUideals.

Lema 4.8.1. En la situacié d’aquesta seccid, donat P ideal primer de A llavors
PB +#+ B.

Demostracid. Si P = (¢) és un ideal principal de A i PB = B existeix b € B
onlb=1ib¢ Ajaque P+# A, com B és enter sobre A, existeix f(X) € A[X]
monic de grau minim on f(b) = 0, escrivim f(X) = XN +ay_1 XV 1+.. . +ag €
A[X] i usant que fb = 1 obtenim

0="Lfb)=b""1dan 1N 24+ +ar+L-ag

d’on obtenim una A-relacié de b de grau < N, per la minimalitat de f(X)
obtenim que b no existeix i per tant PB # B.

Suposem ara P és ideal maximal de A perdo que no es principal. Consid-
erem A(py anell localitzat que per les propietats de localitzacié és un domini de
Dedekind amb un tnic ideal maximal, i per exercici 14 de les llistes tenim que
A(py és un domini d’ideals principals. D’aqul PApy = 7A(p), si ara PB = B
s’obté amb S = A\ P que ST'PS™1B = S7!B perd entra contradiccié en el
cas vist anteriorment. O

Per tant donat P ideal maximal de A podem escriure gracies al Teorema

(6.7 el lemma [A.87]
PB =M ... M

on M; sén els ideals maximals de B complint que M; N A = P, el natural e; > 1
s’anomena l'index de M; sobre P i s’anomena l'index de ramificacié de M;
sobre P i també s’anota aquest valor per ey, /p-

Com M; N A = P tenim una inclussié de cossos A/P — B/M; per a i =
1,...,sicom B és un A-modul finit generat i tenim que (B/M;)/(A/P) és una
extensi6 finita de cossos i far,/p := [B/M; : A/P] s’anomena el grau residual
de M; sobre P.

Exemple 4.8.2. Sigui A =7Z K = Q, L = Qi) « B = Z[i]. Considerem
P =27 1icom?2=:i(i—1)? i com i és una unitat obtenim

PB = ((i—1)B)?

on (i—1)B és un ideal mazimal (i primer) de B ja que Z[i]/(i—1) = Z[Y]/(Y?+
LY 1) 2 ZY)/(2,Y 1) = (Z/@)Y)/(Y ~1) 2 Z/(2), i per tant fs-1y5/p —
11 e(i,l)B/p = 2.

Teorema 4.8.3. En la situacid d’aquest capitol on P ideal mazximal de A llavors

[L:K]= Z eon/pfon/p
M|PB
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on M recorre tots els ideals mazimals de B que divideizen PB o equivalentment
que apareixen en la descomposicio amb ideals primers de PB en el domini de
Dedekind B.

Definici6 4.8.4. Donada la situacié d’aquesta seccid els ideals maximals de A
P on existeir un M; ideal mazimal de B on ey, p > 1 diem que lextensio LK
ramifica en l'ideal P o en l'ideal M; (observem que M; N A = P). Una extensid
L/K de cossos de nombres és diu no ramificada si no existeix cap P que ramifica
entre B/A. Diem que un primer P de A explita completament si fur,/p = 1 per
tot ideal mazximal M; de B sobre P i ey, p = 1 (per ideals primers M de B
diem splita en B/A si ideal primer P = M N A esplita completament en B/A).

Demostracid. [Teorema 4.8.3] Escrivim PB = [[;_, M{" amb M’ coprimers
dos a dos. Per l'exercici 12 de la llista d’exercicis d’aquest tema obteni un
isomorfime d’anells (en particular de A/P-espais vectorials):

B/PB -~ H B/M¢.

i=1
El resultat s’obté de demostrar els dos items segiients:

e dimy,/p(B/PB) = [L: K],

® per 7= 1, ...,8€s té d@mA/P(B/MZel) = eMz‘/PfMi/P'

Primer provarem els dos items anteriors suposant que A i B son dominis
d’ideals principalsﬂ

Observem que B és un A-modul lliure de torsid, i com hem vist 3d € A\ {0}
oneA+...+eNACBC YA+ ...+ Aon N = [L: K]ideser DIP tenim
P=7Aambw e A don

B/nB = (9,1, 4)/m(®L; A) = (A/(m))".

Pel segon punt a demostrar com P C M€ tenim B/M?¢ és un A/P-espai vecto-
rial, i demostrem per induccié en e que

dim,p(B/M°) = edimy,p(B/M).

El cas e = 1 és obvi. Suposem cert per e — 1 i considerem la successié exacta
de A/P-moduls:

0— M '/M®— B/M®— B/M*™* =0
i per tant com son espais vectorials tenim
dima,p(B/M®) = dima,p(B/M°") + dim,p(M*" /M®) =

(e — 1)dima,p(B/M) + dima,p(M™' /M€).

1En el pla d’estudis a Estructures Algebraiques haurien d’haver vist el teorema de classifi-
cacié de grups abelians que afirma que tot grup abelia finit generat és Z" ®Z/(d1)®...Z/(ds)
ondi|...|ds 1és inica amb aquesta propietat, on n és el rang del grup abelia. Fixem-nos que
un grup abelia finit generat és un Z-modul finti generat. En cas de A-moduls finit generats
amb A un DIP hi ha un teorema de classificacié similar sustituint Z per A i d;’s per elements
d’A, i si és un A-modul lliure de torsié tenim és de la forma A™
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Ara M = mB de ser B DIP, i considerem V : B — M¢1/M¢ via V(1) =
me~Y(mod M¢) és epimorfisme de A/P-espais vectorials i V(ab) = V(a) V (b)
amb M C Ker(V) d’on podem pensar V : B/M — M¢!/M¢ pero com B/M
és un cos 1 la propietat amb el producte tenim que és injectiu morfisme V. Aixo
finalita el cas A 1 B son DIPs.

Considerem A i B dos dominis de Dedekind qualsevols.

Considerem el conjunt multiplicativament tancat S = A\ P, i tenim S~'A =
A(py és un domini de Dedekind amb un tinic ideal maximal, i per I'exercici 14
tenim que A(py és DIP, fixem-nos llavors S ~1B és també un Domini de Dedekind
amb un ntimero finit d’ideals maximals que corresponen a S~ M; i per 'exercici
14 d’aquest tema tenim que S~!'B també és un DIP.

Ara de les propietats de localitzacié d’anells tenim que 1'ideals tenim

(ST'P)(ST'B) = (5~ M)e
i=1
i usant el que hem demostrat per Dominis de Dedekind que sén DFU obtenim
que

[L:K]=) eifi
=1

on f; = dimg-14/5-1p(ST'B/ST'M;) i de propietats localitzacié d’Algebra
Commutativa I'anterior dimensi6 coincideix amb dim4,p(B/M;) ja que en lo-
calitzar per S no afect la dimensié, amb aixo finalitzaria la demostracié del
teorema. O

Observacié 4.8.5. Si en el Teorema assumim que L/K és una extensié
de Galois, on P és un primer de K. Llavors es té que tots els egy,p sén iguals a
cert natural e per a tot M| PB, i tots els graus residuals fon,p sén igual a cert
natural f per a tot 9| PB, i per tant

[L:K]=efs

on s son els primers diferents de B en que descomposa PB com producte d’ideals
primers en el domini de Dedekind B.

Exemple 4.8.6. L'ideal (1 — ¢)Z[(] és un ideal primer de Z[C] on ¢ = e>™/P
amb p primer senar, on assumim que Z[(] és Uanell d’enters del cos Q((p), t a

més pZ[¢] = (1 — ()P~ i per tant (p) ramifica en Q[(]/Q.
Efectivament, de XP~'+.. . + X +1= Hf;i(X —¢7), i fent X =1 obtenim

p= H?;l(l — (7)) i per tant

p—1

pz[¢] = [J (1 = ¢&)Z[C)).

j=1

Ara per finalitzar demostrarem que (1—C)Z[¢] = (1—C)Z[{] peraj=2,...,p—
1. Triem ¢ on 1 = jl(mod p), i tenim:

1-¢ _¢-1 _¢'-1
1-¢  ¢g-1 (-1

=1+ 4.+ D ez
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i similarment % € Z[¢] i per tant ll_fj € Z[C]* i per tant

(1 -0z = (1 - ¢))Z[]

i per tant pZI¢) = (1 - Q)ZIC))"".

4.9 Atacant I’equacio de Fermat X? + Y? = 7P,

En aquesta seccié volem demostrar el primer cas de ’equaci6 de Fer-
mat donada per Kummer.

Teorema 4.9.1 (Kummer). Siguip > 5 un primer i suposem que p { CL(Q(e*>7"/P))
llavors mo hi ha x,y, z enters amb xyz # 0 i pt xyz complint:

aP 4 yP = 2P,

4.9.1 Reduccié dins el domini de Dedeking Z[e*"/?] a ele-
ments

Suposem que existeixen aquests z,y, z € Z satisfent ’equacié de Fer-
mat i canviant y per —y podem pensar que zP — y? = 2P, i recordem
lanell d’enters de Q[e?""/?] és B = Z[e*>""/?], sense perdua de generali-
tat podem suposar que mcd(z,y, 2) = 1, escrivim ¢ = ¢2™/P, Tenim la
factoritzacié en aquest any via:

p—1

# =[] -¢y)

=0

Com B és Dedekind l’ideal principal t; := (z — ¢'y) té una fac-
toritzacié amb ideals primers de B, observem que ¢; i t; son coprimers
2 a 2 com ideals. Suposem que existeix un ideal prime p complint
p|(x — €'y) i p|(z — &y) amb i # j. Per tant:

r—Cy—(z-8y) = -y=¢1 - Nyep

Fo -y —(Ee—gMy) = (¢ -rep
d’aqui obtenim ¢&7(1—¢77)(x,y) C p, on observem que mcd(z,y) = 1 (de
ser mcd(x,y,z) = 1 i satisfer ’equacié de Fermat), i per tant (z,y) =
(1) d’on obtenim que (1 — &) C p, i per ’exemple sabem que
(1—¢%) = (1 —¢) és un ideal primer de B d’on p = (1 —¢).
De complir I’equacié de Fermat obtenim doncs z” € p i de ser ideal
primer obtenim z € pNZ = (p) on p|r en contra de la hipotesi que

p { xzyz. Per tant (ty),...,(t,—1) sén ideals principals de B coprimers
dos a dos.
Tenim la igualtat ideals en B: (tg) ... (t,—1) = (2)P i obtenim una

factoritzacié dnica amb ideals primers i de ser els (¢;)'s coprimers
obtenim que
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on 2; un ideal de B. Ara com p { C/{(B) obtenim que %; = (a;) és un
ideal principal de B i per tant

- — a1.aP
t; = u;ay

onu; € B*peri=0,...,p—1.

4.9.2 Treballant amb propietats d’elements per ’anell Z[¢]

Un cop reduit a treballar amb elements en anell Z[¢] ja es sabia
que el teorema de Fermat es compleix, amb un estudi de propietats
d’elements de ’anell B = Z[¢], anem a detallar un procediment.

Lema 4.9.2. Sia € Z[¢] llavors aP és congru modul pZ[€] a un enter.

Demostracid. Recordem que (1—¢)? = (p) com ideals de Z[¢] i (1-&)NZ = (p),
i tenim que Z[¢]/(1 — &) = Z/p per la propietat de Dominis de Dedekind e
extensié d’ideals en torres de dominis de Dedekind. Prenem doncs ara 1’element
a=ap+af+ ...+ ap26P~2 amb a; € Z obtenim fent modul ideal (p) la
congruencia:

p—2
0" = af + (ar€)" + ...+ (ap 2P 2P =Yl
=0
O

Lema 4.9.3. Escrivim a = by + 1€ + ...by_16P71 € Z[¢] amb b; € Z (or
recordem que &P~ = — Zf;OQ €'). i suposem que algun dels b; = 0 per certi. Si
n € Z divideiz a, llavors n divideir cada b;.

Demostracid. Fixem-nos que a Z[£] és un Z-module finit generat lliure sense
torsié (=grup abelia finit generat) per un subconjunt qualsevol de p—1 elements
en el conjunt de p elements S := {1,£,..., &P~ 1}, i per tant si algun b; = 0 triem
els generadors per aquest grup S\ {¢'} d’on obtenim el resultat. O

Lema 4.9.4. Sigui u una unitat de Z[e*™/?] (recordem que aquest domini és
Uanell d’enters de Q[e*™/P]). Llavors existeiz ¢ € Z[€ + '] on

u=2¢"¢e
per algun r natural.

Demostracié. Escrivim g = % on T denota la conjugacié complexa del nombre
x, com u € Z[E]* tenim que S € Z[¢]. Fixem-nos que per tot o € Autgy(C)
commute amb conjugacié complexa i per tant

Per tant |o(8)| = 1 per a tot 0. Veiem ara que o = £" per a cert r, (observem
que les arrels unitats dins Q[¢] sén tant sols poténcies de £). Suposem doncs
que B no fos una potencia de £ i &1, per tant 5™ son diferents per tot n, pero
B™ € Z[¢] i per tant Irr(8", Q)[X] = Y it ai(n) X € Z[€] i els coeficients amb
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valor absolut estan acotats, per exemple |ag(n)| = 11i|a1(n)| = |suma arrels| <
1+...41=m, <[Q[¢] : Q] iper cada coeficient, per tant sol tenim un numero
finit de polinomis, i per tant no poden ser infinits 5™’s amb n natural diferents,
per tant 3 = £* per a cert k.

Per tant tenim u = +&'u. Escrivim u = co+c1€+...+¢p_26P7? amb ¢; € Z
tenim fent modul per l'ideal (1—¢) tenim que u = co+c1+. . .+cp—2 (Mmod(1—£))
(on iguals en el cos Z[¢]/(1—¢€)), i com T = co+c1€ 1 +. . . 4¢p—2&%7P fent modul
(1—¢) otenim u = u(mod (1-£)). Arasiu = —&'u obtenim u = —u(mod (1-£))
d’on 2u = 0(mod £ — 1) perd 24 (£ — 1) (recordem que (£ — 1) es sobre ideal de
Z (p) disjunt amb 2) i u tampoc ja que és una unitat, per tant no pot ser.

D’aqui obtenim que

u = +&.

Triam 7 on 2r = t(mod p) i escrivim € := £ "u, fixem-nos que € = ™ =& "u =
€ per tant hem construit
u=~E"¢

amb £ € ZIE]NR C Z[¢ + ¢71). O

4.9.3 Demostracio primer cas del Teorema de Fermat

Farem tot seguit una demostracié del Teorema [4.9.1

Demostracid. Six,y,z enters amb xyz £ 0iptayzipt CLQE)) on a? —yP =
zP tenim que podem escriure

r—8y=¢§"ed”

amb 1 de Z[¢ +£71] i § € Z[¢], per cert enter 7.
Usem ara que 0P = a modul p per un lema de la subseccié anterior amb a
un enter d’aqui:

x— &y =§"e10” = {"era(mod (p))
z— &y = f_rslgp = ¢ "era(mod (p))

on la barra denota aquf la conjugacié complexa, i observem que @ = a i (p) = (),
per tant obtenim

£ (x —&y) =€ (x — € 1y)(mod p)
0 equivalentment:

z— &y — &+ y = 0(mod (p)). (4.1)

Ara si 1,£,6%,6271 s6n tots diferents, llavors (p > 5) tenim pel Lemma
obtenim que p divideix x i y, en contradiccié amb les hipotesis.

Suposem ara que dos dels nombres 1, £, €27, €271 sén iguals, considerant tots
les situacions possibles.

e Suposem 1 = £27. De l'equacié (4.1)) obtenim
—&y + &y = 0(mod p)

d’on pel Lemma obtenim p|y en contra la hipotesi que p { zyz.
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e Suposem ¢ = 2771, De I’equacié obtenim
x — &2 = 0(mod p)
i pel Lemma obtenim p|z en contra la hipotesi que p { zyz.
o Falta per finalitzar estudiar el cas 1 = £2"~!. De ’equacié obtenim:
(z +y) + (z + y)¢ = 0(mod p).
Del Lemma obtenim que = + y = 0(mod p) i per tant sempre
2 = —y(mod p),

on zP — y? = 2P amb x,y, z enters d’on fent modul p tenim z = 2P =
2P —yP =z —y == —2y =y = 0(mod p) en contra hipotesi que p 1 zyz.

Per tant obtenim el resultat Teorema [4.9.1]
O

4.9.4 Sobre condicié pt|CUZ[E])].
Definicié 4.9.5. Diem que un primer p enter és regular sip { hgje) = |CU(Z[E])].

Considerem ara el desenvolupament al voltant del zero de

oo

t gt
et—liZ "nl

n=0

on B; € Q s’on els nombres de Bernouilli que compleixen diverses
propietats com By;.3 =0, per £ > 0 i per exemple:

By=1,B; = —1/2,By = 1/6, B, = —1/30 = B,
Bg = 1/42, Byy = 5/66, By = —691/2730, . ..

Fet 4.9.6 (Kummer). plhqe2ri/py 810 només si p divideiz el numerador d’algun
nombre de Bernouilli Bog, amb k= 2,4,...,p— 3.

Inspirat amb aquest resultat es va intentar estudiar molt aquests
numeros. I en particular, Kummer va demostra de forma analitica el
que s’anomena actualment congruencies de Kummer:

Fet 4.9.7 (Kummer). Suposem m =n % 0(mod p — 1) amb m,n enters parells
positius. Llavors:

i va demostrar que
Fet 4.9.8. Hi ha una infinitut de primers irregulars.

Observacié 4.9.9. Els vuit primers irrequlars corresponen a:

37,59,67,101,103,131, 149 4 157.
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Referent als denominadors que poden aparéixer als nombres de
Bernoulli, ja era conegut en el temps del Kummer i era el resultat
segiient:

Fet 4.9.10 (von Staudt-Clausen). Sigui n un enter positiu i parell. Llavors
1
Bnt+ Y —€L
-Din?
on la suma es sobre els nombres primers p on p — 1 divideix n.

Podeu llegir una demostracié dels Fets d’aquesta secci6é en [Washington),
Chapter 5].
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4.10 Exercicis del Tema.

10.

11.

12.

13.

14.

. Trobeu l’anell d’enters del cos Q(e2™"/N) amb N un natural.

. Considera k(X) el cos de fraccions en ’anell de polinomis en

la variable X a coeficients en un cos k algebraicament tancat.
Sigui f(X,Y) € k[X,Y] amb X,Y variables irreductible. Estudieu
quan k[Cf] := k[X,Y]/f(X,Y) és noetheria. Estudieu quan k[Cy]
té dimensié de Krull 1.

. Considera k[C] amb f(X,Y)=Y?— X3. Proveu que k[Cf] no és

integrament tancat. Qui seria la clausura entera de k[X]| dins el
cos de fraccions de k[C]?

. Considera k[Cy] amb f(X,Y) =Y?-X3- X2 Proveuque f(X,Y) €

k[X,Y] és irreductible i trobeu la clausura entera de k[X] dins el
cos de fraccions de k[Cy].

. Considera k[Cf] on f=Y? — X3 —aX —b € k[X,Y] on defineix una

corba el.liptica. Demostreu que k[C/] és un domini de Dedekind.

. Penseu els tres exercicis anteriors amb k no algebraicament tan-

cat.

. Trobeu qui sén tots els ideals maximals de k[X,Y] amb k alge-

braicament tancat on k[X,Y] és anell en dues variables X,Y a
coeficients en el cos k algebraicament tancat.

. Trobeu tots els ideals maximals de k[Cy] quan f(X,Y) € k[X,Y]

irreductible amb £ algebraicament tancat.

. Sigui A un anell commutatiu. Son equivalents: (1) tot ideal de

A és principal, (2) tot ideal primer de A és principal.
Sigui A un domini llavors
A= ﬁPGS’pec(A)A(P) = mJVIGS;D(:‘CM(A)A(M)

on Spec(A) sén tots els ideals primers del domini A i Ap) és la
localitzacié de ’anell A amb I’ideal primer P.

Considera f(X,Y) =Y? - X3(1 — X) i observem que k[C{] és un
domini perd no integrament tancat. Trobeu la clausura entera
dins el cos de fraccions de k[Cy].

Sigui A un anell commutatiu. Siguin [;,...,[, n ideals de A.
Suposem que [; i I; son coprimers si i # j. Siguin donats
Y1,.--,Yn € A. Llavors existeix y € A complint que per a tot

i=1,...,namby—y, €I,

Sigui A un domini de Dedekind. Demostreu que tot ideal de A
es pot generar amb dos elements de A.

Si A un domini de Dedekind on té un nimero finit d’ideals max-
imals, llavors A és un domini d’ideals principals.
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15

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

. Proveu que el nombre de classes de Q(1/—11) és 1.
Sigui d = p; - ... p, un enter lliure de quadrats amb p; primers

diferents. Sigui L = Q(v/—d). Proveu que el grup de classes de
Panell d’enters de L conté un subgrup isomorf a (Z/(2))"~!.

Sigui K = Q(y/m) amb K/Q de grau 2, G = Gal(K/Q) = {o,id}.
Sigui a € K* on o(a)a = 1. Demostreu existeix v € Ok, ’anell
d’enters de K, complint a = o(v)/~.

Demostreu que el nombre de classes de Q(/—p) és senar si p =
3(mod 4).

Demostreu que el nombre de classes de Q(\/—p) és parell si p =
1(mod 4).

Sigui k un cos de char(k) # 2. Sigui d(X) € k[X] un polinomi lliure
de quadrats.

e Proveu que B := k[z][\/—d(X)] és un domini de Dedekind.

e Sid(x) = Hﬁvzl(X —b;) amb b, € k amb N senar o que —1 no

és un quadrat en el cos k. Demostreu que C¢(B) conté un
subgrup isomorf a (Z/(2))NV 1.

e Si k finit C¢(B) és un grup finit, perd no es veritat per k no
finit. Doneu un exemple per tal que C¢(B) no és finit.

e Sid(X)=aX%+3X*+3X?+1 amb o convenientment triat,
demostreu que llavors C/¢(B) conté un element d’ordre 3.

Calculeu la ramificacié de Iextensié Q(v/d)/Q amb d enter lliure
de quadrats.

Calculeu la ramificacié de I’extensié Q(e?™/?)/Q amb p primer.
Quina extensié L := Q(v/d) quadratica es troba dins de Q(e?™/?)?

Sigui L/K una extensié finita i separable. Sigui A un domini de
Dedekind amb cos de fraccions K, i B la clausura entera de A en
L. Sigui P un ideal maximal de A. Construiu L/K de grau 3 i P
complint PB = Q(Q')? amb Q, Q' ideals maximals de B.

Sigui A un domini de Dedekind amb cos de fraccions K. Sigui P
un ideal maximal de A4, i sigui f(V) € A[X] P-Eisenstein. Sigui j
una arrel de f(Y) i escrivim L = K(8). Sigui B la clausura de A
en L. Proveu que PB = M%9(f) amb M ideal maximal de B.

Sigui L = Q(v/-5,v/—1) i K = Q(v/—5). Proveu que l’extensié

entre els anells d’enters de L i K és no-ramificada.

Denotem ara K = Q(v/—14) i L = K(y) amb vy = v/2v/2 — 1. De-
mostreu que cap primer de l’anell d’enters de K ramifica en
P’anell d’enters de L.
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27. Sigui f(X,Y) € Z[X,Y] un polinomi irreductible no-constant. Sigui
p un primer i denotem per f,(X,Y) € F,[X,Y] la reduccié modul
p del polinomi. Tenim una aplicacié natural ¢, : Z[X,Y]/(f) —
F,[X,Y]/(fp) que indueix una aplicacié entre ideals maximals.
Demostreu que els ideals maximals de Z[X,Y]/(f) estan amb bi-
jeccié amb la unié disjunta variant p dels ideals maximals de
F,[X,Y]/(f,) via el morfisme ).

4.11 Tema 3. Exercicis de treball comn.

1. Sigui A un domini Dedekind, i K = Quot(A). Considera per
IdEnter(A) el monoid amb la multiplicacié d’ideals generat pels
ideals maximals de A, i considerem (1) = A com element neutre
en [dEnter(A).

(a) Definim IdFrac(A) pels ideals fraccionaris de A, on J € IdFrac(A)
si J C K és un A-modul i existeix € Aon 3-J C A (en
particular 5J és un ideal de A). Proveu primer que tot A-
submodul de K (M C K) finit generat és un ideal fraccionari
de A. Considerem IdFrac(A) amb l'operacié multiplicacié
de A-moduls, veieu que déna a IdFrac(A) una estructura de
monoid.

Tot seguit demostreu que si I € IdFrac(A) llavors I(A:1)=A

- (I:A)={keKJ|kIC A}

i proveu que IdFrac(A) és un grup abelia lliure generat pels
ideals primers de A i tot ideal fraccionari de A és un A-modul
finit generat.

(b) Diem que un ideal fraccionari és principal si es de la forma
aA per cert o € K*. Diem dos ideals fraccionaris I, = I, si
I I; ' és un ideal fraccionari principal dins IdFrac(A). Veieu
= és una relacié d’equivaléncia i IdFrac(A)/ = és un grup
abelia.

(c¢) Demostreu un isomorfisme de grups entre C¢(A) i IdFrac(A)/ =.

(d) Demostreu que tot ideal en un domini de Dedekind A esta
generat com a molt per 2 elements.

2. Considera K un cos algebraicament tancat de car(K) > d i L =
K(X)[y)/f(y.X) on f(Y,X) = Y2 — f(X) amb f(X) € K[X] un
polinomi monic de grau d > 3 sense arrels repetides. Consid-
ereu K[X] l’anell de polinomis en la variable X, i sigui B =

K[X,y]/f(y, X).

(a) Observeu que L és un cos i proveu que B és la clausura
entera de K[X] en L, en particular justifiqueu que B és un
domini de Dedekind.

(b) Trobeu la descomposicié en ideals primers en B de (X —«)B
amb a € K. Explicitant quins ideals (X — o) K[X] ramifiquen
en B i quins espliten completament en B.
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(c) Trobeu B’ la clausura entera de K[1/X] en el cos L i estudieu
la descomposicié dels ideals primers de K[1/X] en B'.

(d) Si K no és algebraicament tancat, imposem que f(X) fac-
toritza en K[X] en polinomis de grau 1 coprimers dos a dos.
Quins arguments dels apartats a),b)c) anteriors sén valids
encara en aquesta situaci6?

3. Sigui A un domini integrament tancat, i K = Quot(A). Sigui L/K
una extensié finita i separable de cossos i escrivim L = K(«).
Sigui B la clausura entera de A en L, on sempre podem pensar
a € B. Considera Irr(a, K)[|X] € A[X] observa que B C f'(a) Ala].

(a) (Lemma de Nakayama) Si B’ és un subanell de B contenint
A i satisfent les dues condicions segiients:

e [ és generat per B’ com a K-espai vectorial,
e B’ +mB = B per a tot ideal primer no zero m de A.

Demostreu llavors que B’ = B.

(b) Suposem Irr(a, K)[X] = Z?:o a; X" € A[X] on existeix un ideal
primer m de A on a; € m per i =0,...,a4_1, ag = 1 i ag ¢ m?
(diem Irr(a, K)[X] es un polinomi m-Eisenstein). Demostreu
llavors mB té en la seva factoritzacié en ideals primers en B
un unic ideal maximal, i es té A[a] + mB = B.

(c) Sigui B’ un subanell de B contenint A, on B’ genera L com
K-espai vectorial i Irr(a, K)[X] is m-Eisenstein per un ideal
maximal de A amb « € B C Bi L = K(a). Demostreu en
aquesta situacié que B’ = B.

(d) Proveu que Z[/3] és integrament tancat.
4. Sigui K = Q[/m] amb m un enter lliure de quadrats.

(a) Trobeu Ok ’anell d’enters de K, i expliciteu per cada primer
p com és pOk com ideals primers de K, és dir si és el pro-
ducte d’un ideal primer, de dos ideals primers diferents o
bé dos ideals primers pero iguals.

(b) Suposa que m = 2,3(mod 4) fixat i suposem C¢(Q[y/m]) =1 en
aquest apartat. Quines condicions hem d’imposar en Z[/m]
i I’ideal primer pZ senar, per a que existeixen x,y enters on
2? —my? = (z — Vmy)(z + V/my) = p?

(c) (*) existeixen z,y € Z complint p = 22 + 6y? amb p primer, si
i només si p = 1,7 modul 24.

(d) De teoria de Galois sabem que hi ha exactament un cos K
(per cert m) entre Q[e*™/?] i Q on p és un primer senar.
Pensant en la ramificacié d’ideals entre Q[e*™/?]/Q i que K
és un cos intermig podeu dir alguna cosa respecte qui pot
ser aquest valor de m?
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4.11.1 Alguns resultats a coneixer

Per fer els exercicis anteriors podeu usar sense demostrar els segiients
resultats, en cas d’utilitat.

Sempre en el que segueix A és un domini de Dedekind, amb K =
Quot(A) i L/K una extensié finita separable de cossos on B la clausura
entera de A en L. Podem pensar L com K-espai vectorial i donat 5 € L
tenim 8 : L — L on S(l) := Sl és un morfisme de K-espai vectorials,
i es defineix la Try,k(8) la traga de la matriu associada a I’aplicacié
K-lineal $ en una K-base fixada de L (on és pot demostrar que aquest
valor no depén de la K-base triada). Es defineix I’ideal fraccionari de
L:

D(B/A)™' :={a € L|Try x(aB) C A}
i es demostra que B C D(B/A)~! i la different correspon a l’ideal de
B:

D(B/A) = {be Blb-D(B/A)~' C B}.

Fet 4.11.1. Un ideal primerm de B és ramificat sobre A si i només sim|D(B/A).
Fet 4.11.2. Suposa o € B i B = Ala] Si Irr(a, K)[X] € A[X] llavors
D(B/A) = (f'(a))
com ideals de B on f' denota la derivada de f.
&
Fet 4.11.3. Si L = K(«) i Irr(a, K)[X] € A[X]. Llavors
D(B/A)' C f'() Aol

En particular, tenim f'(a)B C D(B/A), i un ideal primer m de B on f'(a) ¢ m
€s no-ramificat en L.

Fet 4.11.4. Sigui o« € B i L = K(«). I sigui f(X) = Irr(a, K)[X] € A[X].
Sigui p un ideal primer de A no-zero i pensem

pB =By ... B¢

amb B; ideals primers de B diferents, i e; naturals > 1.
Suposem a més que f'(a) & B;, d’on s’obté que e; = 1.
Amb aquestes hipotesis, tenim:

1. Factoritzem f(x) modul p en A/p[X] en producte de polinomis irreductibles
en A/p[X] =: k[X]:

fX) = [1(X) - fu(X) € R[X].

Llavors, s = h, a més per a cada 1 <i < g (fent una reordenacié si cal)
tenim B; = pB + fi(a)B on f; € A[X] monic on f; = fi(mod p). A més
per cada i entre 14 g tenim:

K[X]/(fi(X)) = B/Bi; X = amod f5;

i per tant el grau residual de [B; sobre p és igual al grau del polinomi

fi(X) € k[ X].

2No sempre la clausura entera de A en L és de la forma Aa] on L = K(«)
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2. Suposem que L/K és una extensid Galois, llavors tots els graus dels f;’s
son iguals i en particular: p descomposa totalment en L si i només si f

té una arrel en k[X]|, si i només si f(X) factoritza en polinomis de grau
1 en k[X].
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Capitol 5

Una invitacié a Geometria
Aritmetica, presentant el
Teorema de Faltings

En aquest capitol sol farem un overview de geometria aritmeética, per
aprofundir-hi recomanem el llibre [Lorenzini] de la bibliografia per
exemple.

5.1 Anells locals dins cossos

Definicié 5.1.1. Sigui L un cos. Una valoracid de L és una aplicacié v : L* —
' on T' és un grup abelia totalment ordenat, complint les propietats segiients:

1. v(zy) = v(x) + v(y) per a tot x,y € L*
2. v(z+y) > min(v(x),v(y)).

S’extén a L definint v(0) := +oo.
En el cas que v(L*) C (Z,+) diem que vés una valoracié discreta de L.

Exemple 5.1.2. Sigui A un domini de Dedekind, i escrivim K = Q(A). Sigui
p un ideal primer no zero de A. Dona a € A tenim que podem escriure com
producte ideals primers de A

(CL) — pnaﬂlll,a o ]’:k.a

onng >0 sia€yp, idefinim Uaplicacio
vt AY = Z

a— Ng

i Uextenem a K* via x = § amb a,b € A i definim vy(x) := vy(a) — vy(b).

Es exercici al lector que vy, €s una valoracio discreta del cos K. Fire-mos
que aquesta valoracid v, ens dona un valor absolut natural si A/p és un cos finit
via:

||p K — R>()

105
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£ Jaly = | A/p| @),

Considerem ara L/K una extensid finita i separable de K, i diem B la
clausura entera de A en el cos L, on B és Dedekind i per cada ideal prime § de
B tenim definida una valoracié i un valor absolut no arquimedia. Fent fNA =p
per cert ideal p de A, tenim llavors

pB = fef/p T
amb I ideal coprimer amb § i es pot demostrar facilment:

vi(@) = ej/pvp(2)

per a x € K*.
Referent als valors absoluts no arquimedians, observeu que podem definir

]l := | B/~

per a x € L, pero st x € K aquest valor absolut no coincideiz amb |z|,, per
tant que coincideixi en restringir cossos inferiors, definim el valor absolut en B
associat a v; per:

ol = |4/ A) 95D
on recordem que [B/f: A/p] = f;p €s el grau residual de f|p en lextensio L/K.

Introduim la segiient notacié per a una valoracié d’un cos K via
v:K* = (T,4,>)
0, :={a e K*v(a) > 0} U {0}
M, = {a € K*v(a) > 0} U{0}.
Lema 5.1.3. Tenim que O, és un anell local amb ideal mazimal M,,.

Demostracio. Per la propietat de valoracions i subconjunt d’un cos, clarament
O, és un domini i M, és un ideal de O,,.

Per veure és local, és suficient veure que M, és ideal maximal i tot ideal I
de O, no el total esta dins de M,,.

Es suficient demostrar que per a tot 8 € O, \ M, és una unitat de O,.
Observem que v(8) = 0 com 3 € K* té invers en K* diem-li 371 perd observem
que

0=ov(1l)=v(B-B7") =v(B) +v(B™")
per tant v(f71) =0 on S~ € O, on B una unitat de O,. O

Proposicié 5.1.4. Sigui v : K* — (Z,+,>) una valoracid discreta del cos K.
Llavors O, és un domini d’ideals principals. A més, Uaplicacio:
p:rv O,

dona una bijeccid entre valoracions discretes de K amb A dominis locals d’ideals
principals continguts en el cos K amb Q(A) = K.
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Demostracio. Provem que O, és un DIP, ja sabem que és local. Triem 7 € O,
amb v(m) = 1, i observem que de la demostracié lema anterior sabem que v € O}
si 1 només si v(u) = 0.

Si a € M, (no és una unitat) tenim v(a) = k > 0, i observem v(ar %) = 0,
doncs ar~* € OF una unitat, per tant tot element s’escriu com ¥ - unitat per
cert natural k i M, = () principal, i per un exercici llista del tema 3 obtenim
que O, és DIP.

Veiem ara ¢ déna una bijeccié.

@ €és injectiva:

SiO,, = 0,, C K DIP i anells locals, tenim que 'ideal maximal principal
coincideix M, = M, = 7O,, per a i = 1,2, en particular v;(7) = 1 i tot ele-
ment d’aquells anells locals s’escriu com unitat- 7%, per tant les dues valoracions
discretes eren la mateixa.

@ €és exhaustiva:

Sigui A C K un DIP dins un cos on Q(A) = K amb tnic ideal maxima
m=7nAon7m€AC K, tot a € A sescriu per a = ur® amb k natural i u una
unitat de A, per tant per x € K* s’escriu com x = «'7¥ amb k enter i v/ una
unitat de A i clarament definint v : K* — Z via v(z) = k defineix una valoracié
discreta de K on O, = A. O

Tenim el segiient resultat que sol demostrarem parcialment en
aquest curs.

Fet 5.1.5. Sigui A un domini amb dimgui1(A) = 1, i escrivim K = Q(A). Po-
dem definirm una aplicacio ® entre valoracions exhaustives discretesv : K* — 7,
amb v(A) > 0 e ideals mazimals, definida per

d(v) := M, NA.
Si a més A és un domini de Dedekind llavors ® és una bijeccio.

Demostracio. Veiem tant sols que ® esta ben definida.
Com v(A) >0 tenim A C O, i m = M, N A és un ideal primer de A i com
tot u € A\ m és una unitat en O, per propietats de localitzacié obtenim que

A(m) g O'u

ara com la dimg, i (A) = 1 tenim si m = 0 K C O, cosa que no pot ser, per
tant m és ideal maximal i ® definida. O

5.2 Corbes algebraiques completes no-singulars

Definicié 5.2.1. Donada una valoracid d’un cos L, v : L* — (T',4,>) i sigui
k C L un subcos de L. Diem que v €és trivial sobre el cos k si v|g+ = 0.
Denotem per V(L/k) el conjunt de valoracions discretes trivials en k.

Definicié 5.2.2. Sigui k un cos. Una corba completa no-singular X/k sobre el
cos k és una parella (X, k(X)/k) on k(X)/k és un cos de trascendéncia 1 sobre
k i X s’identifica amb V(k(X)/k).

Lema 5.2.3. Sigui t un element trascendent sobre k, llavors V(k(t)/k) corre-
sponen a les valoracions donats pels ideals primers de k[t] amb la valoracid que
correspon a l'ideal primer (1/t) en el domini k[1/t].
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Demostracid. [esbog] Considerem v : k(t)* — Z epi, clarament existeix un poli-
nomien t: h € k[t] on v(h) # 0 de ser v epi. Siv(h) > 0 llavors existeix un factor
f irreductible en k[t] de h i v = vy definit de ser k[t] un Domini de Dedekind.
Suposem que v(h) < 0, llavors es pot veure que v = Voo ON Voo (polinomi) és
igual a - el grau en t del polinomi. O

Definicié 5.2.4. Sigui X/k una corba algebraica completa no-singular sobre el
cos k que correspon a la parella (k(X)/k,V(k(X)/k)).

Un element P € V(k(X)/k) s’anomena un punt de X, i k(X) el cos racional
de les funcions racionals de X. A cada punt P, tenim associat l’anell local Op
amb ideal maximal Mp. Diem Op lanell de les funcions racionals en P, i
f € Op s’anomena funcio de X definida en el punt P. Una funcié a € Op
s’anul.la en P o té un zero en P si o € Mp. Les funcions o € k(X)\ Op es
diuen tenen un pol en P, Uenter |vp(a)| és l'ordre del pol.

Donat a € k(X), el domini d’a és el conjunt de punts P € X onvp(a) > 0.

Si U C X (identificant X amb V(k(X)/k)), escriurem Ox(U) := NpeyOp
anell de les funcions definides en tot U. I posem a X la topologia de Zariski,
on C C X és tancat si i només si C =0, X, o un nimero finit de punts P de
X.

Exemple 5.2.5. Fizem-nos que k(X)[y]/(f(X,y)) on f(X,Y) € k[X,Y] un
polinomi irreductible en k(X)[Y] és un cos de trascendéncia 1 sobre k, i per tant
kX)) [Y])/(f(X, 1), V(X)) [y]/(f(X,y)))/k) és una corba algebraica completa
sobre k que usualment també diem la corba algebraica associada a f(X,Y) = 0.
No obstant per controlar millor V(k(X)[y]/(f(X,y))) demanem que f(X,Y)
sigui no-singular llavors tenim que B = k[X][y]/(f(X,y)) és un domini de
Dedekind i els elements de V(k(X)[y]/(f(X,y))/k) corresponen a les valoracions
dels ideals mazimals de B on cal afegir les valoracions d’ideals primers que
surten en fer (1/X)C on C és la clausura entera de K[1/X] en el cos L =
E(X)y)/(f(X,y)), que sén un nidmero finit de punts.

Definici6 5.2.6. Donada X una corba algebraica completa no-singular, un con-
Junt obert U de X s’anomena afi si Ox(U) és una k-algebra finit generada (és
dir isomorfa a k[X1,...,XN]/I amb I un ideal) i Dedekind i a més l’aplicacid:

U — Specpraz(Ox (U))

P— M,.NnOx(U)
és una bijeccio.

Lema 5.2.7. Sigui X/k una corba no-singular completa, i sigui v € k(X) \ k.
Denotem per U el domini de x i per U’ el domini de x='. Llavors X = U UU’.

Demostracid. Sigui P € X, considerem ideal local principal Op on Q(Op) =
k(X) tenim que vp(z) > 0 o bé vp(x~!) > 0, per tant P € U o bé P € U’
respectivament. L]

Teorema 5.2.8. Sigui X/k una corba no-singular completa sobre k. Triem
x € k(X)/k on k(X)/k(z) una extensid finita separable. Sigui U el domini de
x € X. Llavors U és un subconjunt afi de X, Ox(U) és la clausura entera de
E[z] en k(X). El complement de U en X son els punts P on k[1/x]¢ /sy C Op.
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Demostracid. [esbog] Per a P € U, tenim llavors que © € Op, d’on tenim
k[z] € Op. Observem que x no és algebraic sobre k ja que k(X)/k(x) és una
extensié finita. Sigui B la clausura entera de kfz] en L = k(X). Com Op
DIP llavors és integrament tancat en L i per tant B C Op, per a tot P € U.
Fixem-nos de ser L/k(x) finita separable, tenim que B és un k[z]-modul finit
generat, i tenim una bijeccié entre ideals maximals de B i valoracions discretes
amb v(B) > 0 amb Q(B) = L, per tant Ox(U) = B.

Veiem U és obert, prenem P € X \ U per tant vp(z~1) > 0 i per tant
E[1/z](1/2) € Op ila clausura entera de k[1/2](1/5) en L sol té un niimero finit
d’ideals maximals, per tant sol un ntimero finit de valoracions discretes. O

Corollari 5.2.9. Donada una corba X/k no-singular completa sobre cos k,
llavors és unic de dos oberts afins.

5.3 Grup de Picard per a X/k

Definicié 5.3.1. Sigui B un domini Dedekind on L = Q(B). Escrivim V(L)
valoracions discretes no valoracio zero. Es defineix el grup de divisors de B al
grup abelia lliure generat pels elements de V(L), és a dir:

Div(B) = ®uvev(r),0(B)>0LTy-
Fet 5.3.2. Donat B un domini de Dedekind, hi ha un epimorfisme de grups:
¢l : Div(B) — CU(B)
Ty > [My N B

i el ker(cl) correspon als divisors dels elements L*, corresponent a divg(L*) =
{Zvev(L),v(B)zo v(flaelf € L}H

Definicié 5.3.3. Sigui L/k una extensid de grau de trascendéncia 1 i V(L/k)
el conjunt de valoracions discretes no-trivials de L trivials en k, i suposem que
aquest conjunt és mo buit. Es defineix el grup de divisors com el grup abelid
lliure generat per aquestes valoracions discretes:

DZ’U(L/k) = @’UEV(L/]C)ZxU'

Es defineir divy, : L* — Div®(L/k) == {d n,z, € Div(L/k)| > n, = 0} via
div (f) = X pevr/k V(f)To on és pot demostrar que és ben definida v(f) # 0
per un ndmero finit de valoracions i usualment s’anota (f)o — ()0 correspon
als zeros menys els pols de la funcid f.

Finalment el grup de Picard de L/k i denotat per Pic(L/k) és el grup abelia
Div(L/k)/divg (L*).

Fet 5.3.4. Sigui L/k una extensid de cossos de grau de trascendéncia 1. Tenim
la successio exacta seguent:

(1) = Nyev(z/m O — L* =% Div(L/k) = Pic(L/k) — 0

i quan L = k(X) on X/k corba completa no singular, parlarem de grup de
divisors i grup de Picard de la corba X enlloc de l’extensid de cossos k(X)/k.

1Observo que es pot demostrar donat f € L* sol hi ha un ntimero finit de v’s on v(f) # 0,
és a dir un namero finit de zeros i pols la funcié f on v recorre totes les valoracions discretes
de L
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5.4 Una definicié (no-geomeétrica) del génere de
X/k

Pensem X/k una corba completa no-singular sobre k on pensem k = k
és un cos algebraicament tancat.

Definicié 5.4.1. Donat D = Y _, a;P; € Div(X/k) on P; denotem punts de
X/k, s’anomena que D és efectiu o positiu sempre que a; > 0 per a tot 1 < i < s.
Aizo permet definir un ordre en Div(X/k) via

D'>D & D' — D és un divisor positiu.

Recordem que si f € k(X)* tenim divx (f) = X_p,cv(x)/m vr (/)i €
Div® (X /k).

Podem definir el morfisme grau, deg : Div(X/k) — Z via ), a;P; —
>, a; on ker(deg) s’anota Div®(X/k) i és pot demostrar que deg(divx (f)) =
0 per tot f € k(X)*.

Definicié 5.4.2. Considerem D € Div(X/k), llavors definim
H°(D) :={f € k(X)*|divx(f) + D > 0}

Observem que HY(D) és un k-espai vectorial perque si f € H(D)
tenim divx (af) = divx(f) per tot a € k ja que no aporten ni pols ni
zero (recordem que les valoracions sén trivials en el cos k).

Fet 5.4.3. Sigui D € Div(X/k) un divisor effectiu. Lavors
dimy(H°(D)) < deg(D) + 1.

Demostracid. [esbog] Escrivim D = a1 P; + ... + asPs amb a; > 0. Ara si
fek(X)ifeHYD)iescrivim divx (f) = (f)o— (f)eo i com D+divx(f) >0
tenim que els pols de f (corresponent a (f)) han de trobar-se en els P;’s, per
tant de ser I’H°(D) tenim —a; < vp,(f) = —k < —1 i pensant que Mp, =
m;0p, C Op, C k(X) podem escriure f com una série de Laurent en poténcies
de v via: f = Z;:l_k bi_’];f’/sz» —+ f/ on f’ € OP, on bi,j,f S (9131/./\/1131 =ki
extenent-ho per zeros obtenim una tupla

(bi7_(l7‘,7f7 ) a’i,—l,f) € k%
fent-ho per a cada P; on es troba el divisor, podem definir un morfisme:
0 : HO(D) N @le(k)ai

fr= @1 (bi—ay o5 @i—1,5)

que es pot comprovar que és un morfisme de k-espais vectorial i clarament
k C Ker(0), per tant

dimy(H° (D)) < dimy,(ker(0)) + dimy(Im(0)) < 1 + deg(D).
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Definim per P € X i D=7, a;P; € Div(X/k) el k-espai vectorial:
L(D)p == {f € MX)[op(f) > —ap},

onap=0si P¢{P,...,Ps}.
Denotem per H al k-espai vectorial ®pcx (k(X)/L(D)p) i definim
un morfisme de k-espai vectorials segiient:

op k(X)) > H

[ @pex(f mod L(D)p).

Es facil demostrar que ker(pp) = H°(D) i definim
HY(D) = coker(pp) = H/Im(¢p).

Fet 5.4.4. Donat D € Div(X/k) tenim que H'(D) és un k-espai vectorial de
dimensid finita.

Definicié 5.4.5. Donada X/k una corba completa no-singular, amb k = k.
Definim el genere de X/k i s’anota g(X) a la dimensié com k-espai vectorial de
H(0) on el divisor 0 € Div(X/k) correspon a 0 = 2 pevirx)k) 0 P

Observacié 5.4.6. Si k=C i k(X) = k(X)[y]/(f(X,y)) on f(X,y) € k[X,Y]
un polinomi irreductible, llavors els punts de («, 8) € C? complint f(a,3) =0,
son una superficie de Riemann amb g(X)-forats, en particular si el génere és
zero correspon a una esfera, si és 1 a un tor complex.

Fet 5.4.7 (Teorema de Rieman). Sigui X/k una corba completa no-singular

sobre k =k, i sigui D € Div(X/k) amb D efectiu. Llavors el valor enter
dimH°(D) — dimy H' (D) — deg(D)
és independent del divisor efectiu D. Més concretament es compleix:
dimpH°(D) = deg(D) + 1 — g(X) + dimy H*(D).

Si deg(D) > 2g(X) + 1 llavors dimyH(D) = deg(D) + 1 — g(X).

5.5 El Teorema de Faltings, idees heuristiques
per a trobar tots els punts

Sigui X/k una corba no-singular completa sobre un cos k on k no
necessariament algebraicament tancat.

I suposem que k(X) Nk = k. Per aquesta secci6 pensarem que
E(X) = k(X)[y]/(f(y,X)) on f(X,Y) € k[X,Y] és un polinomi irre-
ductible en k[X,Y], i suposem a més que f(X,Y) és no singular, veieu-
ne la definicié en el Tema 3 dels apunts.

Definim llavors Cf(L) := {(o,B) € L?|f(«,p)

= 0} amb L un cos
extensié de k i dins la clausura algebraica de k: k.
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_ Considerem l’extensié d’escalar a k de la corba X/k donat per
k(X) := k(X)[y]/f(y,X) definint una corba no-singular completa sobre
k que denotem per X/k ®j k.

En els Temes 1 i 2 del curs hem vist que si g(X/k®; k) = 0 llavors si
C¢(L) # 0 llavors hi ha una infinitut de punts i es poden parametritzar
aquests punts.

En el tema 3 del curs hem descrit que si g(X/k ®; k) = 1 amb
k = Q (o una extensié finita de Q) i Cf(L) té almenys un punt i L una
extensié finita de Q llavors Cy(L) té estructura de grup abelia finit
generat i potser finit o no, i dependra fortament del polinomi f(X,Y).

Fet 5.5.1 (Gerd Faltings, 1983). Sigui k una extensid finita dels racionals, i
X/k una corba algebraica sobre k i suposem g(X/k ®y k) > 2 i per simplificar
restringim-nos a k(X) = k(X)[y]/f(X,y) amb f(X,Y) € k[X,Y] irreductible
en k[X,Y] i no-singular. Llavors

[Cp(L)] < o0
on L és una extensil finita i fizada de k.

Per tant per génere almenys 2, sol podem esperar de trobar un
numero finit de punts definits en un cos fixat (extensié finita dels
racionals) que satisfacin una equaci6 en 2 variables f(X,Y) =0. Com
trobar aquestes possible conjunt finit de solucions en un cos de nom-
bres?

Heuristicament Magma o SageMath permet calcular els possi-
bles punts solucions, la dificultat radica a demostrar teoricament que
aquests punts efectivament son tots, actualment hi ha metodologies
basades en fer el teorema de Faltings efectiu, anomenats meétode de
Chabouty i derivats, perd no sempre és pot concloure teoricament.

P<x,y,z>:=ProjectiveSpace(Rationals(),2);
f:=x"(37)+y~(37)-z"(37);

C:=Curve(P,f);

Genus (C) ;

RationalPoints(C:Bound:=1000);

i ens dona:

630
{©¢ (0 :1:1), 1@ :0:1), (-1 :1:0) @}

Fixem-nos que introduim amb Magma aquest codi, introduim la corba
f(z,y) sobre els racionals en forma projectiva f(z,y,z) on el grau de
cada monomi és el mateix i calculem els punts projectius de la pro-
jectivitzacié de f(z,y) via acotant ‘per 1000 (una altura de punts)
busca els punts racionals. Fixem-nos que el génere és 630 i la corba
Fermat amb p = 37, no podem usar el resultat de Kummer ja que és
un primer irregular. Fixeu-vos que ens déna els punts els esperats
per ’equacié de Fermat amb p = 37.
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Heuristicament aquest codi per f arbitrari amb génere > 2 ens
donaran tots els punts racionals de la corba C;(Q), pero demostrar
que el que ens doéna el programa Magma sén exactament tots és molt
dificil.
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Appendix A

Ideals primers, Localitacio
d’un domini versus anells
de valoracio

Sigui A un domini qualsevol i K el cos de fraccions de 1’anell A. De-
notem per Spec(A) := {ideals primers de A}, pensem (0) € Spec(A) de
ser A domini.

Definicié A.0.1. L’altura d’un ideal primer p is el suprem de tots els enters n
on hi ha una cadena

PoCpP1C--CPrn=p

d’ideals primers de A. La dimensié de Krull de l'anell A és el suprem de totes
les altures de tots els ideals primers.

Exemple A.0.2. La dimensid de Krull de Z o de K[X] amb K un cos és 1.
La dimensid de Krull de Z[X] és com a minim 2 ja que tenim la cadena,

(0) € (p) C (p, X).
La dimensio de Krull d’un cos és zero.
Hi ha el segiient resultat util pel calcul de dimensié de Krull,

Teorema A.0.3. Sigui K un cos, i B un domini que és una K-algebra finita-
ment generada, llavors:

1. la dimensio de Krull de B és igual al grau de trascendencia dels cos de
fraccions de B, Quot(B) sobre K,

2. per cada ideal p € Spec(B) es té:
altura(p) + dime”B/p =dimgruB.

Definicié A.0.4. Considera S un conjunt multiplicativament tancat de A amb

1€ S. Definim
S7'A:=Ax S/~

on (a,s) ~ (b,t) si i només si (at —bs) = 0. S™LA té estructura d’anell i
compleix la propietat universal...
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Quant S = A\ p amb p € Spec(A) denotem per S~'A4 per A4,, quant
S =A—{0} tenim S7'A = Quot(A) el cos de fraccions de A.

Lema A.0.5. Per a qualsevol p € Spec(A), el cos de fraccions de A, correspon
al cos de fraccions Quot(A) del domini A.

Demostracié. Denotem per K = Quot(A) i per construccié
ACA, CK.

Evidentment tot element k¥ € K és § amb a,b € A amb b # 0 i per tant
a,be Ay, don K C Quot(A,), pero el cos de quocients és el cos més petit que

conté el domini, per tant K = Quot(A,). O

Els segons dos resultats sén facils de demostrar que deixem al
lector interessat.

Lema A.0.6. Donat A un domini i p € Spec(A) \ (0) tenim que Uanell A, és
un anell local. Més generalment hi ha una bijeccié entre Spec(S™1A) i {p €
Spec(A)lp N A= 0}. En particular dimgruuApy < dimgraiA.

Proposiciéo A.0.7. Sigui A un domini i p un ideal primer de A. Llavors per
tot n € N hi ha un isomorfisme natural

Ap™ = Ap/p" Ay,

Quant de lluny és la condicié sobre un domini A on els anells locals
A, son anells de valoraci6?

Podeu llegir literatura respecte: Priifer domain, Bezout domain,
Krull domains,...

Definicié A.0.8. Un anell commutatiu R s’anomena noetheria si tota cadena
ascendent d’ideals via inclusid é€s estacionaria.

Tenim la segiient caracteritzacié d’anell noetheria.

Lema A.0.9. Un anell R és noetheria si i només si tot ideal de A és finit
generat.

Lema A.0.10. Sigui A un domini noetheria, i S un conjunt multiplicativament
tancat. Llavors S™'A és noetheria.

Teorema A.0.11 (Hilbert). Sigui K[X1,...,X,] anell de polinomis en n-
variables sobre un cos K. Llavors K[X1,...,X,] és un anell noetherid.

Anem a caracteritzar anells de valoracié discreta amb la condicié
d’anells noetherians.

Proposicié A.0.12. Sigui R un anell commutativ (no necessarement domini).
Tenim que R és un anell de valoracic discreta si i només si és un anell local
que €s noetheria i que l'ideal mazximal es generat per un element no-nilpotent.

Tenim la segiient caracteritzacié en dominis noetherians.

Proposiciéo A.0.13. Sigui A un domini que és un anell Noetheria. Llavors A
és un anell de valoracid discreta si i nomes si A té un unic ideal primer no-zero
i A és integrament tancat (on A és integrament tancat, si per tot x € Quot(A)
que és arrel d’un polinomi monic en Alx] es té que x € A).

Per més detalls [?, Chp, 1].



Appendix B

Completacions i limits
projectius

Sigui (G, +) un grup abelia topologic, és dir G un grup abelia amb una
topologia tal que les aplicacions G x G — G (g1,92) — g1+ 92 1 G = G
g — —g s6n continues.

Observacié B.0.1. Fizem-nos que {0} és tancat en G llavors tenim que la
diagonal de G,

Ag :={(z,y) € G x G|z =y}

és tancat en G x G perqué Ag = h™1({0}) on h és la composicié de les aplica-
cions continues G x G — G X G (x,y) — (x,—y) i la suma G x G — G.

Es un fet conegqut general de topologia que Ag és tancat en G X G si i només si
G és Hausdorff.

Podem considerar ’aplicacié bijectiva:
T,:G—G

r—=x+a

que és continua (ja que G — G X G = — (z,a) és continua i després
composem amb ’operacié suma), i per tant T, és un homeomofisme.

En particular si U és un entorn de 0 de GG, tenim U +a és un entorn
de a, i per tant la topologia de G esta determinada pels entorns al
voltant de I’element neutre de G.

Lema B.0.2. Sigui H la interseccid de tots els entorns de 0 de G. Llavors:
1. H és un subgrup de G.
2. H és ladheréncia del zero, és dir H = {0}.
3. G/H amb la topologia quocient és Hausdorff.

4. G és Hausdorff si i només si H={0}.

117



118 Completacions i limits projectius

Demostracio. 1. si U entorn, —U també (del fet que aplicacié invers és
continua), per tant si € Nentorns del 0 = H tenim —z € H. Igualment
donats x,y € Hisiz+y ¢ V on V un entorn del zero tenim = 4+ y € V¢
on 0 ¢ V¢ pero Pantiimatge de V' per lapliacié continua suma és Uy x Us
amb Uy, Us entorn oberts de 0, i en particular z € U; i y € Us, arriban a
contradiccié que z +y ¢ V.

2. er@x—UentorndeO@xem

3. De ser H tancat i T, continua, les classes laterals g + H sén tancats de G
per g € G, per tant en la topologia quocient de G/H (del morfisme proj :
G — G/H), els punts de G/H sén tancats. [ Perd si [z1],[z2] € G/H
tenim que x; + U, zo + U sén oberts de z1, x5 respectivament on U C V
on V entorn del zero, per tant [z;] = proj(x; + U) sén oberts en G/H,
per tant G/H Hausdorft.

4. Si H = {0} = {0} tenim G és Hausdorff per 'apartat anterior. Ara si G
Haussdorf, llavors H ha de ser trivial ja que si z € H i 0 € H no entorns

que els pogués separar.
O

Ara observem donat G un grup topologic amb un sistema fona-
mental d’entorns al voltant del zero, podem definir successions de
Cauchy en G via {(z,),} amb z,, € G on VU entorn del zero In(U) € N
complint que z,, — z,, € U Vn,m > n(U). Per tant podem definir el
completat G de G com hem fet en el capitol 2 via C(G) successions de
Cauchy en GG modul I’ideal de les successions convegents a zero, és dir
via la relacié d’equivaléncia:

(xn)n ~ (yn)n & Tp — Yn —"0 en G,

traslladant 1’operacié aditiva de G en G via [(Zn)n] +[(Yn)n] = [(@n+yn)n]
i podem dotar G de grup topologic via els entorns U de G on z =
[(zn)n] € U on U entorn de G si In, on z,, € U Vn > n,. Tenim un
morfisme de grups abelians natural i continu

¢:G—>é

= [(2)n]

que s’aplica a la successié constant z. Observeu que ker(¢) = NU on
U recorre els entorns del zero. On tenim,

Lema B.0.3. Donat G un grup abelia topologic i N = NU respecte tots els
entorns del zero. Llavors:
¢: G — G és injectiu si i només si G és Hausdorff.

Es pot demostrar el segiient resultat,

1On recordem Lema 2.7 del llibre Kosniowski d’un primer curs en Topologia Algebraica:
z €Y & U obert amb
zeU UNY #£0.

2Recordem del curs de topologia, o consulteu Kosniowski, que un espai X és T} si i només
si tot punt de X és tancat. Recordem també que Hausdorff és la propietat T» i sempre la
propietat Th implica T7.
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Lema B.0.4. Donat f : G — G' i g: G — G” morfismes continus de grups
abelians topologics. Llavors és té morfismes de grups naturals i continus f :
G—=G ig§g:G — G" complint go f =go f.

Definicié B.0.5. Diem (G,+) és complet si ¢ : G — G és una bijeccid.

Observacié B.0.6. Aquesta definicid coincideiz per K cos amb (K,+) com a
grup abelia quan afirmem que K és complet. Realment si ¢ és una bijeccio, és
té que és un homeomorfisme.

Observacié B.0.7. Es pot demostrar que G és sempre complet, és dir que

¢ : G — G és sempre una bijeccid (realment isomorfisme de grups que és home-
morfisme).

Ens interessa per (G,+) un grup abelid topologic el segiient cas,
considera
G=Gy2G12...2G, 20 (B.1)

amb G; subgrups de G, on U C G és un entorn del zero de G si i només
si conté algin G,,.

Observacié B.0.8. En [’anterior situacié els G,, son oberts i tancats en la
topologia de G:

- si g € Gy, tenim g + G,, entorn de g i com g+ G, C G, tenim G, €és obert;
-tenim que Upga, (h + Gp) €és obert i coincideiz amb G \ G, per tant G és
tancat.

En la situacié que els entorns sén via subgrups com en ’expressi6
, el grup G és equivalent a la segiient formulacié con a conjunt:
(zp)n € G, per cada n tenim que [zm] € G/G,, és constant per m > n(G,,),
escrivim &, € G/G,, aquest valor. Per definici6 i construccié obtenim

7" = projeccié : G/Gny1 — G /Gy

fn—i—l — gn

Lema B.0.9. Un grup (G,+) abelia topologic amb una filtracié d’entorns del

zero per subgroups G, llavors hi ha un isomorfisme de grups entre G i limG/Gy,
n

el limit projectiu de G /G, via 7"+ E"I

Demostracio. Demostrem tan sols la bijeccié com a conjunts. Per aixo sol falta
demostrar que donat (&,), € limG/G,, construir una successié de Cauchy en G.

n
Prenem z,, € G qualsevol element complint [z,] = &, € G/G,, on Xp41 — zy €
G, 1 facilment es comprova que (x,), és una successié de Cauchy de G. Es
una comprovacié que aquesta bijeccié manté I'operacié de grups abelians.  [J

Donat un domini commutatiu A i a un ideal de A observem que
a” A defineix una filtracié amb la suma, i en particular dota a 1’anell
A d’una topologia anomenada topologia a-adica.

Escrivim per A® la completacié a-adica de A (com a grup topologic
amb la suma) i és facil demostrar que té estructura d’anell, de ser A
un anell.

3 Aquest isomorfisme és de grups topologics (és dir és també un homeomorfisme) si en G /G,
hi possem la topologia quocient i en el limit projectiu la topologia induida de la topologia
producte en [, G/Gnp
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Corol-lari B.0.10. Sigui A un anell de valoracié discreta donada per una val-
oracid v : K := Quot(A) — Z U {oo}, i escrivim (w) = p ideal mazimal de A
on v(m) = 1. Llavors la filtracid

ADpDp’D...

defineix la topologia p-adica en A que coincideiz amb la donada pel valor absolut
[l @ a més

AP = A= {z e K|z|s < 1}.

Demostracid. Fixem-nos que v~ (nN) = p™ i per tant la topologia de la filtracié
coincideix amb la donada pel valor absolut. Ambdues completacions Ai Av
coincideixen amb el mateix limit projectiu, i per tant coincideixen les successions
de Cauchy a partir d’elements de A modul equivaléncia. O
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