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1 Introduccio

L’anell de polinomis F,[77] té propietats aritmetiques molt semblants a Z: és
un domini euclidia, hi ha una quantitat finita d’unitats, el conjunt de primers
és infinit, ’anell de classes de residus respecte de qualsevol ideal diferent de
zero és finit, etc. Aixo fa que molts resultats de teoria de nombres classica
tinguin el seu reflex en teoremes a F,[T']. S’anomena aritmetica de cossos de
funcions en un variable sobre cossos finits a 1’area de les matematiques que
estudia F,[T] en la linia de la teoria de nombres (o aritmetica de cossos de
nombres) a Z.

Des que Euler i Riemann van comencar a treballar-hi als segles XVIII i
XIX, la funci6 zeta de Riemann, que es denota per ( i que es defineix com

SOED SESE Ot

n=1

sempre ha sigut un tema d’estudi central en la teoria de nombres. En teoria
analitica, la distribucio de les seves arrels guarda relacié amb la distribucié
dels primers a Z; la hipotesi de Riemann, que és un dels problemes del
mileni de l'institut Clay, és precisament una conjectura sobre la distribucié
d’aquests zeros. En teoria algebraica de nimeros, els valors enters ((n),
n € Z, es poden interpretar de forma aritmetica. Per exemple, els valors
enters negatius guarden relacié amb els nimeros de Bernoulli i Kummer va
provar un criteri que involucra la descomposicié en primers del numerador
d’aquests niimeros per a resoldre alguns casos particulars de 'iltim teorema
de Fermat.

Leonard Carlitz (1907-1999) va ser un matematic america que va dedicar
part de la seva carrera a treballar en el camp de l'artimetica de cossos de
funcions. Una de les seves contribucions va ser construir i estudiar un analeg
de la funcié zeta de Riemann a F,[7]. En principi, aquesta construccid era
només valida als enters positius. Als anys setanta, David Goss la va extendre
a un conjunt analitic que conté els enters (fins i tot els negatius) i va continuar
la feina comencada per Carlitz. En honor al treball fet per tots dos, avui en
dia aquesta funcié rep el nom de funcié zeta de Carlitz-Goss.

L’objectiu d’aquest treball és presentar la funcié zeta de Carlitz-Goss, fer
una recopilacio de les seves principals propietats demostrades i discutir algun
problema obert.

Comengarem als capitols [3] i [] repassant alguns coneixements previs que
ens calen abans de comencar a treballar amb aquesta funcié. En concret,
dediquem tot el capitol[d]a presentar 'exponencial de Carlitz, que és una altra
de les aportacions de Carlitz a les analogies entre F,[T] i Z; en aquest cas,



es tracta d’una funcié definida de manera que comparteixi certes propietats
amb ’exponencial complexa.

Un cop enunciats aquests coneixements base, passarem a definir la funcié
zeta de Carlitz-Goss al capitol [5] tant als enters com al conjunt analitic
construit per Goss. La segona meitat del capitol estara dedicada a diverses
propietats, algunes molt analogues a les propietats de la funcié (, centrant-
nos sobretot en els valors enters.

Al capitol final discutim dues propietats de la funcié ¢ que encara no
queden reflexades en propietats en el cas de caracteristica p > 0: 1’equacié
funcional i les congruencies de Kummer. En el primer cas, analitzem un
article de Goss en que es presenta un candidat a relacionar els valors de la
funcioé zeta de Carlitz-Goss igual que ho fa ’equacié funcional per a . En el
segon, presentem uns petits calculs que podrien ser un indici d’algun resultat
tipus congruencies de Kummer.



2 Notacions

Presentem les notacions basiques que farem servir al llarg del treball:
denota sempre un nombre enter positiu, £k > 0
denota sempre un nombre enter
denota sempre un primer de Z fixat

k
n
p
g=7p' denota sempre una poteéncia positiva fixada de p
A anell F[T] de polinomis en la variable 7" i amb coeficients a F,
deg(a) grau del polinomi en 7', per a € A
At conjunt de polinomis monics d’A
A(d) conjunt de polinomis de grau estrictament menor que d
A(d)™ conjunt de polinomis monics de grau estrictament menor que d

T
A% conjunt de polinomis monics de grau exactament d
K cos de fraccions d’A; és a dir, el cos F,(T) de fraccions
de polinomis en la variable 7" i coeficients a [,
Vs valoracié en 1/T sobre K
| - | valor absolut associat a vug, |T]ee = ¢~ =
K. completacié de K respecte el valor absolut | - |
K. clausura algebraica fixada de K
Cs completacié de K, respecte el valor absolut | - |o
Z,, anell d’enters p-adics
v, valoraci6 p-adica sobre
|, valor absolut p-adic associat a v,, |z|, = p~*®
l,(k) suma de les xifres de k en base ¢
S = Ci X7

)= 2azo (ZaeA:{ m”)
a) = al~9% perac A
a* = 982 (a)’ pera€ Aiz=(r,y) € Sx
W)= Yot (Lueas (@)77), (@.9) € S
II(k) factorial de Carlitz
BC;  k-éssim nombre de Bernoulli-Carlitz

Sd(k> = ZaeAj a
Salh) = Yoens (@
) = Zdzo x (ZaeAj ak) = Zdzo x_de(k;)






3 Preliminars

3.1 Valoracions

Definicié 3.1. Sigui F' un cos. Una valoracié6 amb valors reals és una apli-
cacié v de F' a RU {+o0} tal que

1. v(z) = +o0 si i només si z = 0.
2. ’U(l’ : y) = U(l’) + U(y)7 vxay €F,
3. vz +y) > minfo(z), o(y)}, Yo,y € F.

Hem de pensar 400 com un element que compleix:

400 + (+00) = Ho0,
r+ (+o00) = oo,
400 > r, VrelR

i, d’aquesta manera, les propietats de valoracié i de +oo seran compatibles.

Es facil deduir que, per a tot x,y € F, y # 0, les valoracions compleixen
les seglients propietats:

(i) v(1) =0
(i) v(1/y) = —v(y)
(iii) v(z") =n-v(zx), Yn€Z

(iv) v(z/y) = v(z) — v(y)
Exemple 3.2. En qualsevol cos, podem definir una valoracié com v(x) =0

per a tot  # 01 v(0) = +o0; s’anomena valoraci6 trivial i és clar que
compleix les tres propietats de la definicio.

Exemple 3.3. Considerem F' = Q. Fixant un primer p, cada x € Q* =
Q \ {0} es pot escriure univocament com = = p"y, on n € Z i y és un
racional amb numerador i denominador coprimers amb p. Aleshores, definim
vp(z) = nperx € Q" 1v,(0) = +o0; es facil comprovar que v,, que s’anomena
valoracié p-adica, compleix les tres propietats.

Exemple 3.4. En aquest cas, K = F,(T) és el cos de fraccions de polinomis
amb coeficients al cos finit de ¢ = p' elements (on p és un primer i [ un
natural fixats). Donat f/g € F,(T) amb f,g € F,[T], (f,9) = 11g # 0,

definim veo(f/g) = —(deg(f) — deg(g)) si f/g # 01 vs(0) = +o00.
A partir del capitol , sempre treballarem a F,(7) amb la valoracié vee.



3.2 Valors absoluts

Definicié 3.5. Sigui F' un cos qualsevol. Un valor absolut en F' és una
aplicaci6 |- | : F' — R tal que, per a tot z,y € F, tenim:

L. |z| >0
2. || =0siinoméssiz=0
3. |yl = |z[ - [yl

4. Desigualtat triangular: |z + y| < |z| + |y

Si en comptes de 4, es satisfa la propietat
4’. Desigualtat ultrametrica: |x + y| < max{|z|, |y|}

parlem d’un valor absolut no arquimedia o ultrametric; en cas contrari, el
valor absolut s’anomena arquimedia o no ultrametric. Com que la propietat
4’ implica la 4, tot valor absolut no arquimedia és en particular arquimedia.

Una manera de diferenciar valors absoluts arquimedians i no arquimedians
és la segiient:

Lema 3.6. El valor absolut d’un cos és no arquimedia si i només si el conjunt
k
format pels valors absoluts |k| = |1 + o + 1], k € N, és fitat.

Observem que tot valor absolut | | d'un cos F' ens permet definir una
distancia d(z,y) := |y — z| i, per tant, F esta dotat de la topologia associada
a aquesta metrica. Aixi, podem definir els conceptes de successié convergent
i de successié de Cauchy de la manera habitual i provar que tota successio
convergent és de Cauchy. El reciproc, en canvi, no sera en general cert;
els cossos amb valor absolut que compleixin que tota successié de Cauchy
és convergent s’anomenaran cossos complets. En la segiient seccid, veurem
que sempre és possible extendre un cos amb valor absolut a un cos complet
respecte la topologia donada per aquest valor absolut.

Finalment, enllagant amb la seccié anterior, a partir d’'una valoracio a
valors reals, podem obtenir un valor absolut no arquimedia.

Lema 3.7. Sigui F un cos iv: F — RU{+o00} una valoracié de F'. Llavors,
per a qualsevol nimero real ¢ > 1, Uaplicacid | - |, : F — RT definida per
2|, == 7@ és un valor absolut no arquimedia.



Demostracio. S’han d’utilitzar les tres propietats de les valoracions. Es clar
que | - |, és definit positiu. A més,

2y, = V(@Y — @) toly) — —u(@) —uly) — Z]y - |Ylo.

Finalment, també satisfa la propietat ultrametrica:
Iz + yly = oY) < pmmin{u@)e@)} max{c*”(x),c*”(y)} = max{|z|,, [y|,}.
m

Observacié 3.8. A partir dels dos exemples de la seccié anterior, podem
construir valors absoluts a Q i a Fy(T"). A més, es pot demostrar que els
valors absoluts asssociats a una mateixa valoracié pero amb diferents c¢’s
defineixen la mateixa topologia. Per tant, per als proposits d’aquest treball,
sera indiferent triar una c o una altra.

Per a la valoracié p-adica de Q del primer exemple de la seccié anterior,
agafem ¢ = p; el valor absolut |z|, := p~*() s’anomena valor absolut p-adic
normalitzat.

Per a la valoracid v,, del segon exemple, triem ¢ = ¢ i, aleshores, el

valor absolut que utilitzarem serd |z|o := ¢~*~@). D’aquesta manera, per
T +1
exemple, |T|s = q i =¢*>3=q L
p||oho3+TLq q

3.3 Completacions

Com ja hem dit, un cos complet és aquell en que totes les successions de
Cauchy sén convergents. L’exemple tipic de cos complet és el conjunt dels
nombres reals. En la seva construccio, partim del nombres enters i definim
els nombres racionals a través de classes d’equivalencia. Un cop fet aixo,
hi ha diverses alternatives; una d’elles, presentada per Cantor 'any 1872, és
utilitzar series de Cauchy a Q per obtenir R. Aquest argument té 'avantatge
que es pot generalitzar per obtenir cossos complets a partir de qualsevol cos
dotat de valor absolut.

El principal resultat d’aquesta seccié ve enunciat en el segiient teorema.

Teorema 3.9. Sigui F' un cos dotat d’un valor absolut | |p. Eristeiz un cos
F i un valor absolut | | en F tals que:

(i) F és un cos complet pel valor absolut | |.
(ii) F conté F com a subcos i, per a tot x € F, |z| = |z|p.

(iii) F és dens en F.



(iv) Si (77\1,| 1) ¢ (E,] l2) son dos cossos que satisfan (i), (i) i@ (i),
aleshores existeir un unic isomorfisme de cossos ¢ : ﬁ — E que €s la
identitat sobre F' 1 que és compatible amb [’estructura d’espai meétric,
és a dir, tal que |p(x)|y = |x|1.

Presentem ara les idees basiques per demostrar els apartats (i) i (it).
Considerem l'anell C'(F") de les successions de Cauchy d’elements de F'; I'ideal
Iy(F) format per les successions que tenen limit zero és un ideal maximal
d’aquest anell i podem identificar F' amb un subcés de C(F) enviant cada
element x € F a la successié constant de valor x. L’anell quocient F o=
C(F)/Io(F) és, doncs, un cos que conté de manera natural F' com a subcés.

Si{an}n i {bn}n son dos elements de C'(F') que difereixen en un element
de Io(F), aleshores els limits lim |a,|r 1 lim|b,|F existeixen i coincideixen
a R, de manera que podem definir un valor absolut en F per la férmula
{an}n| := lim |a,|F. Aixd defineix un valor absolut en F' que estén el de F'
i que satisfa les propietats requerides. Els detalls que falten i la demostracié
de (7i7) i (iv) es poden consultar a [2, teorema 1.1.4].

Definicié 3.10. Una parella (ﬁ .| ) que satisfa les condicions de la proposici6
anterior s’anomena una completacié de (F,| |r). Acabem de veure que és
unica llevat d’un unic isomorfisme de cossos que respecta el valor absolut; és
a dir, llevat d’una isometria de cossos.

Exemple 3.11. Agafant F' = Q amb el valor absolut p-adic | |,, la com-
pletacio és el que s’anomena el cos de nombres p-adics

@:Qp:{Zaipi ca; €{0,1,...,p—1}, k:EZ}.
i=k

Aquest cos conté un subanell Z,, topologic amb | |,, anomenat anell
d’enters p-adics, que sera molt important a la part final d’aquest treball:

Zy:= {Zaipi: aie{O,l,...,p—l}}.

1=0

Aqui només enunciem algunes propietats que farem servir; per a un estudi
més detallat, veieu [8]. Sabem que tot enter positiu m es pot escriure en base
pcom m = Zf\io mgp',on M >0im; € {0,1,...,p—1}. D’aquesta manera,
els enters positius estan continguts dins de Z, i, per aixo, a I'expressié de m
en base p també se I’anomena expansio p-adica de m, i als m;, xifres p-adiques
de m. Com que Z, és un anell, també inclou els enters negatius. Per trobar
I'expansié p-adica de —m, agafem j > 0 de manera que p/ —m sigui positiu;



pel que hem fet abans, p/ — m tindra expansié p-adica p’ —m = S27_) mup'.

Aleshores,
j-1

= () = = Y map (= D+ (p = D (p = D
i=0

jaque —1=(p—-1)+(p—-1p+(p—1)p*+-- aZ, Aixd caracteritza els
enters com els elements de Z,, que a partir d'un moment tenen totes les xifres
iguals a 0 o iguals a p — 1. D’altra banda, si ¢ = p' és una poténcia positiva
de p, cada element de Z, té una expressio en xifres en base ¢ unint termes:

ao + arp + agp® + -+ = (ap +ap +--- +aap' ) +
(a4 aap+ -+ agaphpt +
+(ay +agpap+ - Fagap )P+ =
=ap+ajqg+ abg* + - -

onaj€{0,1,...,q—1}.
Finalment, N U {0} 1 Z s6n subconjunts densos de Z, i, per tant, les
aplicacions Z — Z es poden extendre a aplicacions Z, — Z,.

Exemple 3.12. En el cas K = F (T amb el valor absolut | |, la com-
pletacid és el conjunt de series de Laurent sobre F, en la variable 1/T

~ 1 = :

1=—00

De moment, ja disposem d’una eina per a construir cossos complets i
I’hem aplicat al nostre exemple base per a construir un cos K., a partir de
F,(T) amb propietats semblants a R. Ara, ens agradaria disposar d'un cos
amb propietats analogues a C; és a dir, un cos complet i algebraicament
tancat.

K, és complet, pero no algebraicament tancat. D’altra banda, si con-
siderem una clausura algebraica K., de K., el problema és que, en el cas
no arquimedia, pot ser que la clausura algebraica d’un cos complet no sigui
completa. Per solucionar-ho, considerem la completacié de K. Aquest nou
cos sera complet; pero, sera algebraicament tancat? La segiient proposicio
dona una resposta afirmativa.

Proposicié 3.13. Sigui F un cos complet amb valoracié v. Sigui F una
clausura algebraica firada de F' juntament amb l’extensio canonica dev. Sigui
F la seva completacio respecte del valor absolut associat a v (veieu el lema

. Aleshores, F és algebraicament tancat.



Observaci6 3.14. Si L/F és una extensié algebraica i F' és un cos complet
respecte d’'una valoracié v, hi ha una valoracié 7 en L tal que o(z) = v(x) per
a tot x € F, que és unica llevat d’isomorfisme. Aquesta valoracié s’anomena
extensié canonica de v. Per a la seva construccié, podeu consultar el llibre
[3, pagina 36].

Demostracio. Sigui P(x) = Z;l:o p;jx’ € Flz] amb p; = 1 1 hem de veure

que P té una arrel a F. Sigui L una extensié de F' que conté una arrel o de
P, i dotem L de valoracié mitjancant 'extensié de v.
Donat m € N, triem Pi(z) = Z;l:()ﬁ}xj € Flz] de manera que m <

min{v(p; —p;)} (F és dens sobre F, veieu el teorema . Tenim que P () =
j
d ~ .
Pi(0) = Pla) = Y o(f; — py)ev
Com que F és algebraicament tancat, el conjunt d’arrels {ay, ..., a4} de

Py és a F, de manera que Py(z) = [[(z — ;). En conclusié, [[(a — ;) =

Pi(a) =>2(pj —pj)o?.
Sigui &, = min{v(a’)} = min{j - v(«)}; llavors

>ovla—ay) = v ([J@=a)) =v (3G —p)e’) =
> min{v((7; — pj)o’)} = min{u(F; — p;) +v(a))} > m + .

En particular, per algun j,,, tenim que v(a — a;,,) > (m +&,)/d. Amb

aquests «;,,, podem construir una successié de Cauchy a F' convergent a .
Aixo implica que o € F. O]

Per tant, disposem d’un cos algebraicament tancat i complet respecte la
topologia de | |« en F,(7) (recordeu la definicié del valor absolut | |, a

l'observacié .

Per fixar notacions, els espais on treballem a partir d’ara seran:

A :=F,[T],
AT := polinomis monics d’A,
K :=TF,(T),

K, := completacié de K respecte la valoracié v,

K. := clausura algebraica fixada de K,

Co := completacié de K.

I no hem de perdre mai de vista la segiient analogia: si pensem A com Z

i K com Q, A" s’hauria d’interpretar com N, K, com R i C,, com C.
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3.4 Analisi no arquimediana

Quan treballem amb resultats d’analisi real, usem fortament el fet de tenir un
valor absolut. S’anomena analisi no arquimediana a I’analisi (convergencia de
successions, convergencia de seéries, derivacid, etc) que es fa a partir d'un cos
dotat d’un valor absolut no arquimedia. Sabem que aquests valors absoluts
satisfan totes les propietats d’un valor absolut arquimedia; per tant, alguns
dels resultats seran iguals al cas classic. Pero, usant la propietat ultrametrica,
que és més restrictiva que la desigualtat triangular, podem demostrar algun
resultat forca diferent al cas real.

En aquesta seccid, només presentem uns quants resultats que ens seran
d’ajuda per entendre els capitols posteriors. Hem de pensar sempre que
estem en un cos F' complet respecte d’un valor absolut no arquimedia i no
hem de perdre mai de vista el cas K, i C,, en que estem interessats.

Proposicié 3.15. En analisi no arquimedia, la condicio per ser successio de
Cauchy només s’ha de comprovar per a termes consecutius; €s a dir, (a;)j>o
és una successio de Cauchy si i només si d(a;,aj+1) — 0.

Demostracio. La implicacio que parteix de la hipotesi que la successié és de
Cauchy és evident. D’altra banda, si d(a;j,a;41) < € per a tot j > N, també
tenim d(a;, ajim) < Jnax d(ajti,aj441) <eperatot j>Nim>0. [O

Sigui 0 a; una serie amb coeficients a F'. Definim convergencia de
la serie igual que en la teoria classica (és a dir, com a convergencia de la
successié de sumes parcials).

Proposicié 3.16. Sigui F' un cos complet respecte d’un wvalor absolut no

. Y . [e'e) . .
arquimedia. La série ijo a;, amb a; € F', convergeix a un element de F' si
i només si lim a; = 0.

Jj——+oo

Demostracio. La implicacié cap a la dreta es fa igual que en analisi arquime-
dia. Per a l’altra, si Sy, = Zj<k a; és la successié de sumes parcials, aleshores
Ski1 — Sk = ax — 0 per hipotesi; pero, per la proposici6 [3.15] aixo implica
que (Sk)x és de Cauchy i tenim que (Sg)x és convergent perque estem en un
cos complet. O

Observacid 3.17. Pensat en termes de valoracions, I’anterior proposicio ens
diu la seérie és convergent si i només si v(a;) — +oo ja que |a;| = ¢7@%) — 0.

Ara, enunciem un resultat sobre reordenacié de series que no demostra-
rem. Recordem que, en el cas real, si reordenem una serie absolutament
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convergent, no alterem el seu valor, pero aixo no succeeix amb series conver-
gents condicionalment (de fet, amb una reordenacié adequada, podem obtenir
qualsevol numero real com a limit d’una d’aquestes series). En analisi no ar-
quimediana, qualsevol serie convergent es pot reordenar sense alterar el seu
valor.

Proposicié 3.18. Sigui F' un cos complet respecte d’un valor absolut no
arquimedia. Sigui (a;);en una successid a F. Suposem que a; — 0, de manera
que Y a; convergeix i sigui S la seva suma. Llavors,

(a) Per a tota bijeccido o : N — N, tenim S =) ,- | o).
(b) Per a qualsevol particio N =| |, I;, tenim que S =3 _; (Zidj ai).

Per a una demostracié, podeu consultar [8, p.74].

Per acabar, enunciem un resultat sobre series de potencies.

Definicié 3.19. En un cos complet F' no arquimedia, una serie de potencies
serd una funcié del tipus f(z) = >0 a;z", on a; € F per a tot i. Direm que

[ és entera si la série Y ;- a;x" convergeix per a tot x € F.

Per aquest tipus de funcions, hi ha un resultat semblant al teorema de
factoritzacié de Weierstrass en analisi complexa que diu que tota funcié entera
es pot representar per un producte que involucra els seus zeros.

Teorema 3.20. Sigui I un cos complet no arquimedia i algebraicament tan-
cat. Sigui f(x) una funcid entera i sigui {\1, Ag,... N\, ...} el conjunt de les
seves arrels no nules a F. Aleshores,

f(z) = cx" H(l - )\%), on n = min{i : a; # 0},

per un cert ¢ € F. Reciprocament, donats ¢ € F, n > 0 enter i {\}; un
conjunt d’elements no nuls de F', el producte anterior defineix una funcio
entera.
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4 L’exponencial de Carlitz

Carlitz, al voltant de I'any 1930, busca un analeg a IF,[T] de I'exponencial

1

complexa exp(z) = Z % Aquesta funcid, anomenada exponencial de Car-
i=0

litz, havia de complir una propietat analoga a exp(nz) = (exp(x))™ per a tot

n € 2.

L’exponencial complexa juga un paper molt important en algunes propi-
etats de la funcié zeta de Riemann; per exemple, els valors als parells i
als enters negatius de ( s’expressen mitjancant els coeficients de la serie de
potencies de ¢/(exp(t) — 1) (consulteu la introduccié de la seccié [5.2)). De
la mateixa manera, ’exponencial de Carlitz sera important en certes propi-
etats de 'analeg de la funci6 zeta de Riemann a F,[T]. Per aixo, abans de
comencar a treballar amb aquesta funcio zeta, presentem de forma abreviada
la construccié de 'exponencial de Carlitz.

Primer de tot, definim tres elements de F,[T’] que juguen un paper molt
important en l'aritmetica de F, [T i que aniran apareixent al llarg del treball.

Definici6 4.1. Denotem:

(1) [i]:==T% =T € A peri>0.
(2) Lo =1,
[{][i — 1] -+ [1] = [I,_,(T% — T) per i > 0.

L,
= [i)[i — ]2+ [1)7" = [[[Zo(T" — T) per i > 0.

Lq
Li .
(3) DO .
Dz’ .
Notem que deg[i] = ¢, deg L; = gL=t i degD; = i-q' i que les seves

q—1
valoracions sén aquests numeros pero en negatlu.

Carlitz va utilitzar D; com si fés el factorial que apareix en exp(x) =
i
X . . N N
Z — per definir la seva exponencial en forma de serie de potencies.
2!
i=0

Lema 4.2. La série de poténcies

imqj—1+ LA il +
~D;  Ti-T (T -T)(T7 -T)

convergeiz a un element de Cy, per a tot x € C,.
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Demostracio.

D.

e . ) .
Vso (—) = V0 (27) = Voo (D) = ¢’ - Voo (1) + deg Dj = ¢’ - (veo(2) + )
J

tendeix a +00 quan j — 400, per a qualsevol x. O

Definicié 4.3. L’exponencial de Carlitz, que denotem per ec per no confon-
dre-la amb I'exponencial complexa, es defineix com

ec(z) = Z

j=0 "7

¢’

| 8

S

per a tot © € C,. Pel lema anterior, ec esta ben definida i és una funcié
entera Co, — C.

Dedicarem el que queda de capitol a trobar una altra expressié de ec
com a producte infinit que ens caldra més endavant. Aquesta expressi6é ve
garantida pel teorema [3.20]

Comencem definint el que d’alguna manera seran els productes parcials
de I'exponencial de Carlitz. Abans de comencar, expliquem la notacié que
fem servir: per a d > 0, denotem A(d) = {a € A | deg(a) < d}; és a dir,
A(d) és el F-espai vectorial de dimensié d format per tots els polinomis de
grau menor estrictament que d. Clarament, A(0) = {0} i A = {5, A(d).
Quan calgui, també escriurem A*(d) pel conjunt de polinomis monics de
grau menor estrictament que d.

Definicié 4.4. Definim ey(x) := x i, per d > 0, eg(x) := H (x —a) =

acA(d)
I] @+a)

a€A(d)

A partir del nimeros [i], D; i L; i fent tot un seguit de calculs que no fem
explicitament (hi ha dues demostracions a [3, seccié 3.1]), podem donar la
seglient expressié dels coeficients en x de e4(x)

d

. Dy
calw) =Y (1) a2t ——.
i=0 DiLgﬂ'

Ara, volem passar aquesta igualtat al limit quan d tendeix a infinit per
obtenir a una banda la serie de potencies de e i a I’altra, 'expressié en forma
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de producte. A fi d’obtenir un producte infinit convergent, cal normalitzar,
dividint pel coeficient en = de e4(x):

D
[T o=C1n'—
Ly
acA(d)\{0}
Fent aixo, obtenim

d

v I (e =Y e

a A\ {0} = Lia D

qi

Denotant f3; := [1] 1 i & := §;/L;, podem reescriure 'expressié anterior

com
d

1 i i Iqi
T (1+x/a) = £_Z(_1) 51-53_1.3.
acA(d)\{0} 4i=o i

Lema 4.5. Es compleix:
d—1 j
1oga =TI (1= 52)-

2. & =limy o &g = H;‘il ( - %) convergeir a K.

3. Per a tot x € Cy, Z;’io(—l)iﬁifgi% convergeir a Cy.

4- xHaeA\{O} 1+3)= gi Zio(_l)iﬁigfi%

La demostracié d’aquests quatre apartats es pot consultar a [3], seccid
3.2].

Amb aquest lema, ja podem demostrar el resultat que era l'objectiu
d’aquest capitol.

Teorema 4.6. Sigui & == N, € Ko, on X\ és un element de K tal que
ANh= 1] =T -T1.

Per a tot x € Cy, tenim que ec(z) = x H (1 - —) :



i que, per 'apartat 4 del lema anterior,

T 1 & - s
1 —) — =3 (—iger
o I (1+2 Dy
acA\{0} =0
Ara, amb les \ i & de ’enunciat, podem escriure

7 qi71

Bi= [ = (~A) T = (- = (1)

-1 .
La igualtat (—1)1 = (—1)' és clara en caracterfstica p = 2 perque tot és

i_q i
igual a 1. Quan p > 2, hem de pensar que (_1>qu = (=1)7 ottt que
hi ha 7 termes en la suma de I'exponent i que ¢ ¢és senar.

Multiplicant per £4'~*

e

Aixi, .
T\ NS 1
x H (1 + &) = qu D Eec(é‘x)
acA\{0} i=0
Canviant £x per z, obtenim la igualtat del teorema. O
Observacié 4.7. 1. Aquest teorema afirma que ec(z) — ec(0) = ec(x)

sanul-la a {A. Recordem que, a C, exp(z) — exp(0) = exp(z) — 1
s’anul-la a 2miZ. De fet, es pot provar que, igual que 27i sobre Q, &
és transcendent sobre K (aix0 es va demostrar per primer cop a [13]).
Consulteu el teorema per a més analogies entre & i 277

2. La propietat analoga a exp(nz) = (exp(z))" que comentavem en co-
mengar el capitol és ec(ax) = Cy(ec(z)) per a tot a € A, on C, és el
que s’anomena modul de Carlitz. Els detalls es poden consultar a la
secci6 3.3 de [3].

16



5 Funcio zeta de Carlitz-Goss

Al segle XVIII, Euler estudiava les series
= 1
E —-, per a k > 0 enter,
n
n=1

que actualment pensem com els valors enters ((k) de la funcié zeta de Rie-
mann. Entre altres coses, Euler va aconseguir expressar aquesta suma en
forma de producte infinit i va trobar una expressié per als enters positius
parells. A més, malgrat que la serie Y-, n* és divergent, Euler otorgava un
valor a ((—k), encara que utilitzava algun argument no gaire justificat. Rie-
mann ho va formalitzar mitjancant analisi complex: a través de I’exponencial
complexa n® = e*°8(" va veure que ((s) = Yo7, n~* esta ben definida a
tot el semipla complex R(s) > 1 i va demostrar que hi ha una prolongacié
analitica de ( a tot C; és a dir, una funcié meromorfa amb un pol simple
a s = 1 que coincideix amb > 7 n~° al semipla R(s) > 1. Amb aques-
ta prolongacié, Riemann doéna un sentit formal a ( per a qualsevol enter.
Curiosament, els calculs d’Euler, malgrat no estar del tot ben justificats,
trobaven correctament el valor de ((—k) segons la formalitzacié de Riemann.

En aquesta seccid, ens proposem definir la funcié zeta de Carlitz-Goss,
una analogia de ¢ sobre F,[T]. Si per definir { comencem sumant inversos
de potencies de tots els enters positius (és a dir, de tots els generadors dels
ideals no nuls de Z, triant-los tots positius), ara el sumatori sera d’inversos
de potencies de tots els polinomis monics de F,[T] (és a dir, de tots els
generadors dels ideals no nuls de F,[7T7], triant-los tots monics).

5.1 Definicid

Per a tot k enter estrictament positiu, la serie E —- €s convergent perque
a

Voo (1/a%) = =k - vy (a) = k - deg(a)

tendeix a +oo quan deg(a) tendeix a infinit. Per tant, 1/a* — 0, que equival
a ser convergent (veieu l'observaci6 [3.17)). Aixo justifica la segiient definicié.

Definicié 5.1. La funcié zeta de Carlitz-Goss per F [T, que denotarem per
(g, es defineix als enters positius com

G =3
acAt

per a tot £ > 0 enter.
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Igual que per a la funcié (, tenim el resultat analeg al d’Euler que ens
permet escriure la serie com un producte.

Proposicié 5.2. Si k és un enter positiu,

Gy =TJa-rM"

f

on el producte es fa respecte tots els f primers monics d’A.

La demostracié només és una adaptacié de la del cas classic, i aquesta
ultima es pot consultar a [7, pagina 419].

David Goss, cap a ’any 1970, va aprofitar que, per a tot k£ enter no negatiu,
Y ae A+, deg(a)=d a® s’anul-la per a d prou gran (ho demostrarem al corol-lari
per definir una funcié a tots els enters que als positius coincideix amb
la definici6 de ¢, que acabem de fer.

Definicié 5.3. La funcié zeta de Carlitz-Goss per a F,[T] es defineix als

enters com
1
Cq(n) = Z s

d>0 aEAjl'

per a tot n enter, on A} := {a € AT | deg(a) = d}.

n

Com ja hem dit, si n és un enter negatiu, ZQGA; a~" és igual a zero a

partir d'un d prou gran; aixi, el sumatori ) . <ZaeAd+ cf") té una quanti-
tat finita de termes. Per tant, 'anterior definicio té sentit per a n negatiu o
zero i el seu valor és un element d’A.

" . 1
Quan £ és un enter positiu, com que la serie E — és convergent, per la
a

acAt
proposicio [3.18, podem reordenar-la sense modificar el seu valor. Si ordenem

els termes segons el seu grau, tenim que

ST DI

acAt d>0 aGA(}L

coincidint aixi aquesta nova defincié amb la que ja haviem fet als enters
positius.

Per provar el corol-lari i veure que (,(—k) esta ben definit per £ > 0,
hem de demostrar un teorema previ. Abans d’aixo, definim [, (k) com la suma
de les xifres en base ¢ de k; és a dir, si k = Zi\io kiq', Navors 1, (k) = Zi\io k.
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Teorema 5.4. Sigui k un enter, k > 0. Sigui W un F,-espai vectorial de
dimensid d dins d’un cos F sobre F, i agafem un f € F'\ W. Llavors, si

d> lq(k)/(q - 1)7 Zwew(f + w)k = 0.

Demostracio. Ho fem en tres passos, provant que la suma .. (f + w)*
s’anul-la quan d > k, quan d > [, (k) i quan d > [,(k)/(q — 1); és a dir,
millorant la cota en cada pas. Ho separem d’aquesta manera perque el pro-
cediment és anar expandint el producte (f+w)* i fent-ho pas a pas s’entendra
millor.

Per comengar, sigui wy, . . ., wy una F,-base de W. Aleshores, (f +w)* =
(f+Nwy+-- -+)\dwd)k per certs \; € IF,. Fent servir el teorema multinomial,

Z(f+w)k: Z (f—f-)\lwl—f-'---f-)\dwd)k:

weWw Ay A€

= (g
10y .4,2q

AlyeosAg€Fg do4Fig=k

Per tant, la suma esta formada per multiples de )\’f e )\ff. Pero, sid > k,
en cada terme sempre hi ha algun i; igual a zero, perque ¢ + --- + 14 < k.
Per tant, quan apliquem la suma sobre A;, estarem sumant ¢ = p™ vegades
el mateix terme i aixo, en caracteristica p, és zero.

En el segon pas, observem que, en caracteristica p, si I’expressié en base
qdek és k = Zi\io k:q', aleshores (a + b)k = Hi\io(aqt + b9 )k Aplicat al
nostre cas,

M
(f + ) = (f + Mwr + -+ dqwa) = [ + M wf + -+ 2T wf ) =
t=0

M
=TT + Mwd + -+ Aqwd ¥,
t=0

Al producte (f7 +Aw? +- -+ Agw? )*, hi ha termes amb com a maxim una
quantitat k; de lambdes multiplicant i, per tant, al producte (f + w)* hi ha
termes amb com a molt 31" k; = l,(k) lambdes multiplicant. Si d > I,(k),
pel mateix argument d’abans, > - (f + w)* ha de ser zero.

Finalment, si d > l,(k)/(¢ — 1), recordem que >, AN =0sig—1no
divideix 7. Expandint la suma

M
Z H(fqt w4 Aguwd )

Ay Ag€F, =0
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- pel teorema multinomial, estem sumant termes que son multiples de
Al A amb i 4 - - - 4 ig < [y(k), que, per hipotesi, és menor que d(g —1).
Aix0 vol dir que sempre hi ha un 7; no divisible per ¢ — 1 i, quan apliquem
la suma sobre \;, aquest terme s’anul-lara. O

Corol-lari 5.5. Amb la mateiza notacic d’abans, si d > 1, (k)/(q — 1),
aleshores ZGGA:{ a® = 0.

Demostracio. Només cal agafar F' = F,(T'), W = A(d) l'espai vectorial de
polinomis de F,[T] amb grau d — 1 o inferior (que té dimensié d) i f =T €
F\ A(d) i aplicar el teorema anterior: ZaeA'; a* =3 eI +w) =0
quan d > [,(k)/(qg —1). O

Exemple 5.6. Fem ara algun exemple de calcul concret de (,(—k) a partir
del corol-lari [B.5l

En qualsevol F, [T, tenim que (,(0) = 14+p+p*+p*+--- =140+--- =1
perqueé hi ha p polinomis de grau 1, p? de grau 2, etc.

També podem calcular (,(=1) = >~ ZaeA; a): els termes ZaeAj{ a
amb d > 1,(1)/(¢ — 1) = 1/(qg — 1) sén tots nuls. Per tant, (,(—1) = 1 si
q# 2,jaquel > 1/(¢—1). En canvi, quan ¢ = 2, tenim que (3(—1) =
1+ [T+ (T+1)]=0.

Per acabar, calculem (3(—5). L’expansi6 3-adica de 5 és 5 =24 1-3. Per
tant, 13(5)/(3 — 1) = 3/2 i, pel corol-lari anterior, tots els termes ZaeAg a’
per d =2,3,--- > 3/2 sén zero. Aixi,

G(=5) =1+ [T+ (T+1)P°+ (T -1 =1+T°+(T*+ 1)(T* - T + 1)+

TP - 1)(T*+T+1)=1+T-T°

Per acabar, Goss va donar un sentit a (,(z) , on z pertany a un conjunt
analitic que conté els enters, igual que es fa amb ( quan s’estén a tot C.
Pensem en la funcié zeta de Riemann, que es defineix al semipla R(s) > 1
donant un sentit a n®, de manera que n*t% = erloe(Mewloe(n) on |pTty| =
|e?log(m)| i |ewloe(M)| = 1. Nosaltres farem el mateix donant un sentit a a*.

Per a un polinomi monic a, sigui (a) := aT~9%8% és a dir, si a = T +
ag T4+ +a, T +ag, lavors (a) = 1+ag T +---+agT¢ Observem
que sempre tenim que (@) =1 (mod T71) i que v ({a)) = 0.

Definici6 5.7. Definim S, = C; xZ,. Aquest conjunt té estructura de grup
amb l'operaci6 (que denotarem additivament) (x1, y1)+ (22, y2) = (2129, y1+
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y2) 1, a més, és un grup topologic amb la topologia producte. Pensem Z dins
de S, mitjangant I'aplicacié injectiva Z < S, definida per n +— (T, n) per
atot n € Z.

Ss sera l'analeg a C quan elevem polinomis monics a una potencia en
aquest conjunt.

Definicié 5.8. Donat un z = (z,y) € Sy i un polinomi monic a € AT,

definim elevar a a la potencia z com a* = a®¥ = zd€(g)?. El terme
(a)? = Z <3J> ({(a) —1)7 esta ben definit perque (a) = 1 (mod T~') (on (3’),
=0
Y € Zy, és 'extensié a Z, de (’;), keZ).
Observem que |a*| = |798@| i que |(a)” | = 1, semblant al cas
complex.

Observacié 5.9. La definicié de a* com a = T (g) s z98(@) (q)¥ = @7
resulta natural si es consideren els segiients aspectes.

Tot morfisme de 7% = {..., 71, 1,T,7? ...} en C* queda determinat
per la imatge de T'; si aquesta es denota per z, el morfisme és 79°8(®) — gdes(@)

Hi ha molts endomorfismes de les 1-unitats d’A (és a dir, un a € A amb
Vo(@) = 01 ve(l —a) > 0; en concret, (a) és una l-unitat) i un d’ells és
elevar ay € Z,. A més, a'article [6], es demostra que tot endomorfisme entre
l-unitats d’A que és localment analitic és necessariament elevar a y € Z,;
consulteu aquest article per la defincié de localment analitic i pels detalls
especifics.

La segiient proposicié mostra que aquesta definicié d’elevar a la potencia
z presenta propietats semblants al cas complex.

Proposicié 5.10. 1. Siguin a i b dos polinomis monics d’A i z = (x,y) €
Seo. Aleshores, (ab)* = a*b*.

2. Siguin z1, 2y € Ss i a € AT. Aleshores, a*' %2 = a*'aq*

Demostracio. Tenim que deg(ab) = deg(a) 4+ deg(b) i també (ab) = (a) ().
Aixi doncs, (ab)@¥) = gpdeelad) (qp)¥ = gdes(a)Fdes®) (g)V (h)Y = q@v)p@v),
L’apartat 2 es prova de la mateixa manera. O

Definicié 5.11. La funcié zeta de Carlitz-Goss a F [T es defineix com

Cq(z) = Z a % = Z a(w—ly—y) — Z l,—dega <a>—y

acAt acA+t acAt

per z = (x,y) pertanyent al “semiplad” {(z,vy) € S : || > 1}.
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La convergencia de ¢, a {(z,y) € Sx : |Z|ee > 1} es pot comprovar de
la mateixa manera que la convergencia per als enters positius, veient que el
valor absolut del terme general de la serie convergeix a zero:

2798 (a) Y |oo = 2] 1% - [ (a) | = |05 0
eg(a)—+oo

Per extendre (; a tot S, Goss va reordenar la serie agrupant termes del
mateix grau, aprofitant un altre cop el corol-lari per veure que la suma
Y ae At {(a)™? s’anul-la per a d prou gran i que la serie de la segiient definicid,
que sera la definitiva, té sentit per a tot S..

Definicié 5.12 (Funcié zeta de Carlitz-Goss). La funcié zeta de Carlitz-Goss
a IF,[T] es defineix com

Gloy) =Y a7 > (o)™

a0 acAt
on (z,y) es pren al “pla” S..

Si calculem la imatge de (17", n) € S, per (,, on n és un enter, obtenim

G )= (T D (@™ | =

d>0 a€A}
=D 2T =D Xe],
d>0 \acA} d>0 \aecA7

Per tant, aquesta definici6 de ¢, inclou els valors als enters que considera-
vem en iniciar el capitol. Aixo també explica per que a la definicio hem
pensat Z dins S, mitjancant n — (17", n). A partir d’ara, escriurem (,(x,y)
si fem un resultat general per a tots els (z,y) de S, perd moltes vegades
només treballarem als enters i, per comoditat, escriurem (,(n) en comptes

de (,(T™,n).

Observacié 5.13. e Els valors enters negatius de ¢, s’han definit mit-
jancant una reordenacié concreta d’una serie divergent. Aquest ordre
també és clau per a desenvolupar la teoria analitica de la funcié zeta de
Carlitz-Goss a tot S,,. Evidentment, una altra reordenacié als enters
negatius podria comportar una altra teoria; no obstant aixo, els valors
(,(—k) tenen diverses propietats (algunes de les quals enunciarem al
final de la secci6 analogues a propietats del valors enters negatius
de la funcié zeta de Riemann que sustenten aquesta definicié.
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e Hi ha una teoria analitica per a funcions en el pla S, desenvolupada
per Goss al capitol 8.5 del llibre [3], inspirada en la definici6 de la funcié
zeta de Carlitz-Goss.

e En el cas real, hi ha una equacié funcional per a ( que relaciona valors
a la dreta i a l'esquerra de la recta R(s) = 1/2; en particular, valors
enters positius i negatius. En el cas de F [T, de moment aquests dos
conjunts de valors sén totalment independents i no s’ha trobat cap
tipus de lligam entre ells. Tot i aixo, com veurem a partir d’ara, hi ha
molts resultats semblants entre ¢ i ¢, i, com que ¢ té la seva equacié
funcional, seria esperable trobar algun tipus de resultat similar per a
(- El capitol 6] tracta algun intent en aquest sentit.

5.2 Valors als enters positius i nimeros de Bernoulli-
Carlitz

Els nimeros de Bernoulli B,,, m € NU {0}, sén uns elements de Q que es

: . " . t t N
defineixen a través de la serie de poténcies = = 5 B,,—.
e—e et—1 “="ml

Com ja hem comentat al capitol 4] en el cas real hi ha una forta relacié
entre els coeficients de la serie de potencies anterior (els nimeros de Bernoulli)
i els valors enters de (; més concretament,

C(2k) = (—1)’“—(2;()%1)9!2’“, k€N

B
C(l—k):—?k, VEeN, k> 2.
En el nostre cas, els valors enters positius divisibles per ¢ — 1 també es
poden expressar mitjancant uns certs elements de F,(7") anomenats nimeros

de Bernoulli-Carlitz. Aquests es defineixen d’una forma similar via la funcié
. . . .. .. z z
exponencial de Carlitz e i la serie de potencies de =

ec(z) —ec(0)  ec(z)

Fixem-nos, pero, que a la serie en el cas real apareix un factorial. Per tant,
hem de comencar definint un analog en caracteristica p al factorial.
Definicié 5.14. Sigui £ € N amb expressio en base ¢ k = Zjﬂio kig’, 0 <
k; < q. Llavors, definim el factorial de Carlitz II(k) com

M
kj
(k) == | [ D}’
=0
Observeu que I1(¢?) = D;, I1(0) = 1 1 TI(1) = Dy = 1.
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Per definir I’exponencial de Carlitz, ja vam utilitzar D; com un analeg del

factorial i, en un primer moment pot semblar que n’hem deﬁnlt dos diferents.
J q]

x
Pero recordem que eq(x E E

i, per tant, al capitol [4| vam
=0 ] )

fer servir D; perqué només necessfcavem els valors de TI(k) a ¢’.

El que fa que el factorial de Carlitz sigui un analeg al factorial real sén di-
verses propietats de divisibilitat semblants a les de k!. Per exemple, recordem
que la descomposicio en primers del factorial classic ve donada per

I

p primer

ona, =y, k/p°] i|-] ésla part entera. Es pot provar que el factorial de
Carlitz també té una factoritzacié molt similar:

nky = I
f primer monic

on k és un enter no negatin i ay =3 ., |k/q°%°8)|. Es poden trobar altres
propietats que justifiquen aquesta analogia al capitol 9 de [3].
Amb aquest factorial, ja podem fer la segiient definicié.

Definici6é 5.15. Els ntumeros de Bernoulli-Carlitz BC,,, es defineixen com

z BC,, .|
@)~ 2 )’ '

m>0

A partir d’aquesta definicié, podem trobar una manera recursiva de pre-
sentar els nimeros de Bernoulli-Carlitz:

BC,, . =, 27 BC,, .

z=eo(2) ) m)~ (Z HJ) (Z (m) )
m>0 j=0 m>0

i, igualant coeficients del mateix grau, obtenim que BCy =11 que

@I <k+1

. BCk+1—qj
0= Z (k+1—¢)D,

4

ec(z)/z és una serie de poteéncies amb coeficients a K amb terme constant diferent de
zero; per tant, podem considerar (ec(z)/z)~! com a seérie formal en z amb coeficients a
K.

1
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BCyii_ui
BCy = —11(k) Y v t1-g

Aquesta forma recursiva afirma de nou que tots els BC}, sén elements de

F,(T).

Passem ara a fer els calculs per trobar la relacié entre els valors als enters
positius de ¢, i els BCj. Comencem amb 'exponencial de Carlitz

ec(z)=z- H (1—z-&1-a™)

ac A\{0}

en forma de productori, com al capitol {4 Llavors, tenim que

1 ex(z) — dlog(co () = dlog | = - H (1—z-¢'a )| =
acA\{0}

1 _g—la—l 1
Loy e Ly L
acA\{0} EA\{O} acA\{0} j=1

I'(z)

on dlog és la derivada logaritmica dlog(f(z)) = Recordem que
aquest operador compleix que dlog(f(z) - g(2)) = dlog(f(z)) + dlog(g(z)),
que ¢és la propietat que utilitzem a la igualtat que passa de la primera a la
segona linia.

Reordenant termes i pensant A\ {0} com F; x A (aix0 es pot fer si
escribim tot polinomi agT? + -+ + a;T + ag diferent de zero com ay(T? +

+ 2T +¢2), amb adEIF;de%—---jLZ—:T—{—Z—g € A™), es té que

o -1
€c aeg\:{()}; - ]2;7%; ag‘;‘" 537“]&] -
Jj—1 C
:__ZZ;J Zq k(q—1) K-,

j= ITEIF

A T'dltim pas, hem utilitzat que Z M ésigual a 0si (g —1) )k iigual a
AeF;
—1si(¢—1)|k.
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Aixi, per definicié dels nimeros de Bernoulli-Carlitz, obtenim

BCy .. —z o (kg — 1)) k(q—1)
(m) _ec(Z)_1+; g b

m>0
Per tant, hem demostrat el segiient resultat:

Teorema 5.16. Per a tot m € N, tenim que
e BC,, =1I(m){,(m)/{™ sim és “parell”; és a dir, sim =0 (mod ¢g—1),
e BC,, =0 sim és “senar”; és a dir, sim Z0 (mod ¢ — 1).

Recordem que B, = —2 ((m) m!/(2mi)™ si m és parell i B, = 0 si m és
senar, m > 2. Només cal comparar les dues expressions per adonar-se que
son molt simetriques; és el producte de la funcié zeta pel factorial dividit pel
periode de la funcié exponencial elevat a m.

També hem d’observar que en un cas hem de diferenciar entre parells i
senars i, en l'altre, entre multiples i no multiples de ¢ — 1. Aquesta separacio
de resultats (miltiples/no multiples de 2 en el cas real, miltiples/no miltiples
de ¢ — 1 en el cas de caracteristica positiva) s’anira repetint i, filosoficament,
es degut a que Z* = {+1,—1} té dos elements i, en canvi, (F,[T])* = F;
té g — 1 elements. Per aixo, a partir d’ara, en els resultats a caracteristica
positiva, als enters multiples de ¢ — 1 els anomenarem “parells” i als altres,
“senars”.

En resum, els valors als enters positius i “parells” de la funcié zeta de
Caritz-Goss son

BCk(q_l)gk(q_l)
M(k(g—1))

Fins ara no s’ha trobat una expressié similar per als valors de ¢, als enters
“senars”, igual que passa per a la funcié zeta de Riemann. Tot i aixo, en el cas
classic, no se sap ni tan sols si ((2k + 1) és transcendent sobre Q. En canvi,
en caracteristica positiva, tenim el segiient teorema, que esta demostrat a
[14].

C(k(g — 1) = vk € N.

Teorema 5.17 (Yu). Per a tot k enter estrictament positiu,
1. ¢y(k) és transcendent sobre K.
2. C(k)/EF € K* sik és “parell”.

3. C,(k)/EF és transcendent sobre K si k és “senar”.
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Després del que hem argumentat per obtenir el teorema [5.16] la segona
afirmacié és clara: als enters “parells”, (,(k) és el producte d'un element
de K no nul (no pot ser zero perque tenim l'expressié de ¢, en forma de
producte d’Euler) multiplicat per &7 i, per tant, és transcendent perque &
ho és. En canvi, als “senars”, encara que dividim per &7, seguim tenint un
element transcendent. Aquest resultat tampoc s’ha pogut demostrar per a
C(2m +1)/(2mi)*™ !, tot i que conjecturalment es creu que és veritat.

Observacié 5.18. En comencar aquest apartat, hem dit que els nimeros de
Bernoulli també apareixen a ((1 — m), perd no hi ha res semblant fins ara
per a (, i els BC}, degut a la manca d’equacié funcional.

5.3 El denominador dels nuimeros de Bernoulli-Carlitz

El teorema de Clausen-von Staudt estableix exactament el valor del denomi-
nador dels nimeros de Bernoulli no nuls.

Teorema 5.19 (Clausen-von Staudt). Per a tot enter n > 1,

1
By, + E - €7
p
p71|2n7

p primer

En particular, el denominador del nombre de Bernoulli Bs,, és el producte
dels nombres primers p tals que p — 1 divideix 2n.

Carlitz també va ser capa¢ de trobar explicitament el denominador dels
nombres BC;, demostrant els segiients teoremes.

Teorema 5.20 (Carlitz). Sigui ¢ = p™ > 2 i sigui j € N. Hi ha dues
condicions en j:

S 1¢))
(1) b= (p—Dn

(ii) ¢" — 1 divideiz j

és enter

Si j satisfa aquestes dues condicions, el denominador de BC; en forma
reduida €s el producte de tots els polinomis monics irreductibles de grau h.
Si j no satisfa alguna d’aquestes condicions, BC; € A.

Observem que, en comencar el teorema, hem especificat que ¢ # 2 perque
aquest cas és lleugerament diferent.

Teorema 5.21 (Carlitz). Siguiq =2 ij € N. Definim h := l3(j). Aleshores,
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o Si2h —1]j,

— 8t h # 2, el denominador de BC; és el producte de tots els poli-
nomis monics irreductibles de grau h.
— Sih=2,
x i j és parell, el denominador és T? + T + 1.
x Si j és senar, el denominador és (T* +T)(T?* +T +1).

o Si2h—1Jj,
— 8ij =241, el denominador és T? +T.
— Sij#£2*+1, BCjGA.
Un altre teorema relacionat amb els denominadors de Bj, és el teorema

de Sylvester-Lipschitz, que diu que per a tot n € Z, n*(n* — 1)% és enter.
Els ntimeros de Bernoulli-Carlitz també satisfan un teorema semblant.

Teorema 5.22. Per a tota € A,

és un element d’A.

5.4 Valors als enters negatius

En el cas de (, com que hi ha una equacié funcional que relaciona els valors
als enters positius i als negatius, normalment es demostra un resultat per a
uns i després ho exportes als altres mitjancat aquesta simetria. En el nostre
cas, ja hem comentat que no es coneix cap equacié funcional ni cap simetria
entre els valors positius i negatius i no podem aprofitar el que hem fet a la
seccio anterior.

Comencem demostrant les propietats basiques de (,(x,—k) per a k un
enter positiu. Per d i k enters positius, definim

Sa(k) ==Y d,

aEA;

Observem que



i, per tant, les dues sumes seran zero pels mateixos k’s. A més, S;(k) és un

polinomi en T i S4(k) és un polinomi en 7!. Amb aquesta notaci6, podem
reescriure (,(z, —k) com

Gl —k) =S e [ 3 @ | =3 e Sa(k).

d=0 aGA}' d>0

Hi ha una funcié definida de forma molt semblant:

zq(x, —k) := Zx_d Z at | = Zx_dsd(k:).

d>0 aGAI d>0

De fet, (,(z,—k) = z,(xT* —k). Els calculs amb Sy(k) solen ser més

facils que amb S4(k) 1 per aixd hem definit z,: moltes vegades demostrarem
resultats per a ¢, fent-ho primer per a z, perque els raonaments sén més
clars. Per exemple, usant el corol-lari , tenim que Sy(k) s’anul-la per a d
prou gran; per tant,

Lema 5.23. z,(z,—k) és un polinomi en T ¢ x=*. En particular, (,(—k) =
C(T7% k) = 2,(1,—k) és un element d’A, i (,(x,—k) = 2,(zT*, —k) és un
polinomi en T~ 4 a2~

Podem trobar una férmula recursiva per a z,(x, —k) (i, per tant, també
per (,(z, —k)):

24(2,0) =1,
k—1

gle,—k)=1- ) (]Z)Tba:_lzq(:v,—b), k> 0. (1)

b=0,(¢g—1)|(k—b)

Per demostrar-ho, només cal notar que tot polinomi monic a de grau d
es pot escriure com a = Th 4+ « on h és un polinomi monic de grau d — 1
i a € F,iaplicar el teorema del binomi. En particular, podem usar-la per
trobar una expressio recursiva de (,(—k) = Z a® = z,(1,—k):
acAt

W-m=1- ¥ (j)raen, ko @)



La funcié zeta de Riemann compleix que ((—2k) = 0 per a tot &k € N,
Aquestes arrels reben el nom de zeros trivials, en contraposicié als altres
zeros, que només es poden donar a la regié {s € C : 0 < R(s) < 1} i que
s6n molt més dificils de determinar (la hipotesi de Riemann tracta de la
seva ubicacié). El segiient resultat déna els “zeros trivials” de (;, que podem
trobar mitjancant la férmula recursiva (2|) i que també es troben als “parells”.

Proposicié 5.24. Tenim que, per k > 0 enter, (,(—k) = 0 si i només si k
s “parell”. A més, aquests zeros son simples.

Demostracio. Si k és “parell”, llavors k = M(q — 1) per un cert M € N. Al
sumatori de la férmula (2)), només apareixeran termes de la forma m(g — 1)
per 0 < m < M; és a dir, el valor de (,(—k) depen de (,(0) = 11 de
Cy(=m(g — 1)), m < M. Fent induccid, (,(—k) =1—-14+0=0.

Per un altre costat, si (¢—1) no divideix k, no hi haura terme del sumatori
corresponent a b= 0 i, per tant, (,(—k) =1—-T-P(T) # 0, on P € A,

Finalment, diem que els zeros sén simples en el sentit que el polinomi
Co(z,—M(q — 1)) t6 T~M@=Y com a arrel en x, perd que si el dividim per
1 — T-M@=Dg=1 i3 no s’anul-la a 7~ Equivalentment, en termes de
zq(x,—M(q — 1)), seria el mateix perd amb z = 1 i dividint per 1 — 2z~ 1.
Aprofitant la férmula recursiva per a z,, obtenim

M-1

o (. — _ _1_ M(q—1) ba=1) 1y (4 _plg — _
G = 1= 37 () a s g - 1)

i que aixo no s’anul-la a x = 1 després de dividir per 1 —2~! es pot demostrar
per induccié sobre M. O

A partir d’aqui, i fins al final d’aquesta seccié, veurem que els valors
(,(—k), definits via una reorganitzacié especifica d’una serie divergent (su-
mant en un altre ordre obtindriem valors diferents!), compleixen analegs
de les congruencies de Kummer, del criteri de Kummer, del teorema de
Herbrand-Ribet, i hi ha una mesura que ens permet interpolar els valors
enters negatius de forma semblant al que succeix pels valors parells negatius
de la funcié6 zeta de Riemann (teoria que va ser desenvolupada per a ( per
Leopoldt entre 1950 i 1970).
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Congruencies de Kummer

Definicié 5.25. Donat k un enter no negatiu, definim

Blk) = [(1 =T =" ™% - ¢z, —k)] | _p v

on dp =1 si k és “parell” i di = 0 altrament.

Si k és “senar”, tenim [(k) = (,(—k) # 0. Si k és “parell”, també tenim
B(k) # 0 per la proposicié . Es a dir, els valors /3 (k) sén iguals als valors
(y(—k), pero amb els zeros trivials renormalitzats.

Es compleix el segiient resultat analeg a les congruencies de Kummer.

Proposicié 5.26. Sigui f € A un polinomi irreductible de grau d i siguin
ki, ke > 0 enters amb ky = ko (mod — 1). Aleshores

B(k1) = B(ky) (mod f).
A més, si ky = ko (mod (¢% — 1)p?), llavors B(ky) = B(ks) (mod f7').

Criteri de Kummer El criteri de Kummer, desenvolupat per demostrar
un cas particular de I'altim teorema de Fermat, afirma que un primer senar
p divideix el nombre d’elements del grup finit Pic(Z[e*>™"/?]) (corresponent al
grup lliure generat pels ideals primers de Z[e?>™/?] modul els ideals principals)
si i només si p divideix el numerador d’algun nombre de Bernoulli By amb
1 <k <p-—2,k parell.

L’any 1982, Goss va demostrar un analeg del criteri de Kummer. Per
comengar, fixem f un primer d’A (analeg de p primer de Z) i considerem
K l'extensié de Galois de K amb grup de Galois igual a (A/(f))*; aquesta
extensié existeix per la teoria anomenada teoria de cossos de classes (aquest

cos K; és analeg a Q(e?™/?) ja que Gal(Q(e*™/?)/Q) = (Z/(p))*).

Definicié 5.27. Donat L una extensio finita de K, escrivim per X, el conjunt
de totes les valoracions discretes v no arquimedianes i no trivials del cos L
normalitzades on v(L*) = Z. Denotem per Div(L) el grup de divisors de L
que, per definicié, és el grup abelia lliure generat per totes les valoracions
no arquimedianes de L. Donat a € L*, es defineix (a) € Div(L) via (a) :=
ZUEEL v(a) - v (perque aquesta suma tingui sentit, cal demostra primer que
v(a) # 0 només per un numero finit de v € 3). Aquests divisors s’anomenen
principals. Definim el grup de Picard de L com Div(L)/Pp, on P és el
subgrup donat pels divisors principals; és a dir, P, := {({) € Div(L) : ¢ €
L*}.
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Es defineix el grau d'un divisor D =~ - a,v com l'enter ) s a, €
Z i s'anota deg(D). Es demostra que, si (¢) € Py, llavors deg((¢)) = 0.
Definim Div®(L) := {D € Div(L)|deg(D) = 0} i Pic°(L) := Diw°(L)/Py.
Es demostra que Pic(L) és un grup abelia finit i el seu ordre, que anomenem
nombre de classes del cos L, es denota per hy.

Exemple 5.28. Fixem-nos que Yx = {vs} U {v, : @ ideal primer d’A}.
Sigui D = ajv; + ... +a,v,. € Div(K) un divisor (pensem per simplificar que
V; # Uso), ON V; = U(y,y amb f; un polinomi irreductible i a; € Z. Considerant

r

g=1rex

i=1
obtenim que (g) = D i, per tant, Pic’(K) = {0} i hgx = 1.

Teorema 5.29 (Goss, 1982, (analeg del criteri de Kummer per primers
irregulars)). Sigui f un polinomi irreductible de F,[T| de grau d. Considerem
Vextensio de Galois Ky de K amb grup de Galois (A/(f))* i sigui hy, el
nombre de classes de Ky. Llavors:

fl H B(i) < plhi, -

Més resultats Altres resultats d’aquest tipus, que tan sols mencionem per
no entrar en els detalls tecnics de la seva formulacid, son:

1. Hi ha un analeg pels nombres §(k) del resultat de Herbrand-Ribet
(consulteu [5]).

2. Recordem que hi ha una mesura I' en Z, (obtinguda per Leopoldst,
i estudiada amb profunditat per Coates i Wiles) tal que fzp 24l =
((—1), on 2" és una funcié continua en Z,. Tenim una analogia a F,[T]:
es demostra que hi ha una mesura p en A, (on A, és la completacié de
I'anell A en el primer g) tal que per a 2* (que sén funcions continues
a A,) s’obté fA@ a*dp = (,(—k). També hi ha una mesura 7z en A, tal
que [ A, 2®di = B(k). Ambdoés resultats van ser obtinguts per Thakur
a [12].

Tot aquest conjunt d’analogies donen suport a la definicié dels nombres
C,(—k) 1 B(k) (i, més en general, a la teoria analitica de (,(z) amb z € S)
mitjancant l'ordre de la serie divergent agrupant termes del mateix grau,
enfront a altres possibles ordres que poguessim considerar.
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5.5 La hipotesi de Riemann

En aquesta seccid, descriurem un resultat sobre la distribucié dels zeros de
(y(z,y) que es pot interpretar com una hipotesi de Riemann per a ¢,. Tot i
aixo, per poder entendre-la aixi, hem de veure la hipotesi classica des d’una
nova perspectiva.

La hipotesi de Riemann afirma que tots els zeros no trivials de ((s) es
troben a la recta R(s) = 1/2. A partir de ¢, definim una altra funci6 entera
¢ com £(s) := s(1—s)['(s/2)7~*/2¢(s). Usant I'equaci6 funcional de ¢, tenim
que &(s) = &£(1 — s) i la hipotesi de Riemann es pot reformular com que els
zeros de £ tenen tots part real 1/2.

Després, fem el canvi t = s — 1/2 i definim una funcié w(t) := £(t + 1/2).
Tenim que w(t) = {(t+1/2) = €1 —t—1/2) = &(—t+1/2) = w(—t) i
la hipotesi de Riemann dira en aquest cas que els zeros de w han de ser
imaginaris purs. Finalment, posem u = it i 0(u) := w(u/i) = w(—iu) i, ara,
la hipotesi de Riemann afirma que els zeros de 6 son a R.

Un cop fet aixo, ja podem presentar el segiient teorema, demostrat de
forma completa per Sheats I'any 1997 a article [9].

Teorema 5.30 (Hipotesi de Riemann en caracteristica p, Sheats). Fizem

y € Z,. Com a funcid de x, els zeros de (,(x,y) son simples i estan a
Ko =F,((T7)). De fet, es troben al subcds F,((T71)).

Aquest resultat afirma que els zeros de (; estan a K, l'analeg de R;
després de reformular la hipotesi de Riemann classica en termes de la funcié
0, podem dir que aquest resultat és I'equivalent a la hipotesi de Riemann en
caracteristica p.

La demostracié depén d'una condicié necessaria i suficient que Carlitz
va enunciar pero que no s’havia demostrat rigorosament fins que ho va fer
Sheats.

Teorema 5.31 (Sheats). Siguin d i k dos enters positius. Aleshores, Sy(k)
€s no nul si 1 només si hi ha una expressio del tipus k = ko + ki + - -+ + kg,
on k; son enters no negatius tals que:

(1) No hi ha “carry over” dels digits p-adics a la suma dels k;.

(Diem que en la suma de dos enters p-adics Y. x;p', S y;p" no hi ha
“carry over” si x; +y; < p per a tot i).

(2) Per 0 <i<d, tenim que k; és positiu i divisible per ¢ — 1.

Anomenem a aquesta expressio una representacid admissible de k respecte

de d.
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6 Relacionant els valors enters de la funcio
zeta de Carlitz-Goss

Fem un resum del capitol anterior. L’estudi dels valors {(n), n € Z, de la fun-
cio zeta de Riemann és important perque tenen interpretacions aritmetiques.
Els positius parells i els negatius senars estan relacionats amb els niimeros
de Bernoulli; aquests nombres compleixen diverses propietats, algunes de les
quals soén: les congruencies de Kummer, el criteri de Kummer, el criteri de
Herbrand-Ribet, el teorema de von-Staudt...Els negatius parells son tots
zeros i aquestes arrels s’anomenen trivials. A més, els valors enters positius
i negatius estan relacionats mitjancant una equacié funcional.

En el cas de (,, tenim dos tipus de valors especials independents. D’una
banda, tenim valors especials positius ¢, (k)/&¥ € K amb k “parell”, que
estan relacionats amb els nombres de Bernoulli-Carlitz. A la secci6 hem
vist que tenim analegs dels teoremes de von-Staudt i de Sylvester-Lipschitz
per aquests nombres, pero es desconeix si satisfan algun tipus de congruencia
o de criteri a la Kummer.

Per un altre costat, tenim valors especials negatius (,(—k). No tenen
denominador perque sén elements d’A i presenten un zero simple quan k és
“parell”, en analogia amb el cas classic de la funcié zeta de Riemann. Aquests
valors si que compleixen analegs de les congruencies i del criteri de Kummer,
del teorema de Herbrand-Ribet...

En part, el fet que aquests valors especials siguin independents és que
no hi ha cap relacié semblant a ’equacié funcional de (. En aquest capitol,
comencarem estudiant un candidat a ser un resultat d’aquest tipus. Acaba-
rem presentant uns calculs concrets que podrien indicar algun tipus de con-
gruencia entre nimeros de Bernoulli-Carlitz; és a dir, algun tipus de relaci6
entre valors enters positius de (.

6.1 El grup de permutacions 5,

Buscant un resultat tipus equaci6 funcional per a (,, Goss presenta a ’arti-
cle [] un grup de permutacions de Z, que, en exemples i calculs concrets,
sembla que podria ser una accié sobre els valors enters de (,. A partir d’ara,
analitzarem aquest grup i discutirem si realment pot representar una simetria
dels valors de (.

Les aplicacions que estudiarem sén permutacions de les xifres en base ¢
d’un nombre p-adic; és a dir, per a cada permutacié p del conjunt {0,1,2.. .},
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definirem una aplicacié p, : Z, — Z, com
pe(y) == yig"?,
=0

per cada y € Z, amb expressio en base ¢ igual a y = > 2 v:¢", 0 < y; <
q. Observeu que aquesta aplicacié intercanvia la posicié de les xifres, és
bijectiva i podem parlar de permutacions de xifres. Denotem per S, el
conjunt d’aplicacions p, que s’obté variant p sobre totes les permutacions de
{0,1,2...}. S(g és un grup amb la composicié p, o 0, := (p o 0).. Notem
també que Sy es pot pensar contingut com un subgrup de S, de manera
clara. A la segiient proposicié demostrem les propietats basiques de p,.

Proposicié 6.1. 1. Siguin x,y, z tres enters p-adics amb z = x + y tals
que no hi ha “carry over” (veieu el teorema sobre els digits en
base q. Aleshores, p.(z) = p.(x) + pi(y).

L’aplicacio © — p.(x) porta enters negatius a enters negatius.
L’aplicacio © — p.(x) porta enters no negatius a enters no negatius.

Sigui m un enter no negativ. Aleshores, l,(m) = l,(p.(m)).

S T

Sigui m un enter. Aleshores, m = p,(m) (mod ¢ — 1).

Demostracio. Els apartats 112 sén obvis. L’apartat 3 també és facil si veiem
que els enters negatius son aquells que tenen totes les xifres g-adiques excepte
un numero finit iguals a ¢ — 1 i aixo es fa de la mateixa manera que trobar
I'expansio p-adica dels enters negatius (seccid 2.3).

La quarta part és clara i implica 'apartat 5 per als enters no negatius
perque tenim m = [, (m) (mod ¢ — 1). Per als enters negatius, escribim
—m = (¢ —m) — ¢/ de manera que ¢ — m és positiu. Per la part 1, tenim
ps(m) = pu(@@ —m) + p(—¢7). A més, p.(—q’) té gairebé totes les xifres
iguals a ¢ — 1 i la resta igual a 0. Per tant, tenim p,(—¢’) = k — ¢* per
un cert ¢t i k és positiu i divisible per ¢ — 1. Aixi, tenim que p,(—m) =
po(@@—m)+k—¢=(F —-m)—¢=1—-m—1=—-m (mod ¢—1). O

L’acci6 de Sq) sobre els valors enters de ¢, és diferent depenent de si és
sobre (,(z, —k) (valors negatius) o sobre BC), (valors positius). Estudiem-les
per separat en les segiients dues seccions.
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6.1.1 Estudi de I’accié de S, en (,(z, —k)

A Tarticle [4], es comenca demostrant alguns resultats per veure que Sy
preserva propietats basiques de (,(z, —k). Per exemple, usant les propietats
115 de la proposicié [6.1] podem demostrar el segiient resultat.

Proposicié 6.2. Sigut k un enter no negativ amb k = ko +ky+-- -+ kg una
representacid admissible de k respecte de d (veieu el teorema . Sigui
p« € Sig. Aleshores, p.(k) = p.(ko) + -+ + ps(ka) €s una representacic
admissible de p.(k) respecte de d.

Recordem que, al teorema de la seccio sobre la hipotesi de Riemann,
haviem dit que aquestes representacions admissibles donaven una condicio
necessaria i suficient perque Sy(k) f6s no nul. Com que, segons la seccié
T-%S,(k) és el coeficient de z=¢ de (,(z, —k), tenim el segiient corol-lari.

Corol-lari 6.3. Siguin k un enter no negatiu i p, € Sq). Aleshores, Sq(k) =
0 si ¢ només si Sy(p«(k)) = 0. En particular, (,(z, —k) i (;(z, —p.(k)) tenen

el mateiz grau en x 1.

El corol-lari ens diu que Sy preserva el grau en 2! i, en particular,

Co(z, —k) 1 ¢,(x, —p.(k)) tenen el mateix nombre d’arrels en x. Goss afirma
que hi ha indicis que fan sospitar que S, actua sobre aquestes arrels. El
primer indici el troba als zeros trivials.

Proposicié 6.4. L'ordre d’anul-lacio de (; a —k, on k és un enter positiu,
és un wvariant de l'accid de Sy als enters positius.

Demostracio. L’ordre d’anul-lacié és 1 o 0 (s’anul-la i és una arrel simple o
no s’anul-la) depenent de si k és o no divible per ¢ — 1. Per la propietat 5,
l'accié de S4) preserva ser divisible o no per ¢ —1 i, per tant, manté invariant
I’ordre d’anul-lacié. O

Aquesta proposicid per si mateixa no és un argument gaire solid per
afirmar que I'accid sobre els zeros sigui precisament S(,), qualsevol accié que
preservés la divisibilitat per ¢ — 1 ho compliria. Pero, al seu article, Goss
aporta exemples que mostrarien una relacié més forta entre S, i els zeros,
trivials o no, de (,(x, —k).

Com que, pel teorema de Sheats [5.30, tots els zeros de (,(x,—k) es-
tan a K, s’ha de definir una accié de S, sobre les series de Laurent de
K. =F,((T7")). Donada una permutacié p de {0,1,2, -}, es defineix una
aplicacié p: F,((T71)) = F,((T™")) com

D (Z CZ'T_i) = Z ciT_p*(i);

i>k i>k
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és a dir, aplicant la permutacié p, de xifres en base ¢ als exponents de
T~ Aquesta definicié és correcta perque p, als enters preserva el signe.

Al seu article, Goss aporta dos exemples que compleixen que, si « és
arrel de (,(x, —k), aleshores p(«) és arrel de (,(z, —p«(k)) per a qualsevol
permutaci6 p de {0,1,2...}, i afirma que aquesta propietat s’ha comprovat
en altres exemples. Per aixo, planteja la segiient qiiestié a resoldre.

Pregunta 6.5 (Goss, Secci6 6.2.1 de [4]). ;Es cert que, per a tot k > 0 enter
i tota permutacié p de {0,1,...}, si a és arrel en = de (,(x, —k), aleshores
p(a) és arrel de (,(x, —pi(k))?

En particular, si aquesta pregunta tingués resposta afirmativa, els zeros
de (,(z,—k) ens permetrien coneixer els zeros de qualsevol (,(x,—p.(k)).
Com que aquest tltim és un polinomi en z7!, (,(x, —p.(k)) quedaria total-
ment determinat a partir de les seves arrels. Es a dir, a partir de (,(z, —k),
determinarfem qualsevol (,(z, —p.(k)).

El primer exemple de Goss és (3(x,—13), que té grau 1 (és a dir, una
arrel) en 271, i el segon, (»(z, —3), que té grau 2 (és a dir, dues arrels i una
d’elles és I'arrel trivial z = T—3). Aportem dos exemples en la mateixa linia.

Els calculs s’han realitzat amb els programes que es poden trobar als annexos
del treball.

Exemple 6.6. Sigui A =F3[T], k=7=1+2-31G(z,-7)=1—(T"° -
THz~!, que té un tnic zero « = T —T7% Com que 6 = 0+2-3 i
4 =1+1-3, les permutacions que deixen fix 7 (que sén aquelles que deixen
fixes les dues primeres xifres) també preservaran «.. Perd, a més, fent calculs
concrets amb altres permutacions, el zero de (3(x, —p.(7)) sempre coincideix
amb p(«):

a) p=(0,1)
p(T)=p(14+2-3)=2+1-3=5,
Gz, =5)=1—(T* =T "z,
ﬁ(TfG_Tf4) _ ﬁ(Tf(0+2-3)_T7(1+1-3)) _ T*(2+0-3)_T7(1+1-3) — T72—T74
que és precisament el zero de (3(z, —p.(7)) = (3(z, —5).
b) p=1(0,2)
p.(7) = 15,
gg(l‘, _15) =1- (T_G - T_u)x_l?
pe(6) =6, p(4) =12 =p(T =T ) =T -T""

que coincideix amb el zero de (3(x, —15).
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Exemple 6.7. Fem ara un exemple amb dos zeros a F5[T]. Agafem k =
24 =4+ 4 -5 perque (s5(x, —24) té grau 2 en ! i, com que 24 és divisible
per 5 — 1 = 4, tindra una arrel trivial o = T~2* que ens estalviem de trobar.
Aprofitant aixo, la descomposicid és

Glo,—24) = (1 =T 2o YA - (T + T8+ T 24771 772071

ilaltre zerosera B=T"4*+ T84+ T-12 47716 L 720,
Les descomposicions 5-adiques dels exponents que apareixen en aquestes
arrels son
24 =4+44-5,4=4, 8=3+1-5,

12=2+42-5,16=1+3-5120=4"5.

Les aplicacions p, que deixen fix 24 sén aquelles que permuten les dues
primeres xifres entre si (perque 24 té dues xifres 5-adiques iguals). Es facil
veure que aquestes permutacions també deixen fixes les dues arrels a i .

A més, tornem a tenir el mateix comportament quan apliquem permuta-
cions qualssevol; per exemple, per p = (1,2)

Px (24) =104
G, —104) = 1 — g YT 4+ T2 4 77152 4 776 L =100 4 104y
+x*2(T*108 T T*132 + T7156 + T*180 + T*204)

i si ho apliquem als zeros
ﬁ(T_24) — T—104

E(T—4 4 T—S 4 T—12 4 T—16 4 T—2O) — T—4 4 T—28 + T—52 4 T—76 4 T—lOO'
Es facil comprovar, avaluant a p(a) i a p(3), que aquestes sén les arrels

de (5(x, —p«(24)) = (5(x, —104).

Pero, a I'article de Goss, els exemples sén sempre d’aquests dos tipus: de
grau 1 o de grau 2 amb una arrel trivial. Aixi, intentem treballar un exemple
que no tingui aquesta propietat.

Exemple 6.8. Ens situem a F3[T] i agafem k = 17 =2+2-3+1- 32 de
manera que
Gz, —17) =1+bz ' +cx? on

b=-T72 =T =T T+ T O+ T 24 T4 771
c= T—IO + T_12 + T—14 . T—16 + T—IS + T_20 o T—22+
+T_24 + T—ZG + T—28 - T—30 + T_32.
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Que fa que (3(z, —17) sigui diferent dels altres exemples? Igual que 1'an-
terior exemple, té dues arrels, perd com que 17 no és divisible per 3 — 1, cap
de les dues arrels sera trivial.

Trobem les arrels de (3(x, —17), solucionant 'equacié x* + bx + ¢ = 0.
Com que estem en un cos de caracteristica diferent de 2, podem aplicar la
formula per trobar les arrels d’un polinomi de grau 2:

(0%

— 2 _
_ b—l-\/2b 4C:b— o

2
B = _b_\gm:b—ir\/b?—c.

Per determinar 1'arrel quadrada, hem de pensar que b* — ¢ és un polino-
mi en T~!. El que fem és calcular el desenvolupament de Taylor modul 3
de vb% — ¢ respecte T~!. Aix0 ens donard sumes parcials d’un element de
F3((T~1)) corresponent a aquesta arrel quadrada. Per tant, o i 8 sén series
de Laurent.

Quan calculem p(«) i p(5) per diferents permutacions p, aquestes no coin-
cideixen amb les arrels de (3(x, —p.(17)) (consulteu els calculs de 'apendix
B); no tenim el mateix comportament que als altres exemples.

Per que Goss obté bons resultats amb els seus exemples i I'exemple no
funciona? Anem a explicar-ho mitjangant la demostracié del segiient lema.
Primer, recordem que el coeficient de grau 1 en 2! de (,(z, —k) és

Sy (k) = Z+<a>k :A%F: (1+%>k.

Lema 6.9. Per a tot k > 0 enter,

~

Si(p.(k) =7 (5:(8))

En particular, el coeficient de grau 1 de (,(x, —p.(k)) és la imatge per p
del coeficient de grau 1 de (y(x, —k).

-, . M 1 .
Demostracio. Si pensem que k s’expressa en base ¢ com k =) .~ k;q*, tenim

que
ko A kar
V()

~ A\ ko+-+knrg™ A
Sl(k)ZZ(HT) :Z(HTqO

AeF,
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D’altra banda, p,(k) = kog”® + - - + kprq"™) i, per tant,

~ A px (k) A kogP®) 4.4 kppqP M)
Si(p () = 3 (1+ ?) = (1 N T) _

A€y AeFy

_ 1+—) |
gr(0) (M)
A€l e e

Usant el teorema binomial,

A ki . k p(3)
- — i—iq
(14500 ) =2 ()
i=0
kj j
(1 + >‘,> — (k )XT‘“?J
T —\ 1l

N
és a dir, els termes de (1 + A/ qum) " tenen els mateixos coeficients que

N
els de (1 + /T ‘1]) ], pero els exponents tenen les xifres en base ¢ permu-

. p(0)\ Fo o)\ M
tades. Si fem el producte <1 + \/T1 ) <1 + /T ) , passa el
mateix: tots els termes tenen els mateixos coeficients que els del producte

0\ Fo a\ kv . .
(1 + \/T1 > e (1 + \/T1 ) , pero les xifres dels exponents surten per-
mutades. N N
Fent la suma sobre A, S1(p.(k)) és igual a S;(k) amb les xifres en base

q dels exponents permutats per p; dit d’'una altra manera, gl(p*(k)) =
D (Sl(k)>, com voliem. O

Per tant, quan ’exemple era de grau 1 amb arrel o, tenfem (,(z, —k) =
1 — ax™!; el que passava és que l'arrel coincideix amb el coeficient de grau 1
i ja hem vist al lema que S, actua sobre aquest coeficient. D’altra banda,
quan Pexemple era de grau 2 amb una arrel trivial 7% i una altra arrel f3,
tenfem (,(z,—k) = (1 =T 2z ) (1 - B ) =1 —(T*+ B)a t + T 322
L’accié de S, funciona per a larrel trivial, perqué p porta T—% a T+,
que és arrel trivial de (,(x, —p.(k)). I, com que per a una arrel funciona,

per a l'altra també, perque g = Sy(k) — T7% i S, actua tant sobre Si(k)
com sobre T7F.

En canvi, quan ho hem intentat aplicar a un exemple de grau 2 pero
sense arrels trivials, no obtenfem els mateixos resultats perque (,(z, —k) =
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1—az ™)1 =Bz ) =1—(a+B)r~' +aBx™%iel grup de permutacions
actua sobre la suma a + (3 (el coeficient de grau 1), perd no sobre les arrels
en si.

En resum, el grup Sy, actua sobre el coeficient de grau 1 en z~' de
qualsevol (,(z, —k), pero I'accid sobre les arrels es limita a aquells (,(z, —k)
que tenen grau 1 en 7!, o que tenen grau 2 perd que (¢ — 1) divideix k.

Corol-lari 6.10. La pregunta té una resposta negativa.

6.1.2 Estudi de l’accié de S, sobre BCj,

Goss també aporta indicis que S, podria ser una accié sobre els valors posi-
tius de (,. Destaca que les condicions del teorema sobre el denominador
de BCy, (és a dir, que h = 1,(k)/(p—1)n sigui enter i que k sigui divisible per
q" —1) es poden reformular a través de P'acci6 de S(gr), de manera que, siiij
estan a la mateixa orbita de Siny, BC; 1 BC; tenen el mateix denominador.
A partir d’aqui, reflexiona que potser aquest comportament també es déna
pel numerador i es planteja la segiient pregunta.

Pregunta 6.11 (Goss, Question 2 de [4]). Sigui P un polinomi irreductible
d’A de grau h. Suposem que i i j sén dos enters no negatius que soén divisibles
per ¢ — 11 que pertanyen a la mateixa orbita de Sin). jApareix P el mateix
nombre de vegades en la descomposicié en irreductibles del numerador de

Aportem el seglient contraexemple: ens situem a F3[T] i siguin P = T,
h=1,i=14=2+1-3+1-3%j=16=1+2-3+1-3% (que estan a la
matexia orbita de Sg1y). Es pot calcular que

BCI4 - 27

TXT + 1)%(T + 2)?
T64+T4+T2+1 "
El numerador de B('4 és divisible per P, pero el numerador de BC'4, no.

BCi =

Corol-lari 6.12. La pregunta té una resposta negativa.

6.2 Conjectures sobre congruencies de Kummer dels
BCj,

Ja hem vist al final de la seccié [5.4] que els valors 8(k), que es construeixen
a partir dels (,(—k), compleixen una propietat similar a les congruencies
de Kummer. També hem comentat que no s’ha pogut trobar una propietat
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semblant per als nimeros de Bernoulli-Carlitz (o, equivalentment, per als
valors de (, als enters positius).

Una manera de treballar buscant possibles congruencies de Kummer entre
BC, és fer-ne una llista, descomposar el seu numerador en producte de poli-
nomis irreductibles i, fixant un irreductible concret, anotar i intentar trobar
alguna relacié entre els k pels quals BC} és divisible per aquest irreductible.

Per exemple, les seqiiencia segiients son el nombre de vegades que apareix
el factor T" a la descomposicioé en irreductibles del numerador dels 44 primers
BCy’s no nuls, k > 1.

o IF3[T]

000000020024700020024781013170024781013
171619232732000 2

o IF5[T]

0000020000260002610002610140261014182500
002600026100

o ;[T

0000000400000041000000410160000410162200
0410162228004 10

Com es pot observar, els valors diferents de zero sembla que apareixen
sempre en un ordre concret. Aixo podria indicar algun tipus de congruencia
entre els numeradors dels BCy. El problema és que a simple vista la manera
en que apareixen els zeros intermedis no sembla seguir cap ordre concret. A
més, tampoc podem explicar per que apareixen aquests valors no nuls i no
uns altres.

Si intentem fer el mateix per a polinomis de grau més alt, els programes
no soén prou rapids i no podem trobar prous BC}, per poder copsar un com-
portament semblant al cas de grau 1.

A partir d’aqui, les qliestions a plantejar-se serien:

a) Millorar els programes en quant a velocitat, obtenint aixi una llista més
llarga de numeradors de nimeros de Bernoulli-Carlitz. Amb aquesta
llista, observar si hi ha un comportament similar al cas de grau 1 per
a graus més alts.

b) Si aquest comportament es manté per a grau més alt, intentar trobar una
manera de determinar I'aparicié de zeros a la seqiieéncia.

c¢) Intentar trobar una manera de determinar els valors no nuls de les se-
qiiéncies.

43



44



A Programes

Presentem els programes informatics que hem fet servir per fer els calculs
més feixucs del treball. Hem utilitzat el software matematic Sage. Podeu
consultar el seu manual de referencia online a http://www.sagemath.org/
doc/reference/#

Primer programa: calcul dels nimeros de Bernoulli-Carlitz.

Variables globals

p=#primer que sera la caracteristica del cos
n=#potencia del primer p
r=p°n

F.<a>=FiniteField(r)
P.<T>=PolynomialRing (F)

Rutines
e D(i): calcula el polinomi D; a partir de la definicié del capitol [

— Variables d’entrada:
i: variable de tipus enter que conté I'index del D; a calcular.

— Valors de sortida:
Retorna un element de P igual a D;.

e factC(i): calcula el factorial de Carlitz II(7) a partir de la definici6
del capitol [f

— Variables d’entrada:
i: variable de tipus enter que conté I'index del I1(7) a calcular.
— Valors de sortida:

Retorna un element de P igual a II(7).

e BC(i): calcula el nimero de Bernoulli-Carlitz BC; a partir de la for-
mula recursiva del capitol [5

— Variables d’entrada:

i: variable de tipus enter que conté I'index del BC; que volem
calcular.

— Valors de sortida:
Retorna un element del cos de fraccions de P igual a BCj.
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def D(i):
if i==
return 1
else:
return P((T~(r~i)-T)*D(i-1)"1r)

def factC(i):
mul=1
j=0
if i==
return 1
else:
for k in i.digits(base=r):
mul=mul=*D(j) "k
j=j+1
return mul

def BC(i):
j=1
sum=0
if i==
return 1
if i.mod(r-1)!'=0:
return O
else:
while r~j<=i+1:
sum=sum+BC(i+1-r~j)/(factC(i+1-r~j)*D(j))
j=j+1
return -factC(i)*sum
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Segon programa: calcul de z,(z,j) i (,(x,7) amb j un enter negatiu,
mitjangant la férmula recursiva de la secci6 [5.4}

Variables globals

p=#primer que sera la caracteristica del cos
n=#potencia de p
r=p°n

F.<a>=FiniteField(r)
P.<T,x>=F[]

n_pol=#numero de valors negatius a calcular;
#retorna z(x,0), z(x,-1), z(x,-2),...,z(x,-n_pol)

Rutina

z=[1]
for j in range(l,n_pol+1):
b=0
sum=0
while b<j:
if (j-b).mod(r-1)==0:
sum=sum+binomial (j,b)*T b*z[b]/x
b=b+1
z.append (1-sum)

for j in range(0,n_pol+1):
print "z(x,",-j,")= ",z[j]

for j in range(O,n_pol+1):
print "\zeta(x,",-j,")= ",z[j].subs(x=x*xT"j)
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Tercer programa: calculs del grup de permutacions S().

Variables globals

p=#primer que sera la caracteristica del cos
n=#potencia de p
r=p°n

F.<a>=FiniteField(r)
P.<T>=F[]

Rutines

e rho(i, q, per): rutina per poder calcular p,(i), tal i com esta definit
al capitol [6 on i és un enter positiu, p una permutacié de {0,1,2...}
ip*E‘S@y

— Variables d’entrada:

i: variable de tipus enter que conté el nombre al qual li apliquem
la permutacié.

q: variable de tipus enter que conté una potencia d’'un nombre
primer que sera la base dels digits de .

per: variable de tipus Permutation que conté la permutacié p. Per
la manera de treballar de Sage, cal treballar amb permutacions de
{1,2,3...} en comptes de permutacions de {0,1,2...}.

— Valors de sortida:
Retorna un enter igual a p.(7).

e rhoPolinomial (arrel, g, per): rutina per a calcular p(h), tal i com
esta definit al capitol |§|, on h € F,T7' i p és una permutacié de
{0,1,2...}.

— Variables d’entrada:
arrel: element de P que conté el valor de h.

q: variable de tipus enter que conté una potencia d’'un nombre
primer que sera la base dels digits a permutar.

per: variable de tipus Permutation que conté la permutacié p. Per
la manera de treballar de Sage, cal treballar amb permutacions de
{1,2,3...} en comptes de permutacions de {0,1,2...}.

— Valors de sortida:
Retorna un element del cos de fraccions de P igual a p(h).
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def rho(i,q,per):
l=i.digits (base=q)
while len(l)<len(per):
1.append (0)
if len(l)>len(per):
llista=[]
for i in range(len(per)):
llista.append (1[il])
llista=per.action(llista)
for i in range(len(per)):
1[i]J=1listal[il
return 2Z(1l,q)
return ZZ(p.action(1l),q)

def rhoPolinomial (arrel,q,per):

N=arrel.numerator ()

D=arrel.denominator ()

dN=N.degree (T)

dD=D.degree (T)

mm=0

for i in range(dN,-1,-1):
coeficient=N.coefficient (T i)
N=N-coeficient*T"1i
mm=mm+coeficient*T"~(-rho(ZZ(dD-1i),q,per))

return mm
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B Calculs del capitol 6

Recordem que (3(z, —17) =1+ bx~ ' + cx™2, on
b= _T72 o T74 - T76 o T78 + T710 + T712 =+ T714 4 1’17167
c= T710 + T712 + T*14 o T*lﬁ + T*18 + T*ZO o T722+
_'_T724 4 T726 + T728 o T730 + T732.

Resolent 'equacié 2% + bz + ¢ = 0 i desenvolupant I'arrel quadrada mit-
jancant Taylor modul 3 respecte T, les arrels a i 8 de (3(z, —17) sén

a=b— Vb2 — :T_2+T_4+T_6—T_IO—T_12—T_16+T_2O+R,

B= btV _c=TS_TMH_T72_p

on R — T—22 + T—24 + T—26 + T—28 + T—30 o T—34 + T—36 + T—38 _ T—40 _
T4 4 76 4 P8 52 g (T,

e Si utilitzem la permutacié p = (0, 1), tenim que
pla)=T24+T7 475710 =271 7720 L R
B(8) =T8T 72 _ R
on R — T—22 4 T—24 4 7—26 { =28 { =30 =32 | =36 _p—40  —42 _
T+ T4 T8-_T79 4 o(T™).
Els termes en vermell son els que no coincideixen amb les arrels de
Glx, —p(17)) = (3(x, —17); és a dir, amb a1 f.
e Si utilitzem la permutacié o = (1,2), tenim que
Fa)=T"2 - T447=5 y 710 _p-12, =16 | p-18 =224 pn
af) =T =T -1+ T2 R
on R" — T—24 4 T—26 4 T—28 4 =30 | =32 _ =34 4 =36 _ 740
LT A6 50 52y (754,

Els termes en vermell son els que no coincideixen amb les arrels o/ 1 5
de (3(x, —0.(17)) = (3(x,—23), que es calculen igual que ho hem fet
abans:

Oé/ — T72 o T74 + T710 o T712 4 T718 o T722 + 57

B/ — _T714 4 T720 -9
on S = —_T—32 + T—38 + T—40 + T—44 + T—48 + O(T_56).
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