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Capitol 1

Introduccio

La teoria de Galois, que porta nom d’un matematic francés, “Evariste Ga-
lois” (1811-1832), és la teoria que estudia propietats i caracteristiques dels
cossos, anomenada també teoria de cossos. L’aportacié de Galois a la teoria
de cossos va ser tan cabdal que va fer una revolucié en aquest camp.

Sembla que la gran motivacié de Galois era donar un criteri per a saber
quan es poden expressar les arrels d’'un polinomi en funcié dels seus coe-
ficients usant radicals. Abel (1802-1829) i Ruffini (1765-1822) ja van de-
mostrar que per polinomis generics de grau més gran o igual que 5 no hi
ha cap férmula general per a expressar les arrels del polinomi en funcié dels
coeficients usant radicals. L’aportacié de Galois és un metode per donat
un polinomi concret de grau n, saber quan es pot expressar per radicals les
seves arrels a partir dels seus coeficients. Galois obté aquest resultat a par-
tir d’'una idea revolucionaria, relacionant teoria de cossos i teoria de grups.
Anem a explicitar-la una mica.

La idea principal de Galois va ser: enlloc d’estudiar els objectes (en el
seu cas cossos) estudiem morfismes dels objectes (morfismes de cossos) i in-
tentem caracteritzar els objectes a partir de les propietats dels morfismes.
Aquesta idea innovadora de Galois es troba en I'actualitat en diverses rames
de matematiques actuals, per exemple A. Grothendieck va fer una revoluci
similar amb el mén de la Geometria, en particular de la Geometria Alge-
braica.

Amb aquesta idea, Galois va obtenir el que s’anomena actualment cor-
respondencia bijectiva de Galois en que caracteritzava els cossos intermedis
entre dos cossos L i K via subgrups del grup de morfismes de cossos de L
amb L deixant fix el cos K, sota certes condicions pels cossos L i K i sempre
pensant que L com K-espai vectorial té dimensi6 finita. Ja hem comentat

5



6 CAPITOL 1. INTRODUCCIO

que Galois amb aquest resultat va poder donar un criteri per donat un
polinomi fixat p(x) de grau n sobre un cos K decidir si podem expressar les
seves arrels de forma exacta usant expressions radicals. La resposta es troba
a travs que un grup de morfismes deixant el cos fix compleixi una propietat.
Aquest grup de morfismes, realment sén automorfismes i tenen estructura
de grup amb composicid, Galois és el primer en un estudi de teoria de grups
i també l'estudi de cossos amb un nombre finit d’elements.

Al grau o llicenciatura de Matematiques estudiem gran part dels resul-
tats anteriors. Aquest treball pretén obtenir certs resultats vers la filosofia
iniciada per Galois quan L és un K-espai vectorial de dimensié no finita, en
particular vol estudiar la correspondencia bijectiva de Galois entre cossos i
morfismes en aquesta situacio.

Anem a descriure breument les diferents parts del treball que presentem
a continuacié. En el capitol 2 recordarem algunes definicions i resultats ja
coneguts i molts d’ells donats en un curs basic de teoria de Galois en la
titulacid, per exemple en la §2.2 s’enuncia la correspondencia bijectiva de
Galois per a d’extensions L/K finites, és dir que L com a K-espai vectori-
al té dimensié finita. Un cop presentada la bijeccid, hi les dues preguntes
naturals segiients (usualment no treballades en un curs basic de teoria de
Galois):

* tot grup finit G és el grup d’automorfismes per a alguna extensié de cossos
L/K? La resposta és que si, i presentem la demostracié en §2.3;

* fixat un grup finit G i un cos K, existeix un cos L que conté K que
sigui Galois (recordeu la definicié en el capitol 2) tal que el grup auto-
morfismes de L deixant fix K és G7 Resulta que aquesta pregunta és
molt complicada i no es coneix la resposta general. Auesta pregunta se
I’anomena el Problema Invers de la teoria de Galois, i per exemple per
K = Q es conjectura que la resposta sera afirmativa per tot grup G. En
§2.4 presentem aquest problema i donem alguns resultats e idees generals
en atacar la pregunta, i també explicitem el grup simple més petit que no
es coneix la resposta al problema invers de Galois quan el cos fixat és Q.

En el capitol 3 ja entrem a estudiar la idea de Galois per a extensions L
de K amb dimensié de L com K-espai vectorial no finita. En la §3.1 presen-
tem un exemple que justifica que la correspondéncia com esta plantejada en
el cas finit no és correcta. En la construccié de 'exemple s’observa que el
grup d’automorfismes, que s’involucra per extensions no finites, correspon a
limits projectius d’objectes amb estructura de grups. El lector pot consultar
I’apendix per aprofundir amb aquest objectes. En la §3.2 donem les eines
per poder obtenir una correspondeéncia bijectiva entre cossos i automorfismes



de cossos, per obtenir-ho cal introduir topologia en els automorfismes i la
bijeccié que demostrarem en §3.3 és entre subcossos i subgrups tancats en el
grup automorfisme de la extensié amb una topologia natural de ser aquest
grup un limit projectiu, anomenats grups profinits. Finalment el treball per
analogia a les dues preguntes naturals en la teoria de Galois per a extensions
finites les traslladem en la situacié no finita via:

* Donat un grup profinit qualsevol, existeix una extensié de cossos L/K Ga-
lois que li correspon aquest grup? La resposta és si, és el conegut teorema
de Waterhouse i en presentem una demostracié en §3.5;

* Siguin fixats G un grup profinit i K un cos. Existeix una extensié L/K
Galois amb grup de Galois G7 En la §3.6 responem que no podem esperar
que la resposta sigui si, ni tan sols amb K = Q i G grup abelia profinit i
lliure de torsié.

Finalment hem inclos un apéndix sobre limits projectius per facilitar la
lectura de resultats en els grups d’automorfismes involucrant extensions
no finites, grups que tenen de forma natural una topologia i sén grups
topologics.
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Capitol 2

Preliminaris d’extensions de
Galois

2.1 Definicions i lemes previs

En aquesta secci6é recordarem les definicions basiques de teoria de Galois i
un parell d’observacions que farem servir més endavant.

Definicié 2.1.1. Una extensio de cossos F/K és de Galois si és una extensio
normal i separable.

Definicié 2.1.2. Sigui F'/K una extensid de cossos. Un element o € F es
diu algebraic sobre K si existeix un polinomi diferent de zero amb coeficients
en K tal que s’anul-la en .

Diem que ’extensio és algebraica si tot element de F és algebraic sobre K.
(Es pot demostrar facilment que donat o algebraic sobre K, aleshores ex-
isteix un unic polinomi irreductible i monic amb coeficients en K tal que
s’anul-la en «, a aquest polinomi li diem polinomi irreductible de o sobre K
i ho denotem per: Irr(a, K)[z]).

Definicié 2.1.3. Una extensio de cossos F/K es diu normal si compleix
les dues condicions segiients:

(i) F/K és una extensid algebraica,

(7i) qualsevol polinomi q(x) € K|[z] irreductible en K|[z|, si q(x) té una arrel
en F, llavors totes les arrels de q(x) també estan en F. Es a dir, tots els
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10 CAPITOL 2. PRELIMINARIS D’EXTENSIONS DE GALOIS

polinomis irreductibles de K[x] descomponen totalment en F o no tenen cap
arrel en F.

Definicié 2.1.4. Si K és un cos i {fi(z) € K[z]}ier una familia de poli-
nomis amb coeficients en K, es diu que F el cos de descompocicio dels
polinomis {fi}icr sobre K, si és el cos més petit de manera que cada f;
descompon totalment en F (és a dir, totes les arrels de f; sén a F).

Proposicié 2.1.5. F/K és normal si i només si, F' és el cos de descom-
posicio d’una familia de polinomis amb coeficients en K.

Definicié 2.1.6. Diem que un polinomi irreductible l(z) € K|[z] és separable
st totes les seves arrels en una clausura algebraica de K son simples, és a dir,
si no té cap arrel repetida. Es equivalent a dir que el mazim comi divisor
de l(z) il'(z) és 1, onl'(x) és la derivada formal de I(z).

Es diu que una extensio de cossos F/K és separable, si F/K és algebraica i
per cada o € F' el polinomi Irr(a, K)[x] és separable.

Corollari 2.1.7. Si F/K és de Galois i K C E C F, llavors F/E és de
Galois.

Demostracié. Per la proposici6 2.1.5 sabem que M /N normal si i només si
M és el cos de descomposicié d’una familia de polinomis amb coeficients en
N.

Com F/K normal, és equivalent dir que F' és el cos de descomposicié d’una
familia (f;)ie; de polinomis de K(z], és a dir, F' = K((as,)ij) on o
son arrels de f; en una clausura algebraica de K fixada. Per tant, com que
els (fi)ier € K[z] C E[z], F també és cos de descomposicié de la mateixa
familia de polinomis en E[z] i per tant, F'/E és normal.

El fet de ser F'/ E separable es dedueix de que F'/K ho és, ja que Irr(a, E)[z]
divideix Irr(a, K)[z] per tot o € F. O

Notacié 2.1.8. Si F' un cos, AutF és el grup d’automorfismes del cos F.
Donat F/K una extensio de cossos, sempre podem considerar AutgF = {o :
F — F o isomorfisme de cossos | o(k) = k,Vk € K}, els automorfismes
del cos F que fizen el cos K. Si F/K és de Galois escriurem Gal(F/K) en

lloc de Auti F' i l’anomenarem el grup de Galois de F/K.
2.2 Correspondencia bijectiva de Galois per a ex-
tensions finites

En aquesta seccié recordarem alguns resultats de teoria de Galois finita, en
particular, el teorema de la correspondencia bijectiva.
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Donada F/K una extensié de cossos, sempre F' és un K-espai vectorial.
Diem que F'/K és finita quan la dimensi6é de F' com a K-espai vectorial és
finit i anotem per [F': K] aquesta dimensié. Si F//K finita, Autx F sempre
és un grup finit i sempre es té [F : K] > |Autg F|.

Teorema 2.2.1 (Artin). Si F/K és una extensid finita,
F/K és de Galois < [F : K] = |Autg F|.

Veieu [9] (capitol 1, seccié 5) per una prova de lanterior i el seglient
resultat.

Teorema 2.2.2 (Correspondencia bijectiva de Galois).

Sigut F/K una extensio finita de Galois. Denotem per

A={ Ecos | KCECF} iB={H| H<Gal(F/K)}

1 definim les aplicacions:

U:A— BperV(E)=AutgF = Gal(F/E)

O:B—Aper©O(H)=F{ ={acF|hla)=a,Vh € H}

Tenim

(i) ¥ i © son bijeccions, en particular, tenim una bijeccid entre els subgrups

de Gal(F/K) i els subcossos de F que contenen K.

(i3) Siguin Hy, Hy < Gal(F/K), i considerem FH1 i FH2. Llavors, 3o €

Gal(F/K) tal que o(FH) = F12 o Hy = tHyr ™!, per cert 7 € Gal(F/K)

(aquest T és o~ t).

A més,

FH /K és de Galois < H < Gal(F/K).

I quan H Q Gal(F/K) tenim, Gal(F/K) = %

2.3 Tot grup finit G és grup de Galois per a certa
extensio finita de cossos.

Veiem que per a tot grup finit G' contruim una extensié de cossos de manera
que G és el grup de Galois que correspon a l'extensié.

Sigui G un grup finit qualsevol. Veiem [12], capitol 3, seccié Some Rep-
resentation Theorems per la prova del segiient resultat.

Teorema 2.3.1. (Teorema de Cayley) Si G és un grup finit d’ordre n,
aleshores ezisteix un subgrup H de S, (el grup simeétric d’ordre n) tal que

G=H.
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Sigui K un cos fixat, escrivim per K(z1,...,zy,) al cos de fraccions de
I’anell de polinomis en n variables amb coeficients en K. Escrivim per s; el
i-éssim polinomi simetric elemental que es defineixem com:

S0 = 1

n
S1:= > T
i=1

S9 = Z l’i.%'j
i=1,i<j,j<n
S3 = Z LiT L

i=1,1<j<k,k<n

Sp = T1 I

Contruim ara una extensié amb grup de Galois G. Per contruir-ho, és clau
el teorema 2.3.1 i el teorema 2.3.3 on per aquest ultim necessitem un resultat
de teoria de Galois que recordem tot seguit.

Proposicié 2.3.2. Sigui F/K una extensid de cossos on F és el cos de
descomposicid sobre K d’un polinomi de grau n, aleshores, [F : K] < nl.

Teorema 2.3.3. En la notacid anterior, K(x1,...,xn)/K(s1,...,8n) €s una
extensio de Galois amb grup de Galois Sy, i a més K(s1,...,8,) €s isomorf
al cos de fraccions de l'anell de polinomis en n variables amb coeficients en
K.

Demostracié. El grup S, actua sobre K(z1,...,2,) permutant el ordre de
les variables de la manera segiient. Si o € S, o(¥;)) = z,(; 1 obten-
im o € AutgK(x1,...,x,). Fixem-nos que si s; és un polinomi simetric,
o(s;) = s; per tot 0 € Sy, per tant 0 € Aut(s,,.. o) K (21, .., Tn).
Aleshores és clar que

K(s1, .y 8n) C K(21, ... 20)°" C K(21, ..., 2p)
Considerem el polinomi en z
p(r) = (x —21).(T —20) = 2" — 512" L+ L+ (=1)"sy, € K(51, ..., 80)[7]

Per tant, K (1, ..., x,) és el cos de descomposicié de p(z) sobre K (s1, ..., Sp).
Com que p(z) té grau n, per la proposicié 2.3.2:

[K (21, ..y ) : K(81,...y8,)] < nl.

Observem, S, < Gal(K (21, ...,x,)/K(x1, ..., 2,)%") i tenim
[K (21, .0y 2n) 2 K (21, .0y 2)5] > nl.
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Finalment, obtenim [K(z1,...,2,)°" : K(s1,...,5,)] = 1, i per tant, com
K(51,.0y80) C K(x1, ..., x)KE0080) C K (24, ..., 1),
[K(z1,...,xyn) : K(51,..., 8p)] = n! = |S,| obtenint el resultat. O

Teorema 2.3.4. Donat G un grup finit, existeiz una extensid finita de

cossos de Galois L/M on Gal(L/M) = G.

Demostracio. Triem un cos K arbitrari. Pel teorema de Cayley podem
pensar G < S,,. Considerem l'extensi6 de cossos K(z1,...,xn)/K(s1, ..., Sn)
amb la notiacié anterior, (veiem teorema 2.3.3 i la seva demostraci6) que
és finita i de Galois. Sabem que Gal(K(x1,...,25)/K(s1,...,5n)) Zv Sn.
D’aqui, V"G < Gal(K (1, ..., 1)/ K (51, -, 8n))-

K (1, @0) /K (21, .. 20)Y (@) és extensié de Galois pel corollari 2.1.7
amb grup de Galois ¥~!(G) 2 G pel teorema 2.2.2. Per tant triant
L=K(z1,...,xn) 1 M = K(x1, ...,xn)‘l’_l(G) obtenim el resultat. O

Observacié 2.3.5. Fizem-nos que en el teorema 2.5.4, donat G, L/M es
construeiz introduint el cos de fraccions de l’anell de polinomis en n variables
per cert n.

St volem triar M = K un cos fixat previament, el problema és molt més
complicat, veieu la seccio 2.4.

2.4 Problema invers de Galois

Després de la correspondencia bijectiva de Galois i del teorema 2.3.4 es
planteja la segiient pregunta natural:

Qiiestié 2.4.1. Fizat un grup finit G i un cos K. FEzisteix una extensio
L/K Galois amb Gal(L/K) = G?

Aquesta pregunta és I'anomenat problema invers de Galois, que es va
comencar a estudiar a finals del segle XIX i encara manté linies d’interés
d’investigacié molt actives.

Evidentment si K és algebraicament tancat la resposta a la questié 2.4.1
tan sols es possible pel grup identitat.

En aquesta seccid, per a simplificar, K sempre denota una extensié finita

de Q.

Conjectura 2.4.2. Sigui K cos amb [K : Q] < co. Sigui G un grup finit.
Llavors existeix una extensid finita Galois L/K tal que Gal(L/K) = G.
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Hi ha molts resultats que demostren la conjectura per molts grups; no
obstant, encara hi ha molts casos que encara no s’han demostrat. Anem a
llistar alguns casos centrant-nos majoritariament per K = Q i presentant
dues direccions de treball.

Teorema 2.4.3. Si G és un grup abelia finit llavors el problema invers de
Galois té solucio, és dir la conjectura 2.4.2 es compleix.

La demostracié usa la teoria de cossos de classe abstracta desenvolupada
al segle XX, on caracteritza totes les extensions abelianes de K, és a dir
extensions de Galois de K amb grup de Galois commutatiu, consulteu per
exemple [10, Chp.IV-V-VI] per aquesta teoria.

Es un problema obert per extensions finites de Q i diferents de Q trobar
de manera explicita aquestes extensions abelianes '. Recordem sobre Q hi
ha el teorema de Weber de 1886 (tot i que Kronecker va demostrar-ho en
1853 i Weber ’any 1886 i finalment Hilber I’any 1896 van completar diferents
problemes deixats per la demostracié de Kronecker)

Teorema 2.4.4 (Weber). Si L/Q és una extensio de Galois finita on Gal(L/Q)
és un grup abelia llavors existeiz un n € N on L C Q((,) on (, és una ar-
rel n-éssima primitiva de 1, (és dir una arrel de ™ — 1 que no és arrel de

2™ —1 amb m divisor de n), en una clausura algebraica de Q. En particular
Gal(L/K) és un quocient de Gal(Q((,)/Q) = (Z/(n))*.

Considerem a partir d’ara G un grup finit no abelia.

Hi ha dos idees generals en atacar la conjectura, una usant un resul-
tat de Hilbert “el teorema d’irreductibilitat” i l'altre resolent problemes
d’inmersié. Anem a descriure-ho breument i a enunciar alguns resultats.

fl Problemes d’inmersid, reduccié a grups simples.

Definicié 2.4.5. Sigui H un grup. Un problema d’inmersio finit sobre
un cos K consisteix en una extensic Galois finita L/K amb un morfisme
exhaustiu ¢ : H — Gal(L/K). Una solucid al problema és una extensio
Galois M/K amb L C M conjuntament amb un isomorfisme 3 : H —
Gal(M/K) complint ¢ = resp,r o 5 on resyyr, €s el morfisme de restringir
els automorfismes al cos L.

Els matematics Scholz i Reichardt estudiaren aquests problemes durant
la decada del 1920 obtenint resultats sobre grups nilpotents, un cas concret

!Cal afegir que per extensions [K : Q] = 2 de grau dos amb K ¢ R també estd resolt
usant la teoria de corbes el.liptiques amb multiplicacié complexa.
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de grups resolubles. Recordem que hem vist en el curs de Galois la definicié
de grups resolubles.

Definicié 2.4.6. Un grup finit G s’anomena resoluble si existeix una cadena
de subgrups H; de G amb 0 <1i < n complint:

1. HOZ{G}iHn:G,
2. Hi < Hiyy peri=0,...,n—1,
3. Hi11/H; és un grup abelia per i =0,...,n — 1.

La cadena Hy < Hy < ... < H, = G direm que és una cadena resoluble per

a G.

En 1954 Shafarevich va demostrar el segiient resultat resolent una serie
de problemes d’inmersié per la cadena de subgrups per un grup resoluble
generalitzant el cas de grups nilpotents:

Teorema 2.4.7 (Shafarevich). Sigui G un grup resoluble. Llavors existeix
L/Q Galois amb Gal(L/Q) = G.

Fixem-nos que el pas inicial del resultat de Shafarevich és donat G un
grup resoluble amb G = H,, i tenim el morfisme exhaustiu

7m:G— G/H,—1

com G/H,_1 és un grup abelia és Gal(L/Q) per cert cos L, i resoldre aquest
problema d’inmersié per 7 és el resultat de Shafarevich respecte al problema
d’inmersio.

Recordem la definicié de grup simple:

Definicié 2.4.8. Sigui G un grup; diem que G és simple si els seus unics
subgrups normals és ’element neutre i el grup G.

Donat G un grup qualsevol triem H subgrup normal maximal més gran
via inclusié en (G, tenim el morfisme

m:G—G/H

on G/H és un grup simple. Si podem resoldre el problema d’inmersié pels
grups simples obtenim la conjectura per tot grup G. Per tant hi ha un interés
primordial en resoldre la conjectura per tots els grups simples i el problema
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d’inmersié en ells, pels grups abelians aquest problema esta resolt per Sha-
farevich. 2

e El teorema d’irreductibilitat de Hilbert.

Teorema 2.4.9 (Hilbert). Sigui f(x1,...,2p,X) € Qlz1,..., 24, X] un
polinomi en n+1 variables x1, ..., xn, X sobre Q. Denotem per Q(x1, ..., xy,)
el cos de fraccions de ’anell que polinomis amb coeficients a Q en la vari-
able x1,...,x,. Suposem que l'extensié de Galois sobre Q(x1,...,xz,) gen-
erada per f(x1,...,Tn, X) té grup de Galois finit G. Llavors hi ha infinits
(b1,...,by) € Q™ complint que f(by,..., by, X) genera una extensid de Ga-
lois sobre Q amb grup de Galois G.

Observacié 2.4.10. El problema del resultat de Hilbert és determinar els
(b1,...,bn) € Q" de manera explicita donat f(x1,...,xn, X); pero no tractarem
aquest problema aqui.

Dels teoremes 2.4.9 i 2.3.1 es dedueix que,

Corol-lari 2.4.11 (Hilbert, 1892). El grup alternat A,, i el grup simétric
Sy es realitzen com grups de Galois sobre Q, és a dir satisfan la conjectura

2.4.2.

Amb la idea d’intentar construir G finits sobre Q(z1,...,z,) per cert
n usant el teorema 2.4.9 s’han obtingut diversos resultats, majoritariament
per grups simples:

Teorema 2.4.12 (Shih, circa 1970 i posterior). Fizem un primer p. Con-
siderem el grup G = PSLy(FF,) on PSLy(F,) = SLao(Fy)/{£Id} on SL,(F)
son les matrius nxn a coeficients en F' amb determinant igual a 1. Suposem
que 20 805 0 7no és un quadrat en Fy,. Llavors existeix L/Q Galois amb

Gal(L/Q) = G.

I Beyli, Matzat, Malle i Thompson en els anys 1980 obtenen un criteri per
grups G amb centre trivial sota certes hipotesis en les classes de conjugacid
que s’aplica en:

2Es té el segiient resultat respecte la classificacié de grups simples finits de ’any 2004
de Aschbacher and Smith: Tot grup finit simple és isomorf a un dels segiients grups:

1. un grup ciclic d’ordre primer,

2. un grup alternat A, amb n > 5,

3. un grup simple corresponent a families de grups de Lie, hi ha 18 families,
4

. els 26 grups simples esporadics.
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Corol-lari 2.4.13. Sigui G un grup simple esporadic, G # Moss un dels
grups de Mathieu. Llavors, existeix L/Q Galois amb grup de Galois isomorf

G.

Corol-lari 2.4.14. Pels segiients grups G,
1. PSLy(F,) per cada primer p # £1(mod 24);
2. PSLy(F,2) per cada primer p = £2(mod 5);
3. PSL3(F,) per cada primer p = 1(mod 4)

existeiz L/Q Galois amb Gal(L/Q) = G.

Observacié 2.4.15. També hi ha resultats per altres families de grups Lie
com el grup simpléctic, el grup especial unitari, grup ortogonal especial...,
veieu per exemple el treball de Nuria Vila [15].

e Altres direccions.

Una idea per atacar el problema sobre Q és computacional. Hi ha tot
un conjunt de treballs que estudien tots els grups que surten amb polinomis
d’un grau fix. Hi ha resultats que s’han calculat tots els grups de Galois que
surten d’introduir arrels de polinomis irreductibles sobre Q[z] de grau < 15
[8] (i la correccié per a obtenir el grup SLa(Fi6) d’ordre 4080 [1] que era el
grup d’ordre més petit que no es coneixia la resposta a la conjectura 2.4.2
en I'any 2006).

Una altra idea de gran profunditat és usant Geometria Aritmética de
Varietats algebraiques i les seves representacions de Galois. Les tecniques
son molt més sofisticades pero s’estan donant molts resultats importants
en 'actualitat. Per veure un compendi de totes aquestes idees actuals via
Geometria Aritmética, totes molt de moda després dels treballs d’Andrew
Wiles referent a Fermat, suggerim la lectura de la tesis doctoral de Luis
Dieulefait [5].

No obstant com a primera lectura, per aprofundir en el problema i re-
sultats e idees, suggerim el llibre de J.P.Serre [13].

Com remarca final a aquesta seccié en l'actualitat, Juny 2012, el grup
simple més petit d’ordre en que no esta publicada cap resposta és el grup de
Lie PSU(3,Fy), el grup projectiu unitari del cos finit de 9 elements, segons
la pagina:

http://mathoverflow.net/questions/80359 /which-small-finite-simple-groups-
are-not-yet-known-to-be-galois-groups-over-q
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Capitol 3

Correspondencia de Galois
per a extensiones no finites

de Galois

3.1 Bijeccié entre subcossos i subgrups?

Veurem en aquesta seccié que la correspondencia bijectiva del cas finit 2.2.2
no és certa per a extensions no finites.

Sigui F/K una extensié de Galois no necessariament finita. Definim
A={E cos | KC ECF}iB={H | H<Gal(F/K)} iigual que al cas finit
podem definir les aplicacions
Y: A— BviayY(E) = AutgF = Gal(F/E) i
O:B— AviaO(H)=F"={acF:o(a)=a,pertot c € H}

Teorema 3.1.1. Sigui F/K extensié de Galois no finita. L’aplicacié © no
és necessariament bijectiva.

Per justificar-ho contruirem una extensié concreta F/K de Galois i no
finita on © no és bijectiva.
Considerem [F), el cos finit de p elements on p és un primer fix, i denotem per

F, una clausura algebraica de F, fixada. Considerem l'extensié de cossos
Fpn /Fp on Fpn = {z € F, | 2P" =} on és clar [Fpn : Fp) = n.

Definicié 3.1.2. Sigui l'aplicacio:
Frob,,, : Fyn — Fyn via Froby ,(x) = aP.

19
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Aquesta aplicacié és un morfisme de cossos, i s’anomena el morfisme de
Frobenius.

Lema 3.1.3. Fn /), és de Galois amb grup de Galois generat pel Froby, .

Demostracio. Veiem primer de tot que és algebraica.
Sigui a € Fpn, com que a?" —a =0 a és algebraic, i per tant Fyn /IF, alge-
braica.
Veiem que és separable:
Sigui [(z) € Fp[x] irreductible i monic on I(3) = 0 per cert § € Fpn.
I(z) = Irr(B,F)[x]|(z"" — x) = m(z) i med(m(x),m'(z)) = 1, ja que
m/(z) = —1. Per tant, [(x) no té arrels repetides.
Veiem que Fpn /F, normal:
Sigui s(x) € Fp[z] monic i irreductible i v € Fp» una arrel de s.
s(z) = Irr(v,Fp)[x]|(2P" — ), on 2P" — x té n arrels diferents perque la seva
derivada és —1 i sabem que totes sén a Fyn (per construcci), per tant
' —x= T[] (z-9).
SEFn
Aleshores, s(z) descompon totalment en Fpn.
Per acabar, considerant Frob,, : Fyn — Fpn, és facil demostrar que
Froby , té ordre n i com n = [Fpn : F,] > |Gal(Fpn /Fp)],
obtenim < F'roby , >= Gal(Fpn /F)). O

Lema 3.1.4. Fpn g Fpm st n | m.

Demostracié. Sigui 8 € Fyn, aleshores BP" — B =0. Com que n | m, m = nl
per cert I. Tenim que 0 = (87" — B)pn(lil) = Bpnl — B = pP" — B, per tant
b€ Fpm. ]
jEN Fppj :
Aquest és I'exemple que presentem per a F'/K de Galois no finit on © no és
bijectiva.

Es comprova que F, < és un cos on la suma i el producte els pensem de la
segilent manera: si a, 3 € Fpo, In,m € N tals que a € Fpn 1 8 € Fppm.
Podem supossar n < m, i per tant pensem la suma i el producte en

Fpom C Fppee, ja que p™ [ p™ i pel lema 3.1.4, Fjpn CFjpm.

Pensem ara en 'extensd de cossos Fppoo /Fp on Fppoo =U

Teorema 3.1.5. L’extensid F > /F) és de Galois no finita.
Demostracio. e Fp /) algebraica: .
J
Sigui o € Fpoe = UjGAN]Fppj = dj € Ntalque a € ]Fppj s aP —a=0;aés

arrel del polinomi o —g € Fplr] i d’aqui v algebraic i Fpe /I, algebraica.
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e [ poo /), normal:
Sigui m(x) un polinomi irreductible i monic i y1 € Fppee on m(p) = 0. Per
contrucci6 de Fppeo p € ]Fppj per cert j.
j

m(@) = Irr(p,Fy)ia] | (@ = 2) = I (o)

6eF

pP

I per tant en Fppj m(x) desconpon en producte de polinomis de grau 1, i
com IF'pp]- C Fppee, m(z) desconpon en F pr en producte de polinomis de
grau 1.
e [y /), separable: |
o € Fppee, v € F 5 per cert j, i com abans, Irr(o,Fp)lx] | (xppj — x) amb
o separable, perque la seva derivada val —1, d’on obtenim el resultat.
e [ poo /), no finita: ‘ ‘
Sabem que [F ,; : Fp] = p7, 1 F i [F i /Fp on [F e - Fp] = P i com
que aquest 7 el podem fer tant gran com vulguem,
quan j — oo [F ; :F,] =p/ — oo. O

pP’

Proposicié 3.1.6. El grup de Galois Gal(F e~ [IFp) és un grup abelia iso-
morf a im Gal(F ,; /Fp) i en particular a (Zp, +) on Zy és Uanell dels nom-

bres p-adics.t

Demostracié. Observem que per a cada j, []Fppj : Fp] = p/, veiem que
Gal(E, i [Fy) = (Z/(p7), +).

Efectivament per a cada j, Frob, ,; té ordre 71 definim

Yp; de Gal(Fppj [Fp) =< Frob,,; > a (Z/(p’),+) que envia Frob, ,; al 1,
que clarament és un isomorfisme.

Tenim el segiient diagrama commutatiu per a cada 7,

Gal(F 541 [F,) =< Froby,; > () (o), +)
4 {
Gal(F i [Fy) =< Frob,, > (2)(1), +) (3.1)

on la aplicacié que va de Gal (Fpij /Fp) a Gal([ﬁ‘ppj /Fp) és la restricci6
de cossos a IF ,; 1 la que va de 7./ (p"*1) a Z/(p?) la projeccié natural.

De les propietats de limits projectius, veiem la seccié A.1. del apéndix,
1

consultar apendix A.1 per definicié de limits projectius i A.1.7. i A.1.8. per deficinicié
i propietats de Z,
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lim Gal(E, i /F,) = Gm(Z/(p7), +) = (Zy, +).

Explicitem finalment que
Gal(F ppoe [Fp) = I'&nGal(Fppj /Fp) on recordem de A.1 que
lim Gal(F i /Fp) = {(ai)i € [IGal(F 5 /Fp) | ai ¥ = aj per j <i}.

Amb les restriccions naturals tenim que el segiient sistema commuta:

Gal(F e [Fp) 5 Gal(F i /Fp)

0i N pis
Gal(F s [Fy)

Llavors, 3l : Gal(Fpe /Fp) — @Gal(lﬁ‘pw /Fp) morfisme de grups, per
la propietat universal de limit projectiu.

I ara cal veure que ¢ és bijecctiva.

El morfisme ¢ és injectiu:

Siguin 0,7 € Gal(F = /F,) essent o # 7, tenim, 3z € UjeN]Fppj on

o(x) # ().

x € F . per cert [ € N. Llavors, per aquest [, com que F_, és normal sobre
P P

Fp,, o(x), 7(z) € F i, 1 aleshores, o F l7é TIE

Per tant, ¢(o) € [[;ey Gal(F oo /Fp ) (1) € HJGN Gal(F o /Fp) sén difer-

ents (perque ho sén en una component) I aleshores ¢ és 1nJect1va.

El morfisme ¢ és exhaustiu:

Sigui (op)n € 1£1Gal( »n /Fp), 1 definim

o:F e — F > de la manera segiient.

Com que Fpo = UJGNIF pis 8L € F o(z) := oj(xz) on sabem que

UJ( )= oz ) Vi>j.

Es facil comprovar que & € Gal (F oo [Tp).

Proposicié 3.1.7. Per F e~ [Fp, l'aplicacié © no és bijectiva.

Demostracié. Definim Frob, = [[(Froby») € @Gal(lﬁ'ppn /Fp) C ITGal(F,om [Fp).
Aquest Frob, € lim Gal(F o /Fp), pel diagrama (3.1) que hem vist abans.
Via 'isomorfisme

o @Gal(Fppj /Fp) — Zy, on
¢(I1(Froby)) =111 € [1(Z/(p"), +)
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L’element [][1 és de Z,, i correspon a 1+ Op + 0p? + ... (en la definici6
de Z, en A.1.7), que és l'element que genera Z dins de Z, . Per tant,
d(< Frob, >) =< 1>=17.

Ara, tornem a la correspondencia bijectiva, observem:

O(< Frob, >) = IF;]ZOZ)P = {a € Fppee| Froby(a) = (a)} = Fy, ja que
donat a € Fpee, a € Fppi per cert 4, i Froby(a) = Frob,,i(a) = o = a on
a € F,.

Per altra banda, si agafem Gal(IF > /Fp) i mirem quin és el cos fixat per tots

els Fy-automorfismes de F ,, com que © conserva les inclusions, obtenim:

Gal(F oo /I , Gal(F oo /F
F, = Fy” "> > /) > F,. Es a dir, que o /= Fr) —F,.

Observem que Z < Z,, ja que 'element 1 + p + p?+.. € Zy, 1 no pertany
a Z (veiem els elements de Z;, en A.1.7). Observem que < Frob, >= 7 i
Gal(F jpoe [Fp) = Zp, s6n dos sugbrups diferents, donen el mateix cos fix via
I’aplicacié ©. Per tant, © no és injectiva. O

3.2 Posem topologia en Gal(F/K), grups profinits.

Siguin F'i K cossos tals que F' és una extensié de Galois de K. En aquesta
seccio:

G =Gal(F/K) ={0 € AutF : 0 ig=idg}

I={E | K CE C F amb [E:K] < o0 i E/K de Galois}

E={N <G| N =Ga(F/FE) per algun E € T}

Lema 3.2.1. Sigui F/K és normal, i K C L C F C E inclusid cossos amb
7 : L — E un K-homomorfisme, és a dir T 1= id. Llavors 7(L) C F i
existeix un o € Autg F tal que o 1= T.

Demostracié. Veiem que 7(L) C F.

Sigui o € L, a és algebraic i com F/K és normal Irr(a, K)[x] té totes les
arrels en F'.

Com 7(Irr(a, K)[x]) = Irr(a, K)[z], perque T 1= id, obtenim que 7(«a) és
arrel de Irr(a, K)[z], per tant 7(«) € F provant 7(L) C F.

Veiem que existeix un o € Autg F' tal que o i,= 7.

Sigui § € F, com F/K és normal, F/L també ho és. Per tant existeix
Irr(B8,L)[z] € Ljz]. Com que 7 és homomorfisme, 7(Irr(8, L)[z]) tindra els
coeficients en 7(L).

Definim 7 : L(5) — F' com

Ti=711i7(B) :=unaarrel de 7(Irr(3, L)[z]); que sabem que existeix perque
F/7(L) és normal.
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Podem repetir aquest procés per ; € F/L(pi, ..., i—1) fins aconseguir tot
F, obtenint aixi ¢ : F' — F injectiva, morfisme de cossos i per construccio
oIL=T.

Veiem que és exhaustiva.

Sigui v € F' i considerem el conjunt finit R, = { arrels en F' del polinomi
Irr(vy, K)[z]}. Aleshores, per 0 € R, tenim:

Irr (v, K)[o(0)] = o(Irr(y, K)[8]) = 0(0) = 0

Per tant, o envia R, a ell mateix, i com o injectiva i R, finit, tenim que 7
restringida a R7y és bijectiva, d’on per § € R, sempre existeix 3 € R, tal
que o(f) = . Per tant, donat p € F p € R, i3 € F on o(8) = u, per
tant o exhaustiva. O

Anem ara a obtenir algunes propietats de G, Zi £.

Lema 3.2.2. Donats ay, ...,a, € F, existeivr E € amba; € E
Vi=1,...,n.
n
Demostracid. Sigui E el cos de descomposici6é sobre K de [] Irr(a;, K),
i=1
per tant £ normal sobre K.

Com que els «; sén separables sobre K, ja que F/K és Galois, el cos E és
normal i separable sobre K; és a dir, que F és de Galois sobre K.

Com E = K(aq,...,an) 1 a; K-algebraics, tenim [E : K] < oo, per tant
Eel O

Lema 3.2.3. Sigui N € £, N = Gal(F/E) amb E € T. Llavors, E = F" i
N és normal en G.
A més, G/N = Gal(E/K) i |G/N| = |Gal(E/K)| = [E : K] < c0.

Demostracio. Com que F' és normal i separable sobre K, també ho és sobre
E. Llavors, F/E és de Galois, pel corol-lari 2.1.7.

Veiem que E = FN.

Que E C FY és evident, perque sia € E C F, o(a) = a Vo € Gal(F/E) =
Nidona€c{Be€F |o(B)=pYoec N} =FVN.

Per veure FV C E, suposem que existeix o € FV tal que a ¢ E.
Aleshores, F C E(a). A més l'extensié F(a)/E és finita. Per tant, de
la demostracié del lema 3.2.1, com F/E i F/E(a) sén de Galois, Jo €
Gal(F/E) = N on

o : E(a) — F envia « a una altre arrel de Irr(«, F)[z] diferent de o (per
ser separable) i o es pot extendre fins a F'.
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Per tant, o ¢ Gal(F/E(a)), és a dir, Gal(F/E) > Gal(F/E(a)).

Per tant o € N — Gal(F/E()), o(a) # o i per tant a ¢ FY, contradiccio.
Per tant, E = FV.

Per veure que N <G, recordem que el nucli d’un morfisme de grups sempre
és un subgrup normal.

Considerem 'aplicacié ¢ : Gal(F/K) — Gal(E/K) tal que 0 — 0 1.
Clarament ¢ és morfisme de grups. Si mirem

ker¢p ={o € Gal(F/K) | 0 \g=1id} = Gal(F/E) = N

A més, pel lema 3.2.1 ¢ és exhaustiva (perque hem vist que si K C E C F
una inclusi6 de cossos on F'//K normal, per a cada 7 € AutgE 3o : F — F
tal que ¢(7) =171 E=1).

Aleshores, pel primer teorema d’isomorfia de grups,

Gal(E/K) = G/N.

D’on facilment, |G/N| = |Gal(E/K)| = [E : K] < 0.

Lema 3.2.4. Es té¢ (\yce N = {id}. A més, (\yceoN ={0} Vo€ G

Demostracio. Sigui 7 € (\yee N i a € F arbitrari. Pel lema 3.2.2, existeix
EFeceZambaeFE.

Agafem N = Gal(F/E) € £; com T 1g=1id si T € N, tenim 7(a) = a. Per
tant Va € F 37, € Ng € £ on 74(a) = a. D’aqui (\yee N = id.

Pel segon apartat, si w € [\yeg 0N, llavors o~ lw e N per tot N € £. Aixd
implica que o~ 'w = id, per tant NyegoN =0

O

Lema 3.2.5. Siguin N1, Ny € &, llavors Ny N Ny € &

Demostracié. Sigui N; = Gal(F/E;) amb E; € 7 per i = 1,2. Cada E; és
una extensié finita de Galois sobre K, pel que E1 Ey també ho és, i facilment,
E1Ey € T (on EEy és el cos més petit que conté a tots dos).

Per finalitzar és suficient demostrar que Gal(F/E1Es) = N1 N Ny .
Definim ¢ : G — Gal(E1E2/K) tal que 0 15, 5, .

Veiem N; N No C ker¢.

Com FE;/K sén extensions normals i finites, Ey = K(aq,...,a,) 1 Bz =
K((Sl, ...,5;) on Fh1Ey = K(Oq, eey QU 01,4 ...,51). SiTe NiN Ny T(Oéi) =q;i
7(0;) = 05, d’on T In, AN, = id, per tant T € kerd.

Per veure altre inclusid, si w € ker¢, w(a;) = a; Vi=1,...,n d’on w € Ny,
iw(d;) =0;Vj=1,...,l don w € Ny. Per tant ker¢ = Ny N Na. Ara pel
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lema 3.2.3, S > Gal(B1 By /K), i obtenim Gal(F/EyEs) = N1 N Ny,

O]

Definicié 3.2.6. La topologia de Krull en G es defineix de la segiient man-
era:

Un subconjunt X és obert si X = () o bé X = Uz‘el oiN; per o; € G amb
N; €&

Observacié 3.2.7. La topologia de Krull defineix una topologia en G:

Es clar que G i () sén oberts, i també que la unidé d’oberts ho és.

Per veure que és una topologia veiem que l’interseccid de dos oberts és obert.
Es suficient veure que T1INw N 7oNo €s obert per qualsevol N1, Ny € E.

Si o € N1 N 19Ny, llavors

T1N1 N 19Ny = oN1 NoNy = (N1 N Na) i o(Ny N Na) és obert perquée
NiN Ny €& (del lema 3.2.5).

Observacié 3.2.8. Si G = Gal(F/K) és finit, llavors la topologia de Krull
de G és la topologia discreta.

Demostracié. [Observacié 3.2.8] Si Gal(F/K) és finit es té F'/K finit, ja que
si F'/K de Galois fos no finita, tendriem una cadena extrictament creixent
i no finita K(a1) € K(a1,a2) € --- F i del lema 3.2.1 deduim una cadena
infinita de subgrups

Gal(F/K) > Gal(F/K (a1)) > Gal(F/K (a1, ) > ---

d’on Gal(F/K) no pot tenir ordre finit.

Com {id} = idNp amb Np = Gal(F/F) és obert i qualsevol 0 € G es pot
escriure {o} = o{id} amb {id} € &, tenim que {o} obert.

Escrivim, Gal(F/K) = {id, 01,09, ...,0,} on cada o; és obert, d’on {o} =
Gal(F/K) — {U,, 2, 0i} també tancat. O

Observacié 3.2.9. Com que qualsevol obert no buit de G és unid de cosets
de subgrups de &, el conjunt A = {ocN | 0 € G,N € £} és una base de la
topologia de Krull de G.

Lema 3.2.10. Si N €€ 10 € G es té¢ oN és obert i tancat.

Demostracié. Si N € &, per definicié, |G : N| < oo, G s’escriu com una
unié finita G = UL, ouN, llavors G — oN = UL, ,, 4, 03N és una unié
finita d’elements de A.

O
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Definicié 3.2.11. Un grup Gr amb una topologia s’anomena grup topologic
si Gr és un grup amb operacid o i les aplicacions op : Gr x Gr — Gr donat
pel producte (g1, g2) — g1 0 g2 i inv : Gr — Gr definit per inv(g) = g~* son

continues.

Proposicié 3.2.12. El grup G = Gal(F/K) amb la topologia de Krull és
un grup topologic.

Demostracio. Veiem primer inv : G — G és continua. Sigui U un obert de
G, escrivim del fet de ser U obert U = Uoc = UoN, on N, € £ on o els
elements de U. Obtenim

inv™ Y (U) = Uinv"Y(¢N,) = UN,o ' = Us " (oNyo0 ') =Uo™ !N,

obert en G on en 'dltima igualtat hem usat N, normal en G pel lema 3.2.3.
Calculem ara op™*(U) = Userr{(91,92)|91 - 92 = 0}. També obtenim:

op 1 (U) = Ugepop (0 Ny) 2 Userr{g1 Ny X gaNy|g1ge = 0} = *

on I'iltima inclusié ve de
op(g1Ny x g2Ny) = g1 Ny - 92Ny = g192(95 ' No - g2) No = g192N, pel lema
3.2.3.
Clarament * 2 op~'(U) d’on op™ ' (U) = Uyer{g1 Ny X g2No|g1go = o} és
obert de G x G.

O]

Definicié 3.2.13. Un espai topologic és totalment disconnex si i només si,
els unics subconjunts connexes son els punts aillats.

Teorema 3.2.14. Amb la topologia de Krull a G, G és Hausforff, compacte
1 totalment disconnez.

Demostracié. Sigui X un subconjunt de G (amb més d’un element), o, 7 € X
i oN € o€ un entorn obert de o tal que 7 ¢ o N.Com,

X = (eNNX)U((G—0oN)nX)

on (ecNNX)i((G—oN)nNX) sén oberts de X amb la topologia induida,
jaque oN i G —0oN ho soén a G. Per tant X és uni6 de dos oberts no buits
i disjunts; per aix0 X és no connex. I llavors, com qualsevol subconjunt de
G és no connex, GG és totalemnt disconnex.

Per veure que és Hausdorff, agafem o € G.
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Del lema 3.2.4 tenim {0} = (\yeg0N. Si 7 # o existeix N € & tal que
7 ¢ oN. Cada oN és un entorn obert de o, pero també tancat. Llavors,

oN i G — oN sén conjunts oberts disjunts tals que 0 € cN i 7€ G — 0N,
és a dir, G és Hausdorff.

Falta veure que G és compacte. (Per demostrar-ho veurem com es contrueix
G a través de productes de grups finits de Galois d’extensions finites).
Sigui P = [[yece G/N. Considerem P amb la topologia del producte, i els
grups finits G/N amb la topologia discreta.

Notem que cada G/N és Hausdorff i compacte, llavors P és Hausdorff i pel
teorema de Thychonoff P és compacte.

Hi ha un morfisme natural f : G — P, que envia 0 a f(0) = (6 N)nee-
Veurem que f és un homeomorfisme de G a I'imatge de f i que aquest im f
és tancat en P.

Com que P és compacte i Hausdorff, aixo demostrara que im f és compacte,
i llavors G també ho sera, per ser homeomorf a imf.

e f és injectiva:

Kerf = {oc € G| oN = NVN € £}. Dono € Kerf & oN = N
VN €& < oe(\yeeN & o=id i Kerf =id, provant que f es injectiva.
e f és continua:

Sigui ara my : P — G/N la projeccié exhaustiva per a cada N. Llavors,
7n(f(0)) = oN per cada 0 € G. Els conjunts 7N forman una base de
la topologia discreta en G/N. Llavors, per la definici6é de la topologia del
producte, qualsevol conjunt obert de P és unié d’interseccions finites de con-
junts de la forma 7' (TN) per 7 € Gi N € £.

UTGG’,NEE mf:l 77]?11 (TiNi)

Per veure que f és continua és suficient veure que f~* (75" ({TN})) és obert
en G per a qualsevol 7N € G. Perd f~H(ny ({TN})) = 7Nés obert, i llavors
f és continua. Per tant, com que hem vist que és injectiva, és un homeo-
morfisme de G a imf.

e imf és tancada:

Per definicié de G i N € & tenim que G/N és isomorf a Gal(Eyn/K) on
Ex = FN. (Aquest isomorfisme és cert pel lema 3.2.3).

I identifiquem 7N amb 7 ig, en G/N.

Amb aquesta identificacié per p € P, mn(p) és un automorfisme en Ey.
Notem que per a 7 € G tenim que wn(f(7)) =T 1gy-

¢ L P ™ G/N=Ga(Ex/K) via

or—— 0N 0 igy

Escrivim:
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C = {"}/ eP:VN,Me€& 7TN(’)/) IENNEy = 7TM("}/) IENmEM}.

Veiem que C' = imf

Clarament, C' D imf, perque nn(f(7)) 1ey= TEy DPer T € G.

Veiem, C' C ¢mf. Sigui v € C. Definim 7 : FF — F de la manera segiient:
per a € F, agafem Eyn € T tal que a € En (es pot fer pel lema 3.2.2) i
definim 7(a) := wn(7y)(a).

La condicié v € C, demostra que 7 esta ben definida (independent del Ey
que agafem i 7).

Facilment 7 és homorfisme d’anells, si a,b € F sigui Ey € Z amb a,b € Ey.
Llavors 7 ig,= 7~ (7) és un homomorfisme d’anells.

Aleshores 7(a + b) = 7(a) + 7(b) i 7(ab) = 7(a)7(b). d’aqui, 7 és morfisme
de cossos.

A més, 7 és una bijeccié perque F/K normal i pel lema 3.2.1, i és clar que
7 fixa K. Llavors, 7 € G. Ara, com que 7g, = mn(7), veiem que f(7) = 7,
i llavors C' C imf.

Per veure que C és tancat en P, agafem qualsevol v € P amb v ¢ C. Llavors
hi han N, M € €& amb 7N () 1ExynEy 7 TM (V) 1ENAE,, -

Ara, T (mn (7)) N7y (mar (7)) és un obert de P que conté a vy i disjunt amb
C, llavors P — C' és obert d’on C' = im f tancat. O

Definicié 3.2.15. Un grup G s’anomena profinit si és un grup topologic
isomorf al limit projectiu de grups finits G; amb la topologia discreta que
formen un sistema projectiu {G;, pi;} amb p;; morfismes continus de grups.
g = (@1 G, i) té€ estructura de grup on @; sén morfismes de grups i també
d’espai topologic donat per la topologia del limit projectiu.?

Teorema 3.2.16 (Grups de Galois sén grups profinits). Sigui F//K una
extensid de cossos Galois. Aleshores, G = Gal(F/K) és un grup profinit i
la topologia de Krull és equivalent a la topologia de grup profinit del limit
projectiu.

Demostracid. Seguint la prova del teorema 3.2.14 demostrem que

f:G— @NegG/N C JI G/N on f es definida per f(o) = (6N)neg
Ne€&
és un homomorfisme i per tant la topologia de Krull és equivalent a la del

limit projectiu, ja que és la induida de la topologia producte [[ G/N amb
/N dotats de la topologia discreta.

Clarament, f és morfisme de grups, per tant, déna un isomorfisme de grups
topologics entre G = Gal(F/K) i Hm G/N que recordem, és per defini-
ci6, lim Gal(FE/K) on E/K és una extensi6 de Galois finita amb £ C F. [

ZConsultar apendix A.3. per definicié i propietats dels espais profinits i A.1. per a
limit projectiu.
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Teorema 3.2.17. Sigui H un subgrup de G, i escrivim H' = Gal(F/FH).
Llavors, H = H, on H és la clausura de H amb la topologia de Krull de G.

Demostracié. Es clar que H C H', veurem que H’ és tancat i H' C H.
Veiem primer que H’ és tancat.

Agafem qualsevol 0 € G — H'. Llavors, 3o € FH amb o(a) # a. Agafem
EcZtalquea € EiN = Gal(F/E) € €. Aleshores per a qualsevol 7 € N
T(a) =a,io0(r(a)) =0o(a) # a.

Ara oN és un entorn de o disjunt amb H’. Aixo implica que G — H' és
obert, i per tant, H' tancat.

Veiem ara H' C H. Escrivim L = FH. Signic c HiNe&, E=FNecT
i Hy = {w 1g: w € H} un subgrup del grup finit Gal(E/K).

Com que FF'o = FH N E = L N E, pel teorema fonamental de Galois per
extensions finites, tenim que Hy = Gal(E/ENL).

Com que o € H' tenim que o 1,= id, d’on 0 ig€ Hy. Aleshores hi ha w € H
amb wig=0 1g= 0 'w € Gal(F/E)=N = wecoNNH.

Aixo demostra que qualsevol entorn obert o N de o € H' talla H. Per tant,
o € H. 1 aix{ hem demostrat U'inclusié H' C H. O

Observacié 3.2.18. Una manera per descriure H' = Gal(F/FH) és
H' =yee HN

Demostracié. H={oc € G| VYN € £ oN N H # (}. Sigui o € G, aleshores
c€yes HN © VN e o c HN & oNNH# O

3.3 Correspondencia bijectiva de Galois per a F/K
de Galois arbitraria

Teorema 3.3.1. [Teorema fonamental de la teoria Galois] Sigui F' una ex-
tensid de Galois sobre K i G = Gal(F/K), amb la topologia de Krull.

Les aplicacions entre A={ L cos | K C LC F} i

B={H | H <G on H tancat en G } donades per:

N U:A—s B on¥(L)=Gal(F/L)
©:B—AviaOH)=F!={aecF|h(a)=a,Vhe H}

son bijeccions i si L1 C Lo, Gal(F/Ly) = ¥(Ly) > V(La) = Gal(F/Ls).
A més, en la bijeccio anterior L «— H, tenim:

(1)|G:H| <0< [L: K] <ocoe H ésobert, iamés |G: H| =[L: K]
(2) H normal en G < L és de Galois sobre K.
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Quan aixo succeeiz, tenim Gal(L/K) = G/H, i si agafem G/H amb la
topologia quocient, aquest isomorfisme és també homeomorfisme.

Demostracio. Sigui L un subcos de F' que conté K; llavors F' és normal i
separable sobre L, i per tant F' és de Galois sobre L i tot seguit demostrarem
que L = FGal(F/L)

Es clar que L C FGAUF/L)  Veiem que L D FGalF/L),

Com en la demostracié del lema 3.2.2 triem o € F&al( — L i podem
contruir o : L(a) — F' tal que envia « a una arrel de Irr(a, L)[z] diferent
de a, amb o 1= id. Pel lema 3.2.1 podem extendre ¢ a un automorfisme de
F, 7, de manera que 7 ip,)= 0. Aleshores, 7 € Gal(F/L) perd 7(a) # a,

F/L)

aixd no pot ser, ja que a € FCUF/L) i + € Gal(F/L) en contradiccié.
Si H és un subgrup de G, pel teorema 3.2.17 tenim:

H = Gal(F/F®) & Htancat

Per tant, les dues aplicacions L — Gal(F/L) i H — F donen la cor-
respondencia bijectiva entre cossos intermedis entre F' i K i els subgrups
tancats de G.

Anem ara a demostrar (1).

Demostrarem primer que |G : H| < oo = H obert. Sigui L un cos entre F’
i KiH = Gal(F/L). Supossem que |G : H| < oo. Aleshores, G — H és
uni6 finita de cosets de H (certs o H), cadascun d’ells tancats, ja que H és
tancat. Per rant, G — H és tancat i per tant H és obert.

Veiem ara H obert = |G : H| < 0.

Si H és obert, conté algun entorn basic de l'identitat, és a dir, N C H per
algun N € €. Tenim E = FN on L C E, és a dir, [L: K] < oco.

Per acabar, si [L : K| < oo, escollim £ € Z amb L C E (aix0 es pot fer
pel 3.2.2). Agafem N = Gal(F/E). Ara, N < H perquée L C E i és clar,
|G : H| <|G:N| < oo.

Veiem |G : H| = [L : K|. Pel lema 3.2.3, tenim G/N = Gal(E/K) via
oN — o 1g (que envia H/N a {w 1g: w € H} un subgrup de Gal(E/K)
amb cos fix LN E = L). Pel teorema 2.2.2, I'ordre del grup és [E : L.
Aleshores,

G H| =|G/N : H/N| = g8 = B = 1. K]

Anem ara a demostrar (2) i la part final del teorema.

Per veure l'afirmacié sobre normalitat, agafem H = Gal(F/L) en la corre-
spondencia bijectiva. Supossem que H és normal, sigui a € L, i denotem
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f(z) = Irr(a, K)[z].

Si b € F és arrel de f, pel 3.2.1, existeix 0 € G amb o(a) = b. Per veure
que b € L, agafem 7 € H. Llavors 7(b) = o (0707 (a)) = o7 (a) = b,
perque oTo~! € H, per ser H normal en G. Aixi, b € F = L. Llavors f
descomposa sobre L i aix0 demostra que L és normal sobre K, i separable
pel fet de que F/K ho és. I per tant, tenim que L és de Galois sobre K.
En Daltre sentit, si L és de Galois sobre K, pel lema 3.2.2,

0 : G — Gal(L/K) que envia ¢ a o 1, esta ben definit i és homomorfisme
de grups.

El nucli de 0 és Gal(F/L) = H, llavors H és normal en G i 6 exhaustiva.
Pel primer teorema d’isomorfia, G/H = Gal(L/K).

Per completar la prova falta demostrar que 1’aplicacié natural

v:G/H — Gal(L/K) induida per 6 és homeomorfisme quan H és normal

en G.

Notem que un obert basic de Gal(L/K) és de la forma wGal(L/E) per al-

gun E de Galois sobre K contingut en L tal que E/K és finit i Galois amb

w € Gal(L/K). Possem N = Gal(F/E) € £. Llavors, 0~ Y(Gal(L/E)) = N.

Aixi 671 (wGal(L/E)) = 7N per algun 7 € G amb 7 ;= w. I aquesta

preimatge és oberta en GG. D’on 6 és continua.

A més, I'imatge d’un compacte per una aplicacié continua segueix essent

compacte, i qualsevol subconjunt d’un espai Hausdorff és tancat.

Com que G és compacte i Gal(L/K) Hausdorff, f envia tancats a tancats;

és a dir, és una aplicacié tancada.

Per acabar, l'aplicacié v : G/H — Gal(L/K) induida per 6 és també

continua i tancada amb la topologia quocient, i per tant homeomorfisme.
O

3.4 Grups profinits com a grups de Galois

Veiem que tot grup profinit és grup de Galois per a certa extensié de cossos.

Teorema 3.4.1 (Waterhouse). Sigui (G = lim G, @i) un grup profinit amb
Gy grups finits i w; : G — G; morfismes de grups. Aleshores, existeix una
extensid de cossos F/K de Galois, tal que (G = Hm Gy, @) = Gal(F/K) =
(I'&nNEgGal(F/K)/N,proj : Gal(F/K) — N amb N = Gal(F/E) on
E/K finita E C F.

Demostracio. Sigui k un cos qualsevol. Denotem per T a la unié disjunta
de tots els G/M on els M recorre tots els subgrups normals i oberts de G,
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T = UMﬁg,MobeTt G/M on la unié és disjunta. Recordem que M és obert
en G i com G és compacte |G : M| té index finit i G/M és un grup finit i en
particular, M és tancat.

Pensem els elements de T' com a indeterminades i considerem F' = k(7T') el
cos de fraccions de 'anell de polinomis en les indeterminades donades pels
elements del conjunt 7.

El grup G actua sobre aquestes indeterminades de forma natural:
siyeGin €G/M per cert M,

tenim vy € G/M on ' #+' siy ¢ M.

Aixi v € Autg F' i tenim G < AutiF.

Escrivim K := F9 i afirmem F/K és Galois amb Gal(F/K) = G.

Anem-ho a demostrar: Per a € F', considerem

Go={y€Gly(a) =a} <G.

Com els a € F s’escriu com a = % on [(T) = l(tay, - ta,) 1 m(T) =
m(tg,,...,tg,) per certes indetermiades del conjunt 7', tenim que a té una

expressié involucrant un nimero finit d’indeterminades

{tors st} = {tars s tan s tgrs o 6. s

que corresponen a r elements de 7" = Uy, 46 ropert 9/M -

Pensem t., element de G/M.,,, ¢ = 1,...,7 on M,, no sén necessariament
diferents. Llavors, és clar que M,, fixa t,, per aquest i concret.

D’aqui, M = ﬁleM% fixa t,, Vi =1,...,r, Sper tant, G, 2 M.

Fixem-nos que G, és obert en G i té index finit:

index finit és clar, perque M,, sén oberts i tancats, pel fet que NM,, és
obert i tancat (per ser interseccié finita). Per tant NAL,, té index finit en G,
i d’aqui G, té index finit en g. -

Per demostrar G, obert, M < G, on M obert.

Per acada o € G, 0 M és un entorn obert de ¢ ja que G és un grup topologic,
i per tant G, és obert.

D’aqui, Q = {g(a) | g € G}, orbita de a per I'accié de G és un conjunt finit
Q ={a,a9,....,a;}.

Considerem el polinomi
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l

on G actua sobre els coeficients del polinomi via (o f(z)) = [[(z — o(a;)) =

i=1
f(z), Vo € G, don f(x) € K|x], demostrant que a és algebraic sobre K.
Es clar que a és separable sobre K, ja que Irr(a, K)[z]|f(z) i totes les arrels
de f sén diferents.
També F/K és normal ja que si a € F' amb argument d’abans,
Irr(a, K)[z]|f(x), i totes les arrels de f sén a F.
Per tant, F//K Galois. Demostrem finalment que Gal(F'/K) = G.
Sigui H el grup de Galois de F'/K; llavors per construccid, G ha de ser un
subgrup de H. Per veure que sén el mateix, considerem l'inclusié G — H
i velem primer que és continua i per la correspondencia bijectiba de Galois
podem concloure.
Sabem que a H = Gal(F/K) N oU on U obert és una base d’entorns, on
U = Gal(F/E) amb E/K de Galois i finit. Com estem en grups topologics,
és suficient demostrar-ho per U.
Si U < H, sigui FU el subcos dels elements fixats per U; llavors pel teorema
fonamental de Galois 3.3.1 FV /K és una extensio finita de Galois.
Possem FV = K (a},...,al) per alguns a}, ...,al. € F.
Llavors, GNU 2 (\;_; Gy . Aleshores GNU i com ();_; Gy és obert, d’aqui
per € GNU, 7(N;_, GaZ) C GNU provant que GNU és ‘un obert de g.
Aleshores, 'inclusi6 ¢ : G < H continua. Per tant, cp_l(H) =G d’on G és
obert i tancat, en particular G i H son tancats de Gal(F/K) amb el mateix
cos fix K, i per la correspondencia bijectiva de Galois 3.3.1 G = H. 0

3.5 Exemples. Extensions no finites, topologia del
grup profinit i correspondencia de Galois.

Primer de tot enunciem i provem alguns lemes que usem en els exemples:

Definicié 3.5.1. Sigui Z,, Uanell dels nombres p-adics, i escrivim h € Z,
en base p h = ag+a1p+asp® +... amb 0 < a; < p—1. La valoracid p-adica
de h es defineix com v,(h) =n onn =min{k € N | a5 # 0}.

Aquesta valoracid indueix una norma i per tant una topologia anaitica defini-
da per |h|, = p~() A més la topologia induida per aquesta norma, i la
donada pel limit projectiu (en A.1) son equivalents, i els entorns oberts son
de la forma p"Z,. A més, Uanell Z,, és la completacio per | |, de Z.

Lema 3.5.2. Si h# 0 amb h € Z,, llavors < h > = p"Z, on vy(h) = n.
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Demostracid. Fixat h = p™(bo + bip+ ...) € Z, amb by #0, 0 < b; <p—1,
tenim < h >= {mh | m € Z}.

Per construcci6, < h > seraan successions de Cauchy {m;h};ey amb m; € Z
i| mih —mjh|=|m;—m;||h| — 0, tenim m; — y € Z,, i per tant

<h>C{hy|yeZy}.

Inversament, donat hy = h(yo + yip + ...), 0 < y; < p — 1 considerem la
succession de Cauchy njh := (yo + yap+ ... + yjpj)h i obtenim

yh ={njh}; € <h >.

Es facil veure que per o = by + bip + ... amb by # 0 Jw € Z, on wa = 1 i
per tant, < h > = p"Z,,. O

Corollari 3.5.3. Tot subgrup H de Z, amb H # {0}, si H és tancat,
llavors |Z,, : H| < oo.

Definicié 3.5.4. Fizat n € N el polinomi ciclotomic d’ordre n és:
n—1

o, (z) = [1 (z—&) oné&=e*/" c C és una arrel n-éssima de la
i=1,(i,n)=1

unitat.

Es demostra que 2" — 1 = [] ®4(x).

din
I també que Irr(e®™/™, Q)[z] = ®,(z).
A més el grau del polinomi ®,,(z) és p(n) = (p1— 1)~ (ps—1)plks— si
n= p]fl . -p’S“S és la factoritzacié de n com a producte de primers diferents
entre ells.

Lema 3.5.5. Sigui K un cos i S un conjunt on 3 € S, es té B € algebraic
sobre K. Aleshores lextensio K(S)/K és algebraica.

Demostracié. Sigui 6 € K[S], aleshores,
m

(5:Zajﬁjonaj€Kiﬁj€S.

j=1
0 € K(B1,.y Bm) 1 K(B1, ..., Bm)/K és finit i algebraic (perque cada f; ho
és).
Pensem ara 6 € K(9).
> aiB; m r
5= ona=y ajfjif=> byps, #0ambac K(Si,..., 5m)
> bisy j=1 k=1

k=1
ipe€K(sh,...,s.).
Aleshores, % € K(B1, -y Bms BY, ---» B1.) que és una extensié finita i algebraica

sobre K i per tant § = % algebraic. O
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3.5.1 Exemple 1: F,~/F, amb p primer fixat

Ja hem vist en la seccié 3.1. Gal(F,pe /Fp) isomorf a Z;,. Recordem

¢i + Zp, — Z/p'Z les projeccions naturals, pel apartat (b) del corollari
A.2.9 del apendix, Z = l'glgoi(Z) = l'ng/pZZ = 7y, tenim que Z és dens a
Zyp, i per tant no hi ha cap subgrup tancat entre Z i Z,.

A més pel corol-lari 3.5.3 no hi ha subgrups tancats d’index no finit a Z,, i
llavors I"inica extensi6 de cossos de Galois no finita és la de Fp /IF). Totes
les altres, sén finites sobre ), justament les que corresponen als subgrups
7/ (p’), que sén F i /F,, corresponents a cossos finits.

3.5.2 Exemple 2: Q(e**/?™)/Q amb p primer fix

Considerem F = Q({e*™/?" | n € N}) el cos generat sobre Q per les arrels
p-essimes de 'unitat en C. Evident que aix0 F'/K no finita.

A més, com que F és el cos de descomposicié sobre Q de la familia de poli-
nomis {z" — 1 | n € N}, és normal i com estem a caracteristica zero tenim
que F/Q és de Galois.

Teorema 3.5.6. El grup de Galois de ’extensid de cossos F//Q és isomorf a
Zy, els elements invertibles de Z;, amb el producte i es veu Zy, = (Z/(p))* X
(Zp,+), on la topologia a la primera component és la discreta i a la segona
la del anell dels p-adics.

Demostracié. Només demostrarem que Gal(F/Q) = Z,. Per a j € N, tenim
¢ Gal(Q(e¥™/P") Q) — (Z/p')* tal que, si o(c?™/P) = (2mia/p’ on
(a,p’) = 1, ja que o envia arrels primitives p/-éssimes a una altre que també
ho sigui. Per tant definim ¢ via o — a, que es pot demostrar que és un
isomorfisme de grups.

Veiem que el segiient diagrama commuta:

Gal(Q(e2™/P") Q) 5 7./ (p7)*

restriccié\l/ \l, projeccié

Gal(Q(e2mi/P' ™) Q) 225 7/ (pi— 1)

Si o € Gal(Q(e2m/V )/Q) a(e%i/?_’j) = e2mia/p

. o -
ol (e2mip/P7) = e2mipa/P’ — o2mia/P’" on g el podem pensar com la

Q(e2mi/? ™)
classe de a en (Z/p’~1)*. Per tant commuta.

D'aqui, Gal(Q(e2™/7)/Q) = lim Gal(Q(e*/"')/Q) = Jim(Z/p")" = Z;.
O
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En aquet cas, com que I'tinic subgrup d’index no finit de Z, és el (0), els

sugbrups d’index no finit seran els de la forma H x (0) amb H < (Z/(p))*,
ja que en (Z/(p))* tenim la topologia discreta i per tant tot subgrup sera
tancat.
Sigui, per exemple, H = {1,—1} amb p > 3. El sugbrup d’automorfismes
que li correspon a H és el de la identitat i la conjugacié complexa, que
envia €2/ g e~ 2mi/P’  Aleshores Q(e2mi/P)VH — Q(e2mi/P’ 4 ¢=2mi/V) —
Q(cos(2mi/p’)). Per tant obtenim 'extensié de cossos no finita:

Q C - Q(cos(2mi/p7)) C Q(cos(2mi/pit1)) C - - Q(cos(2mi/p™)).

Si triem H = (Z/p)*, Q(e*™/?*)H es denota per Qe i s'anomena 1'ex-
tensio p-ciclotomica de Q, és una extensio de Galois sobre () amb grup de
Galois isomorf a Z,,.

3.5.3 Exemple 3: Q({,/p | p € N i p primer})/Q

Lema 3.5.7. Siguin p1, ..., pp un numero finit de nombres primers diferents.
Llavors Q(y/p1;---s/Pn)/Q és de Galois amb [Q(\/p1,...,\/Pn) : Q] = 2" i
amb grup de Galois isomorf a [ Z/2Z.

i=1

Demostracio. Farem la demostracié per induccié sobre n.

Per a n =1 és clar. Supossem cert per a n i veiem-ho per a n + 1.

Per hipotesi d’induccié tenim que L = Q(/p1, ..., /Pn)/Q de Galois amb
[L: Q] = 2". Sigui pp+1 un primer diferent de py, ..., p, i considerem l’ex-
tensié L(y/pny1)/L. Sabem que [L(y/pny1) : L] ha de ser 1 o 2.

Si fos 1, Q(y/Pnt1) és cos intermedi de L/Q.

n
Tenim que Gal(L/Q) = [[ Z/2Z, via ¢ — (071, ..., 0p) On
i=1

o; =0sio(\/pi) = \/pi i 0; =15si0(\/Di) = —/Di-
Per altre banda, tenim, Q(,/p1), Q(\/p1p2), ---. Q(y/P1P2---Pn),
Q(\/p2), -, Q(\/P2--Pn), -, Q(y/Pn) 560 2" — 1 cossos diferents d’index dos

sobre Q que corresponen a

(1,0,...,0) € [[ Z/27 —> Q(y/p1)

i=1
(17 17 07 ceey 0) — Q(\/p1p2)
Com que | H Z2)27.—{id}| = 2" —1, si Q(\/pn+1) C L aleshores Q(/pn+1) =
Q(/Pi, -- st) per certs p;; € {p1,..,Pn}-

Com que p,11 és primer i diferent de tots els demés, med(p;, ...pi,, Pnt+1) = 1.
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Si @(\/IT—H) = Q(\/pi1"'pis)7 \/pn—I—l =a+ bm on a,b € Q.

Per tant, pyi1 = a®+bpi, ...pi, +2ab\/pi; -Pi; On Py € Ly a®+07py, ., €
Qi 2ab\/pi;---pi, ¢ Q. Per tant ab = 0.

Si b =0, a=/pnt1, contradiccio.

Sia=0, \/Pni1 = by/Diy--Di, = | /ﬁ = b € Q no pot ser.

Per tant [L(\/prn+1) : L] = 2. Idefinim 0 € Gal(L(\/Pnt+1/Q) via o (\/pn+1) =
+/Pnriioip=7TonT e Ga(L/Q) =[] Z/2Z.
i=1

n+1
Es pot demostrar facilment que Gal(L(\/pnt+1)/Q) = [ Z/2Z. O
i=1

Lema 3.5.8. F = Q({\/p | p € N}), F/Q és una extensié de Galois no
finita.

Demostracic. e F/Q algebraica:

Com que S = {,/p | p € N} és un conjunt de elements algebraics sobre Q
pel lema 3.5.5 F = Q(S5)/Q és algebraica.

e '/Q normal i separable:

Si a € F, tenim que o € Q(,/psy ; -, /Pi,) Per certs p;; € S.

Aleshores, Irr(a,Q)[z] desconpon en Q(y/piy, .., /Di,) del fet

Q(y/Pirs > /Piz)/Q és de Galois (lema 3.5.7).

En particular, Irr(a, Q)[x] trenca en producte de polinomis de grau 1 en F'
sense arrels repetides.

Es clar que l'extensié és no finita perque [Q(\/P1; - v/Pn) + Q] = 2" i aquesta
n la podem fer tant gran com volguem, per tant aixo tendeix a infinit. [J

Calculem Gal(F/Q) i la seva topologia de Krull.
Primer de tot ordenem els elements /p1,/p2, ... de manera que p; < p2 <
p3 < .... Aleshores,
Gal(F/Q) 2 Gal(F/Q(y/p1)) 2 Gal(F/Q(yPi, /7)) 2 -
Denotem per L; = Q(/p1, .-, /Pi)-
Sabem que Gal(F/Q) = @[Kﬁ@} Gal(K;/Q) = @Gal(LMQ)% ja que
Gal(L;/Q) sén els entorns base de la topologia (considerant cada Gal(K;/Q)
amb la topologia discreta); on els morfismes del sistema projectiu sén:

@ii—1: Gal(Q(\/p1, ..., /D) /Q) — Gal(Q(\/p1, ..., /Pi-1)/Q)
O > O IQ(\/PT,e e /PisT)

3hi ha igualtat ja que els Gal(F/L;) formen un sistema cofinal pels £ i aplicant el lema
A.2.12 del apendix obtenim la igualtat
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Notem que I'isomorfisme definit a la demostracié del lema 3.5.7:

Gal(L;/Q) = [] Z/2Z, via 0 = (01, ..., 02) on
=1

1=

o; =0sio(y/pi) = /piioi=1sio(/pi) = —/Di

és compatible amb els morfismes ¢; ;1 que acabem de definir.

K3
Per tant, tenim que T&nGal(Li/Q) = 1&1 [I Z/27Z com a grups topologics,
1 ]:1

i
on considerem la topologia discreta en cada [][ Z/2Z i els morfismes de
j=1
projeccié naturals

) 1—1
Z/2Z — H Z/QZ via (al, ...,ai,l,ai) — (al, ...,ai,l).
=1 j=1

Pii—1":

J
n oo
Lema 3.5.9. Tenim que lim 11 Z/2Z = 1] Z/27Z amb la topologia producte
i=1 i=1
on Z./27 dotats de la topologia discreta.

o0
Demostracié. Veiem que (][] Z/27Z,+) compleix la propietat universal del
i=1
limit projectiu.
Sigui {G, ¢y, } un sistema compatible, és a dir, que el segiient diagrama com-
muta:

G ﬁZ/2Z

=1
<)07L71\[ 1/ Tn,n—1
n—1
11 Z/2Z
i=1
on m, -1 sOn les projeccions naturals.

Si pn(g) = (b1, ..., Bn) per g € G, definim

VG — [] Z/2Z via
i=1

l
¥(g) = (¥i1(g))1er on ¥i(g) és la component [-éssima de ¢;(g) en [[ Z/27Z.
i=1

Per construccio,
n
¢ = [[z/2z

=1
1/)\4 /l Too,n
o
I 2/27
=1
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commuta, és a dir, e, 01 = ¢, 1 @ més 1P é morfisme de grups.
Veiem ara que v és continua:

oo
Tenim m; : [[ Z/2Z — 7Z/27 la projecci6 en lacomponent . Els entorns
i=1

oberts en la topologia del producte de [] Z/2Z sén de la forma 7; *(U) on

i=1
U és un obert de Z/2Z.
Per tant és suficient veure que 1~ (m; '(U)) és obert amb U obert.

Per definicid, ¥ (r (1)) = Uys 07 ({(@1, o 0n) € [1 Z/2ZIaq € UY).
- i=1

n n
Com que {(a1,....,an) € [[ Z/2Z|oy € U} és obert a [[ Z/27Z i ¢,, continua,
i=1 i=1

obtenint el resultat.
O

Veiem ara alguns cossos intermedis de F//Q tals que I'extensi6 sobre Q
sigui no finita.

G = [] Z/27Z amb la topologia del producte on Z/27Z amb la topologia disc-
i=1
reta.

e Si H és d’index finit i tancat en G, per la correspondencia bijectiva obtenim
una extensié L/Q finita, i aquestes les tenim molt estudiades, per exemple,

H = {0} x {0} x {0} x {0} x ljSZ/QZ < f[l 7./27

amb l'ordre que hem fixat pels primers, H < Gal(F/Q{/p;} | i > 5) i per
tant,

FH = Q(\/ITD \/772’ \/]T’ \/174)

e Pensem H < (G d’index no finit i tancat amb H finit, tenim molts ex-
emples:

w

H=T]2/2Z x [[{0} <G
1

i i>4

H= (N}, 7rj_1(0)) tancat de G i

F'=Q({ypi}tiz4).

e Pensem H < G d’index no finit, per0 H no finit, també tenim molts
exemples:
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H=7/27 x {0} x Z/2Z x {0} x ...

H és tancat perque, H = (2, Ty; 1(0) i H no finit. Tenim que,
FH = Q(y/p; | i parell).

3.6 Problema invers de Galois per a grups profinits?
Seguint el cas de grups finits, podem preguntar-nos

Qiiestié 3.6.1. Sigui G un grup profinit ¢ K un cos, existeir una extensio
F/K amb grup de Galois G?

Pensem-ho tan sols per K amb [K : Q] < co. Intentem com al problema
invers de Galois preguntarnos primer per a a grups profinits abelians. Ten-
im el segilient resultats de classificacié de grups profinits commutatius [11,
Theorem 4.3.3, 4.3.5]:

Teorema 3.6.2. Sigui G un grup abelia profinit ¢ lliure de torsid. Llavors

¢ =TIz

P m(p)
on p recorre tots els primers i cada m(p) és un nombre cardinal.

Per la teoria de classes [10] sobre K obtenim que tan sols grups topologics
finit generats poden sortir com a extensions abelianes de K, per tant re-
stringim la pregunta 3.6.1 a grups profinits finit generats.

Teorema 3.6.3. Sigui G un grup abelia profinit, finit generat i lliure de
torsio. Llavors tenim

G= (@p(@m(p)zp))

on p varia tots els primers i m(p) és un natural que val zero per gairebé tot
p.

Hem vist que donat p primer podem construir I'extensié Q((pe~)/Q amb

Gal(Q(¢p=)/Q) = Gal(Qeyep/Q) x A on A = (Z/p)* i Gal(Qeyep/Q) =7

on Qgyc,p s’anomena l'extensié p- ciclotomica de Q.

Quiestio 3.6.4. Donat G = Zy; ambn > 1 podem construir una extensid de
Galois sobre Q amb grup de Galois 7, ?
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La resposta ja sabem que és NO per n > 2 del teorema de Weber 2.4.4,
per tant la pregunta analoga del problema invers de Galois per a grups
profinits finit generats és negativa pels grups abelians.

En aquest camp hi ha la seglient conjectura que tan sols escrivim en un
cas molt particular:

Conjectura 3.6.5 (Leopoldt). Fiz p un primer i sigui [K : Q] < oo
amb K C R. Llavors no existeix cap extensid de cossos Galois L/K on
Gal(L/K) = Z{ amb { > 2

Observacié 3.6.6. Evidentment podem construir 'extensio per £ = 1 in-
trodwint les arrels (pn de la unitat.

Ferrero i Washington demostren la conjectura quan K/Q és de Galois amb
grup de Galois Gal(K/Q) un grup abelia.



Apendix A
Limits projectius

A la primer secci6 d’aquest appendix, es dona la definicié de limit projectiu,
tant com a conjunts com a espais topologics. S’observa que si els objectes
en el limit projectiu sén grups, anells o R-moduls, llavors el limit es dota
d’aquesta estructura (impossant que els morfismes mantenen ’estructura).
A més, com a exemple introduim ’anell dels nombres p-adics.

A la segona part, passem a estudiar propietats topologiques dels espais pro-
jectius en general, que en serviran després a la tercera part per a donar una
caracteritzacié dels espais profinits.

A.1 Definicié i exemples

Definicié A.1.1. Sigui I un conjunt. Es diu que I és un conjunt dirigit
parcialment ordenat si existeir una relacio < en I tal que:

(i)i<i,Viel

(i) i < jj<i=i=j

(iii) i < j,j<k=i<k

(iv)i,j€l=3kel ta quei,j <k

43
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Definicié A.1.2. Un sistema projectiu de conjunts (espais topologics) in-
dezxada per I, és una col-leccié de conjunts (espais topologics) X;, 1 € I, i de
aplicacions @;; + X; — X; (aplicacions continues) que existeizen sempre
que i < j, complint que prj o ;j = @i per a tot k < j <i; és a dir, que el
diagrama

X, 2 X

Cik N ik

Xk

sigui commutatiu. Aquest sistema el denotem per {X;, pi;}.

Definicié A.1.3. Sigui un conjunt (espai topologic) Y i {X;,pi;} un sis-
tema projectiu de conjunts (espais topologics), i siguin ; : Y — X; apli-
cacions (aplicacions continues) per a cada i € I. Es diu que aquestes apli-
cacions son compatibles si @;j); = 15, sempre que j < i i direm que (Y,1);)
forma un sistema compatible amb {X;, pi;}.

Definicié A.1.4. Donat un sistema projectiv {X;, pi;} es diu que X amb
les aplicacions compatibles ¢; : X — X; és un limit projectiu del sistema,
si compleix la segiient propietat universal:

donat 'Y un conjunt (espai topologic) i ¢; : Y — X; aplicacions compati-
bles, llavors

Al ¢ Y — X (continua) tal que pib = ;,Vi € I. Es a dir, tenim un
diagrama commutatiu per tot i:

¥

Yy — X
Pi N i
X

i denotem X = ;z‘_mXi 0, si volem especificar les aplicacions: (X = ;).

Teorema A.1.5. Si{X;,¢;;} és un sistema projectiu, ezxisteiz X = lim X; i
amés, si (X, pi) 1 (X', ) son limits del sistema, tenim que 3! ¢ : X — X’
bijectiu complint ip = @;,Vi € I (i si X;, X| espais topologics amb ¢; i ¢}
continues o continua amb ¥~ continua,).

Demostracio. Primer de tot demostrem la unicitat del limit.

Siguin (X, ¢;) i (X', ¢}) dos limits projectius del mateix sistema {Xj, p;;}.
Com que X és limit, i (X', ¢}) un sistema compatible, 3! ¢ : X' — X
continu tal que Y; = ¢,. Ara, com que X' és limit, i (X, ¢;) un sistema
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compatible, 3! 1 : X — X’ continu tal que {/;go; = ;.
Llavors, tenim que ¥t : X' — X' és idx, del fet de que X' és limit i
Y1) X — X és idy del fet de que X és limit. Es a dir, X = X'.

Demostrem ara l’existencia del limit. Sigui X un subconjunt del producte
directe [] X; tal que (z;)ier € X, si compleix ¢;;x; = z; sempre i quan
1< 7. ISEe%nim per ; : X — X; la projeccié canonica en la component i.
Demostrem que X és el limit del sistema {Xj;, p;} .

Siguin Y i 7; : Y — X; compatibles, és a dir, g;;9; = ¢; Vi,j € 1.
Construim tot seguit ¥ : Y — X fent el segiient diagrama commutatiu:

y 4 x

Vi i
X

Observem que, per a cada a € Y tenim que ¢;(a) = fio € X;,Vi, és clar

Il Bia € T] Xi.

el i€l
Veiem, [] Bi« € X. Per a qualsevol j < i tenim v;(a) = Bio 1 ¥j() = Bja
el
i com @;;(Bia) = wij(Yi(a)) = ¥j(a) = Bj obtenim Hlﬁi,a € X.
ic
efinimD ¢ : Y — X via ¢(«a) := [] Bia 00 Bia = ¢i(),Vi € I. (Es facil

i€l
comprovar la continuitat en cas d’espais topologics).
O

Observacié A.1.6. (1) Siguin X; R-moduls i @;; : X; — X; morfismes
compatibles que son morfismes de R-moduls. Observem llavors X, el limit,
també és un R-modul i ¢; morfismes de R-moduls.

Com que acabem de veure a la demostracio que el limit és X = {(x;)ier :
ij(x;) = x;} C 11X;, és facil demostrar que aquest conjunt compleix les
propietats de R-modul si ; és morfisme de R-modul.

(2) Si els X; del sistema projectiu son anells i els p;; son morfismes d’anells,
aleshores el limit projectiu, X és també un anell amb els ; morfismes
d’anells.

(3) Si X; grups i pi; morfismes de grups es té que X és grup i 1; mor-
fismes de grups. També es fa amb un argument semblant, tan sols remarcar
que si v = (1;)ie; € X 271 € X ja que per a cada i > j gpl-j(a:;l) =

pij(zi) "t = Z'j_l; per tant =t = (7 V)ier € X.
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(4) En els casos (2) i (3) si (X, i ;) €s un sistema projectiv amb X; anells o
grups dotats amb la topologia, i els morfisme @; ; son morfismes d’anells o de
grups continus, el limit projectiu tindra estructura natural d’espai topologic
pensant la topologia com la induida per ser un subconjunt de la topologia pro-
ducte en [[ X; i també com a anell o grup. A més, si X; son grups topologics
es trasllada a que el limit projectiu dels X; és també un grup topologic.

Definicié A.1.7. Sigui p un primer fix. Els nombres p-adics son el conjunt

oo
d’ezpressions {Y a;p' on a; € (0,p — 1)} i es denota per Z,.

i=0
Proposicié A.1.8. Z, és isomorf al limit projectiu del sistema (Z/(p"), pij)
on @ij : Z/(p") — Z/(p?) sén els morfismes d’anells o + (p*) — a + (p/)
V3 <, i per tant Z, té estructura d’anell i Z, s’anomena l’anell dels nombres
p-adics.
A més, Zy té estructura d’anell topologic, on cada Z/(p™) el considerem amb
la topologia discreta, ja que aixi els morfismes d’anells son ;; continus.

Demostracié. Veiem primer que (Z/(p%), ¢i;) és un sistema projectiu.
Sik<j<ia+(p)eZ/(p')

ori(ir(a+ ) = pigla+ (7)) = a+ () = panla+ (")) T a més, els
i; estan ben definits, ja que si,

a#d cZ/(p) =pt(a—a)=comk>ipt(a—a)onat+ @)+
o’ + (p*), on ;; sén morfismes d’anells.

Sabem que @(Z /(p%), pi;) existeix i que és tinic llevat d’isomorfisme i té es-
tructura d’anell topologic amb la topologia discreta en Z/(p?). Sigui (Y, 5;)
un sistema tal que faci que el segiient diagrama commuti:

Y 25 7/00)

Vi i
Z/(p’)

on Y anell i 8; morfismes d’anells.

Si demostrem que existeix un unic morfisme de Y a Z, tal que sigui

. 00 i—1 .

compatible amb els ¢; : Z, — Z/(p') on @;( > arp®) = 3 arp® + (p?)
k=0 k=0

(que s6n les projeccions naturals) hem acabat, ja que (Zp, ;) complira la

propietat universal.
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Com que el diagrama commmuta, tenim que per a cada y € Y, B;(y) €

Z/(p"), pii1(Bi(y) = Bi—1(y) € Z/(p").

m

Definim, 8 :Y — Z, per f(y) := > by,lpl on by; € {0,...,p — 1} complint
=0

> byapt = Bmt1(y) en Z/(p™ ) per a cada m.
=0

Veiem que aquest S que hem definit esta ben definit i que el segiient diagra-
ma commuta:

vy 2z,

B\ / ®j
Z/(p’)

Sigui y € Y, hem dit que S(y) = > bhypl tal que ) bLypl = Bm+1(y) en
=0 =0
2/,
Jj—1 .
Ara, 9;(B(y)) = IZO by en Z/(p7).

i—1
Pero 5(y) per m =5 —1, szo bprl = B;(y)(mod )

Per tant, 5;(y) = cpj(ﬂ(y))ien Z/(p?), fent el diagrama commutatiu on by,
és sempre el mateix independentment del m > [.
D’aquf Z, és el limit projectiu dels (Z/(p%), vi;) - O

A.2 Propietats topologiques dels limits projectius

Lema A.2.1. Sigui {X;, @;ij} un sistema projectiu d’espais topologics amb

X; Hausdorff Vi. Llavors lim X; és tancat en [] X;.
A iel

Demostracio. Sigui (x;)icr € [[ Xi— (1&1 X;). Aleshores, existeixen r,s € I
i€l

amb s < r tals que ¢,(x,) # ©s. Agafem dos entorns disjunts U i V' de
ors(y) 1 x5 respectivament en X.

Sigui U’ un entorn obert de z, en X, tal que ¢,s(U’) CU.

Ara considerem un obert W = [[V; de [[ X; tal que V,, = U, Vs =V i

i€l icl
Vi = X per i # r,s. Llavors W és un entorn obert de (x;); en ] X; disjunt
i€l
amb lngZ D’on l'&nX,- és tancat. ]
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Proposicié A.2.2. Sigui {X;, ¢;;} un sistema projectiu amb X; compactes,
Hausdorff i totalment disconnezxes. Llavors, @Xi és també un espai com-
pacte, Hausdorff i totalment disconnex.

Demostracio. Pel teorema de Tychonoff, si cada X; és compacte, aleshores

el producte directe [] X; també ho és. T un subespai tancat d'un compacte
el
és compacte, aleshores, pel lema que acabem de demostrar, com que @XZ-
és tancat, és compacte. Veiem que és Hausdorff i totalment disconnex.
Com que les propietats de ser Hausdorff i ser totalment disconnex es man-
tenen pel producte, [[ X; és Hausdorff i totalment disconnex.
Siguin z = (z;) # y = (y:) € im X; C []X;. Aleshores 3j tal que x; # y;,
i com X; Hausdorff, existeixen dos oberts disjunts en X; amb z; € Uj i
yj € Vj. Els oberts de lim X; sén els U’ € lim X; tal que U’ = U Nlim X; on
U és un obert de [ [ X;. Per tant, si agafem U = [[ X;xU; iV = [[ X; <V},
i7#] i#]
on clarament U i V s6n oberts en [[ X;. Per tant, prenent U’ = U N @Xi
i V' =V Nlim X;, tenim dos oberts tals que z € U’ i y € V/ amb interseccié
buida, provant que @Xi Hausdorff.
Per veure que és totalment disconnex, sigui Y = (V;) € Hm X; C I1X:.
i€l
Com que per a cada ¢ Y; C X, existeixen dos oberts U; i V; oberts tals que
Y, =U;UV;iU;NV; = (. Pel mateix motiu d’abans U’ = [[U; U @Xi i
V' =T1] V;Ulim X; séon dos oberts i és clar que UuvV' =YiUunv' =0. O

Proposicié A.2.3. Sigui {X;, pi;j} un sistema projectiv on cada X; és un
espai no buit, compacte i Hausdorff. Aleshores, l'&nXl- és no buit. En par-
ticular, el limit projectiv d’un sistema de conjunts finits no buits és no buit.

Demostracio. Per cada j € I definim

Y = {(zi)icrloju(z;) =z, VE < j} C [] Xi.

Utilitzant ’axioma de 1’eleccié cada szeéfs no buit i amb un argument sem-
blant al A.2.1 s’obté que cada Y tancat a [[ X;. Observem que si j < j/,

i€l
aleshores Y; 2 Yj. Llavors, per ser [[ X; compacte es dedueix que (Y]
il
és no buida, ja que si NY; = 0 [[X; = UY = VS U---UYS, pero

el
Yi,n---NY;, =0, escollim j > 4y,--- ,ip, aleshores Y;; D Y; 1 Y; # 0,
=Y, N---NY;, DY; #01iaixo és imposible. Com que Wm X = (¢, Y
hem acabat. 0
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Definicié A.2.4. Siguin {X;, ¢ij} i {X], 5} son dos sistemes projectius
d’espais topologics sobre el mateix conjunt I.Llavors un morfisme entre aque-
stes sistemes €s

L { X0} — (XLl

on I' és una col-leccid de aplicacions continues 0; : X; — X! tals que si
1> j el segiient diagrama commuta:

X; 2 x;
il 16

"y
!/ v /

Observacié A.2.5.

(1) Tenim I' : { X5, @i} — {Xi, @i} on 6; =id x,, escrivim I =id

(2) La composicio esta definida de manera natural. Sitenim I : {X;, pi;} —
(XL i W {XG 00— {X] @)} on T ve donat per la colleccio
d’aplicacions 1;0;.

(3)Siguin, {X;, i} i {X{,gpgj} dos sistemes projectius d’espais topologics,
I’ un morfisme de sistemes projectius i X = lim X; 1 X' = lng{ Llavors
la col-leccid de morfismes 0;p; : X — X[ indueizen una aplicacié continua:
ImI = limé6; : lim X; — l&lXZ’

(4) Que 0; sigur exhaustiva per tot i no implica que yLnGi ho sigus.

Per exemple, si agafem els sistemes projectius {Z,id} i {Z/p'Z, pij} on p;j-
s son les projeccions naturals per j < I. Per a cada i € N 0; : 7. — 7/p'7Z
és exhaustiva, pero I' : Y&n@i : @{Z,id} =7 — yin{Z/p’Z,goij} = Zp
no ho és. Ja que, l'imatge de Z per I' és {(an) | an = t,t € Z} les tuples
constants, i 1 +p+p*>+--- ¢ 7.

Lema A.2.6. Sigui I' : {X;,ij} — {X],¢};} una aplicacié de sistemes
projectius Hausdorff i compactes. Si cada 0; : X; — X! és exhaustiu, es te
que @F = yin&i : LiLHXz' — @X{ €s erhaustiu.

Demostracid. Sigui (z})ier € lngz’ Posem X; = 0, (xh), Vi € I. X; és
tancat en X; perque [| X/ —a és obert, i com que 6; és continua i exhaustiva
Q:I(H X! —al) =1 X; — 0, («}) obert. Com que l'espai X; és compacte,
X; també ho és. Observem que ¢;;(X;) C X; per i > j.

Aleshores {Z, @i} és un sistema projectiu de compactes no buits, i per la
propocicié A.2.3, 1&13{; # (.

7

Sigui (z;) € lim X; C lim X, llavors per constuccié l&n(f‘)(wz) = (a}). O
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Corollari A.2.7. Sigui {X;,pi;j, I} un sistema projectiv de espais com-
pactes i Hausdorff. I sigui X un espai compacte i Hausdorff. Suposem
que {p; : X — X, }ier €s un sistema de aplicacions continues compatibles
exhaustives. Llavors ’aplicacio induida l'&upi X — @Xi és erhaustiva.

Demostracié. Considerem el sistema projectiu constant {X,id} sobre I.
Llavors, clarament la col-leccié de funcions {¢;}ier de {X,id} a {X;, pi;}
indueix una aplicacié @%‘ X — @Xi que és exhaustiva pel lema
A2.6. O

Lema A.2.8. Sigui {X;, pi;} un sistema projectiu d’espais topologics i p; :
X — X; compatibles i exhaustius per a cada i € I. llavors 6 im X; =0 6
@upi X — @Xi envia X a un subconjunt dens de 1£1X2

Demostracié. Suposem que @Xi # (). Un obert generic V de @Xi es pot
descriure de la manera segiient: siguin {iy,...,3,} C I i U;; un obert de X,
7=1,..,mn
V= (ImX) 1 (I1V)

K2
on Vi, =Ui;,j zel, v i V=X 810 #1410y,
Suposem que V' és no buit. Hem de veure que l'glgai(X) NV # 0. Sigui
i9 > i1,y in 1y = (y;) € V. Escollim z € X tal que @¢io(x) = y;, (aixo
ho podem fer perque cada y; és exhaustiva). Llavors @@l(x) eV. O

Corollari A.2.9. Sigui {X;, pi;j} un sistema projectiu de espais compactes
1 Hausdorff; X = @Xi 1@; : X — X; les projeccions. Aleshores,

(a) SiY C XY Clim;(Y), i si Y tancat Y = lim ¢;(Y)

(b) SiY C X, llavors Y = l'&upi(Y)

(c) SiY,Y' C X i9i(Y)=pi(Y') per a cadai € I, llavors Y =Y.

Demostracio. (a) Observem que tenim les inclusions obvies Y < Jim wi(Y) —
im X; = X. Pel corol-lari A.2.7 la primera inclussié és exhaustiva i per tant
Y C @@Z(Y) Ara pel lema A.2.8, I'imatge de Y és densa, i com que Y
tancat, obtenim la igualtat.

(b) Pel lema A.2.8, la inclusié envia Y a un subespai dens dins de @@z(Y)
Argumentant com al lema A.2.1 es veu que @@i(Y) és tancat en X, 1
finalitzem. (c¢) Conclusié obvia per (a) i (b). O

Definicié A.2.10. Sigui (I, <) un conjunt dirigit, i I' un sucbonjunt de I.
De manera natural (I', <) es converteiz en un conjunt dirigit. Diem que I'
és cofinal en I si per tot i € I existeiz algun 1 € I’ tal que i <7’
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Observacié A.2.11. Observem que {X;,@ij}ijcr es converteix en un sis-
tema projectiu. Direm que {X;, pij, I'} és un sistema cofinal de {X;, @ij, I}
Si{Xi,pij, I'} ésun sistema cofinal de {X;, pij, I} i (m X, pir) i (Mm X, ;)
els limits projectius de cadascun d’ells; per cada j € I, agafem 7' € I tal que
J' > j i definim @j : l'mI, Xy — X com la composicié de les aplicacions
canoniques ;0. Observem que els pj estan ben definits (perque son in-
dependents de la j' que escollim) i sdn compatibles. Aleshores, indueizen un

[ @1/ Xy — @I X; tal que ;0 = ;.

Lema A.2.12. Sigui {X;, pij, I} un sistema projectiu de espais compactes
sobre I, 1 I' un subconjunt cofinal de I. Llavors, @I X; = @1/ X

Demostracio. Veiem primer de tot que @ : @1, Xy — @I X, és una
bijeccié continua.

@ és injectiva perque si () € lim , Xy i o(x}) = yi, Ty = yy per tot i’ € I'.
Per veure l'exhaustivitat, si (y;) € l'mI X, considerem (z;) on zy = yy
per tot ¢/ € I. Llavors (zy) € fm , Xy i o(zy) = (y;). 1 com que @ és
una bijeccié continua i 1'&11/ Xyi l'mI X; sén compactes, tenim que @ és
homeomorfisme. ]

Observacié A.2.13. Diem que un sistema projectiu €s exhaustiu si cada
©ij(i > j) és exhaustiu. Pel corol-lari A.2.7, per a cada sistema projectiu
existeir un sistema evhaustiu {i(X), ¢};, I} on els ¢i; son les restriccions
de @ij a ©i(X) amb el mateiz limit projectiu X.

Si {Xi,¢ij, I} és un sistema projectiu de espais topologics X; sobre I. Pos-
sem X = lim X; i siguin ¢; : X — X les projeccions naturals. Supossem
X #£0. Si @j €s exhaustiu per a cada j € I, llavors s : X, — X també
ho és per a tot r,s € I amb r > s. (El reciproc no té per que ser cert pero
ho és si demanem que els X; siguin compactes).

Proposicié A.2.14. Sigui {X;, i;, 1} un sistema projectiu exhaustiu d’es-
pais compactes, Hausdorff i no buits. Llavors per a cada j € I la projeccio
;- @Xi — X és exhaustiva.

Demostracid. Fixem j € I. El conjunt I; = {i € I : i > j} és cofinal en
I. Llavors pel lema A.2.12 @1]_ X, = l'mI X;. Per tant podem suposar que
j<tiperatotiel ’

Sigui z; € X; i possem Y, = <p;jl (xj) per ar € I. Com que ¢,; és exhaustiu
i continu, Y, # 0 i compacte en X,. A més, sir > s en I, p.5(Y;) C Y,
i {Y,, prs, [} és un sistema projectiu. Per la proposicié A.2.3 @Yr # 0.
Sigui (y,) € HmY; C lim X;. Llavors, ¢;(y,) = ;. O
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A.3 Propietats topologiques dels espais profinits

Definicié A.3.1. X s’anomena espai profinit si és un espai topologic iso-
morf@Xi on X; son conjunts finits dotats amb la topologia discreta.

Lema A.3.2. Sigui X un espai compacte © Hausdorff, i x € X. Llavors la
component connexa Cy de x és la interseccid de tots els entorns “clopens”
(i.e. oberts i tancats a la vegada) de x.

Demostracié. Sigui {U; : t € T} la familia dels entorns “clopens” de = i
A= Ver Ut Que C, C A és evident. Per tant només cal veure que A és
connex.

STIA=UUVonUNV #) amb U iV tancats en A. Hem de veure que o
U o V és buit.

Com que X és Hausdorff i U i V compactes disjunts, existeixen U’ i V'
oberts en X tals que U C U' iV C V' amb U' NV’ = (. Aleshores,
(X -U'NV'INA=10. Ara, X —(U'NV’) és tancat, i com que X és compacte
existeix T" finit, una familia de T tal que [X — (U'NV')| N [Nyer Ur] = 0.
Observem que B = (¢ Uy és un clopen de X, perque 7" és finit. Per
altra banda, x € (BNU')U(BNV') = B.

Sigui z € BNU’ (amb V' es faria igual). BNU' és obert i tancat a la vegada,
perquée BNV’ és obert i (X BNV')N = BNU’. Aleshores AC BNU' CU’.
Ipertant ANV CANV' =0=V'=40. O

Teorema A.3.3. Sigui X un espai topologic. Les segiients condicions son
equivalents:

(a) X és profinit.

(b) X és compacte, Hausdor[f i totalment disconnez.

(¢) X és compacte, Hausdorff i admet una base de clopens en la topologia
de X.

Demostracié. (a)= (b)

Sigui X profinit, és a dir, X = I'£1XZ- amb X; finit. Per la proposicié A.2.2,
X és Hausdorff i totalment disconnex. (Perque cada X; amb la topologia
discreta és Hausdorff i totalment disconnexa). I compacte per la mateixa
proposicié.

(b)= (c)

Sigui W un entorn obert de z en X. Hem de veure que W conté un clopen
de z. Sigui {Uy|t € T} la familia de tots els clopens de z. Pel lema A.3.2,
{z} = (er Ut (perque X totalment disconnex i aleshores Cp = {z},Vx €
X). Com que X — W és tancat i disjunt (), Uy, per la compacticitat de
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X, existeix T C T finit tal que (X W) N ((,er Ut) = 0. Per tant, aquest
(Nier Ut és un clopen de z contingut en W.

()= (a)

Suposem que X és Hausdorff i que admet una base de clopens amb la seva
topologia. Denotem R la col-leccio de totes les relacions d’equivalencia de
X, tal que la classe d’equivalencia de z, xR és un clopen. Per a cada R, X/R
és finit i discret, perque X = J el xR essent aquesta unié disjunta. Cada
x; R és obert, pero també tancat, i com que X és compacte, aquesta unié
és finita, i per tant X /R discret. El conjunt R esta naturalment ordenat de
la segiient manera: si R,R' € R, R > R' & xR C zR',Vx € X. Llavors
R és un conjunt dirigit, perque si Ri, Ro € R definim Ry N Ry com la
relacioé d’equivalencia corresponent a la particié de X obtinguda per totes les
interseccions de les classes d’equivalencia de Ry i Ry. Clarament Ry N Ry >
Ri,Ry. Ara, si R,R € R, definim ¢ p : X/R — X/R' de manera que
vrr/(xR) = (zR’). Llavors {X/R, pgrr'} és un sistema projectiu sobre R.
Demostrem ara que X = lim , o X/R.

Siguiy : Y — @ ReR X/R T'aplicacié continua induida per les projeccions
canéniques ¥p : X — X/R, pel corol-lari A.2.7, 1) és continua i exhaustiva.
Per veure que ¢ és homeomorfisme, és suficient veure que és injectiva, perque
X és compacte.

Siguin, z,y € X. Per hipotesi, existeix un entorn U de x obert i tancat
a la vegada que no conté a y. Considerem la relacié d’equivalencia R’ en
X que té dos classes d’equivalencia: U i X — U. Clarament, ' € R i

Yr () # Yr(y). Llavors ¢(z) # ¥ (y) = 9 injectiva. O
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