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"This remarkable conjecture relates the behaviour of a function L, at a point where
it is not at present known to be deﬁnedﬂ to the order of a group I, which is not

known to be finite."

-John Tate (1974)

! Un seguit de publicacions, comencant per la d’Andrew Wiles (1999) sobre I'iltim teorema de Fermat,
conjuntament amb treballs posteriors i finalitzant amb D’article de Breuil, Conrand, Diamond i Taylor
(2001), demostren que la funcié L esta definida a s = 1 (veieu el teorema. Aquest fet és conseqiiéncia
de la prova de la conjectura de Shimura-Taniyama-Weil (que assegura que tota corba el-liptica E/Q és
modular, i per tant la seva funcié6 L és la d’una forma modular, la continuacié analitica de la qual és

coneguda).
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1 Prefaci

Atesa la manca de referéncies en catala que exposin la conjectura de Birch i Swinnerton-
Dyer, aquest treball pretén oferir-ne un text clar i directe, assumint només els coneixements
d’un estudiant d’altim curs de grau de matematiques.

El primer capitol, de caracter eminentment introductori, s’ocupa d’iniciar el lector a
la teoria basica sobre corbes el-liptiques, i estableix les bases pel desenvolupament de la
resta del treball. Posteriorment, s’exhibeixen els diversos objectes que intervenen en la
conjectura i se’'n comenten els conceptes relacionats. Finalment es presenta la conjectura
en el context en qué es va formular, acompanyada dels resultats més recents.

El treball conclueix amb tres apéndixs que complementen el cos del treball alla on
s’indica, i que segur que seran d’ajuda als lectors menys familiaritzats amb la geometria
algebraica, 1’algebra commutativa o la cohomologia de grups.

Atesa la longitud del treball, proposem el segiient recorregut de lectura (on és recoma-

nable revisar els apéndixs i les referéncies quan el lector ho cregui convenient):

BI——B2——B3——B.4——-E1

|

4.4 4.3 1.2

Voldria expressar el meu més sincer agraiment al tutor d’aquest treball de fi de grau,
Francesc Bars Cortina, per la seva dedicacié i la inestimable ajuda que ha suposat en

I’elaboraci6 d’aquest text.



2 Introducci6

Una corba el-liptica E sobre QQ és, essencialment, una corba plana al pla projectiu a la
qual se li pot associar una operacié (definida per funcions racionals) que en converteix el
conjunt de punts amb coordenades racionals, £(Q), en un grup.

El teorema de Mordell (demostrat el 1922 per Louis Mordell) afirma que E(Q) és
finitament generat. En l'intent de descriure aquest grup, aixo ens deixa amb el dificil
problema d’explicitar ’anomenat rang algebraic de E(Q) (que és el nombre d’elements
d’ordre infinit d’una base per E(Q)).

A principis dels anys cinquanta (i imitant les idees d’un treball anterior sobre formes
quadratiques degut a Siegel) Peter Swinnerton-Dyer i Bryan Birch decideixen examinar el
nombre de punts IV, dels diferents objectes que resulten de reduir les coordenades dels punts
de E(Q) modul I'enter primer p. Amb I’ajut de la computadora EDSAC de la universitat
de Cambridge, recullen certes evidéncies numeériques que relacionen el comportament dels
nombres N, amb el rang algebraic r del grup E(Q).

Al seu torn, aixo els porta a formular una conjectura més general que utilitza la funci6 L
de Hasse-Weil de la corba (una funci6 conjecturalment meromorfa al pla complex, definida
a partir dels nombres N,). La conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer afirma que el rang
algebraic de E(Q) és exactament 1'ordre del zero de la funcié L al punt s = 1. A més, com
veurem, la conjectura lliga elegantment una colla d’invariants associats a corba F amb el
primer coeficient no nul del desenvolupament en série de Taylor de L a s = 1.

La barreja d’algebra, geometria, analisi, topologia i teoria de nombres (algebraica i
analitica) que observem en aquest treball és una mostra de la potent unié de diverses
arees de les matematiques que representa l’estudi de les corbes el-liptiques. La conjectura
de Birch i Swinnerton-Dyer n’és un exemple, ja que estd a mig pas entre la geometria
algebraica i I'analisi. Aixo, la dificultat inqiiestionable que planteja i 'esperanga que una
prova aclareixi 'estructura de E(Q) han estat motius suficients perqué el Clay Mathematics
Institute (CMI) la inclogui a la seva llista de problemes del mil-leni, premiant la seva

demostracié amb un mili6 de dolars.



Notacid 1 fets fonamentals

e Durant tot el treball k, K denoten cossos, i k denota una clausura algebraica fixada

de k.
e p denota sempre un primer de Z.

e Recordem la definici6 de 'ordre p-adic

ord,(a) =n, ona= p”% (r,p) = (I,p) = 1.

Llavors Q, és la completaciéo de Q amb el valor absolut no arquimedia

B 1
’a|p B pordp(a) '

A més, denotem per Z, el conjunt de = € Q, tals que ord,(x) > 0, i anomenem
el conjunt dels enters p-adics. Qualsevol a € Z, es pot escriure de la forma a =
Yoepapt on 0 < a; < p—1. Tenim que Q, és el cos de fraccions de Z,, i que Z, és

un domini de factoritzaci6 tinica.
e Donat un conjunt finit .S, #S denota el nombre d’elements de S.

e Donat un grup GG i un n € N, diem element de torsié de G a qualsevol element
d’ordre finit de GG, i part de torsio al subgrup d’elements de torsi6é de G. Anomenem
subgrup de n-torsié al subgrup G, d’elements de G d’ordre divisor de n. A més,

diem grup de torsid a tot grup on cada element té ordre finit.
e Denotem [, el cos finit de ¢ elements, on ¢ = p" per cert enter n > 1.

Els segiients punts poden no ser coneguts per un lector poc avesat en geometria alge-

braica. En aquest cas, s’aconsella revisar Papéndix [A]

e Si C és una corba algebraica (definida per un conjunt de polinomis amb coeficients a
k), denotem per C'(K) els punts de C definits a un cos k C K (i.e., les arrels a K dels
polinomis que defineixen ), i C'/K si volem fer explicit que C' esta definida sobre

el cos K (és a dir, pensem polinomis amb coeficients a K que defineixin la corba C').



E denota una corba el-liptica, i anomenem FE(k) al conjunt de punts de E definits

sobre k (veiem al teorema que és un grup abelid).

B denota la projecci6 afi de la corba projectiva E : Y2Z = f(X,Y,Z) donada

per la deshomogeneitzaci6 respecte la variable Z.

Denotem el génere d’una corba no singular C' per g(C'), o per g si volem obviar la

corba.

C™(k) denota el conjunt de punts no singulars de C' definits sobre k.
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Teoria basica de corbes el-liptiques

En aquesta secci6 exposem fets basics sobre corbes el-liptiques, necessaris per definir els

objectes que intervenen en la conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer (sobre Q).

3.1 Definici6 de corba el-liptica

Sigui k£ un cos. Donada C' una corba algebraica sobre k, C(k) denota el conjunt de punts

de C definits a k (veieu 'apéndix |A| per una explicaciéo més distesa).

Definicié 3.1. Una corba projectivaf] E sobre k s’anomena corba el-liptica si compleix

qualsevol de les definicions segiients:

(a)

(e)

una corba plana projectiva no-singular sobre k de la forma (anomenada forma es-

tandard)
Y2Z +a XYZ+a3YZ? = X+ ayX*Z + ay X Z* + ag Z° (1)
amb a; € k;

una corba plana projectiva no-singular E sobre k de grau 3 (veieu 'apartat ,
juntament amb un punt d’inflexi’| O € E(k);

una corba plana projectiva no-singular E sobre k de grau 3, juntament amb un punt

O € E(k);
una corba projectiva E sobre k de génere 1 juntament amb un punt O € E(k);

una corba projectiva no-singular sobre k£ amb una estructura de grup definida per

funcions regulars (consulteu apartat [A.8]).

2Veieu l'apartat
3Si E és una corba plana i L és la recta tangent a un punt no-singular P € E(k), P s’anomena punt

d’inflexié quan I(P,L N C) > 3 (veieu la definicio .
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Usualment denotem una corba el-liptica E' per E/k per explicitar el cos base on E

esta definida, o (E, O)/k si volem explicitar també el punt distingit (quan volem obviar k,

escrivim (E, O)).

Exemple 3.2. Si k = C, llavors E(k) = C/A, que és un tor complex (consulteu I'apéndix

0.

Tot seguit veiem 'equivaléncia de les definicions (excepte per a (e), que es pot trobar

a [AV] pag.8):

(a) — (b):

Si E és com es defineix a (I]), en tenim prou amb veure que O = (0: 1:0) € E(k) és

un punt d’inflexié. Centrant la corba a O obtenim 'equacio:

Y222V + 72+ X2ZY — a1 X7 + a3 Z°Y — a3 7

= X3 4+ X2 Z 4+ ay X 7% + ag Z3.

Veiem doncs que l'espai tangent (sempre en el sentit de Zariski, veieu 'apartat [A.2))
de F a O ¢és Ly : Z =0, que només toca a F al punt O. Per tant, la multiplicitat
de la recta tangent a £ al punt O és I(O, Lo, N E) = I(Z, X?3) = 3, i aleshores O és

un punt d’inflexio.

: Obvi.

: Sigui E com (a); atés que E és no-singular i usant [FUL] §8 3.5 s’obté

(deg E — 1)(deg £ — 2)
2

génere de F = =1

: Segons el teorema de Riemann-Roch (veieu 'apartat [A.9), la dimensié de L(m[O])

(i.e., del k-espai vectorial de les funcions racionals a E(k) sense pols llevat de a O, i
amb ordre del pol com a maxim m > 1) és m. Observem que les funcions constants
son a L([0]), i sén un k-espai vectorial de dimensi6 1, aixi que {1} genera L([O]).
Com que E/k i 2[0],3[0] son divisors definits a k, gracies a la proposicio [SIL] II 5.8
i pel lema d’espais vectorials de sota, podem triar x,y € k(F) generadors de L(2[O])
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i de L(3]0]) respectivament. Llavors, {1,z,y} és una k-base de L(3[0]) formada per
elements de k(E).

Aleshores 22 € L(4[0]) sera k-linealment independent de 1,z,y (si no, no podria
tindre un pol d’ordre 4), i per tant {1,z y,22} és una k-base de L(4[0]). De la
mateixa manera {1,z,y, 2%, zy} és k-base de L(5[0)]), i {1,z,y, 22, 2y, 2°} ho és de
L(6[0]).

Observem que {1,z,y, %, vy, z>,y*} son k-linealment dependents a L(6[0]), per tant
Y = —arxy — asy + aox® + axx® + agr + ag. (2)
Perd com que z,y € k(E), tenim y’ = y,2° = x per tot ¢ € Gal(k/k). Per tant,
aplicant o a , obtenim
y* = (y7)? = —ajzy — ajy + ajz® + a32® + ajx + af,
d’on veiem a; = af per tot 0 € Gal(k/k), ja que {1, zy,y, 2% 2% x} és k-base de
L(6[0]). Per tant, a; € k per tot j.

Ara, fent els canvis © + x/ag i y + y/ag (on ag # 0 ja que traure x2 de la k-
base de L(6][O]) ens deixa un conjunt linealment dependent) veiem que 1'aplicacio

P — (z(P),y(P)) envia E(k)\{O} als punts definits sobre k de la corba afi

C:y? + arzy + asy = 2° + ayr® + aux + ag.

La funci6 = € L(2[0]) té un pol d’ordre dos a O i cap altre pol, i per tant té només

dos zeros. Per aquest motiu x + ¢ té dos zeros per tot ¢ € k, i 'aplicacio

E(k)\{O} = C(k) = A (k) : P~ (z(P),y(P)) — x(P)

té grau 2, ja que un element té dues antiimatges llevat de quan el discriminant del
polinomi en y a dins k(z)[y] s’anul-la (i aixo passa a un nombre finit de punts,

veieu [MIL] §1 4.26(a) per més detall). Similarment, 'aplicacié
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E(k)\{O} = C(k) = Al(k) : P — (z(P),y(P)) — y(P)

té grau 3. En conseqiiéncia, el grau de E(k)\{O} — C(k) divideix 2 i 3, i per tant
és 1. Gracies a [MIL] §T 4.24 i tenint en compte que C' és no singular (ja que si ho
fos tindria un tnic punt singular doble pel teorema de Bézout, i el génere seria 0 per
|[EUL] §8 3.5) obtenim que és un isomorfisme, i estén naturalment a un isomorfisme

de E(k) als punts sobre k de la corba projectiva

C":Y?’Z+ a1 XY +a3Y = X34 asX? + ay X + ag.

O

Lema 3.3. Sigui V un k-espai vectorial, i assumim que Gal(k/k) actua continuament a

V' de forma compatible amb la seva accid a k. Sigui
Vi = VGalE/A) - {veV | v =uv pertot o € Gal(k/k)}.

Llavors

2

\% E@k Vi,

i.e., l’espai vectorial V té una base de vectors Gal(k/k)-invariants.

Demostracid. Consulteu [SIL] §II 5.8.1 . O

3.2 Equacions de Weierstrass d’una corba el:-liptica

Sigui E una corba el-liptica sobre un cos k de caracteristica # 2,3. Tot seguit reescrivim

la corba via una equacié de Weierstrass.

Teorema 3.4. (a) Qualsevol corba el-liptica (E, O) és isomorfa sobre k a una corba des-

crita per una equacio

E(a,b):Y?Z = X3 +aXZ>+b2Z% a,bck (3)
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anomenada equaci6 de Weierstrass per a E, amb punt destacat (0:1:0). D’altra

banda, si A := —4a® — 27b* # 0, llavors E(a,b) defineiz una corba el-liptica.

Ezisteiz un isomorfisme ¢ sobre k de E(d',b') a E(a,b) preservant el punt destacat

si i només si existeir un element ¢ € k* tal que a' = c*a, V' = ®b. En aquest cas,

tenim Uisomorfisme (x :y: 2) — (Px: Sy : 2).

Si (E,0)/k és isomorf sobre k a E(a,b) amb a,b € k, definim el j-invariant de E

com,
, 1728(4a?
JIE) = =153 : )2
4a’ 4 27b
Aleshores j(E) esta ben definit, i dues corbes E| E' sobre k esdevenen isomorfes sobre

k si i només si j(E) = j(E").

Demostracio. (a) Sichar(k) # 2,3, el canvi de variables

X =X+%

2, Y=Y+9X+3, =7

2
porta a ’equacio
Y?Z = X3+ aXZ?+ 023,
que té el punt no-singular (0:1:0) a k. Observeu que I'equacio defineix una corba

no-singular si i només si A := —4a® — 270 # 0.

Suposem un tal morfisme ; llavors (usant el raonament de 1'altima demostracio
a zop € LR2IO)\L([0]) i y o € LB[O)\L(2[O]f] i per tant existeix una
k-combinacié lineal

rop=wr +r, yop=ruy +sr’+1t

on up,ug € k*. Ara, com que f — foy : klz,y] — k[2/,y] (on k[z,y] =
kK[X,Y]/(Y? — X3 —aX — 1) és Panell de coordenades afi de E(a, b)) és un mor-
fisme d’anells ben definit, ’apliquem a Y2 = X3 + aX + b per trobar que

(ugy’ + sz’ +1)* = (wyr’ +7)* + a(uy’ +r) +b.

4Noteu que aqui \ denota la resta de conjunts.
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Pero qualsevol polinomi satisfet per 2/,v" és multiple de Y? — X3 —a/X — ¥/, d’on se
segueix que ui = u3, r,s,t = 0, (i posant ¢ = uy/u; € k*) a’ = c*a i b = Ob, i amb

aixo o queda definida sobre k. L’afirmaci6é contraria és obvia.

(¢) La primera implicacio és directa per 'apartat anterior. Per veure I'oposada, si j(F) =

J(E") aleshores a®b? = a®b*. Com que la corba y*> = 23 és singular (a L), trobar
una u adequada en els casos a = 01 b = 0 és directe utilitzant la igualtat anterior
(més detalls a [SIT] IIT 1.4(b)). Quan ab # 0, per la no-singularitat de E’ (sobre k)

1/4

també tenim a’b’ # 0 per la igualtat anterior, i per tant agafar ¢ = (a/a’)"/* al darrer

apartat ens dona el morfisme desitjat.

O

Observacid 3.5. Aquest teorema també té un analeg per char(k) = 2,3, 1 j(E) i ¢ també
s’hi poden definir (veieu [MIL] §II 2.4).

Observacio 3.6. Dues corbes poden tenir el mateix j-invariant i no ser isomorfes sobre
k. En aquest cas una s’anomena un twist de l'altra. La classe de les corbes sobre k

que esdevenen isomorfes a F sobre k es pot descriure mitjancant cohomologia i espais

homogenis, i és H'(Gal(k/k), Autz(E)) (consulteu [MIL] §IV 7.12 a 7.15).

Observacid 3.7. Donat j € k podem trobar una corba el-liptica sobre k amb j(E) = j:

Y2Z = X3+ 2%, j=0,

Y27 = X34+ X272, j=1728,

Y27 =X3 -8 _J__X72_2_J 73 -0, 1728.

4 j—1728 4 j—1728

Foérmules de duplicacié i d’addici6

Considerem una corba el-liptica E/k . Tot seguit dotem E(k) d’una estructura de grup
abelia (aixo es pot fer més en general per corbes cibiques, veieu apartat . Definim
la operacié a F(k) com segueix:

Siguin P, € E, L la recta projectiva a través de P i @ (si P = @) prenem la recta
tangent) i definim PQ el tercer punt d’intersecci6 de L amb E (que existeix per [HAR]
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§I 7.8, un cas especial del teorema de Bézout). Sigui L’ la recta que passa per O i PQ.
Definim P + @ com laltre punt d’intersecci6 de la recta L' amb E.

Teorema 3.8. E(k) és un grup abelia, i s’anomena grup de Mordell-Weil de E/k.

Demostracid. E/k és una corba plana projectiva no-singular de grau tres. Consulteu el

teorema [A.16] n

Explicitem la formula de la suma per la projeccid afi del model :
Siguin P;, P, € E(k)\{O}, i posem P3 := PP, = —(P; + P,). Denotem, amb coorde-
nades afins (deshomogeneitzant per Z), P, = (x;,y;). Per descriure la recta L : y = A\

distingim tres casos:

P # Py Slxl;«émtemm/\—gygi zilﬁ—yl ATq.

En l'altre cas (que obviem per trobar les formules), x1 = x9, i L és la recta X = x4

(per tant P, = —P; i —P3 = O).

Py = P: Derivant implicitament respecte X la projecci6 afi del model ( .

oY f/(%) — a1Y1
A= . B=1y — \x1.
(8X> (z1,91) 23/1 + a1x1 + as ﬁ h 1

Per trobar Py susbstituim Y = AX + /3 al model i usem que el coeficient de X? és la suma
de x1,x9 1 x3 (denotem x1 =: x9 si P; = P,). Després d’obtenir aixi Py = (z3, Az3 + (),

veiem que —P3 = P; + Py = (z1,y1) + (22, 92) té coordenades:
()\2 + )\a1 — Qg9 — T1 — T9g, —(>\ -+ Cll)()\Q + )\Cll — a2 — 1 — fL'Q) — a1y — ag — ﬁ)

En particular, si realitzem el mateix procediment amb P, = P, = (x,y) i amb la

projecci6 afi del model (3, obtenim les férmules de duplicacio

(32% + a)* — 8z(2® + ax + b))
A(23 + ax +b)
25 + bax* 4+ 20023 — bax? — dabxr — a® — 8b?
Ys = 3 .
(2y)

T3 =
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3.3 Reduccié d’una corba el-liptica modul p

Com que la conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer es formula inicialment per a E/Q, fem
aquest apartat pensant k = Q.

Considerem una corba el-liptica
E:Y?Z=X34+aXZ?+0b7Z% a,beQ, A:=—4a®—270*+#0.

Tal com hem vist al teorema [3.4b, tota corba el-liptica £’ isomorfa a E sobre Q s’obté

mitjangant un canvi X' = X/c2 Y’ = Y/c® per cert ¢ € Q*. Amb aquest canvi, tenim
2N = A, ctd =a, SV =0b.

D’un model de Weierstrass obtingut d’aquesta manera, que minimitzi |A| i tal que a,b € Z

en diem model minimal global.

Teorema 3.9. Per a qualsevol corba el-liptica E/Q aquest model minimal global existeix i
€s unic.
Demostracid. Per una demostracio, veieu [SIL] §VIII 8.2, 8.3 . O

Observacid 3.10. En el cas que k/Q sigui una extensié finita, el model minimal global
no necessariament és tnic; aquest fet depén de ser o no domini de factoritzacié tnica

I'anomenat anell d’enters de & (veieu [HUS| §15.2 1.3).

Observacid 3.11. En el cas que E/k amb k cos local (per exemple k = Q,, cas que treballem
a la seccio I’anell d’enters de k és domini de factoritzacié tnica i existeix el model
minimal en aquest anell d’enters, amb a,b € Z, (consulteu [HUS| §5 1.4). Aquest model

minimal s’anomena local.
A partir del model minimal global i d’un primer p # 2, 3, construim la reduccié de E
modul p
E/F, . Y*Z = X*+aXZ?+bZ% a,bcF,, (6)
on @,b son les imatges de a i de b a F,, (per p = 2,3 consulteu [MIL] §I1.3). De la definici6

i del fet que una corba donada per una equaci6 de Weierstrass és el-liptica (i.e., no

singular) si i només si A # 0, n’extreiem el segiient



3.3 Reduccié d’una corba el-liptica modul p 16

Corol-lari 3.12. Sigui F/Q una corba el-liptica. Si A és el discriminant associat al model

minimal global de E, llavors pt A si i només si E/Fp és una corba el-liptica.

Teorema 3.13 (Tate). Sigui E/Q una corba el-liptica i sigui A € 7Z el discriminant
associat al model minimal global de E. Llavors A # 1]

Observacic 3.14. Si E/Q és una corba el-liptica i p > 5 és un primer que divideix al
discriminant A del model global minimal de F, llavors E/F, (a (6]) és una corba singular.

Tot seguit estudiem corbes singulars sobre cossos finits.

Classificacié de corbes planes projectives singulars de grau 3

Sigui C' : f = 0 una corba plana projectiva singular de grau 3 sobre un cos M amb
caracteristica # 2, 3. Pel teorema de Bézout i per [FUL| §3 3(5), C' tindra només un punt
singular doble S = (a : b:c)fl A més a més aquest punt és també a coordenades sobre
M, ja que si el suposem a coordenades sobre una extensié de Galois L/M, tenim, per tot

automorfisme o € Gal(L/M):

f(S)=0=0=0(f(a:b:¢)) = Zaijk(aa)i(ab)j(oc)k = f(oa,ob,0c),

i.e., o estabilitza els punts de C'. Aplicant la mateixa observacio a % =0, % =0i

gl

N
I
o

veiem que o també estabilitza S, per tant S € P?(M).

Assumim que C'(M) conté un punt O # S. Llavors, una llei de composici6 similar a
la definida per C'(M) converteix C™ (M) := C(M)\{S} en un grup abelia amb zero O:
per [EFUL| §3 3(5) i pel Teorema de Bézout, si L talla C™ per dos punts P i @), també
tallara C' per un tercer punt PQ que no pot ser singular. Definim P+ () com el tercer punt
d’interseccié entre C'i la recta que passa per O i per PQ (que pel mateix motiu tampoc

és singular).

Consulteu [COM]| per resultats sobre el discriminant associat al model minimal global per E/k amb

[k : Q] finit.
6Si L és la recta que passa per la singularitat S i per qualsevol altre punt P € C, tenim I(S,CNL) > 2.

Per Bézout, P complird I(P,C' N L) <1, i per tant no sera singular.



3.3 Reduccié d’una corba el-liptica modul p 17

La singularitat S pot ser un node (si l'espai tangent a S son dues rectes diferents de
multiplicitat 1; i.e., si S és un punt doble ordinari), o una caspide (si té una sola recta
tangent de multiplicitat 2). La segiient proposicio classifica el grup C™(M) segons com

sigui el punt singular.

Proposicié 3.15. Sigui C'/M donada per una equacio del tipus amb char(M) # 2,3 i
A = —4a® - 270> =0, on C té un punt singular S # O (O = (0:1:0) és el punt distingit
de Uequacio (3)). Obtenim:

e Suposem que S és un node, siguin y = oix + P1,y = asx + P les rectes tangents a

S. Aleshores:
— Stay € M, llavors ag € M, 4
C™(M) = M*.

— Siay ¢ M, llavors L := M(«ay, as) €s una extensid quadratica de M (pel punt
anterior tenim C™ (M) C C™(L) = L*), i

C™(M) = {te L | Nmyu(t) =1},

on Nmpn(t) és la norma de L a M evaluada a t, definida com el determinant

de Uaplicacio M-lineal a — at : L — L.
o Suposem que S €s una cuspide. Aleshores
C™(M) = M*,
on M* és el grup additiu M amb Uoperacio (x,y) — x+y: M X M — M.

Demostracid. Pel cas M = M veure [SIL] §II1.2 2.5. Per una discussié sobre la resta de

casos, consultar [CAS| §9. O

Exemple 3.16. Per qualsevol cos M amb char(M) # 2, la corba plana projectiva

C/M:Y?*Z = X*?
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té una cuspide a S = (0 : 0 : 1) amb tangent ¥ = 0 de multiplicitat 2. Com que
CnN{Y =0} =85, és clar que Cy := CN{Y # 0} = C™, i podem deshomogeneitzar per
Y. Encara que ja ho sabem pel teorema, anem a explicitar que C; : Z = X3 és isomorf a
M.

Si tres punts P; = (x;, z;) € Cy passen per unarecta Z = aX +0 (i.e., P+ P+ P; = 0),
seran arrels del polinomi X® — aX — 3, i per tant n’obtenim z; + x5 + 23 = 0. A més,
com que O = (0,0), el pas a l'invers a C™ serd (x,z) — (—z,—z) (en conseqiiéncia
z(—P) = —x(P)). Tot aixo implica que P — z(P) : C*™(M) — M és un homomorfisme,

que és clarament un isomorfisme de grups.

Tot seguit donem un criteri que classifica corbes el-liptiques singulars segons la singu-

laritat que hi apareix (pels casos a o b nuls, consulteu [MIL] §I1.3).

Proposicio 3.17. Sigui M un cos amb char(M) # 2,3 i considerem una corba singular
Clk:Y?Z =X3+aXZ*+b73, a,be M*,A=—4a®>— 270> =0

St escrivim t = —3—2, llavors S = (t : 0 : 1) és el punt singular de C. A més, S és una
ciuspide st 3t = 0, un node amb tangents racionals sobre M st 3t és un quadrat a M, i un

node amb tangents no racionals sober M si 3t no és un quadrat a M*.

Demostracid. Com que el punt CN{Z =0} = (0:1:0) és sempre no-singular, necessitem
estudiar la corba aff

YV?=X*+aX +0.
L’escrivim de la forma
Y2=3t(X —t) + (X —t)%,
que té una singularitat a (¢,0) i on
—2ab = (2t*)*(3t),
d’on veiem que 3t és quadrat o no quadrat a M, nul o no nul, en funcié de si ho és o no
—2ab. Aquesta tltima observaci6é funciona amb corbes singulars si @ o b s6n nuls, perqué

la Gnica corba singular amb a o b nuls (assumint char(M) # 2, 3) és Y2 = X3 (que té una

singularitat cuspidal). O
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Reduccié d’una corba el-liptica modul p

D’acord amb les conclusions de 'apartat anterior, distingim els segiients casos per la re-

ducci6d @ del model global minimal de F/Q modul p # 2, 3:

(a) Bona reduccié. Si p no divideix A, aleshores E/F, és una corba el-liptica sobre F,,.

Per qualsevol punt P = (z : y : 2) € E(Q) podem triar un representant amb z, y i z
enters sense cap factor en comt, i fent-ho aixi P := (Z : 7 : Z) és un punt ben definit
a E(F,). Com que les rectes redueixen a rectes i (0 : 1 : 0) redueix a (0 : 1:0), la

funci6 reduccié E(Q) — E(F,) és un homomorfisme de grups (es pot veure procedint

com a 'exemple [3.16]).

Reducci6é cuspidal o additiva. Si p divideix A i divideix també —2ab, la corba

reduida E/F, té una ctspide. Per tant, Ens(lﬁ‘p) =T

Reduccié nodal o multiplicativa. Si p divideix A perd no divideix —2ab, la corba

reduida E/F, té un node.

e Parlem de reduccié multiplicativa racional quan —2ab és un quadrat a [F,.

En aquest cas es pot veure que

Parlem de reduccié multiplicativa irracional quan —2ab no és un quadrat a
F,. Llavors, per les tltimes observacions de I’apartat anterior es pot comprovar

que

—-—=1s

E"(F,) = {ter( —z_b)X ]Nme<m)/Fp(t):1}. (7)

Observacid 3.18. Si E/Q té reduccié bona o nodal a p i K/Q finita, F/Q i E/K tenen la

mateixa equacié minimal, i la reduccié de E/K a p no canvia de tipus ([SIL] §VII 5.4b).

En canvi aixd no passa en general quan E/Q té reduccié cuspidal a p ([SIL] §VII 5.4c).

Per aixo, si £ té reduccié bona o nodal a p es diu que té reducci6 semiestable a p.
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La segiient taula resumeix els resultats d’aquest apartat per a p # 2, 3:

Tipus tangents | A mod p | —2ab mod p Fns(Fp) #FHS(]FP)
bona - #0 - E(F,) §4.6
cuspidal - 0 0 Fr P
nodal racionals 0 0 F> p—1
nodal | no racionals 0 #0 (7) p+1

Veiem que quan la reduccié no és bona (diem que és dolenta) el grup £ (F,) és més o
menys senzill, com també ho és #EHS(IFP) (veieu [MIL] §II 3.1 pel cas no trivial del cardinal
de (7).

Observacid 3.19 (Cas p = 2 o p = 3). Cal utilitzar la forma estandard per trobar
una equacié minimal local adequada per Fy o F3 (consulteu [SIL] §VII 5). Per exemple,

qualsevol corba sobre Fy de la forma (3)) és singular (ja que (a,a + b) és arrel de y* = f(x)

ide f'(x)), pero per exemple Y2 +Y = X3 — X? defineix una corba no-singular sobre F,.

3.4 Corbes el-liptiques sobre Q,

Lema (Hensel) 3.20. Considerem f(Xq,...,X,) € Z[Xy,...,X,], i sigui a € Z™ tal que,
per algun m > 0,
f(a) =0 mod p*™*!

pero, per algun 1,

(;i (@) Z0 mod pm“) :

Llavors, existeiz un b € Z7 tal que f(b) =04 f(b) = f(a) mod p™*!.

Demostracid. Veure [MIL] §I 2.10-2.12. O

Sigui £ una corba el-liptica sobre Q,:

EJQ,:Y?Z = X?+aXZ*+ 7% a,beQ, A:=—4d®— 270" #0.
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Fent el canvi X' = X/c%,Y' =Y/, Z' = Z podem suposar a,b € Z,, i ord,(A) minimal|[]
Com a 'apartat anterior, n’obtenim E/IFP, la reduccié de E modul p (observem que només
té sentit reduir el model amb aquest primer p). Triant unes coordenades primitives
per a cada P € E(Q,) (amb z(P),y(P),z(P) € Z, perd no tots a pZ,) tenim també una

funci6é de reduccié (component a component)
P+ P:E(Q,) — E(F,).
Construim una filtracié descendent
E(Q) 2 EY(Q) 2 EN(Qy) 2 -+ 2 EM(@) 2 -+
Per comencar, definim
E°(Q,) = {P € E(Q,) | P no és singular}, (8)

que és subgrup’| de E(Q,).
Adaptant la demostracio de [HUS| §5 3.4 amb la observacié a peu de pagina, veiem que

la restriccio de la funcié reduccio
P P:E°Q,) —» E"(F,)
és un homomorfisme. Definim F'(Q,) com seu nucli,

EY Q) :={P = (z(P) : y(P) : 2(P)) € E°(Qy) |
x(P) i z(P) divisibles per p pero y(P) no divisible per p},

"Obtenint un model local minimal de Weierstrass sobre Qp. Recordem que la unicitat del model local
minimal sobre un cos k necessita que ’anell d’enters Oy de k sigui domini de factoritzacié tnica, i ’anell

d’enters de Q, (que és Z,) és domini de factoritzaci6 unica.
8Si £/Q1ip# 2,3 on E té model minimal global, llavors el mateix model és minimal local per E/Q,
9Si la recta que passa per P,Q € E°(Q,) tallés E a un punt R que reduit fos singular, llavors, com

que les rectes redueixen a rectes, la recta que passa per P i Q tallaria E per R, que és absurd. A més,
(0:1:0) és sempre no-singular. (Si P = @ s’utilitza [SIL] §VII 2.1.1 per veure que la tangent a P talla
E amb multiplicitat 2)
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i posem

o(P)
y(P) <7 Z”}'

En(Qp) = {P € El(Qp)

Teorema 3.21. La filtracio que acabem de definir té les propietats segiients

(a)

El quocient E(Q,)/E°(Q,) és finit.

La funcié P — P defineiz un isomorfisme E°(Q,)/EY(Q,) — Ens(lﬁ‘p).

Per a tot n > 1, E™(Q,) és un subgrup de E(Q,), i la funcié P — p*”ﬁgg mod p
és un isomorfisme de grups E"(Q,)/E"™(Q,) — F,.

La filtracio és exhaustiva, i.e., [, E"(Q,) = {0}.

Demostracio. (a) Consulteu [MIL] §2 4.1 .

(b)

(c)

—=ns
El lema de Hensel implica que la funcié de reduccio E°(Q,) — E (F,) és exhaustiva,

i hem definit £*(Q,) com el seu nucli.

Assumim la primera afirmacio (JHUS| §4 4.5). Per la segona afirmacio, multiplicant

—ord,(z)

convenientment per p , considerem P = (2/ : ¢/ : 1) € E'(Q,). Posem 2/ =

p"xo iy = p ™y amb xg,yo unitats a Z, (tenim doncs m’ > 1).
Evaluant P a I'equacio de Weierstrass de E n’obtenim 2m’ = 3m, que implica que
existeix un enter n tal que m = 2nim’ = 3n. Esadir,si P = (v :y : 2) €

E™"(Q,)/E™(Q,) amb n > 1 (aix0 passa si i només si n = m’ — m), obtenim

ord,(x)
ord,(y)

ord,(z) — 2n
ord,(z) — 3n 7

i per tant podem escriure P = (p"xq : yo : p*"20) amb xg, 29 € Zy 1 yp unitat. Evaluant
altre cop a '’equacié de Weierstrass de F, simplificant poténcies de p i considerant
la reduccié Ey : Y2Z = X? de E modul p, veiem que Py := (Tg : U : Z9) pertany a
EES(IFP). Per una observacié anterior i com que E"(Q,) és un subgrup de E°(Q,),

tenim que

P~ Py: E"Q,) — E, (F,)
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z(Q)
y(Q)

és un epimorfisme de grups amb nucli E"*1(Q,) (per la descripcié de P). De [MIL]
p

8§11 3, obtenim un isomorfisme Q) — : Fons(]F ) = F,, que ens dona I'isomorfisme

desitjat per composicio.

(d) Si P € ), E"(Q,), per estar dins de E*(Q,) tenim y(P) # 0, i per definicio de
E™(Q,) observem que z(P) = 0. Evaluant P a 'equacié de Weierstrass de E ¢és clar
que, 0 bé z(P) =0, o bé y(P)? = bz(P)?. L’ultim cas contradiu P € E*(Q,), ja que
z(P) ha de ser divisible per p pero y(P) no ho és. Per tant, P = (0:1:0).

Corol-lari 3.22. Per tot m € Z, amb ptm, [’homomorfisme

P+~ mP: E'(Q,) — E(Q,)
és bijectiu.
Demostracid. Si P # O, llavors P € E™(Q,)/E"(Q,) per algun n (per (d)), i
E™"(Q,)/E"(Q,) 2 F, (per (¢)), aixi que la imatge de P a F, és no nul-lai mP # O. Per
tant ’aplicaci6 és injectiva.

Per veure que és exhaustiva, notem que com que p 1 m, el producte per m és un

automorfisme de E'(Q,)/E?*(Q,) = F,. Per tant, existeix un Q; € E'(Q,) tal que
P=mQ; mod E*(Q,).
De la mateixa manera, existeix un @y € E*(Q,) tal que
P —m@Q; =mQ, mod E*(Q,).

Continuant, obtenim una seqiiéncia de punts Q; € E'(Q,) tals que P —m)  Q; €
E"1(Q,); per ser E(Q,) compacte, > @Q; convergeix a un cert Q € E'(Q,), i per (d)
tenim P = mQ). ]

Teorema 3.23. E'(Q,) és lliure de torsid (i.e., no té elements d’ordre finit).

Idea. Després de 'altim corol-lari només cal provar que pP # O per a tot P € E'(Q,)
(consulteu [MIL] §IT 5.4 per la prova). O
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4 L’Aritmética de les corbes el-liptiques

En aquesta seccid definim els objectes necessaris per enunciar la conjectura de Birch i
Swinnerton-Dyer (sobre Q), tot assenyalant-ne les propietats i exposant la seva relaci6

amb la problematica lligada amb la conjectura.

4.1 Grups de Selmer i de Tate-Shafarevich

Un lector no familiaritzat amb la teoria de cohomologia de grups hauria de consultar tot
'apéndix [B] i la part final els que tan sols estiguin familiaritzats amb cohomologia de grups

finits.

Definicié 4.1. Per una corba elliptica E/k i per i € N U {0}, definim H'(k,E) :=
H(Gal(k/k), E(k)) (que té estructura de grup abelia ja que E(k) és abelia).

Lema 4.2. Sigui k un cos, E/k una corba el-liptica, i n € Z un enter. Llavors P+ nP :

E(k) — E(k) és un epimorfisme de grups.

Demostracid. Consulteu [MIL]| §IV 2.1 . O

Fixem un n € Z.

Del lema [4.2] tenim en particular la successié exacta

0 E,(@) %S B@) 3 B@ — 0,

i per la proposicio obtenim la successio exacta

incl (-n)

0— E,Q) % 2 Y EQ) > HY(Q E) ™ HY(Q,E) ™ HY(Q, E).

Ara utilitzem el primer teorema d’isomorfia i restringim a la imatge de la pentultima

aplicacio (gracies a I'exactitud d’aquesta) per a obtenir la successié exacta curta

0 — E(Q)/nE(Q) > HYQ, E,) — H(Q, E), — 0.
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Tot seguit, tenint en compte que 'acci6 de Gal(@p /Q,) a Q defineix un homomorfisme
Gal(Q,/Q,) — Gal(Q/Q), composant-lo amb qualsevol 1-cocicle de Z'(Gal(Q/Q), E(Q))

i amb la inclusié a F(Q,), s’'obté un homomorfisme
HY(Q,E) = H'(Q,, E). (9)

Per tot primer p, amb aquest homomorfisme (veure [MIL] §IV 1.9 per una explicacié més

detallada) i la inclusi6 Q < Q, s’obté el diagrama commutatiu

E(Q)/nE(Q) HY(Q, E,) —L— H'(Q, E), 0.

| | e

00— Hp E(Qp)/nE(Qp) — Hp HYQy, E,) — Hp HY(Qp, E)y —0

0

Definicié 4.3. Anomenem grup de Selmer al grup
SMW(E/Q) = Ker (H%@,En) 511 H1<@p,E>> :
p=2,3,5...
Definici6é 4.4. Definim el grup de Tate-Shafarevich com el grup
HI(E/Q) = Ker (Hl(@, ) @ 11 Hl(@p,E)> :
p=2,3,5,...

Teorema 4.5. III(E/Q) és un grup de torsid.

Demostracio. Veieu [HUS| §3 3.8. O

Observacid 4.6. Si un element de II(E/Q) té ordre n, llavors també pertany a
Ker (H'(Q, B), 81, ... H'(Q, E).) = Ker(f”), i la inclusi6 contraria. també es
compleix gracies al teorema Concluim,

[I(E/Q), = Ker (Hl(@ 2,8 ] Hl(@p,mn) — Ker (f").

Conjectura 4.7. Per a qualsevol corba elliptica E/Q, el grup de Tate-Shafarevich
HI(E/Q) és finit.
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Recordem el segiient lema d’algebra homologica.

Lema 4.8. Per qualsevol parell d’homomorfismes de grups abelians o R-moduls (amb R
anell)
A5BSC

es té la successio exacta (anomenada nucli—conucli@

0 —— Ker(a) —=Ker(f o «)

Ker(8)

—— Coker(ar) —— Coker(f o o) —— Coker(5) — 0.

Aplicant aquest lema als homomorfismes

HY(Q,E) 5 (@ E), 5 [] 4@, B)a,

p

com que f’ és epimorfisme (el conucli és 0), s’obté la successio exacta:
0 — E(Q)/nE(Q) — S"(E/Q) — WL(E/Q), — 0. (10)

Teorema 4.9. Per qualsevol corba elliiptica E/Q i qualsevol enter n, el grup de Selmer

SM(E/Q) és ﬁm
Demostracid. Veieu [MIL| §IV.3. O

Teorema 4.10 (Mordell-Weil débil). Per qualsevol corba elliptica E/Q i qualsevol enter
n, el grup E(Q)/nE(Q) és finit.

Demostracid. Es directe a partir de la successié exacta i del teorema Per n = 2
és possible desenvolupar una demostracié elemental d’aquest fet. Veieu [SIL-TATE] §111.4,
§IIL.5. O

0 Coker(X % V) = Y/Im(f).
HDe fet fins i tot es pot calcular en un nombre finit de passos, ja que és possible descriure els elements

del grup finit H'(Q, E,,) i decidir quins d’ells pertanyen a S (E/Q) (consulteu [SIT] §X 4.5.1).
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4.2 Altures

Definici6é 4.11. Sigui P € P*(Q), i (aq,- .., a,) un representant primitium de P. Definim
l'altura H(P) de P com
H(P) = max|a;|.

A més, escrivim h(P) = log H(P), i 'anomenem altura logaritmica.

Altures a P!

Proposicio 4.12. Siguin F(X,Y),G(X,Y) € Q[X,Y] polinomis homogenis de grau m
sense zeros en comi a PY(Q), i considerem laplicacic ¢ : P1(Q) — PYQ), (v : y) —

(F(x,y) : G(x,y)). Llavors, existeix una constant B tal que
\W(@(P)) —mh(P)| < B,  per tot P € P(Q).

Demostracio. Com que multiplicar F' i G per una constant no nul-la no canvia ¢, podem
suposar que F' i GG tenen coeficients enters. Sigui (a : b) un representant primitiu de P.
Per qualsevol monomi cX‘Y™ " de F o de G tenim |ca’b™ | < |c| max(|a|™, |b]™) (gracies

a la homogeneitat de F' i de G), i per tant
|F(a,b)],|G(a,b)| < C(max({al, [b]))™,

on

C = (m+ 1) max(|coef. ’F o de G|).

En conseqiiéncia

H((P)) < max(|F(a,b)], |G(a, b)])
< € max(|al, o))" = C - H(P)™,

2Diem que (ao,...,a,) és un representant primitiu per Psi P = (ag:...: ay)

a; € Z mcd(ag,-..,a,) = 1.
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i prenent logaritmes, s’obté
h(p(P)) < mh(P) + log C. (11)

Per veure laltra desigualtat, considerem F(3,1) = Y ™F(X,Y) i G(£,1) =

Y~™G(X,Y). Tenint en compte que F' i G no tenen zeros en comi, la teoria de resultants

afirma que existeixen dos polinomis U(3), V(%) € Z[£] de grau m — 1 tals que

BV e (E0) v (D)e(Ea)-r weznro

Multiplicant per Y2~ i redefinint U(X,Y) := Y™ 'U(2), V(X,Y) := Y™ 'V (),
UX,Y)F(X,Y)+ V(X,Y)G(X,Y) = RY*™ !,

Repetint el mateix argument (intercanviant les variables) obtenim
UX,Y)F(X,Y)+V(X,Y)G(X,Y) = RX*" 1.

Evaluant aquestes dues equacions a P = (a : b)

Ul(a,b)F(a,b) + V(a,b)G(a,b) = Rb*™! (12)
U'(a,b)F(a,b) + V'(a,b)G(a,b) = Ra®™ ", (13)

i a partir d’aqui observem
med(F (a,b), G(a,b)) divideix med(Ra*" !, Rb*™ 1) = R.

Ara, tenint en compte que hem definit U, U, V|V’ € Z[X,Y] com a polinomis homogenis,

la primera part de la prova ens diu que existeix una constant positiva C' € Z tal que
U(X,Y),U'(X,Y),V(X,Y),V'(X,Y) < Cmax(|al, [o)" ",
i si ho apliquem a les equacions i veiem

|Rllal*™ %, [RI[B]*™ " < 2C max(al, [b])" " H (¢(P)).
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Utilitzant primer mecd(F(a,b), G(a,b))|R i després les dues ultimes desigualtats

1

H(p(P)) 2 > oo

max(|F(a,b)|,|G(a, b)) H(P)"™,

==

i prenent logaritmes concluim

h(e(P)) =2 mh(P) —log(2C).

Altures a F/Q i I’aparellament de Néron-Tate

Definicié 4.13. Sigui £/Q una corba el-liptica donada per una equacié de Weierstrass
(3), i P € E(Q). Definim I’altura H(P) (a FE) de P com
H((x(P):z(P))), siz(P)#0,
ey = | HEE) P, sia() 2
1, si P=(0:1:0).

A més, escrivim h(P) :=log H(P), i lanomenem altura logaritmica (a F).

Observacio 4.14. Hi ha diverses maneres de definir A. Més precisament, donada una funci6

racional f € Q(E), definim

(1:0), si P és un pol de f,
(f(P):1), altrament .

g:E—P, P~

I posem hs(P) := h(g(P)). Nosaltres utilitzem la funcié parella g(P) = z(P)/z(P).
Dues funcions parelles f1, fo € Q(F) donen dues altures equivalents, en el sentit que la

diferéncia (deg fo)hys, — (deg f1)hy, esta acotada sobre E(Q) (veieu [SIL] §VIII 6.3).
Lema 4.15. Per qualsevol B € R, el conjunt {P € E(Q) | h(P) < B} és finit.

Demostracid. Esta clar que el conjunt {P € PY(Q) | H(P) < eP} és finit (ja que hi ha
finites possibilitats per a cada coordenada d’un representant primitiu de P). No obstant,
per a cada punt (zo : z9) € P'(Q) nomeés hi ha dos possibles punts (zg : y : z) € E(Q)
(gracies a la forma de I'equacio (3). Per tant {P € F(Q) | H(P) < eP} és finit, d’on

treiem el resultat tenint en compte que H(P) > 0 i aplicant logaritmes. O]
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Proposici6 4.16. Ezisteiz una constant A tal que
|h(2P) —4R(P)| < A VP € E(Q).
Demostracio. Sigui P = (z:y:2)i2P = (23: Y2 : 22). Segons la formula de duplicacio
(73 22) = (F(2) : G(2))
amb

F(z) = (32° 4+ a)* — 8x(z* + ax + b)

G(z) = 4(z® + ab+ b).

Definim ara els polinomis homogenis F(X,7) := Z*'F(X/Z) i G(X,Z) := Z'G(X/Z) de
grau quatre. Com que F/Q és una corba el-liptica d’equaci6 y?z = 23+ ax + b, el polinomi
2% + ax + b i la seva derivada 322 + a no tenen arrels en comi a ]P’l(@), per la qual cosa
F(X,1)i G(X,1) tampoc no en tenen cap. Es clar, analitzant el cas Z = 0, que F(X, Z) i
G(X, Z) no tenen arrels en comi a P!(Q), i via la proposicié obtenim el resultat. [J

Proposicié 4.17. Eristeiz com a molt una funcid h : E(Q) — R satisfent les condicions

sequents:
(a) P h(P)— h(P) és acotada o E(Q),
() h(2P) = 4(h)(P).
Demostracio. La primera condicié ens permet trobar una constant B tal que
’B(Q"P) . h(Q"P)‘ <B VneN.

Aplicant la segona condicio,

) h(2"P)| _ B
hpy— e o 2
i per tant, si (%)n convergeix, ho fa cap a h(P). O

Lema 4.18. Per tot P € E(Q), la successio (h(2"P)/4™), és Cauchy a R.
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Demostracid. De la proposicio [4.16] sabem que existeix una constant A tal que
|h(2P) —4h(P)| < A VP € E(Q).

Ara, per N M € Namb N > M >0, i per tot P € E(Q) tenim

h(2VP)  h(2MP)| |= h(2"t'P)  h(2"P)
AN yM - A+l Yn
n=M
Ny
d i . i . n n
esig-triang. < Z o] |h(2""1 P) — 4h(2"P)]
n=M
N1y
prop. [£.16] A
- An+1
n=M
A 1 1
§4M+1 1+ tet
A
S 3-4M
I per tant la successio (h(2"P)/4™),, és de Cauchy. O

Definici6é 4.19. L’altura canodnica (o de Néron-Tate) a F/Q, denotada per hohp, és

la funci6 h : E(Q) — R definida per

h(2"P)

4n

h(P) = lim

n—oo

Observacio 4.20. Com hem notat a la observacio hi ha diverses maneres equivalents
de definir A mitjancant funcions parelles. Totes elles indueixen també la mateixa funcio

d’altura canonica h (veieu [SIL] §VIIT 9.1).

Teorema 4.21. La funcio h compleiz les dues condicions de la proposicid . A més:

(a) h(P) >0, ies té h(P) = 0 si i només si P és un punt de torsié (i.e., P té ordre
finit);

(b) Per tot C >0, el conjunt {P € E(Q) | h(P)<C} és finit.
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Demostracio. Siprenem M = 0 a la demostracioé del lema [4.18] tenim, per tot N > 01 per
tot P € E(Q),

4
_37

AN
i fent tendir N — oo obtenim la condici6 [f.17(a). La condicié (b) es segueix de:

‘h@NP)_hUﬂ‘<

~ n+1 n+1
h(2P) = lim h(Q—nP) =4 lim h@™P)

(a) Per definicio H(P) > 1, d’on h(P) > 0 i per tant h(P) > 0.

D’una banda, si P és de torsio, el conjunt {2"P | n > 0} és finit, per la qual cosa
h hi esta acotat per una constant D > 0. Gracies a la condici6 M(b) tenim, per a
tot n e Ni P € E(Q)

h(P) = h(2"P)/4™ < D/4™,
d’on obtenim A(P) = 0.
D’altra banda, si P € E(Q) té ordre infinit, el conjunt {2"P | n > 0} és infinit i
per tant h no hi esta acotada (ja que, si ho estigués, tindriem una restriccié sobre les
coordenades d’un representant primitiu de P que ens restringiria a finites possibilitats
per P). Aleshores, h(2"P) > 1 per algun n, i concluim que h(P) = h(2"P)/4" >
47" > 0.

(b) Sabem gracies a la condici6 M(a) que, per tot P € E(Q), la diferencia h(P) — h(P)
esta acotada superiorment per una constant B > 0, on B(P) < B+ h(P). Com que,
per tota constant C' > 0 el conjunt {P € E(Q) | B+ h(P) < C} és finit, també ho

és el conjunt de (b).

Lema 4.22. Existeiz una constant C tal que, per a tot Py, P, € E(Q),
|h(Py + P3) + h(Py — P2) — 2h(Py) — 2h(P,)| < C.

Demostracio. Veieu [SIL] §VIIT 6.2 . O
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Lema 4.23. L’altura de Néron-Tate satisfa la ller del paral-lelogram

~

h(P + Q)+ h(P — Q) = 2h(P) + 21(Q).

Demostracio. Prenent logaritmes al lema anterior, substituim P i ) per 2"P i 2@, ho
dividim tot per 4", i fem tendir n — 0o, obtenim

~

WP + Q)+ h(P — Q) = 2h(P) + 2h(Q).
O]

Proposicié 4.24. L’altura de Néron-Tate és una forma quadratica, i.e., compleix

h(2P) = 4h(P) per tot P € E(Q), i
B(P,Q) =h(P+Q) = h(P) = h(Q)
és bi-additiva.
Demostracid. Es deriva facilment del lema anterior (veieu [MIL] §IV 4.8). O
Definici6 4.25. ’aparellament canodnic (o de Néron-Tate) a F/Q és la forma bilineal
() BE@Q@ x E@Q —R

definida per

(P,Q) = B(P,Q) = h(P + Q) — h(P) = h(Q).
Definicié 4.26. Sigui Ey,s(Q) la part de torsio de E(Q)E iP,...,P. € E(Q) represen-
tants de generadors de E(Q)/Ei0(Q) [} El regulador el-liptic de E/Q, denotat per
REg)q, vé donat per@

det(((P;, Pj))i<ij<r) 7 >0
RE/Q _ Jl1)1<i,5< (14)
1 r=20

13Veieu 'apartat [4.4 més a sota per detalls sobre Eyors(Q).
“Ho podem fer gracies al teorema de mes avall.
15Es podria entendre com el volum d’un domini fonamental (com a concepte analeg al definit a|C.2) de

E(Q)/Etors(Q), computat utilitzant la forma quadratica h. Es pot veure que esta ben definit, i.e., que és

independent de la tria de generadors P4, ..., P,.
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4.3 El diferencial invariant

Definicié 4.27. Sigui F/k una corba el-liptica sobre un cos k. L’espai de formes dife-
rencials (meromorfes) a F, denotat per (g, és el k-espai vectorial generat pels simbols

de la forma dx per x € k(E), subjectes a les relacions usuals:
(a) d(a+pB)=da+dB3 pertota,B € k(E);

(b) d(aB) = adB + Bda  per tot o, B € k(E);

(c) da=0 pertotack.

Definicié 4.28. Sigui F/k una corba el-liptica, i P € E(k) un punt. Una funci6 racional
u € k(E) amb u(P) = 0 s’anomena uniformitzant a P si per tot r € k(E)* podem
escriure

r=ul-s,

amb d € Z, i s € k(E) finita a P amb s(P) # 0.

Exemple 4.29. Si P = (a:b:1) € E(k) no té ordre dos, la funcio u(z,y) = x —a és un
uniformitzant a P. En canvi, si P té ordre dos, un uniformitzant a P és u(z,y) = y. Isi
P = O, la funci6 u(z,y) = x/y hi és un uniformitzant (cap d’aquests exemples és trivial

de verificar).

Proposicié 4.30. Considerem E/k una corba el-liptica i P € E(k), i sigui t € k(E) un

uniformitzant a P.

(a) El diferencial dt és una k(E)-base per Qp. Es a dir, per tot w € Qg ezisteiz una

inica funcid g € k(E) (que depén de w i de t) satisfent
w = gdt.
Denotem g per w/dt.

(b) Si f € k(E) esta definida a P, llavors df /dt també hi esta.
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(¢) Siguiw € Qg diferent de zero. La quantitat
ordp(w/dt)
depén només de w i P. L’anomenem ordre de w a P, i la denotem ordp(w).
(d) Siguin x, f € k(E) amb z(P) =0, i suposem que char(k) = 0. Llavors,

ordp(fdx) = ordp(f) + ordp(x) — 1.

(e) Siguiw € Qp amb w # 0. Llavors, per tot P € E(k) llevat d’un nombre finit,

ordp(w) = 0.

Demostracio. Veieu [SIL] §IT 4.3. O

Definici6 4.31. Sigui w € Qp. El divisor associat a w és

div(w) = Z ordp(w)[P] € Div(C).

PeFE

A més, diem que el diferencial w € Qg és regular (o holomorf) si
ordp(w) >0 per tot P € E(k),

i diem que no s’anul-la si
ordp(w) <0 per tot P € E(k).

Tot seguit definim un diferencial d’importancia cabdal en l'estudi de les corbes

el-liptiques, i en destaquem un parell de propietats.

Definici6 4.32. Sigui E/k una corba elliptica donada en la forma estandard (). El
diferencial invariant associat a la forma normal F(z,y) = 0, denotat per w, vé donat

per
dx dy

w: = s
2y +arx +as  3x2 4+ 2a2r + a4 — a1y
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Proposicié 4.33. El diferencial invariant w definit a és holomorf i no s’anul-la (i.e.,
div(w) = 0).
A més, donada qualsevol translacid a E(k) de la forma 1o(P) = P+Q (amb Q € E(k)),

el diferencial w és invariant per 1g, i.e.,
To(w) = w.
Demostracid. |SIL] §III 1.5, §IIT 5.1 . O

Definicié 4.34. Donada una corba el-liptica F/Q, definim la quantitat

0 = / wl,
E(R)

que és conjecturalment transcendent sobre Q.

Observacid 4.35. Tenim que Q71 és, o bé el periode real (quan F(R) és connex), o bé el

doble del periode real (quan E(R) té dues components connexes).

4.4 El grup F(Q) i el teorema de Mordell-Weil
Teorema de Mordell-Weil sobre Q

Teorema (Mordell-Weil) 4.36. Sigui E/Q una corba el-liptica. El grup E(Q) és finita-

ment generat.

Demostracid. Prenem @1, ...,Q, € E(Q) un conjunt finit (en virtut del teorema {4.10) de

representants per les classes de E(Q)/2E(Q), i considerem C' = max;<;j<, h(Q;). Afirmem

que el conjunt segiient genera E(Q):
S:={PeEQ) | h(P)<C}.

Per reduccié a absurd, suposem que existeix un punt P € F(Q) que no esta al subgrup
generat per S. Recordem que h pren valors discrets (ja que pren finits valors a qualsevol

interval [0, ¢], pel teorema M(a) ), 1 per tant podem triar P tal que fL(P) sigui minim.
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Ara, per la definicié de S, existeix un @); € S tal que P = Q; 4+ 2R per algun R € E(Q).
Clarament, R no pot estar al subgrup generat per S, i aleshores h(R) > h(P). Per tant,

per la regla del paral-lelogram i per les propietats que hem donat de il,
20(Qi) = W(Q; + P) + h(Q; — P) — 2h(P)

04 h(2R) — 2h(P)
—2

AV

I
=~
>
—~~
=
N—

h(P)

que és una contradiccio, ja que Q; € (S) (és a dir, A(Q;) < C) i per contra P ¢ (S) (ja
que h(P) > C). O
Observacid 4.37. Trobar un métode efectiu que computi (en general i en un nombre finit
de passos) una base per F(Q) és encara un problema obert, que es resoldria demostrant la
conjectura [4.7] o la conjectura [4.54

Observacio 4.38. Gracies al teorema de Mordell-Weil podem aplicar el teorema fonamental

dels grups abelians finitament generats per obtenir una descomposicié en suma directa

EQ) = E(Q)ors ®Z",
on la part de torsi6 E(Q)iors €s la suma directa de grups ciclics (d’ordre certes poténcies
de primers).
Definicié 4.39. Amb les notacions de la observacié anterior, anomenem rang (algebraic)

del grup de Mordell-Weil E(Q) (o de E) a la quantitat r, i denotem rang(F(Q)).

De fet, una de les fites més remarcables de la conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer és
I'obtencié d’una relacié entre el rang de E' i altres conceptes definits en aquest treball. A
la resta de I'apartat veiem que descriure la part de torsio de E(Q) és factible, i donem les

diverses eines que permeten fer-ho.

Punts de torsi6 de E(Q)

En aquest apartat ens ocupem de descriure breument els possibles subgrups de torsio

E(Q)tors del grup de Mordell-Weil E(Q) per E/Q.
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Teorema (Lutz-Nagell) 4.40. Si P = (x:y: 1) € E(Q)ops, llavors x,y € Z i es té que
y=0o0y|A.

Demostracid. Si x o y ¢ Z, fixem p un primer tal que ord,(z) o ord,(y) < 0. Si pensem
P=(x:y:1)€ E(Qp)iors, llavors es té que x 0 y no pertanyen a Z, per aquest primer
p que hem fixat, i qualssevol coordenades primitives compliran z(P) € pZ,. Reduint P
modul p obtenim z(P) = 0, i I'inic punt de E(F,) d’aquesta forma és (0 : 1: 0). Hem
demostrat, doncs, que z o y ¢ Z implica P = (z :y : 1) € E*(Q,). Com que E*(Q,) és
lliure de torsi6 (teorema [3.23), obtenim que P = (z :y : 1) € E(Q,)iors implica z,y € Z.
Ara, si x,y € Z, P i 2P tenen coordenades enteres per la formula d’addicio, i pel lema

segiient finalitzem. O

Lema 4.41. Sigui P = (z1 : 1 : 1) € E(Q). Si P, 2P tenen coordenades enteres (imposant

z21=1),0béy; =00 béy, | A.

Demostracid. Suposem y; # 0, 1 escrivim 2P = (x5 : yo : 1). Si la projeccié afi de E vé

definida per Y? = X3 4+ aX + b =: f(X), la recta tangent a £ al punt P és Y = aX + f3,

f'(z1)

on a = 5=,

i per tant la primera coordenada de 2P compleix
0= (aX +8)? — (X*+aX +b) = —X* + X% + (208 — )X + §° — b.

Aixo ens diu, doncs, que o? = 2z, + x5 € Z (per hipotesi), i aleshores o, a? € Z. En
conclusi6, per la definicio de o veiem que y; | f/(z1), i com que y? = f(z1) tenim que
y1 | f'(x1). Ara, com que Res(f, f/) = (—1)de&)dee(H)=1/2A = _ A la teoria de resultants
ens diu

(X)), s(X) € ZIX] | —A=r(X)f(X)+ s(X)[(X),
per tant y; | A. ]

Observacio 4.42. Notem que el teorema de Lutz-Nagell dona una llista finita de candidats a
elements de torsio, ja que per a caday | A oy = 0la coordenada x compleix z°+azx+b—y* =

0 (per tant, divideix b — y?).
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Tot 1 aix0 ens podem trobar amb que tots els miltiples consecutius tenen coordenades
enteres i cap es repeteix. Necessitem un resultat que acoti I'ordre del grup, com és el

segiient.

Corol-lari 4.43. Si E(Q) té bona reduccio a p, Uaplicacio de reduccio

E(Q)tors — E(IFy)
€s injectiva.
Demostracid. Com que E té bona reduccio, E°(Q,) = E(Q,). El morfisme de reduccio
E(Q,) — E(F,) t¢ nucli E'(Q,), que son els punts P amb z(P), 2(P) € pZ, i y(P) € Z.
Per la demostracio del teorema de Lutz-Nagell, E'(Q,) N E(Q)iors = {O}- O

Observacid 4.44. La hipotesi de Riemann (veieu 'apartat [4.6)) ens déna en particular una

cota superior pel cardinal de E(TF,).

Durant tot ’apartat hem desenvolupat un algorisme per trobar punts de torsié i una
restriccié sobre la mida del subgrup de torsi6. La caracteritzacié definitiva dels subgrups
de torsio sobre Q, pero, vé donada pel segiient teorema (conjecturat per Levi el 1906 i

demostrat per Mazur el 1975):

Teorema 4.45 (Mazur). Sigui E una corba el-liptica sobre Q. El subgrup de torsié E(Q) ors

de E(Q) és isomorf a un dels quinze grups segiients:

Z/NZ amb 1< N<100 N =12
Z)27 x Z)2NZ amb 1< N < 4.

A més, cada un d’aquests grups és subgrup de torsid d’alguna corba el-liptica sobre Q.

Demostracio. Podeu trobar la demostracio a [MAZ]. O

Observacid 4.46. Pel cas d'una extensi6 finita de Q hi ha resultats per cossos ciibics (con-
sulteu [JKS]), i existeix un resultat general que acota 'ordre del subgrup de torsioé respecte

al grau del cos de nombres on F esta definit (veieu [MER]).
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4.5 Sobre el rang de E(Q)

Com hem vist, podem considerar la descomposicié del grup de Mordell-Weil d’una corba
el-liptica
E(Q) = E(Q)tors ) Zrang(E)a

i ja som capacos de descriure’n efectivament la part de torsié en un nombre finit de passos.
Per acabar de computar el grup E(Q) ens resta trobar el rang r (o millor, una base de

E(Q)/E(Q)iors). Tot seguit discutim aquest problema.

Conjectura 4.47 (del rang). Donat n € N, ewzisteiz una corba el-liptica E/Q amb
rang(E) > n.

Observacid 4.48. La corba el-liptica E/Q de rang més gran coneguda actualment (consulteu
http://web.math.hr/~duje/tors/rankhist.html). té rang superior a 28, i és deguda a
Elkies.

Observacio 4.49. La conjectura és provada per Ulmer per E/F,(T) (on F,(T') és el cos de

fraccions de I'anell de polinomis en la variable 7" a coeficients al cos finit F,) I'any 2010.

Observacio 4.50. Utilitzant la successio exacta (10)):
0~ E(Q)/2B(Q) - S®(B/Q) — HI(E/Q), — 0,

podem donar una cota superior per r utilitzant el cardinal de S (E/Q) (i II(E/Q), ens

do6na un error aproximat).

Observem que
(Etors SP Zr)/2<Eto7“s ©® Zr) = Etors/QEtors & ZT/2ZT g 8(2)

Atés que #(Z7/277) = 27, aixo implica que #S? > 27 - #(F,4,5/2F0r5), 1 obtenim la cota

< 1os(#SP)/(#(Erors /2Etors)))
- log(2) )

A partir dela successié exacta (10)) podem construir un diagrama commutatiu (on les
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fletxes horitzontals formen successions exactes)

0— E(Q)/2B(Q) —— S®(B/Q) 2% 1I1(E/Q); — 0
proj -2 -2
0—— E(Q)/4E(Q) —— SU(E/Q) % 111(E/Q), — 0

proj -2 2

proj 2 2

0—= B(Q)/2"E(Q) ——~ $¢"(E/Q) 2% (B /Q)2 — 0

Definicié 4.51. Denotem S?™(E/Q) com la imatge de S?")(E/Q) dins de S?(E/Q) (i.e.,
com 2" 1S?"(E/Q)).

Proposicié 4.52. El grup E(Q)/2E(Q) esta contingut a U,S*™(E/Q). A més, si no
existeir cap element no nul de IIL(E/Q) divisible per totes les poténcies de 2, llavors tenim

tqualtat .

Demostracio. Com que les projeccions (que son les naturals de pas a quocient) son exhaus-
tives, la imatge de F(Q)/2E(Q) a S@(E/Q) és igual a la imatge de F(Q)/2"E(Q), que
esta continguda dins de S@™(E/Q) per la commutativitat del diagrama.

Reciprocament, sigui v € U,S?™(E/Q), de manera que per a cada n existeix un
element 7, € S®V(E/Q) que s’aplica a . Sigui d, la imatge de 7, a III(E/Q),n. Llavors,
per la commutativitat del diagrama, 2716, = d; per tot n, i §; és divisible per totes les
poténcies de dos. Utilitzant 'exactitud de la primera successié horitzontal, veiem que y

pertany a la imatge de E(Q)/2E(Q) si i només si §; = 0, que és el que buscavem. ]

Lema 4.53. Suposem que no existeix un element no nul de UI(E/Q) divisible per tota

poteéncia de 2. Llavors la component 2-primdm‘ﬂ de II(E/Q) és finita.

16GSigui G un grup abelia finit, i p € N un primer. La component p-primaria de G és el subgrup de tots
els elements d’ordre una poténcia de p.

Sota l’assumpcié que III(E/Q) és finit, parlem de component p-primaria. Fora d’aquesta assumpcio, el
mateix paper el prén el p-subgrup de Sylow (tnic pel tercer teorema de Sylow utilitzant la commutativitat

de LII(E/Q)).
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Demostracid. Atés que, per tot m € N\{0}, HI(E/Q)gm C II(E/Q)am1,1que HI(E/Q)gm
és finit (utilitzant la successio exacta i el teorema , podem assegurar que

Component 2-primaria de III(E/Q) = Upem (o} II(E/Q)2m.

Demostrem el contrarreciproc. Suposem que la component 2-primaria de II(E/Q) no
és finita. Per la observacié anterior podem triar una successio (n;) (de nombres natu-

rals no nuls estrictament creixent) tal que la segiient cadena és estricta, no estabilitza, i

HI(E/Q)gn.—1 C T(E/Q)am:
].H(E/Q)Q C H.[(E/Q)Q"l C ].H(E/Q)an C .-

Denotem III; := [I(E/Q), i III; = HI(E/Q)gni—1. Ara, veiem que per tot «; € IT; —I11; 4
tenim 2%aq; = 0 perd 2% la; # 0, és a dir, 2% 'y € III; és divisible per 27~% amb
k=1,...,n; — 1. Fent el mateix amb ¢ arbitrariament gran, trobem elements de III;
divisibles per poténcies de 2 cada cop més grans, i tenint en compte que III; és finit

concluim que existeix un element no nul de III(£/Q) divisible per tota poténcia de 2. O

Conjectura 4.54. No existeir cap element no nul de II(E/Q) divisible per tota poténcia
de 277

Sota la conjectura anterior, qualsevol cadena com la de la demostracio del lema anterior
estabilitza, i podem trobar un ny € N de manera que 2™ 'II1(E/Q)yn = 0. Aleshores,
observant que § esdevenen epimorfismes per tot index superior a ng, i que les projeccions

son exhaustives, tenim

SEM(E/Q) = SE"H)(E/Q) = --- = E(Q)/2E(Q).

Observacid 4.55. Aquest fet dona un algorisme (degut a Mazur) per trobar un conjunt
de generadors de F(Q) en un nombre finit de passos. Per n € N, denotem T'(n) com el
subgrup

T(n)=({P e E@Q) | h(P)<10"}).

17 Aquesta conjectura és més débil que la conjectura
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Primer calculem 7'(1) i S®®(E/Q) (computable per [SI[]§X.4.5). Si T(1) RN S@(E/Q) és
epimorfisme, T'(1) genera E(Q)/2E(Q).

Si no, calculem T'(2), S@)(E/Q) i S@)(E/Q). Si la imatge de T/(2) > S@*)(E/Q) és
SEA(E/Q), T(2) genera E(Q)/2E(Q).

Si no, calculem T'(3), S®)(E/Q) i S®¥(E/Q), i procedim com en el pas anterior.
Aquest métode acabard quan arribem a I'index ng anterior. Després de trobar un conjunt
de generadors de E(Q)/2E(Q), la demostracio de ens habilita per computar un conjunt
de generadors de E(Q).

La segiient proposicio ens permet calcular el rang r d’algunes corbes el-liptiques (per

exemples, veieu [MIL] §IV 5.7).
Proposici6é 4.56. (a) El rang r de E(Q) satisfa la desigualtat

r < 2-#{p primer | p divideiz 2A}.

(b) Sigui

t1 = #{p primer | p divideiz a A i E té reduccid nodal a p},

to = #{p primer | p divideiz a A i E té reduccid cuspidal a p}.
Llavors, el rang r de E(Q) satisfa la desigualtat
r <ty 4 2ty — 1.

Demostracio. Consulteu [MIL] §IV 5.5, 5.6. O

Observacid 4.57. Observem que, si sabem computar el rang r de F(Q), també sabem trobar
un conjunt de generadors de E(Q).

Despreés de calcular s = dim F(Q)/2E(Q) = 2" - dim Eyr5(Q) /2 Eiors(Q), comencem a
buscar punts P; € E(Q) (ordenats, per exemple, per altura). Per cada P;, examinem si
P, = 2@ per algun Q € E(Q) (resolent la formula de duplicacio). Si és el cas, substituim P,
per () i ho repetim. Aquest procés s’acabara ja que F(Q) és finitament generat, i n’obtenim

un conjunt de punts que no son el doble de cap altre punt.
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Examinant si cada un d’aquests punts defineix una classe independent a les de la resta de
punts a F(Q)/2E(Q), aconseguim un conjunt de representants P; del grup F(Q)/2E(Q).
Si agafem prou punts, tard o d’hora obtenim s representants de classes diferents, i la

demostraci6 de ens faculta per calcular un conjunt de generadors de E(Q).

4.6 Funcions zeta
Funcions zeta de cossos de nombres

Recordem que la funci6 zeta de Riemann es pot definir, de maneres equivalents, com

C(s) = H 1 —1p_5 = Zn’s, se€C, Re(s)=1 (15)

p primer n>1

Observacid 4.58. Tant la suma com el producte a convergeixen per Re(s) > 1, aixi
que ((s) és holomorfa i no nul-la al semipla Re(s) > 1. A més, ((s) admet una continuaci6
analitica a C, i té un pol simple a s = 1. I gracies a la igualtat ((1 — n) = —B,/n['§
(per tot n € N\{0}), veiem que ( té un zeros a —2n per tot n € N\{0} (aquests zeros

s’anomenen zeros trivials de ().

Conjectura 4.59 (Hipotesi de Riemann). Tots els zeros no trivials de ¢ sén dins la recta

Re(s) = 1.
Definici6é 4.60 (Dedekind). Sigui K un cos de nombres (i.e., una extensio6 finita de Q).
Definim la funci6 zeta de Dedekind d'un cos de nombres K com:

1
l(s)= ]I ToNp)— > N,

pCOk ideal aCOgk

primer no nul. ideal no nul.
on O designa la clausura integral de Z a K (i.e., les arrels a K dels polinomis monics
a coeficients a Z, altrament anomenada ’anell d’enters de K), i la norma numérica

N(a) és I'ordre de I'anell Ok /a.

18 B,, denota ’n-éssim nombre de Bernoulli, on

m—1
m By,
B, =1-— ——, DBp=1
k;()(k)m—kz-i-l 0

Notem que els nombres de Bernouilli s’anul-len per n > 1 senar.
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Observacio 4.61. La segona igualtat de la definici6 és certa gracies a la factoritzacié inica
d’ideals per ideals primers (ja que Ok és un domini de Dedekind).

Per qualsevol K, la funci6 (x admet una continuaci6 analitica a C, i té un pol simple
as=1. A més també es conjectura que els zeros no trivials de (x son tots a Re(s) = %
(hipotesi de Riemann generalitzada).

Si prenem K = Q, recuperem la funci6é zeta de Riemann original.

Funcions zeta de corbes afins sobre cossos finits

Considerem una corba plana afi no-singular
C/Fp: f(X,Y) =0,
i denotem el seu anell de coordenades per
Fplz, y] =T, [C] = F,[X, Y]/(F(X,Y))

Definicié 4.62. Paral-lelament a ’apartat anterior, definim la funcié zeta de C' com

1
C(C,s) = H TW’

pC]FP [xvy]
ideal primer no nul.

on N(p) denota l'ordre de F,[z, y]/p.

Definici6 4.63. Tenint en compte que Fp[z,y]/p és una extensio finita de F,[’} definim el

grau de p, degp, com el grau d’aquesta extensio.
A partir d’aixo, esta clar que N(p) = piee? és finit.

Definicié 4.64. Definim la segiient funcié zeta (majascula) de C' com

1
zen= 1l =

pC]FP [I7y]
ideal primer no nul.

Observacid 4.65. Per definicié tenim ((C,s) = Z(C,p~*).

9No és trivial; per veure-ho s’utilitza que dimy,1(k[C]) = 1, juntament amb el Nullstellensatz débil.
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Proposicio 4.66. Les igualtats segiients es compleixen

Tm
log Z(C,T) = N, on Ny i= #C(Fpn),

m>1

Z(C,T) = exp (Z Nm%) .

m>1

Demostracid. Notem que aplicant logaritmes a Z(C,T) i derivant respecte T' tenim

Z'(C,T) Z degp - Tdeer—1

Z(CT) 41— T
— Z Z degp . T(nJrl)degpfl.
p n>0

En aquesta série de poténcies, el coeficient de 7™~ és > degp on p recorre els ideals
primers (maximals, ja que es pot veure que F,[z,y] té dimensiéo de Krull 1) no nuls de
Flz,y] = F,[X,Y]/(f(X,Y)) tals que degp divideix m. Mitjancant el lema [ET] §4
22 tenim una inclusié Fylz,y] < F,m. De fet, hi haura exactament degp homomorfismes
d’aquest tipus ates que Fy[x, y|/p és separable sobre F,. Reciprocament, tot homomorfisme
F, [z, y] = F,m factoritza a F,[z, y]/p per algun ideal amb deg p | m (utilitzant, per exemple,
el primer teorema d’isomorfia i [E'T]| §4 22 per trobar 'inic al qual factoritza amb un

morfisme injectiu). Per tant, el coeficient de T™~! és el nombre d’homomorfismes
Fplz, y] = Fpm.

Pero un tal homomorfisme vé determinat per les seves imatges a,b de x i y, i reciprocament
I'homomorfisme P(X,Y) — P(a,b) : F,[X,Y] — F,m factoritza a F,[x,y| si i només si

f(a,b) = 0. Per tant, hem establert una correspondéncia bijectiva

Hom(F, [z, y], Fpm) £ C(Fpm).

D’on obtenim

Z,<C7 T) _ m—1
Ziom) — 2T

m>0
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i integrant respecte T obtenim la primera igualtat. La segona és directa aplicant 1’ex-
ponencial (que es defineix dins tot anell commutatiu mitjangant el desenvolupament de

Taylor). O

Funcions zeta de corbes projectives sobre cossos finits

Amb Pesperit de la darrera proposicié, plantegem la segiient

Definicié 4.67. Donada una corba plana projectiva no-singular C', definim

Tm
Z(C,T) := exp (Z Nmﬁ> ,on Ny, := #C(Fym),

m>1

C(Cys):=Z(C,p~?).

Observacid 4.68. Sigui E una corba el-liptica, i B la seva projeccio afi E N {Z # 0}.
Com que #E(Fym) = #EaH(Fpm) + 1, trobem

Z(E,T) = Z(EM T).

1-T

Per simplificar 'expressio de Z(E,T) utilitzem

Proposicié 4.69. A una corba el-liptica E/F,, hi ha exactament

p"—1

#EE).

divisors positius de grau m per tot m > 1.

Demostracio. Consulteu [MIL] §IV 9.9 (a la prova, p. representa l'ideal associat al punt

O de E). O

Teorema 4.70. Sigui E(a,b)/F, una corba el-liptica donada per una equacio de Weiers-

trass . Llavors

A-T)1—pT)

Z(E,T) = amb Ny = #E(F,).



4.6 Funcions zeta 48

Demostracid. Observem

1 T 1 1
2B.1) =—2EN N =—— ||
pCFp[z,ylideal
primer no nul.

onFylz,y] := F,[C] =F,[X,Y]/(Y?—X?—aX—b). Tot seguit, observem que el coeficient de
T™ al producte anterior és el nombre de ¢; € NU {0} tals que ¢y + Zi‘pi#{o} cidegp;, =m,
que és el nombre d,,, de divisors positius de grau m a E/F, (per la definici6 de divisor
principal d’una corba sobre un cos perfecte no-algebraicament tancat), amb la convencio
que dy = 1. Per aixo mateix, quan desenvolupem el productori anterior, trobem una
expressio

Z(BE,T) =Y d,Tm,

m>0

i concluim amb el resultat mitjancant la proposicio [4.69 [

Observacid 4.71. Suposem que coneixem N;. Llavors podem trobar o, 5 € Q tals que
1+ (N —p—1DT+pT?*=(1—aT)(1—BT)

i per I'expressio de I'altim teorema, tenim

o (=al)(A-=8T) m_m_ am
log Z(E,T) = log 07 =) (14p"—a™—p5")

m>0

Tm
— 16
—. ()

on la segona igualtat surt del desenvolupament de Taylor de log(1 — T'). Aixd do6na un

métode per computar les quantitats N;(E) = #E(F,:) per tot 7 € N, ja que
No(E) = 14" — a™ — g™

La Hipotesi de Riemann per a E(F,)

D’ara en endavant, denotem (en contradiccié amb els apartats anteriors)
Ny = #E(Fp)a

on I és una corba el-liptica sobre [F,,.
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Teorema 4.72 (Hipotesi de Riemann per a corbes elliptiques E/F,). Sigui E una corba

1

5, el que

el-liptica sobre F,. Llavors, tots els zeros de la funcié ((E,s) tenen part real

equival a
[Ny —p—1] < 2\/]—9|7_UI

Demostracio. Donem una prova de l'equivaléncia. Podeu consultar la resta de la demos-

tracio a [MILJ§TV 9.4 (exigeix una bona comprensié del modul de Tate).
De tenim
(1—ap™)(1 - Fp™)
(1 =p=)(1 =p'=)

Té pols simplesa s = 0,11zerosaon p®* = aop® = f. Siescrivim s = o+it (amb o,t € R),

C(E7S) =

llavors [p*| = p7, i els zeros de ((E, s) tenen part real 1 si i només si |al,|8] = p'/%

Tal com ho hem definit anteriorment, «, 8 séon les arrels del polinomi
1 +~T 4 pT? on~y:= N,—p—1

Si v* —4p < 0 (és a dir, si [N, —p — 1] < 2,/p), llavors a i 3 sén conjugats, i com que

1/2

af3 = p, cadascun té modul p'/2. Reciprocament, si |, |5] = p'/?,

[Ny —p =1 = [a+ 5] < 2/p.

La funcié zeta d’una varietat sobre Q

Sigui V' una varietat projectiva no-singular sobre Q, i.e., el conjunt de zeros d’una col-leccié
de polinomis homogenis F;(Xo, ..., X,) € Q[Xo, ..., X,], que suposem a coeficients copri-
mers a Z. Siguin F;(Xo,...,X,) € F,[Xo,...,X,] les reduccions dels polinomis modul
p (analogament al tema . Si podem triar els polinomis F; de manera que les seves
reduccions defineixin una varietat no-singular V, sobre F,, llavors diem que V' té bona
reducci6é a p. En cas contrari, diem que V té mala reduccié a p (aixd passa per un

nombre finit de primers).

208i E/F, és una corba el-liptica, es té també |#E(F,) — ¢ — 1] < 2,/7.
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D’acord amb l'apartat anterior, per cada primer on V' té bona reducci6 definim una
funcié zeta
((Vpos) = Z(Vpp™®), amb log Z(V,, T) =Y #V,(F
m>1

Definicié 4.73. Es defineix la funcié zeta parcial (de Hasse-Weil) d’una varietat

V sobre Q per

V,s) = [¢(V ),

p¢S
on S := {primers de Z on V té reduccié dolenta}.
Per la hipotesi de Riemann per V,, (que no entrem a definir), es té¢ que J[ 45 ((V},s)
convergeix a Re(s) >d+1, on d =dim V.

Conjectura 4.74 (Hasse-Weil). Per a qualsevol varietat projectiva no-singular V- sobre

Q, la funcid (s(V,s) admet continuacid analitica al pla complex.

Exemple 4.75. Considerem un punt P € Z, que és la varietat definida pel polinomi
V:X — PZ € Q[X, Z]. Per aquesta varietat S = (), i per tot primer p
1
log Z(V,,T) 1— [ — .
o8 20, T) = 1 =g (+27)

En conseqiiéncia

1
WVs) = ] T

p primer

que és la funci6 zeta de Riemann.

La funcié zeta d’una corba el-liptica sobre Q
Sigui £//Q una corba el-liptica, i
S = {p € N primer | p és de mala reduccié per E}.

D’acord amb la definici6 [4.73]i el teorema [4.70] tenim

H 1+ (N,—p—1)p s +p% _ ~ Cs(s)¢s(s—1)
(I—p=)(1—p'=*) Ls(s)

Cs(E, 8) =
pES
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on (g(s) denota la funci6 zeta de Riemann ometent els factors al producte d’Euler corres-

ponents als primers de S, on

1
L+ (N, —p—1)p== +pt=2

Ls(E,s) =[]

¢S

Com a la observacio , tenim o, 5, € Q on
1+ (N, —p—1DT+pT?*=(1-a,T)(1—-B,T), amb|a,|=|8,|= p/2.

Per tant,

Ls(E,s) =] !

S (1 —app=)(1 = Bpp~)

De l'observacio [4.58] la funcio zeta de Riemann convergeix per Re(s) > 1, i tenim

H;

1 —s
vis L —P2p

convergeix per Re(s) > %, d’on s’obté que Lg(F,s) = HngS (1—appfs)1(1—5ppfs) esta definida
si Re(s) > 2.

Si escrivim Ly(T) := 14+ (N, —p — 1)T + pT? (lavors Lg(E,s) = [] ), es

1
pES Ly(p=*)
compleix

Lp(pil) = Np/p-

Mitjancant la taula de la secci6 [3.3] s’estén la definici6 de Lg(E, s) pels primers on E té

mala reduccio:

( 1+ (N, —p—1)T+pT? sip ésde bona reduccié per
L(T) = 1-T, si E té reduccié multiplicativa racional a p
147, si F té reducci6é multiplicativa irracional a p
\ 1, si F té reduccié additiva a p.

Definicié 4.76. Amb les notacions de sobre, definim la funcié L (de Hasse-Weil) de

la corba el-liptica F/Q com
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i la funcio zeta (de Hasse-Weil) de la corba el-liptica E/Q és, llavors

¢(s)¢(s — 1)

E s)=>—>—~
Observacio 4.77. Tal com ’hem definida, la funcié L de Hasse-Weil de E codifica la infor-
maci6 de #E"(F,m) per tot p primer (de bona o mala reduccié) i m > 1. La conjectura

de Birch i Swinnerton-Dyer augura que aquest objecte analitic guarda també informacio

aritmética associada amb el grup F(Q).

Teorema 4.78 (Wiles / Wiles-Taylor / Breuil, Conrand, Diamond i Taylor (1999-2001)).
Donada una corba el-liptica E/Q, la funcio L(E,s) admet una continuacid analitica a tot

el pla complex.

Demostracid. Es conseqiiéncia del treball de Wiles, Breuil, Conrand, Diamond i Taylor, en

demostrar que tota corba el-liptica E/Q és modular. O

Definici6é 4.79. El conductor de F/Q és el producte finit

Ngjg = H pfp>

p dolent

on
0, si E té bona reduccio6 a p,

fp =14 1, si E té reducci6 multiplicativa a p,
2, si F té reduccié additiva a p # 2, 3.
(la definici6 de f, quan E té reduccié additiva a p = 2,3 és més complicada, veieu [SIL]

§16.1).
Observacid 4.80. El conductor de E/Q es obtenir via la férmula d’Ogg-Saito
fy=o0rdy(A) +1—m,

(veieu [SIL] §C 15, 16.2 pels detalls sobre la quantitat m,,).
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5 La conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer

A finals dels anys cinquanta, i després del treball de Siegel sobre formes quadratiques a
Uber die analytische Theorie der quadratischen Formen, B.J. Birch i H.P.F. Swinnerton-
Dyer decideixen (com exposen al seu article Notes on elliptic curves II, [BSDII|) que és

natural examinar el producte
H Np/ b.
p

Si denotem la funci6é de productes parcials

f(P) = HNp/p;

p<P
comproven (amb la computadora EDSAC II) que el ritme de creixement de f(P) manté
una correlacio amb el rang algebraic de E (que poden computar en molts casos gracies als

resultats del seu article anterior [BSDI|). Aquest fet els orienta a proposar la segiient

Conjectura 5.1. Si r és el rang algebraic de la corba el-liptica E/Q, llavors existeix una

constant C' # 0 tal que
P
P—oo (log(P))"

Aquesta conjectura prediu que podem deduir el rang de E(Q) a partir de la successio
de valors N,. Destaquem que és un resultat notable, ja que F(Q) — E(F,) no és en general
ni exhaustiva ni injectiva, i a priori sembla dificil lligar les imatges de la funci6 de reduccio
amb el grup E(Q).

A la practica, Birch i Swinnerton-Dyer van ser capacos de predir amb bastant d’éxit r
a partir dels valors de f(P). No obstant, es van topar amb que f(P) oscil-la vigorosament
quan P creix, i no és practicable apropar-se a C' amb un error de menys del 10% en un
temps raonable. Per mirar d’esquivar aquest problema, van reexpressar la seva conjectura

en termes de la funci6 zeta.

Definici6 5.2. Sota el teorema [4.78 (que al moment de la formulaci6 era encara una

conjectura), L(FE, s) té una expansi6 en série de Taylor vora s = 1

(-1, (=1,

L(E,s)=cy+c 1 2]




54

Definim el rang analitic r,, de E' com l'ordre del zero de L(FE,s) a s = 1, de manera que

(s — 1)ran

L(E,Ss) = Cpyy + termes d’ordre superior.

an-*

Observem que, formalment (recordem que només tenim assegurada la convergéncia a

Re(s) > 3), el valor de la funcié L a s =1 és
L(E,1) = [[ p/N,.
p

i el comportament de f(P) quan P — oo esta lligat al de L(FE,s) a prop de s = 1. La

conjectura anterior duu a la segiient

Conjectura 5.3. Sigui E/Q una corba el-liptica. Llavors, el rang analitic 4, de E i el

rang algebraic v de E son iguals.

A partir d’aquest punt, Birch i Swinnerton-Dyer es van centrar en les corbes

Ep/Q:Y?Z =X*—DXZ? DeQ.

entre d’altres motius perqué podien decidir amb prou confianca si el productori Hp p/N,
s’anul-la 0 no. Van obtenir prou evidéncies per enunciar la segiient conjectura (més débil

que Panterior).
Conjectura 5.4. L(E,1) =0 si i només sir > 0.

Uns suggeriments de Davenport i Kneser els van dur a predir que, quan r =0

D=V4.QF . o(D), per D > 0,
L(Ep,1) =
(—4D)~Y*. Q. o(D), per D <0,
on Q% és el perfode real o el seu doble (consulteu observacio [4.35). Mitjangant aquesta
formula, van veure que o(D) sol ser una poténcia de 2 cops un quadrat. Un resultat

de Cassels indica que si el grup HI(E/Q) és finit, el seu ordre és un quadrat, i aquest

fet concorda amb la seva intuicié que o(D) ha de ser essencialment l'ordre del grup de
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Tate-Shafarevich. A la resta del seu article es dediquen a donar les eines necessaries per
reexpressar de forma més clara (D) (mitjancant el nombre de Tamagawa i el periode real).

La conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer, que compta amb nombroses evidéncies nu-
meériques, és una versio refinada de la conjectura Precisa aquestes quantitats que ens

manquen, i relaciona gran part dels objectes que hem definit amb el coeficient c,,,,.

Conjectura 5.5 (Birch i Swinnerton-Dyer, cas concret de la conjectura de Beilinson).
Sigui E/Q una corba el-liptica amb rang algebraic r. Llavors

L(E
lim (E,5)

i o €Q,

és no nul, i QF llegeix la part transcendent del primer coeficient no zero del desenvolupa-

ment de Taylor de L(E,s) a s = 1.

Conjectura 5.6 (Birch i Swinnerton-Dyer (cas concret de la conjectura del nombre de Ta-
magawa,/Bloch-Kato)). Considerem E/Q una corba el-liptica amb rang algebraic r. Llavors

r €s també el rang analitic de E, II(E/Q) és finit i

i A5 < II #E@) /EO(Qp))) ' m'RE/Q.#m(E/Q),

s—1 (S — 1 (#E(Q)tors)

p dolent

on
#(E(Q,)/E(Q,)) s’anomenen nombres de Tamagawa (veieu (8)).
e OF = fE(R) |w|, on w és el diferencial invariant (veieu la definicio .
e Rpjq és el requl-lador el-liptic .
o #I(E/Q) és lordre del grup de Tate-Shafarevich (veieu la definicid [f.4).

o #E(Q)ors €s el cardinal del subgrup de torsio (que podem computar gracies a lapartat

:

Observacio 5.7. Llistem els resultats que es coneixen actualment sobre la conjectura de

Birch i Swinnerton-Dyer
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e El 1976, John Coates i Andrew Wiles van demostrar que si £/Q és dotada de mul-
tiplicacio complex per un cos quadratic imaginari K on K = Q(i) o Q(+/—2) o
Q(v=3) 0 Q=) 0 Q(=TT) 0 Q(V=T9) 0 QV=T3) 0 Q(V=ET) 0 Q(v=T63) ,

i L(E, 1) no s’anul-la, llavors E(Q) és un grup finit (consulteu [CW]).

e El 1983, Benedict Gross i Don Zagier van mostrar que si F és una corba modular
el-liptica i L té un zero d’ordre 1 a s = 1, llavors E té un punt racional amb ordre

infinit; (a [BZ], veure Teorema de Gross-Zagier).

e [1 1990, Victor Kolyvagin va mostrar que una corba el-liptica modular E per la qual
L(E,1) no s’anul-la, té rang r = 0, i que una corba el-liptica modular E tal que la

funcié L té un zero d’ordre 1 a s = 1, té rang 1.

e El 2001, Christophe Breuil, Brian Conrad, Fred Diamond i Richard Taylor, estenent
el treball de Wiles, van demostrar que totes les corbes el-liptiques definides sobre els
nombres racionals son modulars (teorema de Taniyama-Shimura), la qual cosa estén
el segon i el tercer resultat a totes les corbes el-liptiques sobre els nombres racionals

i mostra que les funcions L de totes les corbes el-liptiques sobre Q estan definides a

s = 1 (veieu [BCDT]).

e El 2010, Manjul Bhargava i Arul Shankar van anunciar una prova del fet que el rang
mitja del grup de Mordell-Weil d’una corba el-liptica sobre Q esta acotat per sobre
per 7/6. Combinant aixd amb la prova anunciada per Chris Skinner i Eric Urban
de la conjectura principal de la teoria d’Iwasawa per G'L(2), conclueixen que una
proporci6 positiva de les corbes el-liptiques sobre Q té rang analitic zero, i per tant,

pel resultat de Kolyvagin, satisfa la conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer (consulteu

IBS]).

Observacid 5.8. Es pot fer una formulacié analoga per a E/F,(T):
Sigui E//F,(T") una corba el-liptica sobre un cos de funcions en una variable sobre un cos

finit. Llavors ord,_; L(E, s) = rang(E(K)) siinomés si la part [-primaria HI(E/F,(T)){l}

21 Amb multiplicacié complexa per K vol dir End(FE) ® Q = K.
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de HI(E/F,(T)) és un grup finit per algun primer /; i en aquesta situacié les conjectures

de Birch i Swinnerton-Dyer son certes per a E/F (1) (consulteu [KT]).
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A Corbes algebraiques i geometria algebraica

En el desenvolupament de la resta del treball utilitzem algunes definicions i resultats basics
de geometria algebraica i de corbes algebraiques que exposem informalment en aquest

apeéndix.

A.1 Corbes planes afins

Durant tot aquest apartat denotem k un cos arbitrari, i ' O k una extensié algebraica.
El pla afi sobre k ¢ A%(k) := k x k. Un polinomi no-constant f € k[X,Y] sense

factors repetits a k[X, Y] (o, més rigorosament, la classe d’equivaléncia dels seus miltiples

per elements de k£*) defineix una corba plana afi C;. Els seus punts a qualsevol extensi6

algebraica K D k son els elements del conjunt

Cy(K) = {(z,y) € AY(K) | f(z,y) =0}
Anomenem grau de la corba C; al grau maxim d’entre els graus de cada monomi de f (on
el grau d’un monomi és la suma dels exponents de les indeterminades).
La corba Cy es diu irreductible (sobre el cos K[)) si f és irreductible a K[X,Y], i
geométricament irreductible si f és irreductible sobre k. A més, si f = f, - f» és una

factoritzacio de f en polinomis irreductibles i diferents dos a dos a k[X, Y], tenim
CHK) =Cp(K)U--- U (K),

i les corbes irreductibles C'y, s’anomenen components irreductibles de C}.
Usualment escrivim C' : f = 0 enlloc de C¢, 0 C': f = g enlloc de C_,.

Per a qualsevol f € k[X,Y], P = (a,b) € C¢(K) es diu singular (o singularitat)

. 9f _ of __ . . . , . ,
si 5% = 7y = 0, 1 no-singular si alguna d’aquestes dues derivades no s’anul-la a P. Es

defineix I’espai tangent de Zariski a C' al punt P com

22Quan volem obviar el cos k, escrivim A2 enlloc de A?(k).

23Quan diem que una corba és irreductible sense fixar el cos sobre el qual ho és, usualment ho és sobre

el cos base k. A més, també escrivim C enlloc de C'y quan volem obviar f.
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i en el cas que P no sigui singular també en diem recta tangent a C' al punt P.
La corba C; es diu singular si Cf(k) conté algun punt singular, i no-singular si no
en conté cap@

Per P = (a,b) € C(K), si
fX,)Y)=fAX —a,Y =b)+ -+ fu(X —a,Y =),

és una descomposicié de f en suma de polinomis homogenis (o formes) f; de grau ¢ centrats
a P, anomenem multiplicitat de P al minim i tal que f; # 0, i la denotem per mp(f).
Quan ¢ = 2, P s’anomena punt doble.

Tenim que P és no-singular si i només si té multiplicitat 1, i llavors L : f; = 0 és la
recta tangent a C' al punt P. De la mateixa manera, quan P és singular amb multiplicitat

m, podem expressar (sobre k)

FnXv) = [T 22,

on cada L; és un polinomi homogeni de grau 1 amb coeficients a k (veieu [FUL|§2.6 5). Les
rectes L; = 0 s’anomenen rectes tangents a C; al punt P, i r; és la seva multiplicitat.
A més, diem que una singularitat és ordinaria si tota recta tangent té multiplicitat 1, i si

una singularitat és ordinaria i doble s’anomena node.

A.2 Corbes planes projectives

Sigui k un cos arbitrari. El pla projectiu sobre k é4%]

PA(k) == {(z,y,2) € K° | (z,y,2) # (0,0,0)}/ ~

on (z,y,2z) ~ (2/,y,2') si i només si existeix un ¢ € k* tal que (z,y,2) = (c2’,cy/, c2’).
Escrivim (z : y : 2) per la classe d’equivaléncia de (z,vy, z) a P?(k).
Un polinomi homogeni (o forma) no constant F' € k[X,Y, Z] sense factors repetits a

k (o, més rigorosament, la classe d’equivaléncia dels seus miltiples per elements de k*)

24Es pot veure (mitjangant el Nullstellensatz) que, si una corba és no-singular a k, llavors no conté punts

singulars a cap extensi6 algebraica de k.
25Quan volem obviar el cos k, escrivim P? enlloc de P?(k).
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defineix una corba plana projectiva Cr. Els seus punts a qualsevol extensio algebraica

K D k son els elements del conjunt
Cr(K) = {(z:y: 2) € PAK) | Fla,y,2) =0},
Observem que, atés que F' és homogeni,
F(cx,cy,cz) = c*8F F(x,y,2) per tot ¢ € k*,

i per tant no té massa sentit parlar del valor de F' a un punt no-nul de P2, pero si dels seus
zeros a P?(K). Anomenem grau de la corba Cr al grau de F.

Per i = 0,1,2, sigui U; := {(xg : 71 : 73) € P2(k) | x; # 0}. Veiem que U, (i de la
mateixa manera Uy i Up) és, de forma natural, un pla afi via la bijeccio

Uy — A2(k) : (20 : 21 : 20) — (ﬂ ﬂ)

IQ’ i)

D’aquesta manera, una corba projectiva plana C' = C és la uni6 de tres corbes afins planes
C=CuCiuUcly,, C;=CnU,

anomenades projeccions (o cartes) afins de C' (respecte la variable x;), i definides pels
polinomis F(1,x1,xs), F(xo,1,22) 1 F(xg,x1,1).
La corba Cr es diu irreductible sobre el cos K D kEG] (resp. geométricament

irreductible) si cada projeccié afi és irreductible sobre K (resp. sobre k).
Exemple A.1. Considerem la corba plana projectiva sobre k amb char(k) # 2,3
C:Y?’Z=X>+aXZ*+ 02"
Com que 'tinic punt amb Z =0 és (0:1:0), tenim que
C=C,U{(0:1:0)},

i a la resta del treball diem que C; és la projeccié afi de C, i que (0:1:0) és el punt a

Pinfinit. A més notem que, per aquesta mateixa rad, C' = C7 U Cs.

26Quan diem que una corba és irreductible sense fixar el cos sobre el qual ho és, usualment ho és sobre

el cos base k. A més, també escrivim C enlloc de C'y quan volem obviar f.
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Les notacions i les nocions d’espai de Zariski, recta tangent, multiplicitat, etc. es poden
estendre a les corbes projectives tenint en compte que qualsevol punt d’una corba projectiva

és dins d’una projeccié afi.

A.3 Resultants

En aquest apartat donem els resultats de teoria de resultants que utilitzem al treball.
Sigui f(X) = soX" + 5 X" - 45,1 9(X) =teX"+6 X"+ -+, polinomis a

coeficients sobre un cos k arbitrari. Definim el resultant Res(f, g) de f i g pel determinant

So S1 - Sm
So "'+ Sm—1 Sm n files
Res(f,g) =
ty t
to r tme1 tm m files

A més, definim el discriminant del polinomi f per

1

A(f) = (~1)F ZRes(/, f).
0

Utilitzem ben sovint els quatre resultats segiients (sobretot el segon), la demostracio

dels quals podeu consultar a [MIL] §1 24-26.
Proposicié A.2. FEl resultant Res(f,g) = 0 si i només si
(a) sop=ty=0,0

(b) els dos polinomis tenen una arrel en comi a k (o, equivalentment, un factor en comi

a k[X]).

Proposicio A.3. Siguin [(X,Y),h(X,Y) € k[X,Y]. Posem r(X) € k[X] el resultant de

[ i de h calculat mirant | i h com a polinomis en'Y a coeficients a k[X]. Llavors,
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o Enisteiven a(X,Y),b(X,Y) € k[X,Y] tals que
al +bh =r(X) € k[X],
i degy (a) < degy (h), degy (b) < degy(l).
e FEl polinomir =0 si i només si l i h tenen un factor en comi a k[X,Y].

Observacid A.4. Donats [(X) = so X" +51 X" 1+ 45, 1A(X) = toX"+6, X" - -+t

descrivim un algorisme per trobar els polinomis a(X,Y) i b(X,Y') de la darrera proposicio.

Anomenem cy, ..., Cpnin @ les columnes de la matriu
S0 S1 Sy
So " Sm—1 Sm
to t1 -+ tm
tO e tm—l tm

Tenim la segiient identitat

X7 1(X)
X72(X)

l(X) :Xm+n_161+"‘+10m+n,
X (X)

h(X)
i gracies a aquesta, denotant per c la part esquerra de la igualtat i per les propietats

del determinant, obtenim
Res(l, h) := det(cy, ..., Cman) = det(c, ..., Cin_1,C).

L’expansi6 de Laplace d’aquest ultim determinant per la columna c ens déna ’expressio

desitjada.
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Corol-lari A.5. Sil,g € k[X,Y] no tenen cap factor en comi a k[X,Y], llavors tampoc

no en tenen cap a K[X,Y] per cap extensio algebraica de cossos K 2 k.

Proposicié A.6. Siguin F,G € k[X,Y]| polinomis homogenis, i reescrivim Res(F,G) =
Res(F(x,1),G(x,1)). Llavors el resultant Res(F,G) = 0 si i només si F' i G tenen un zero
no tm'm'a a P'(k).

A.4 Nombres d’interseccid

Definicié A.7. Sigui k un cos arbitrari. Considerem P = (a,b) € A%(k), dos polinomis
F,G € k[X,Y] no necessariament homogenis, i f i g les homogeneitzacions de F'i G a
k[X,Y, Z]. Definim el nombre d’interseccié (P, F N G) de les cartes afins (respecte Z)
de les corbes Cy i C, al punt P com 'tinic (gracies a [FUL] §3.3 3) objecte que compleix

les propietats

(a) I(P,FNG) € NU{0}siFiG intersecten propiament™ a P. En cas contrari,
I(P,FNG) = .

(b) I(P,FNG) = 0siinomés si F'i G no s’anul-len simultaniament a P (i.e., si

P ¢ CrnNCq).

(c) Si T és un canvi de coordenades afi a A% i T(Q) = P, llavors I(P,F NG) =
I(Q, FT nGT).

(d) I(P,FNG)=1I1(P,GNF).

(e) I(P,FNG)>mp(F)mp(G), amb igualtat si i només si Cr i Cg no tenen rectes

tangents en comi a P.

(f) Si F =][[LF"iG = Hj ij son productes de polinomis sobre k[X,Y], llavors
I(P,FOG) = Zi7jrist(P,E N G]>

2TEs a dir, diferent del zero trivial (0: 1) (si so 0 to # 0).
28Dos polinomis intersecten propiament a un punt P si i només si s’anul-len a P i no tenen cap factor

en comu que tingui P per arrel.
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(g) I(P,FNG)=1I1(P,FN(G+ AF)) per qualsevol A € k[X,Y].

Usualment denotem (P, CrNC¢) per (P, FNG), i 1(F,G) com el nombre d’interseccio

de les corbes Cy i C, a l'origen (amb aquesta notacio, 1(X,Y) = 1 gracies al punt (e)).
Notem que, amb la darrera definicio,
I(P,FNG)=1(f(X+a,Y+0b),9(X +a,Y +D)).

Observacid A.8. Aquestes propietats ens proporcionen un algorisme per calcular el nombre
d’interseccio I(F, G) per F,G € k[X,Y].

En primer lloc, gracies a la teoria de resultants, trobem a,b € k[X,Y] 1 r € k[X] tals
que aF 4+ bG = r i degy(b) < degy (F), degy(a) < degy(G). Si degy(F) < degy (G),
escrivim

1(F,G) L 1(FbG) — I(F,0) L I(F,r) — I(F,b),

i en cas contrari, escrivim

I(F,G) = I(r,G) — I(a,G).

Procedint aixi amb cada un dels sumands, reduim el grau respecte Y fins arribar a expressar
I(F,G) en sumands de nombres d’intersecci6 de Vestil I(f,g) on g € k[X]. Si escrivim
9(X) = X™"go(X) amb go(0) # 0, tenim

1(f,9) "2 miI(f, x),

i en virtut de (g) podem extreure miltiples de X a f fins a obtenir f € k[Y]. Posant
fY)=Y"fo(Y) amb fo(0) # 0, veiem que

10£.%) 2 1y, x) Lar(v, x) 9o,

[ per tant I(f,g) = mn.

Cal tenir ben present el segiient teorema, que juntament amb els nombres d’interseccio
és una eina d’una utilitat inqiiestionable en la construcci6 del grup de Mordell-Weil d’una

corba el-liptica.
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Teorema A.9 (Teorema de Bézout). Siguin C i D corbes planes projectives sobre k de
graus m 1 n respectivament, sense components irreductibles en comi.
Llavors C i D intersecten sobre k a exactament mn punts comptant multiplicitats, i.e.,
> I(P,CND)=mn.
PcC(k)UD(k)

Demostracid. Consulteu [FUL] §5.3 . O

A.5 Nullstellensatz

En aquest apartat introduim un dels teoremes més destacats en geometria algebraica, el

teorema dels zeros de Hilbert o Nullstellensatz. Ens cal la notaci6 segiient.

Definicié A.10. Sigui k un cos, i F' € k[X;...,X,]. El conjunt de zeros de ' a A"(k)
s’anomena hipersuperficie (o conjunt algebraic) definida per F, i la denotem per
V(F).

A més, per qualsevol subconjunt X € A"(k), el conjunt de polinomis a k[X;, ..., X,]
que s’anul-len a X formen un ideal, que anomenem ideal de X i que denotem per [(X).
Amb aquesta notacio, diem que X és definida sobre £ si el seu ideal pot ser generat per
polinomis a k[X; ..., X,]. A més, X s’anomena varietat si I(X) és un ideal primer a

kX1, ..., X,

Tot seguit enunciem quatre formulacions del Nullstellensatz sense demostrar-les (po-
deu trobar-ne les demostracions a [FUL| §1.7, a [WiTZH]|, o a qualsevol tractat basic de

geometria algebraica).

Teorema A.11 (Existéncia dels zeros). Sigui k un cos algebraicament tancat, i I un ideal

propi de k[X1,...,X,]. Llavors V(I) # 0.

Teorema A.12 (Nullstellensatz deébil). Sigui k un cos, i L una k-algebrd®| finitament

29Gigui k un cos, i A un espai vectorial sobre k equipat amb una operaci6 (z,y) — z-y: Ax A — A.
Llavors A és una k-algebra si i només si la operacié - és bilineal; o el que és equivalent, si i només
si - és distributiva per la dreta i per l’esquerra respecte +4, i a més és compatible per escalars (i.e.,

(ax) - (by) = (ab)(z - y) per z,y € A, a,b € k.)
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generada (com a k-algebra). Si L és un cos, llavors L és una extensid algebraica de k.

Teorema A.13 (Nullstellensatz). Sigus k un cos algebraicament tancat, i I un ideal de
k[X1,...,X,]. Llavors, I(V(I)) = Rad(I), on Rad(I) és el radical de lideal I (el conjunt

d’arrels n-éssimes dels elements de I a k[X1,...,X,] ).

Teorema A.14 (Nullstellensatz). Sigus k un cos algebraicament tancat, i M un ideal mazi-

mal de k[ X1, ..., X,]. Llavors existeir (a1, ..., a,) € k" tal que M = (Xi—a1,..., X,—ay).
Aquesta darrera versié del Nullstellensatz guarda una relacié amb el fet segiient.

Lema A.15. Si K és un cos, i (a1, ...,a,) € K", llavors lideal I = (X1 —aq, ..., Xp—ay)

és un ideal mazimal de K[X1, ..., X,].

A.6 El conjunt de punts racionals d’una corba plana

Sigui C' := CF una corba plana projectiva sobre Q i geométricament irreductible. FEn
aquest apartat discutim informalment dues qiiestions fonamentals en I'estudi de les corbes

algebraiques:
(a) C té cap punt amb coordenades a Q7
(b) Si la resposta és que si, podem descriure el conjunt de punts racionals?

En acabar I'apartat haurem vist com les corbes de grau 3, i més concretament les corbes
el-liptiques, son practicament els casos més particulars i intrigants que podem considerar.
Corbes planes projectives de grau 1

Tots els casos es redueixen a la recta

C:aX+bY +cZ=0, a,b,ceQ,no tots zero.

El conjunt de punts de C' a P?(Q) mai és buit, i és essencialment la recta projectiva

P}(Q) gracies a la bijeccio
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(s:t)r—>(s:t:—gs—ét):]P’l%C’(@>.

c c
Corbes planes projectives de grau 2

Notem que C'/Q no pot ser singular, ja que si P té multiplicitat m > 2, una recta que
passi per P i per un altre punt () compleix

[ATe)
I(PLNC)+1(Q,LNC) > m+1>3,

que entra en contradiccié amb el teorema de Bézout.
Per respondre la primera pregunta, Legendre mostra que tota corba projectiva de grau
2 compleix el principi local-global (o de Hasse). En altres paraules, veu que mitjangant un

canvi elemental de variables podem escriure F' en la forma
F=aX?>4+bY?+cZ* a,b,c € Z lliures de quadrats,

i demostra que si a,b,c no tenen tots el mateix signe (i.e., si F' té solucions sobre R) i
abc # 0 (cas en el qual no és directe trobar solucions a R), llavors existeix una soluci6
no trivial de ' = 0 a Q si i només si —bc, —ca, —ab son residus quadratics modul a, b, ¢
respectivament. Per la llei de reciprocitat quadratica es pot veure que aixo implica que,
per un cert m depenent de a, b, ¢, C(Q) # 0 si i només si F(X,Y, Z) mod m té una soluci6
en enters coprimers amb m (que és comprovable en un nombre finit de passos).

També es pot veure que, si C' conté un punt racional P, i L és una recta projectiva a

coeficients racionals que passa per P, llavors L talla a C' a un punt de C(Q).

Corbes planes projectives de grau 3

Si C'/Q és no-singular, encara no es coneix cap métode general per esbrinar si té cap punt
a Q. Tsiel té, la descripcio de C(Q) és I'objectiu de tot aquest treball.
En canvi, si C' és singular, es pot veure que la seva singularitat P pertany a C(Q)

(atés que, si suposem que pertany a un cos de nombres K, Gal(K/Q) fixa P, i per tant
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P € C(Q)). Qualsevol recta projectiva racional L que passi per P i talli C' a un altre punt,
ho fa a Py € C(Q), i obtenim una parametritzacio de E(Q). De fet, es pot veure (|[MIL]
§I1.3) que en aquest cas C(Q) és isomorf a (Q,4) o a (Q*, X) (que no soéon finitament

generats).

Corbes planes projectives de génere > 2

El 1983, Faltings demostra que, per tota corba projectiva C' = C'r definida sobre Q amb

génere > 1, i.e., tal que

(deC = )degC—2) 5~ mp(F)(mn(F) ~ 1

2 ‘_
PeC(Q

=

el conjunt C'(Q) és finit.

A.7 La llei de grup d’una corba ciibica

Sigui k un cos, i Cr/k una corba plana projectiva no singular de grau 3, amb C(k) # 0

(suposem O € C(k)).

Teorema A.16. Amb la operacid i les notacions donades al principi de l’apartat C(k)

€s un grup commultatiu.

Demostracio. Per definicio, és directe veure que P+Q = Q+ P ique O+P = O(OP) = P.
A més, per a qualsevol P € C(k), sigui P’ = P(0OO). Llavors, PP’ = 00, i O(PP') =
0O(00) =0, ie., P+ P =0.
Per veure 'associativitat, escrivim [(P, Q) per la recta a P?(k) que passa per P i Q.

Per qualssevol P, @, R € C(k), denotem
S=(P+Q)R, T=PQ+R).

Llavors, (P4+ Q)4+ R=0S 1 P+ (Q + R) = OT, i per demostrar 1’associativitat n’hi ha
prou amb veure que S =T

Considerem les corbes cubiques
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F =0,
I(P,QR) - I(Q,R) - I(P,0) = 0.

Totes tres passen pels vuit punts
OJP7Q7R7PQ7QR7P+QJQ+R7

I les dues ultimes passen per

U=1P,Q+R)NIP+Q,R).

En el cas que les sis rectes que defineixen les dues tltimes ctubiques siguin diferents, la

segiient proposici6 afirma S = U = T. Per la resta de casos, consulteu [MIL] §I 3.1. O

Proposicié A.17. Sigui k un cos algebraicament tancat i considerem dues corbes planes
projectives de grau 3. Si aquestes intersecten en exactament nou punts, qualsevol corba

cibica que passi per vuit d’aquests punts passara també pel nove.

Demostracid. Consulteu [MIL] §I 3.2.

A.8 Funcions regulars i racionals
Funcions regulars i racionals sobre corbes afins

Ho dividim en dos casos.

e K algebraicament tancat

Sigui Cf una corba plana afi definida per f € k[X, Y] i irreductible sobre k. Anome-

nem funcié regular a C a qualsevol funcié definida per

(a,b) + g(a,b) : C(k) =k, per algun g(X,Y) € k[X,Y].
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Clarament, qualsevol multiple de f(X,Y) € k[X,Y] defineix una funcié regular
nul-la, i el contrari també és cert (gracies al Nullstellensatz [A.13)). Atés aquest fet,

denotem 'anell de funcions regulars per
KICH = RIX,Y]/(F(X,Y)) = Kz, y),

on z iy sén les funcions coordenada P+ z(P), P+ y(P) a C(k). Els elements de

k[C] sén polinomis amb indeterminades = i y.

Com que l'ideal (f) és primer, I’anell £[C] és un domini d’integritat. Denotem k(C)
el cos de fraccions de k[C], i 'anomenem cos de fraccions racionals a C. Els seus
elements, les funcions racionals a C', sén funcions de lestil

g9(a,b)
h(a,b)

(a,b) — : O(k)\{P € A*(k) | h(P) =0} — k.

o k perfecte

L’anell de funcions regulars sobre C és
k[Cy] = K[X, Y]/ (f(X,Y)),

on f(X,Y) és irreductible sobre k[X,Y].

Observacio A.18. Cal notar, perd, que les funcions regulars ja no han de ser necessa-
riament definides sobre C'(k) (ja que, per exemple, C'(k) pot ser buit). No obstant,
podem salvar aquesta dificultat dient que les funcions racionals a C' son les families
de funcions g € k[C] on, per qualsevol cos K D k, g : C(K) — K, i sén compatibles

per les inclusions de cossos K C L.

Una funcié racional a C és un element del cos de fraccions k(Cy) = k(z,y) de
kICy]-

A certs punts del treball tenen especial rellevancia els ideals primers no nuls de k[Cy].
Els anomenem divisors primers a Cy, i anomenem grup de divisors de C al grup

abelia lliure Div(CY) generat pel conjunt de divisors primers a C/.
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Observacid A.19. Observem que, pel Nullstellensatz, els divisors primers a k[C] son
tots de la forma (x — a,y — b) per (a,b) € C(k). Aixd es manté coherent amb la

subsecci6 posterior.

Funcions regulars i racionals sobre corbes projectives

Ho dividim en dos casos.

e k algebraicament tancat

Sigui C'r/k una corba plana projectiva definida per un polinomi homogeni irreductible
F(X,Y,Z). Pels mateixos motius que al principi de I'apartat anterior, anomenem
funcié regular C' a qualsevol funcié6 C(k) — k de I'anell de funcions regulars a
C

FICr] = KX, Y, Z)/(F(X, Y, 2)) = Fla. y. 2.

Ara, diem k[z,y, 2]4 als elements de k[z, 7, 2] que admeten un representant homogeni
de grau d. Amb aixo, denotem k(x,y, z) el cos de fraccions de k[z,y, z], i definim el

cos de funcions racionals a C' per

k(C):={g/h | g,h € kl[z,y,2]q per algun d} = k(x,y, 2)o.

Una funcié racional a C és un element f = g/h : C(k)\{zeros de h} — k de k(CF).

e [k perfecte

Tant ’anell de funcions racionals com el cos de funcions racionals es defineixen

com al cas de k algebraicament tancat.

No obstant, C'r(k) pot ser buit, i per salvar aquest fet i definir les funcions regulars

i les funcions racionals a C'r hem de fer I'observacié analoga a[A.18]

Observem que hi ha una identificacié natural entre k(Crp) i k(C;) per a qualsevol

projeccio afi C; de Cr (homogeneitzant). Amb aquesta, qualsevol divisor primer a
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un dels C; defineix un anell de valuacio discretaf’”| k[Ci]) € k(Cp) (que és Panell
de funcions regulars de C' a p, i no depén de la carta C;), que anomenem divisor
primer a Cr. Anomenem grup de divisors a C al grup lliure abelia generat pels

divisors primers a CF.

A més, per qualsevol divisor primer p de k(Cr), definim deg(p) com la dimensio
del cos residual k[Ci])/p com a k-e.v., i deg(Dd_nyp) = > n,deg(p). Notem que

qualsevol h € k(C)* defineix un divisor principal
div(h) =) " ord,(h)p,
p

on ord,(h) és 'ordre natural de I'anell de valuaci6 discreta p de l'anell k[C;] ) /(p)
(la poténcia d’un uniformitzant de p a I’expressié de h com a producte d’una unitat

per aquest uniformitzant, i no depén de la carta).

A.9 Divisors

En aquesta seccié k denota sempre un cos algebraicament tancat (pel cas on k és només
perfecte, veieu l'apartat anterior o [MIL| §1.4), i Cr una corba projectiva no singular
definida sobre k.

El grup de divisors a Cr, denotat per Div(C'), és el grup abelia lliure generat pels

punts del conjunt Cr(k). Per tant, un element de Div(C') és una suma finita

D= Y nplP, npeZ PecCk)
PeC (k)

Definim el grau de D per deg(D) = > ,np, i diem Div"(C) al grup de divisors de

rau n. A més, associem a Div(C') 'ordre parcial
)

an[P] > Zmp[P] < np > mp per tot P.

En particular, diem que D # 0 és positiu si np > 0 per tot P.

30Un anell de valuacié discreta (AVD) és un domini d’ideals principals amb un tnic ideal maximal

no nul.
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Sigui p(X,Y,7) = IC;(())?;?) una funcié racional no nul-la a C' (on deg(G) = deg(H)),

i suposem que F' no divideix H. Com que ¢ # 0, F' tampoc divideix G. El teorema de

Bézout aplicat a ¢ i a ¢! afirma

(deg F)-m = > I(P,FNG)
{PIF(P)=G(P)=0}
(deg F) -m = > I(P,FNH).

{P|F(P)=H(P)=0}

Definim el divisor d’una funcié racional ¢ com

div(e) = > prp)=c(p)=oy L (P F NV G)[P] = 32 pepy=(py=oy L (P F NV H)[P].

Tenim doncs deg(div(y)) = 0.

Anomenem divisor principal a C' a qualsevol divisor associat a una funcié racional
sobre C, i denotem per P(C) el grup de divisors principals a C, que és un subgrup de

Div’(C).
Definicié A.20. Definim els grups de Picard per
Pic(C) = Div(C)/P(C), Pic’(C) = Div’(C)/P(C).
Com comprovarem, la segiient proposicié ens déna un morfisme molt interessant.

Proposicié A.21. Sigui C/k una corba projectiva no singular de génere 1 tal que C(k) # 0,

i considerem O € C'(k). L’aplicacio
P+ [P] —[O] : C(k) — Pic°(C)
s bijectiva.
Demostracid. Consulteu [MIL] §I 4.10. O

Observacio A.22. El fet interessant d’aquesta bijeccid és que defineix una estructura de

grup a C'(k) amb la condicié natural que la converteix en un homomorfisme:

P+Q=SaC(k)& [P]+[Q] =[S]+[0] a Pic’(C).
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A més a més, sorprenentment, aquesta estructura de grup és la mateixa que hem
definit a 'apartat per k algebraicament tancat. Per veure-ho, suposem que P+Q = S.
Considerem [y la recta (definida per f = 0) que passa per P i @, i r, la recta que passa
per O 1 S. Per la definici6 de la llei de grup a ’apartat , sabem que l; i r, tallen C(k)

un punt en comu R. Prenent la funcié racional ¢ = 5, i calculant-ne el divisor (principal)

div(p) = [P] + Q] + [R] — [O] = [S] = [R] = [P] + [Q] = [S] - [O].

Per tant, [P] + [Q] = [S] + [O] a Pic°(C).

Teorema de Riemann-Roch i génere

Donat un divisor D a la corba plana projectiva no-singular Cp sobre un cos k algebraica-

ment tancat, definim

L(D) = {p € k(C) | div(¢) + D > 0} U{0},

i posem ¢(D) la seva dimensi6 com a k-espai vectorial (que, de fet, és sempre finita).
Els segiients teoremes (que no demostrem) ens acoten £(D) a partir de D i d’una altra

quantitat molt important en ’estudi de les corbes algebraiques.

Teorema A.23 (Roch). Ezisteiz un enter g tal que, per a qualsevol divisor D a C,
(D) > deg(D) +1—g,

amb igualtat quan deg(D) > 2g — 2 suficientment positiu.

Definicié A.24. L’enter g determinat pel teorema s’anomena el génere de C.

Observacio A.25. Com notem al primer capitol d’aquest treball, per una corba plana pro-

jectiva no-singular C', el génere de C' es pot expressar com

(deg C' — 1)(deg C' — 2)

9(C) = 5 :

De fet, el teorema de Riemann-Roch és la segiient millora del teorema de Roch.
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Teorema A.26 (Riemann-Roch). FEzisteiz un enter g tal que, per a qualsevol divisor D a
C,
(D) =deg(D)+1—g+ (W — D),

on W és un divisor canonic (i.e., un divisor associat a alguna forma diferencial a C').
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B Cohomologia de grups (H" i H')

La definicié de dos dels objectes més rellevants de la part racional de la conjectura de
Birch i Swinnerton-Dyer son els grups de Selmer i de Tate-Shafarevich. En aquest treball
presentem aquests objectes via cohomologia Galoisiana, que és la formulacié més utilitzada

actualment.

B.1 Cohomologia de grups finits

Definicié B.1. Sigui G un grup finit, i M un grup abelia. Una accié de G a M és una

aplicacio (o,m) — om : G x M — M tal que

(a) o(m+m')=om+om’ Yo G m,m €M,
(b) (o1)(m)=o0(r(m)) Vo,7€ G,m e M,

(c) lgm=m Vme M.

En cas que existeixi una tal acci6é diem que G actua sobre M, i anomenem G-modul a
M.
A més, donats dos G-moduls M i N, diem que una aplicacié f : M — N és un

homomorfisme de G-moduls (o que és G-lineal) si
flx+y) = fle)+ fly) VoyeM,
flax) =af(zx) VYae G,z e M.

Exemple B.2. Sigui L una extensi6 finita de Galois d’un cos k£ amb grup de Galois
G := Gal(L/k), i sigui F una corba el-liptica sobre k. Llavors E(L) C P?(L) (fixada una

equacio ) esdevé facilment un G-modul amb 'accié component a component.

Definicié B.3. El 0-éssim grup de cohomologia d'un G-modul M, que denotem per

H°(G, M), és el conjunt d’elements G-invariants de M, i.e.,
H(G,M):=M%={me& M | om =m per tot 0 € G},

que és G-modul.
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Exemple B.4. Amb les hipotesis del darrer exemple, gracies al teorema fonamental de la

Teoria de Galois,
H°(Gal(L/k),L) = K, HYGal(L/k),L*)=K*, H°Gal(L/k),E(L)) = E(K).
Definici6é B.5. Sigui M un G-modul. Definim el grup d’1-cocadenes de G a M com
CY(G, M) = {aplicacions f : G — M} .

El grup d’1-cocicles, o d’homomorfismes creuats, (de G a M) son les 1-cocadenes que

compleixen la condicié de cocicle
ZNG M)={feC (G,M) | f(or) = f(o)+of(r) Vo,7€G}.

Definim el grup d’1-cofronteres, o d’homomorfismes creuats principals (de G a M)

pel conjunt de 1-cocadenes que compleixen la condicié de covora
BYG,M)={feCYG,M) | Im e M tal que f(oc) =om—mVo € G}.

Amb aquestes definicions, tenim que B'(G, M) C Z'(G, M). El primer grup de coho-
mologia d’un G-modul M és el grup abelia quocient (amb la operacio de M)

ZYG, M)

Hl(G7M) = ma

que també és un G-modul.

Donat un 1-cocicle f € Z'(G, M), denotem la seva classe dins de H'(G, M) per {f}.

Exemple B.6. Si G actua trivialment sobre M (i.e., om =m ¥(o,m) € G x M), tenim
que HO(G, M) = M i H\(G, M) = Hom(G, M).
Definicié B.7. Una successio de G-moduls (i G-homomorfismes)

—>Mz_1L>MzE>MZ+1—>

es diu exacta a M; si Im(f;) = Ker(f;11). La successié es diu exacta si és exacta a cada

M;.
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Proposicié B.8. Considerem una successid curta de G-moduls
0— M-S N5 P 0.

Llavors obtenim una successio llarga exacta de G-moduls

00— H(G, M) -2~ H(G,N) —"~ H(G, P) ,
do

H\(G, P) <" HY(G,N) <2 H'(G, M)

on l’homomorfisme 0, que s’anomena connecting, es defineir de la manera segiient:
Sigui p € H°(G, P). Triem un element n € N tal que ¥(n) = p. Definim §(p) com la
classe {oc — on—n: G+ M} € HY(G,M) (pensant M dins de N via la injeccid ¢ 1]

Demostracio. Veiem que do(p) esta ben definit. Si prenem un n’ € N diferent de n tal que
to(n’) = p, n’obtenim un altre pretendent a d(p) llur diferéncia amb Panterior és {o
o(n’—n)—(n"—n)}, que és classe d'una covora perqué n’ —n € Ker(¢y) = Im(¢py) = M.

La successié és exacta a H°(G, P), ja que Ker(dy) = {p € H(G,P) | on =
n per tot ¢ € G,n € N tal que ¢(n) = p} = Im(¢pp). També és exacta a H'(G, M),
atés que Im(&y) = {{o—>on—n:G — M} | ¥y(n) € H'(G, P)} = Ker(¢,).

Veiem I'exactitud a H'(G, N). D’una banda, si {f} € Im(¢,), esta clar que {fot;} =0
(atés que ¢y o 1py = 0), i {f} € Ker(y);). D’altra banda, si prenem {f} € Ker(¢),
notem que la imatge de f esta continguda dins de Ker(¢)) = Im(¢) C N (de la successio
curta), i que ¢ : M — Im(¢) és invertible i la seva inversa és G-lineal. Prenent la classe
{¢p71 o f} € HY(G, M) obtenim un element de la preimatge de {f}, i {f} € Im(¢;).

Finalment, és senzill veure que la presa d’invariants preserva ’exactitud de la successio

curta, llevat que 1) no ha de ser necessariament exhaustiva. O

Definicié B.9. Sigui H un subgrup de G, i M un G-moédul. Llavors, és clar que M és

també un H-modul, i que qualsevol 1-cocadena (resp. cocicle, resp. covora) de G a M

31Els subindexs dels morfismes hi sén perqué, donat ¢ : M — N, tenim ¢; : H (G, M) — H (G, N) i
un morfisme connecting §; : H (G, M) — H1 (G, N).
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esdevé, mitjangant la restriccié a H, una l-cocadena (resp. cocicle, resp. covora) de H a

M. D’aquesta manera definim '’homomorfisme restricci6
Res: H (G, M) — H'(H, M).

Definicié B.10. Sigui H un subgrup normal de G, i M un G-modul. Llavors M és
un G/H-modul, i una covora f : G/H — M defineix una covora de G a M amb la

composicio

i d’aquesta manera obtenim I’homomorfisme inflaci6
Inf: HY(G/H,M") — HY (G, M).

Proposicié B.11. Sigui M un G-modul i H un subgrup normal de G. La segiient successio,

que anomenada inflacié-restriccid

Inf

0— HY(G/H,M*) X~ H'(G, M) = H'(H, M)
€s exacta.

Demostracio. Seguint les definicions s’obté que Res o Inf = 0,; aleshores falta veure
Ker(Res) C Im(Inf). Sigui g un 1-cocicle amb Res({g}) = 0. Per tant déna un m € M tal
que

g(t)=1mm —m pertot T € H,

i restant a g la 1-covora (de G a M) o — om — m n’obtenim un 1-cocicle f € Z'(G, M)
de la mateixa classe complint f(7) = 0 per tot 7 € H. De la condicié de cocicle aplicada

ac€eGiT e H sobté
floT) = f(o) +of(r) = f(o),
i per tant f(o) depén només de la classe de o a G/H. A més, com que H < G, existeix un

7" € H de manera que 70 = o71’. Aplicant que f factoritza a G/H i la condici6 de cocicle,
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obtenim
flo) = f(o7) = f(r0) = f(7) + 7f(0) = 7f(0).

d’on f(o) € M provant {f} € Im(Inf).

Per veure que Inf és injectiva, prenem un 1-cocicle f amb Inf({f}) = 0. Existeix un
m € M tal que f(o) = om —m per tot ¢ € G. Pero f depén només de o(mod H), aixi
que

om—m=oTrm—m pertot T € H.

Prenent 0 = 1g observem que 7m — m = 0, és a dir m € M i per tant {f} = 0 €

H'(G/H, M™). O
Proposicié B.12. Si G té ordre m, llavors mH' (G, M) = 0.

Demostracio. Consulteu [MIL| §IV 1.6. O

B.2 Cohomologia de grups de Galois infinits

Definicié B.13. Sigui (1, <) un conjunt parcialment ordenat i dirigit??} Sigui (G;)ics una
familia de grups, i suposem que tenim una familia d’homomorfismes f;; : G; — G; per tot

1 < 7 amb les propietats
(a) fu=idg,,
(b) fix = fijo fir pertoti<j <k
Llavors, el conjunt ((G;)ier, (fij)i<jer) s’anomena sistema invers de grups i morfismes
sobre I, i anomenem morfismes de transicié als morfismes f;;.
Definim el limit invers del sistema invers ((G;)icr, (fij)i<jer) com el segiient subgrup
del producte directe dels G;

@Gi:{aEHGi | a; = fij(a;) pertotiﬁjel}.

el icl

32Es a dir, un conjunt dotat d’una relacié binaria reflexiva, antisimétrica i transitiva, amb la hipotesi

addicional que qualsevol parella d’elements té una cota superior en comt.
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A Thora de treballar amb el limit invers, sovint s’obvien els morfismes de transicié i el
conjunt I.
Si un grup és limit invers d’un sistema invers de grups finits, diem que és un grup

profinit.

Sigui k un cos perfecte, i k una clausura algebraica de k (per tant, k/k és Galois).

Durant tot aquest apartat, denotem per G el grup Gal(k/k). Es pot veure que
G = Jim Gal(L/k),
L/k finita Galois, Lck

i per tant el grup G és profinit. Com a tal, vé dotat d’una topologia natural, anomenada
topologia de Krull, on una base d’entorns del zero son els subgrups de G de la forma

Gal(k/F) on F/k és una extensi6 finita de Galois.

Definicié B.14. Un G-modul M es diu discret quan I'acci6 G x M — M és continua
per la topologia de Krull a GG i la topologia discreta a M. Aixo equival per definici6 a
M= |J M"
HCG obert

A més, donats dos G-moduls M i N, diem que una aplicaci6 f : M — N és un

homomorfisme de G-moduls (o que és G-lineal) si

fx+y)=fl@)+ fly) Ve,yeM,
flaz) =af(z) Vae G,z e M.

Exemple B.15. Considerem F una corba el-liptica sobre un cos k. Llavors E(k) esdevé

facilment un G-modul amb l'accié component a component. Es discret ja que E(k) =
UL/k finita, LcﬁE(L)'

Definicié B.16. El 0-éssim grup de cohomologia d’un G-modul discret M, que deno-

tem per H°(G, M), és el conjunt d’elements G-invariants de M, i.e.,

H(G,M):=M%={me M | om=m per tot o € G}.



B.2 Cohomologia de grups de Galois infinits 82

Podriem definir el primer grup de cohomologia com ho hem fet a 'apartat anterior. Ens

serd, pero, d’utilitat en el cas de G-moduls discrets, afegir certes condicions de continuitat.

Definicié B.17. Suposem G equipat amb la topologia de Krull, i sigui M un G-modul
discret amb la topologia discreta. Definim el grup d’1-cocadenes continues de G a M

com el conjunt

Clont (G, M) = {aplicacions continuesf : G — M} .

El grup d’1-cocicles continus, o ’homomorfismes creuats continus, (de G a M) sén

les 1-cocadenes continues que compleixen la condicié de cocicle

Zoont (G, M) = {f € Cooi(G. M) | f(o7) = f(o) +0f(r) Vo,7€G}.

Definim el grup d’1-covores continues, o d’homomorfismes creuats principals con-
tinus (de G a M) pel conjunt de 1-cocadenes continues que compleixen la condicié de

covora
Blont (G, M) = {f € Céont (G, M) | Im € M tal que f(o) =om —mVo € G}.

Amb aquestes definicions, estd clar que tenim la cadena de subgrups B G,M) C

G, M) C Z\(G,M).

cont<

cont(

Observacio B.18. Cal notar que per qualsevol m € M fix, I'aplicaci6 G — M : 0 — m°—m
és continua, ja que és suma de dues aplicacions continues (M vé equipada amb la topologia
discreta i Paccié de G a M és continua), 1 Cp . (G, M) és un grup. Per tant, denotem el

grup d’1-covores de G a M per
BY(G,M):={feC"G,M) | 3m e M tal que f(c) =om —mVo € G},

i B!

COIlt<G7 M) — Bl(G7 M)
Definicié B.19. El primer grup de cohomologia d’'un G-modul discret M és el grup

abelid quocient (amb la operaci6 de M)

HY (G, M) = —gf(téGM]‘f) .

Donat un 1-cocicle f € Z' (G, M), denotem la seva classe dins de H'(G, M) per {f}

cont
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Exemple B.20. Si G actua trivialment sobre M (i.e., om =m V¥(o,m) € G x M), tenim
que HY(G, M) = M i que H'(G, M) és el grup Homeopt (G, M) d’homomorfismes continus
de G a M.

Proposicié B.21. Considerem la successio curta de G-moduls
0— M-S N5 P

Aquesta indueir una successio llarga exacta de G-moduls

0 — H(G, M) "~ H'(G,N) "~ H*(G, P) ,
01

HY(G, P) <2 HY(G,N) <2 HY(G, M)
on I’homomorfisme & es defineiz com a la proposicid [B.21]

Demostracio. Similar a la de la proposici6 |B.8 O]

Definicié B.22. Sigui M un G-modul discret, i considerem L/k una extensio finita de
Galois. Llavors, Gal(k/L) és un subgrup obert de G, i M és naturalment un Gal(k/L)-

modul discret. D’aquesta manera definim ’homomorfisme restriccio

Res: HY (G, M) — H"(Gal(k/L), M).

Definici6 B.23. Sigui M un G-modul i Gal((k)/L) un subgrup normal de G. Observem
que G/Gal(k/L) = G(L/k), i que el submodul MGAE/D) 4 una estructura de Gal(L/k)-
modul. Qualsevol 1-cocicle f : Gal(L/k) — MGalEL) qefineix un 1-cococicle de G a M

amb la composicio

G o f(f) M
LprOj inClT
Gal(L/k) —L pGale/)

i d’aquesta manera obtenim I’homomorfisme inflacié

Inf: H(Gal(L/k), MGAEDY  gY(G, M),

33 Anomenat homomorfisme connecting a la literatura.
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Proposicio B.24. Sigui M un G-modul i Gal((k)/L) un subgrup normal de G. La segiient

successio, que anomenem d’inflacié-restriccid
0 — HY(Gal(L/k), MEAFDY Y (v vy ™ HY(Gal(k/L), M)
€s exacta.
Demostracid. Similar a la de la proposicié |B.24] O

Proposicié B.25 (Teorema 90 de Hilbert). Sigui L una extensid finita de Galois d’un cos
k. Llavors, H'(Gal(L/k),L*) = 0. A més, HY(G, k) = 0..

Demostracio. Veieu [MIL] §IV 1.3, 1.8(a). O

Corol-lari B.26. Prenem un m > 1 enter, i suposem que char(k) =0 o que char(k) no

divideiz m. Denotem per
(k) ={C € k™| " =1}
Llavors

HY (G, pim) = B /()™

Demostracid. Considerem la successi6é exacta

1 Nm<E) incl EX z—z™ EX 1.
Aplicant la proposicié i el teorema 90 de Hilbert tenim la successio exacta

1 Kk S k* 6H1(Gnum(E))—>1 ’

d’on deduim el resultat. O]
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C Corbes el:liptiques sobre C

En aquesta seccié donem una breu descripcié de les corbes el-liptiques sobre el cos C. Com

veurem, hi intervenen majoritariament técniques analitiques.

C.1 Xarxes, bases i funcions doblement peridodiques

Definicié C.1. Una xarxa a C és un subgrup additiu, que denotem per A, generat additi-
vament per dos nombres complexos wy, ws (anomenats base de A) linealment independents

com a vectors sobre R, i.e.,
A= <W1,CU2>Z = Zw1 + ZWZ, amb W1, Wy # 0ilIm (%> # 0.
w1

Definicié C.2. Anomenem paral-lelogram fonamental (o, a vegades, domini fona-

mental) per A a qualsevol conjunt de la forma
D:={a+aw +pfw | 0<, <1}
on a € C és fix i wy,wy és una base per A.

Definicié C.3. Una funcié doblement periodica f respecte la xarxa A és una funci6
f a C tal que
fz4+w)=f(z), VzeCVweA.

Si wy,wy és una base per A, aquesta condicié equival a

Jetw)=1E) e

fz+w) = [f(z)
D’una funcié doblement periddica i meromorfa en diem funcié el-liptica.
Veiem que donar una funcié doblement periodica equival a donar una funcié ben definida

sobre C/A@ El conjunt de funcions el-liptiques per A, que denotem C(A), és clarament

un cos amb les operacions usuals de suma i producte.

34A la literatura també es sol anomenar funcié doblement periddica a una funcié d’aquest tipus, sense

diferenciar-les. En aquest cas, es sol parlar de C/A enlloc del paral-lelogram fonamental respecte A.
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Proposicio C.4. Sigui f € C(A) una funcid el-liptica, i D un paral-lelogram fonamental
per A tal que f no té zeros ni pols a la frontera de D (que existeix, ja que sind obtindriem

una quantitat no-numerable de pols, i f no podria ser meromorfa). Llavors, tenim

(a) 2 pep Resp(f) =0,
(b) 2pepordp(f) =0,
(¢) Y pepordp(f)-P=0 mod A =0,

on ordp(f) és Uordrd™| de P com a zero (en positiu) o pol (en negatiu) de f, i Resp(f) és
el residu de f a P.

Demostracid. Els punts (a) i (b) son directes aplicant el teorema dels residus a fia f'/f
(tenint en compte que Resp(f’/f) = ordp(f)) respectivament. El punt (¢) s’obté aplicant
el mateix teorema a id - f'/f (veure [SIL] §VI.2 2.2). O

Definicié C.5. Sigui f una funcié elliptica (per A) i D un paral-lelogram fonamental de

A. Definim 'ordre de f com la suma dels ordres dels pols de f a D.

Corol-lari C.6. Tota funcid el-liptica no constant té almenys ordre dos. Similarment, tota

funcio el-liptica no constant té almenys un zero.

Demostracio. Prenem una funcié el-liptica no constant f. Com que tota funci6 holomorfa
acotada a tot C és constant (gracies al teorema de Liouville), f no pot ser holomorfa i ha
de tenir algun pol. Si f té només un pol simple P, el primer punt de la proposicié ens
dona Resp(f) = 0, que contradiu el fet que P sigui un pol simple.

Finalment, si f és una funcio el-liptica sense zeros, 1/f és una funcio el-liptica sense

pols, i per tant és constant. O

35S’anomena ordre d’un zero o un pol zy de f al minim enter n tal que I’'n-éssim coeficient de la série

de Laurent centrada a zy sigui no nul.
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C.2 La funci6é p de Weierstrass

De I'altim corol-lari n’obtenim que, en algun sentit, les funcions el-liptiques (respecte A) no
constants més simples sén aquelles que tenen un pol doble a cada punt de A. Un exemple

molt important d’una tal funcié és la funcié p de Weierstrass

o0=1+ ¥ (o m) (17

weN,w#0
J() =Y =2
= -
wEA <Z w>

Proposicié C.7. Aquestes dues séries convergeizen normalmem@sobre qualsevol conjunt

compacte de C. A més, llurs sumes p 1 @' son funcions meromorfes doblement periodiques.

Demostracio. Veieu [MIL] §IIT 2.4. O

Observacio C.8. De la convergéncia normal de p n’extreiem la convergéncia uniforme (i
també 1’absoluta), i en conseqiiéncia podem calcular-ne la derivada tot derivant sumand a

sumand. Aixi @’ és efectivament la derivada de p.

De fet, la segiient proposicié ens mostra com p vé inicament determinada per la condici6

sobre els pols.

Proposicié C.9. Sigut A una zarza a C. La funcio o de Weierstrass determinada per
aquesta rarza €és, llevat de suma i producte per constants no nul-les, la unica funcio el-liptica

d’ordre dos amb pols d’ordre dos a A.

Demostracid. Sigui f una funci6 el-liptica amb només pols d’ordre dos als punts de A.
Llavors, z — f(z) — f(—2) és una funcié6 doblement periodica d’ordre com a molt u, i a
més és senar, per tant és constant i nul-la. N’obtenim que f és una funci6 parella d’ordre
dos i, després de sumar i multiplicar per constants adequades, la seva série de Laurent

centrada a zero pren la forma

f(z) =224+0+2%g(z) amb g holomorfa a prop de z = 0.

36Una série Y, f, de funcions holomorfes convergeix normalment a un subconjunt A C C quan
> nSupP,ea | fn(2)| convergeix. Una série de funcions meromorfes convergeix normalment si, quan

elidim un nombre finit de termes f;, obtenim una série normalment convergent de funcions holomorfes.
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Aixi, f i p ([SIL] §VI 3.1(b)) son holomorfes sobre C\A, i lim, ,o(f(z) — p(z)) = 0. Per
tant, la funcié doblement periodica g : z — f(2) — p(z), holomorfa sobre C\ A, estén a una
funci6 doblement periodica i holomorfa sobre C. Per I'tltim corol-lari, g és constant, i com

que g(0) = 0 (per evitar la singularitat), obtenim f = p. O

El cos de funcions el-liptiques

Definicié C.10. Sigui A una xarxa a C. Definim la série d’Eisenstein de pes 2k (per

A) com

ng(/\): Z w2k,

weENA,wH#0

Proposicio C.11. Per tot enter k > 2, Gor(A) és absolutament convergent
Demostracid. Veieu [SIL] §VI 3.1(a). O
Proposicio C.12. Tenim la segiient relacid algebraica entre @ i ¢’

©'(2)? = 4p(2)* — 60G4(A)p(z) — 140G6(A).

Demostracid. Per tot z amb |z| < |w],

e R (e ) RO DU

n=1

Substituint-ho a (17)), commutant els sumatoris (gracies a la convergéncia normal de (L7))

i observant que »_ W0 w?k+1 = (0 per tot k € Z, obtenim la segiient série de Laurent de
o centrada a z = 0,
1 . 2k

k=1
A partir d’aqui, només cal expressar adequadament ¢'(z)? i p(2)3 i tenir en compte que

son doblement periodiques per veure que la igualtat es compleix per tot z € C\A (veieu

[SIL] §VI 3.5 per més detalls). O

Proposicio C.13. Tota funcid el-liptica es pot expressar com a funcid racional de ¢ i ¢/,

i.e., C(A) = C(p, ¢').

Demostracio. Veieu [MIL] §IIT 2.7. O
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Corbes el-liptiques com a superficies de Riemann

Recordem que una superficie de Riemann és un espai topologic connex de Hausdorff X
que admet una base numerable pel seu conjunt d’oberts, juntament amb una estructura

complexa [}

Observacid C.14. El conjunt C/A, anomenat tor complex, és una superficie de Riemann
amb la topologia quocient.

Per donar-li una estructura complexa, partim de la projeccio m : C — C/A. Per a
cada obert U; € C/A escollim un obert V; € C sense punts equivalents modul A i tal que
7(V;) = U;. Prenem llavors la carta local ¢; :== 71 : U; — V.

Esta clar que les cartes son compatibles dos a dos, ja que si z € ;(U; NU;), veiem que
m(2) = m(¢; (¥ (2))), i la funcio 2 — 2 — ¢;(1; ' (2)) € A és continua, i per tant constant.

A partir d’aqui obtenim la biholomorfia de ¢, o ¢; .

En aquest apartat veiem que tota superficie de Riemann C/A és isomorfa a una corba

el-liptica sobre C i viceversa. El primer resultat ens el déna la segiient
Proposicié C.15. (a) La corba
E(N)/C:Y?Z =4X? — 60G4(A\) X Z? — 140Gg(AN) Z?
€s una corba el-liptica.
(b) A més, laplicacio

2 (p(2):¢'(2) 1 1), 2#0
0—(0:1:0)

¢:C/A— E(N)(C),

€s un isomorfisme de grups.

3TVagament, per qualsevol obert U; d’un recobriment per oberts de X = U;U;, tenim un homeomorfisme
(anomenat carta) z; de U; a un obert qualsevol de C. A més, aquests homeomorfismes han de ser
compatibles dos a dos, i.e., z; o zj_l 1 z;(U;NU;) = z;(U; NU;) i la seva inversa han de ser holomorfs (es

diu que son biholomorfs). Veure [MIL] §III.3 per més detalls.
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Demostracid. (a) Sigui {w1,ws} una base per la xarxa A, i escrivim w3 = wy + wq. Atés

que ¢’ és una funcié el-liptica senar, observem que, per cada i = 1,2,3

/(wz‘> - pf Wi\ ,(M)

1% 5 )~ ® 5 =P 5 )"

aixi que p'(w;/2) = 0. De la proposicio tenim que p(w;/2) son arrels del polinomi
F(X) =4X3 —60G4(A)X — 140Gg(A). Per veure la no-singularitat de F(A) n’hi ha

prou amb comprovar que les tres arrels p(w;/2) son diferents.

La funcio z — p(2) — p(w;/2) és parella, aixi que té com a minim un zero doble a
z = w;/2. No obstant, és una funci6 el-liptica d’ordre 2, i per la proposicio [C.4(b)
nomeés té un zero al paral-lelogram Dy := {aw; + fwy | «,8 € [0,1)}. Aixo ens diu
que, dins de Dy, p(z) només pren el valor p(w;/2) a z = w;/2, aixi que w;/2 # w,;/2
per i # 7j.

La imatge de ¢ esta continguda a E(A)(C) gracies a la proposicio i al punt

anterior, i esta ben definida per la doble periodicitat de g i ¢’ respecte A.

Per veure que ¢ és exhaustiva, sigui (z : y : 1) € E(A)(C). Llavors z — p(z) — x
és una funcié el-liptica no constant, aixi que per la proposicio té un zero z = a.
Se segueix de la proposici6 que @' (a)? = y?. Com que ¢’ és senar i p parella,
intercanviant a per —a si cal obtenim ¢'(a) = y. Llavors, ¢(a) = (x,y), i ¢ és

exhaustiva.

Per veure la injectivitat, suposem que ¢(z1) = ¢(22). Aleshores z — p(2) — p(21) és
una funcio el-liptica d’ordre dos que s’anul-la a z;, —z; 1 z3. Si assumim que 2z; ¢ A,
és clar que zo = £2; (mod A) per alguna eleccié del signe de z;. Per aquest fet i per
la hipotesi inicial,

9/ (21) = ¢'(22) = ¢ (£21) = £¢(21),
i aixo implica z; = 2o (mod A) atés que p/(z1) # 0 (ja que, pel punt anterior, si
@' (z1) = 0, tenim f(p(z1)) = 0, i llavors z; hauria de ser alguna de les tres arrels

w;/2 de f, perd no pot ser perqué 2z; ¢ A). Pel cas 2z; € A, la funcio el-liptica
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parella d’ordre dos z — @(z) — p(21) té un zero doble a z; i s’anul-la a z5. Concluim,
gracies a la proposicio (b), que 23 = z3 (mod A), i per tant ¢ és injectiva.
Per comprovar que ¢ és homomorfisme, observem primer que C/A és un grup amb

la suma. Considerem ara z;,z2 € C. La proposicio a [SIL] §VI 3.4 ens indica que

podem trobar una funci6 elliptica f € C(A) amb divisor
div(f) = [z1 + 22] — [21] — [22] + [0].
Llavors, la proposicio ens permet expressar f com una funcio racional de p, ¢/,

ie., f(z) = F(p(2),¢/(2)) amb F € C(X,Y). Si F és la projecci6 de F al cos

C(E(A)) de funcions racionals sobre E(A), podem escriure

div(F) = [p(z1 + 22)] = [¢(21)] = [@(22)] + [6(0)],

i de [SIL] §III 3.5 n’obtenim ¢(21 + 22) = @(z1) + ¢(22).
[

Observacio C.16. De fet, ¢ també és un morfisme analitic entre superficies de Riemann.

Consulteu [SIL] §VI 3.6 o [MIL] §11I 3.7.

Amb aix0 hem verificat que els grups C/A 1 E(A)(C) sén estructuralment el mateix, el
que indica que tot tor complex és una corba el-liptica. La segiient proposici6 ens assegura

I’oposat.

Proposicio C.17. El grup de Mordell-Weil d’una corba el-liptica E/C és isomorf sobre C
a E(A)(C) per alguna zarza A.

Demostracio. Com que C és algebraicament tancat, la proposicio (c) classifica (llevat
d’isomorfisme) les corbes el-liptiques mitjancant els respectius j-invariants. Donat una

xarxa A, la corba
E(AN)/C:Y?Z = 4X? — 60G4(A\) X Z? — 140Gy

té discriminant A(A) = (60G4)? — 27(140G¢)? 1 j-invariant

1728(60G4(A))?
(60G4(A))? — 27(140Gg(A))2”

J(A) =
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Per ¢ € C*, tenim G4(cA) = ¢ G4(A) i Gg(cA) = ¢ 5Gg(A), i llavors j(cA) = j(A). Aixo
ens permet definir

j:C*=C, jr)=j2r+7).

De fet, com que j(7) = j(77'), podem considerar j € H:= {z € C | Im(z) > 0}.
Es pot veure que j : H — C és exhaustiva ([MIL] §V 2.2). Per tant, donada E/C,
existeix 7 € C tal que j(E) = j(7), i £(C) és isomorf a E(Z71 + Z)(C). O
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