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Abstract

L’objectiu d’aquest treball és I'analisi d’extensions abelianes finites de F,(T"). Per fer-ho,
ens centrarem en l'estudi dels polinomis de Carlitz i les seves caracteristiques i veurem com
les arrels d’aquests polinomis confereixen a IF,(T") propietats analogues a les propietats
que transfereixen a QQ arrels dels polinomis ciclotomics.
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Conceptes previs

En aquesta secci6 repassarem alguns conceptes i resultats que ens seran utils al llarg del
treball, com so6n algunes nocions de Teoria de Galois. Com que aquests termes séon ben
coneguts, no hi entrarem de manera exhaustiva i no farem cap demostracié, tot i que en
donarem alguna referencia durant el treball:

Definicié i. Sigui A un anell commutatiu, un A-modul és un grup abelia M (escrit
additivament) sobre el qual A actua linealment: de manera més precisa, és un parell
(M, ), on M és un grup abelia i p és una aplicacié A x M a M tal que, representant per
"ax” a p(a,z) (a € A,z € M), se satisfan els segiients axiomes:

o a(r +y)=axr+ay
o (a+b)x=axr+bx
e (ab)x = a(bx)
o lrx =2
amb (a,b € A, x,y € M).
Criteri d’Eisenstein. Sigui R un DFU, p(z) = a,2" + - -+ + ap € R[X] i p primer de R
tal que:
o pla;Vi=0,...,n—1
* pfan
* p’fag
Aleshores, p(x) és irreductible a K|z|, on K=Quot(R).

Extensions de cossos

Definicié ii. Sigui K C F una extensi6é de cossos i a € F', considerem el morfisme
avaluacio:

ev,: Klz] — F
r — «
A — AN perale K

Amb Ker(ev,) =0 0 bé Ker(ev,) = (p(z

~—

), amb p(x) irreductible i monic a K|x].

e Diem que « és un element algebraic sobre K si Ker(ev,) = (p(z)), on p(z) =
Irr(a, K).

e Diem que « és un element transcendent si Ker(ev,) = 0.
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Definicié iii. Donada una extensi6 de cossos K C F', tenim que F' és un K-espai vectorial

amb producte:
KxF — F
N a) — I

Definim el grau de 'extensié com [F : K| = dimgF.

Definicié iv. Sigui K C F' una extensio de cossos:

e Diem que l'extensio és algebraica si per a tot o € F' tenim que « és algebraic sobre

K.

e Diem que l'extensié és transcendent si per a tot a € F\K, « és transcendent sobre
K.

Definici6é v. Sigui K C F una extensié de cossos, definim el grup de Galois de I'extensio
com:

Gal(F/K)={f:F — F | f és isomorfisme i f|x = id}

Definicié vi. Sigui K C F' una extensio de cossos. Diem que 'extensié és normal si:

o s algebraica.

e Sip(x) € K[z] és un polinomi irreductible amb una arrel a F llavors p(z) descomposa
en producte de factors lineals a F[z].

Definicié vii. Siguin K un cos i p(z) € K[z] un polinomi irreductible. Diem que p(z) és
separable si no té arrels multiples al seu cos de descomposicié. En general, p(z) € K[z] un
polinomi no necessariament irreductible és separable si tots els seus factors irreductibles
ho sén.

Proposicié viiii. Sigui K un cos, p(x) € K[z] \ K i sigui L el cos de descomposici6 de
p(z). Llavors, p(z) no té arrels multiples a L <= (p(x),p'(z)) = 1.

Definici6 ix. Sigui K un cos, una extensio ciclotomica de K és una extensio de la forma
K C K(¢) amb ("™ =1 per a algun n.

Lema x. Sigui K un cos finit, i char(K) la caracteristica de K, aleshores char(K) =p >0
si i només si K té p" elements per algun n > 1.
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1 Introduccid

L’anell F,[T] té moltes analogies amb l'anell Z, on F, és un cos finit de p elements.
Vegem-ne uns exemples:

e Sigui m € Z, m # 0, tenim que 'anell quocient Z/(m) és finit.
Similarment, per a M € F,[T], M # 0, 'anell quocient F,[T]/(M) també és finit.
e Els grups unitat Z* = {£1} i F,[T]* = F,* sén finits.
e A 7, cada enter no nul pot esdevenir positiu en multiplicar-lo per la unitat adequada,

de la mateixa manera que a F,[T]cada polinomi no nul pot fer-se monic.

e Podem analitzar també una analogia més profunda: es pot interpretar el grup
(F,(T)/M)* com el grup de Galois de 'extensi6 de F,(7'), tal com (Z/(m))* és el
grup de Galois de la m-eésima extensié ciclotomica de Q(u,,) de Q, on p,, és el grup
de les arrels m-esimes de la unitat.

Per a cada m > 1, les arrels m-ésimes de la unitat sén arrels de X™ — 1 € Z[X] i formen
un grup abelia per a la multiplicacié. Per seguir amb 1’analogia, construirem la familia de
polinomis Cy(X) € F,[T] [X], parametritzats per elements M € FF,[T] i les arrels de cada
Cy(X) formaran un IF,[T]-modul enlloc d’un grup abelia.

En particular, afegint les arrels de Cy/(X) a F,(7T'), s’obté una extensié de Galois sobre
F,(T), el grup de Galois de la qual és isomorf a (IF,[T]/M)*.

Els polinomis Cy/(X) i les seves arrels van ser introduits per Carlitz cap al 1930, motiu
pel qual s’anomenen polinomis de Carlitz.
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2 Polinomis de Carlitz

Definicié 2.1. Per a cada M € F,[T], el polinomi de Carlitz Cy(X) té coeficients a
F,[T)i es defineix recursivament de la forma segiient:

Cl(X) =X
Cr(X):= XP+TX

Pern > 2, definim:
Crn(X) = Cp(Cprn-1(X)) := Cpa-1(X)P + TCrprn-1(X).

e Per a un polinomi general, M, amb M = f,T" +---+ fiT + f, € F,[T], definim
Cum(X) forcant la Fy-linealitat de M :

Cu(X) = fuCrn(X) + -+ [1Cp(X) + f, € F,[T][X].

Vegem alguns exemples sobre els polinomis de Carlitz:

Exemple 2.2. Els polinomis de Carlitz de T" pern =2 in =3 ipera M =T? —T sén:

o Pern=2:
Cr2(X) = Cp(X)P + TCr(X) = (XP + TX)P + T(XP + TX) = [XP* + TPX?]+
o [TXP +T2X] = XV + (TP + T)XP + T%X.

e Pern=3:
Crs(X) = Cp2(X)P + TCOp(X) = (X 4+ (TP + T)X? + T X )P + T[X? 4 (T"+
o+ T)XP 4+ T?X] =
= [X?" + (T? + T)po2 + T XP) 4 [TXP2 + (TP 4+ T2)XP + T3X]
= XP 4 (TP + TP+ T)X? + (T% 4+ TP+ 4 T?)XP + T3X.

o Vegem-ho en Cr2_p(X):
Cr2(X) — Cp(X) = (XP* + (TP + T)X? + T2X) — (X? — TX)
=X (TP +T —1)X? + (T2 —T)X.
Noti’s que en desenvolupar Crn(X)P, per a qualsevol n, tots els termes llevat dels de major
grau s’anul-len, ja que els coeficients pertanyen a Fy[T]\F,.

Definicié 2.3. Sigui A un domini d’integritat de caracteristica p, primer, un p-polinomi

sobre A és un polinomi d’A[X] format per una combinacid lineal de X, XP, X, ... dela
forma:

f(X) = apX 4+ a; XP +apX? + "'+aprd7per a alguns a; € A.



TFG: Estudi d’extensions abelianes finites de [F,(T) Laura Soler Riba

Teorema 2.4. Per a M € F,[T], Cy(X) té grau p™ M sobre X i, a més, Cpy(X) és un
p-polinomi en X:

grau M _
Cu(X) = Z a/j<T>XpJ = (leadM)XP"™ My MX,
j=0

amb a;(T) € F,[T], on ag(T) = M i agrau m(T) = leadM € T, és el coeficient del terme
de major grau de M.

Demostracio. Tal com s’ha vist a I’Exemple 2.2, per n = 2 i n = 3 obtenim p-polinomis
en X. Per tant, suposant-ho cert per inducci6 sobre T i aplicant IF,-linealitat a M =
fod™ + -+ LT + f,, es demostra el teorema. O]

Corol-lari 2.5. Per a M € F,[T], k € F, i variables X i Y, tenim:
e Cy(X+Y)=Cu(X)+Cu(Y)
o Cy(kX)=kCy(X)
Per a My, M, € F,[T],
¢ O (X) = Oy (X) + Cag(X)
o Onyny(X) = Oy (Carp (X))

Demostracio. Cp(X) és un p-polinomi en X, perque Cr(X) = X? +TX. Per tant, un
polinomi de Carlitz C); també és un p-polinomi en X, ja que esta definit mitjancant
composicié i Fy-linealitat de Cr(X). Per a qualsevol p-polinomi f(X), tenim f(X +Y) =
FX)+fY) i f(kX) = kf(X), per a k € F,.

Es pot provar que M — Cy(X) és additiu en M i envia productes a composicié per
induccio sobre el grau de M. O

Del Corol-lari 2.5, podem extreure que els polinomis C'y; commuten amb el producte donat
per composicio:

Cwm, (CMZ (X)) = Cuy (X) = Cupm, (X) = Cp (CMI (X))
Corol-lari 2.6. Per a M € F,[T], la derivada en X de Cp(X) és M.

Demostracio. La derivada de qualsevol p—polinomi f(X) = agX + a; X? + aXP 4+
agX?" és ag, ja que qualsevol (XP") = 0 en caracterfstica p, amb j > 1 i, pel Teorema 2.4,
el coeficient de X de Cjy(X) és M. O

Cada X™ — 1 és separable sobre QQ, ja que no té arrels en comt amb la seva derivada
mX™ 1. Per tant, hi ha m arrels m-ésimes diferents de la unitat en la caracteristica 0. El
polinomi Cp(X) = X? + TX és separable sobre F,(T'), ja que la seva derivada respecte
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X és T, que és una constant no nul-la, si es considera com un polinomi en X, aixi que
(Cr(X),Cr(X)) =1aF,(T)[X]. Un calcul similar mostra:

Teorema 2.7. Per a M # 0 € F,[T], Cp(X) és separable a F,(T)[X].

Demostracio. Pel Corol-lari 2.6, sabem que la derivada en X de Cy(X) és M. Com que
M és una "constant” no nul-la respecte F,(T")[X], tenim que (Cp(X), (Cu(X))") = M i,
per tant, Cy(X) i (Cy (X)) sén coprimers i, com s’ha vist als conceptes previs, Cj(X)
és separable. O

A continuacid, estudiarem en detall C;(X), on 7 és un polinomi monic i irreductible de
F,[T]. Com es comporta Cp(X) mod 7 € (F,[T]/m)[X]? A (Z/(p))[X], amb p primer, el
polinomi X™ — 1 és separable si (m,p) = 1, ja que (X™ — 1) = mX™ ! perd X? — 1 no
és separable, ja que X? —1 = (X — 1) mod p, vegem 'analogia:

Teorema 2.8. Sigui m un polinomi monic i irreductible a F,[T|, definim F, =F,[T|/x.
Per a M € F,[T], Cy(X) € Fo[X] és el resultat de reduir els coeficients de Cy(X) a
modul 7.

Si (M,w)=1, aleshores Cyr(X) és separable a F[X], mentre que C(X) = XP"™"".

Demostracio. En el Corol-lari 2.6, hem vist que C},(X) =M i CL(X) =n. Si (M, n) =1,
Ch/ (X) = M mod 7 és una constant no nul-la respecte X. Per tant, pel Teorema 2.7,
Chr(X) és separable a F [ X].

D’altra banda, Cy (X) = 7 mod 7 = 0 i aixi, C, (X) no és separable a F.[X]. Pel
Teorema 2.4, sabem que el grau de C(X) és p&™" ™ i és monic, perque 7 ho és. Per tant,
C(X) també és monic i de grau p&®" ™. Vegem que C,(X) = XP*™ " provant que 1inica
arrel de C;(X) a la clausura algebraica F, és zero.

Suposem que hi ha una arrel a # 0 € F, tal que Cr(a) = 0 i vegem que arribem a
contradiccio:

Per a qualsevol M € F,[T], Cys(a) és una arrel de C(X), perque Cr (Cir()) = Crpr(a) =
Cu(Cr(a)) = Ciy(0) = 0. Per tant, el ntimero d’arrels de C,(X) € F, és superior o igual
als diferents valors de M («), per a diferents M. Per comptar el nimero d’arrels, definim

el morfisme F,[T]— F, donat per M — C)/(a), que és additiu i té com a nucli:
{M € TF,[T]: Cy(ar) = 0}.

Aquest nucli no és només un subgrup de F,[T], sin6 que també és un ideal: si Cjys(a) =0 1i
N € F,[T], aleshores Cyp() = Cn(Cuy(r)) = Cn(0) = 0 . Aquest ideal no és total, ja
que conté 7, pero Cj(a) = a # 0. Com que (7) és un ideal maximal, el nucli és (7). Per
tant, el niimero de Cyr(c) per a diferents M és #(F,[T]/7)= p&*" "= grau C(X), la qual
cosa implica que C(X) té tantes arrels a F, com el seu grau i arribem a contradiccid, ja
que C(X) no és separable. Per tant, I'inica arrel de Cr(X) a F, és 0. O
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El segtient corol-lari presenta una semblanca amb ((1+ X)? —1)/X, que compleix el criteri
d’Eisenstein respecte p.

Corol-lari 2.9. Per a cada polinomi irreductible m € F,[T], els coeficients de Cr(X) son
multiples de m, exceptuant el terme de major grau. En particular, Cr(X)/X compleix el
criteri d’Fisenstein respecte 7, on el terme constant és .

Demostracio. Sigui ¢ € F,*, tenim que Cor(X) = ¢- C(X) per la linealitat dels polinomis
de Carlitz; per tant, podem assumir que 7 és monic. Aleshores, com hem vist al Teorema
2.4, C (X) € F,[T)[X] és Cr(X) = XP"™" + ... + 7X. El primer terme de C,(X) és
X" Pel Teorema 2.8, Crr(X) = XP*™ " € F,[X], amb la qual cosa tots els termes de
menor grau de Cr(X) sén multiples de 7 a F,[T][X]. Com que el terme de menor grau de
Cr(X) és mX, tenim que el terme independent de C(X)/X és 7 i, per tant, el polinomi
compleix el criteri d’Eisenstein. ]

Noti’s que Cps(X) = (leadM)X?"™ ™ 4 ... + MX presenta una estructura analoga a
(1+X)"—1,jaque (1+X)"—1=X"+---4+mX iels termes de menor grau séon M X
i mX respectivament.

Corol-lari 2.10. Per a qualsevol irreductible m € F,[T] i enter k > 0, els coeficients de
C(X) son maltiples de w, a excepcio del coeficient principal.

Demostracio. El corol-lari és cert per a k = 0i k = 1. Per a k > 1, usem la identitat
Cor(X) = Cr(Cri—1(X)). m

A continuacid, vegem 'analogia a [F,[T] de a? = a mod p, amb p primer positiu i a € Z.

Teorema 2.11. Per a qualsevol polinomi monic irreductible 7 € F,[T], Cx(A) = A
mod 7 per a tot A € F,[T].

Demostracié. Pel Teorema 2.8, sabem que Cr(X) = XP*™" " € F,[X]. Per tant, C,(A) =
AP mod 7 VA € F,[T]. Com que F,[T]/7 és un cos de p&®* ™ elements, si I'elevem a
aquesta poteéncia, obtenim la identitat. Per tant, C;(A) = A mod . O]

Si restem A = C1(A) a ambdés membres de 1'equacié, tenim ’analeg del petit teorema de
Fermat (a?~! =1 mod p, per a p primer positiu i a € (Z/(p)*).

Corol-lari 2.12. Per a qualsevol monic irreductible m € F,[T], C =0 mod m VA € F,[T].
Seguidament, mostrem un analeg de f(X?) = f(X)? mod p, per a f(X) € Z[X].
Teorema 2.13. Sigui m € F,[T] un polinomi monic irreductible i f(X) € F,[T][X],
f(C(X)) = f(X)P™" mod 7, on la congruéncia significa que els coeficients dels dos

membres de l'equacié de la mateiza poténcia de X son iguals a IF,[T]/m per a tota poténcia
en X.
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Demostracié. Com hem vist al Teorema 2.8, C(X) = XP*"" € F,[X]. Per tant,

f(Cr(X)) = f(XP"™7) mod 7. A F,[T]/m, cada element és la seva poténcia p&a" ™
i aix{ tenim que f(X)P™" = f(XP*™") mod 7. O

Per concloure la seccid, recollim analogies vistes entre Z[X] i F,[T][X], amb m i p positius
i M i ™ monics:

Z[X] I, [T][X]
(1+X)"—1=X"+ ... +mX Cu(X)=X""" 4. 4+ MX
(1+X)P—1=X? mod p Cr(X)= XP*"" mod 7

f(XP) = f(X)P mod p f(Cx(X)) = fF(X)P" mod 7




TFG: Estudi d’extensions abelianes finites de [F,(T) Laura Soler Riba

3 Modul de Carlitz i torsié de Carlitz

Sigui K una extensio de cossos de F,(7), podem considerar K com un [F,(T")-espai vectorial,
de manera que també és un [F,[T]-modul amb la multiplicacié. A continuacid, veurem com
es pot definir una estructura diferent de F,[T]-moduls mitjancant els polinomis de Carlitz.
Per evitar ambigiiitats, designarem C'(K) quan ens referim a K com a [F,[T]-modul per
I’accié de Carlitz.

Definicié 3.1. Sigui K una extensio de F,(T), definim l'accié de Carlitz de F,[T]
sobre K fent que F,[T] actui sobre K amb els polinomis de Carlitz:

M- a:=Cy(a)
on M eF,TiacK.
Exemple 3.2. Vegem exemples d’accions de Carlitz:

o I'-a=Cr(a)=a+Ta.

o c-a=C.(a) =ca, amb c € F,.

Definicié 3.3. Anomenem moédul de Carlitz al F,[T|-modul C(F,(T)), on F,(T) és la
clausura separable de F,(T)"

El modul de Carlitz és analeg al grup multiplicatiu Q* com a Z-modul:

- m € Z actua sobre a € Q*, mitjancant oo — o™

- M € F,[T] actua sobre a € F,(7T"), mitjancant a — C(a).

Els elements de torsi6 en el Z-modul Q" sén els v € Q" tals que o™ = 1 per a algun m > 0.
Per tant, a sén les arrels m-esimes de la unitat que generen extensions abelianes de Q.

En el modul de Carlitz, C'(F,(T)), els elements de torsi6 sén aquells a € F,(T') tals que

Definicié 3.4. La M-torsié del modul de Carlitz és Ay = {\ € F,(T') : Cpy(X) = 0}.

Anomenem torsié de Carlitz a la unié de Ay per a tot M # 0 € F,[T].
Exemple 3.5. Vegem exemples de Torsio de Carlitz:

o Com que Cp(X)=XP+TX = X(XP~1 +T), tenim que la Torsié de Carlitz és:
Ar={ANEF,(T): W +TA=0} ={0}u{\: N =-T}

Anotem Uanalogia amb p, = {z € Q: 2P = 1}.

1Es a dir, els elements de la clausura algebraica de F,,(T") que sén separables sobre F,(T"). Per exemple,
T'/? és de la clausura algebraica de F,(T'), pero no ho és de la separable.

9
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e De manera recursiva, descrivim Cpz i la seva Torsio de Carlitz.
Cr2(X) =Cr(Cr(X)) = (XP+TX)?P+T(XP+TX) @ aixi:
Ape ={NEF,(T): W +TAE A} =Ar U{NETF,(T): W+TNP ! =-T}

Ar2 presenta certa analogia amb 2 = {z € Q : 2P € p,}.

Pel Teorema 2.7, Cjy(X) és separable i, per tant, té p?™ M arrels diferents a F,(T). Aixi,
#HAy = prree M Cy(X) és un p-polinomi i, per tant, les seves arrels Ay, formen un
[F-espai vectorial, a més d’altres propietats que ara veiem:

Teorema 3.6. El subconjunt Ay és un submodul de C(Fy(T')); és a dir, si A\ € Apyy i A €
F,[T); aleshores, Ca(\) € Apy.

Demostracio. Per a A € F,[T]1 A € Ay, es té que Ca(N) € Ay, ja que si usem 'dltima
identitat del Corol-lari 2.5, tenim:

Cu(Ca(A)) = Cua(A) = Ca(Cu (X)) = Ca(0) = 0.

Per tant, Ay és un submodul de C(F,(T)). O

Exemple 3.7. L’accié de Carlitz de A € F,[T] sobre A € Ar es fa mitjangant la multipli-
cacio del terme constant d’A. Escrivim A =TQ + A(0) i realitzem 'accio de Carlitz:

Ca(A) = Crgra©(A) = Co(Cr(A) + Ca)(A) = 0+ A(0)A.
L’estructura de grup de les arrels m-esimes i, no és només un Z-modul, siné que també
és un (Z/(m))-modul, ja que si ¢ € i, tenim que ¢ = (% si a =b mod m.

El grup p,, és ciclic i si ( genera p,,, aleshores (* genera p,, si i només si (a,m) = 1.
Vegem com A, té propietats analogues.

Teorema 3.8. Per A,B € F,[T] i A € Ay, tenim que A= B mod M <= Cu(\) =
Cp(N).

A més, Uaccio de Carlitz sobre Ay crea un Fy[T'| /M-modul @ hi ha un N\g € Ay que és un
generador de Carlitz, amb Ay = {Ca(No) : A € F,[T]/M} i els generadors de Ay son els
Ca(Xo) tals que (A, M) = 1.

Demostracio. = Com que A =B mod M, escrivim A = B + MN, realitzem 'acci6 de
Carlitz a A, amb A tal que Cps(A) =0, i tenim:

Cu(N) = Coan(N) = Cu(A) + Cn(Car(N) = Cs(N) + Cx(0) = C(\).

Per tant, C'4(\) = Cp(A), tal com voliem provar.

10
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< Per veure que A = B mod M si Cy(A) = Cp(A) VA € Ay, podem simplificar-ho
restant Cg(\) a ambdods cantons de la igualtat i aixi caldra provar:

Si Ca(A) =0 VA € Ay, aleshores A =0 mod M.

Escrivim A = M@ + R, on R = 0 o grau R < grau M. Aleshores, per a tot A € Ay,
tenim:

0= Ca(N) = Cuq+r(A) = Co(Cu(N)) + Cr(A) = Co(0) + Cr(A) = Cr(N).

Si R # 0, el polinomi de Carlitz Cr(\) té grau pdre B < porau M — 4 A, Per tant, Cr té
més arrels que el seu grau, cosa que és impossible i, aixi, M|Ai A=0 mod M, tal com
voliem provar.

Per provar que Ay té un generador com a F,[T]-modul, realitzarem una prova analoga a
la demostracié que ., és un grup ciclic.

Ay és un Fy[T]-modul de torsié finitament generat. A qualsevol F,[T]-modul de torsid
finitament generat, podem associar-li, a cada element A € A, el seu ordre a F,[T], que és
I'inic generador monic de I'ideal ” Aniquilador”:

Anna(\) ={A € F,[T]: A- A =0}

Tal com ocorre amb grups abelians finits, si N7 i Ny sén els ordres a [F,[T] d’elements de

A, aleshores hi ha un element de A que el seu ordre és el minim comu multiple de Ny i N,
alF,[T].

L’ordre amb major grau a F,[T] és divisible per l'ordre de cada element de A. Per
tant, en el cas de Ay, si N denota l'ordre de major grau en Ay, llavors cada A € Ay,
satisfa Cy(\) = 0, aixi que #Ay < grau(Cy(X)) = p?®™ ¥ o, de manera equivalent:
paraw M < pgraw N també N|M, fet andleg amb que tots els ordres del grup, divideixen la
mida del grup.

Aixi, N és I'escalar monic multiple de M. Sigui \g € Ay 'element que té ordre maxim a
F,[T] (i.e. ordre N), Anny,,(Xo) = (N) = (M), de manera que el submodul de F,[T] que

Ao genera a Ay té mida:
#{Ca(No) + A € [T} = #(F,[T]/M) = p™ ™ M = #Aur,

que mostra que Ag és un generador de Ay, i hi ha un isomorfisme com a F,[T]-moduls:
F,[T]/ M = Ay, definit per A mod M — Cy4(N\o). En particular, Ca(Ao) genera Ay
emprant 'accié de Carlitz si i només si A mod M genera F,[T']/ M com un F,[T]-modul
de la manera habitual, i aix0 passa si i només si (A, M) = 1. O

Per a mostrar de nou les similituds amb Z/(m), si s’escull un generador ¢ de g, s’obté
I'isomorfisme Z/(m) = p,, amb ¢ mod m — (* De la mateixa manera, si triem un
generador \g € Ay condueix a 1" isomorfisme F,[T]/M = Ay, descrit per A mod M +—
Ca(Xo), on F,[T]/M és un F,[T]-modul amb la multiplicacié estandard.

11
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Corol-lari 3.9. Eis F,[T]-submoduls de Ay son Ap tals que D|M.

Demostracio. Fixem un generador A\g € Ay, aleshores F,[T]/M = Ay com a F,[T]-moduls,

amb A mod M — Cy4()\g). Per tant, el resultat és consequencia que els submoduls de
F,[T]/M sén DF,[T]/M si D|M i DF,[T|/M correspon a Ay/p. O

L’analeg de Carlitz del grup ciclic Z/(m) és el F,[T]-modul Ay (també ciclic), que és
isomorf a F,[T]/M. Un analeg de Carlitz de (Z/(m))* és el grup additiu F,[T]/M amb
una nova estructura de F,[T]-modul: N - (A mod M) = Cy(A) mod M per a N €
F,[T]. Denotem F,[T]/M amb l'accié de Carlitz per F,[T] com C(F,[T]/M). Vegem-ne
un exemple:

Exemple 3.10. Considerem p =3 i M = T?+ 1, aleshores el F3[T]-modul C(F3[T)/(T*+
1)) esta generat per 1, vegem-ho:

A Ca(X) mod (T?+1) Ca(1) mod (T +1)

0 0 0

1 1X 1-1=1

2 2X 1-2=2

T X34+TX B+T-1=T+1
T+1 Cr(X)+Ci(X)=(X3+TX)+ X (BP+T-1)+1=T+2
T+2 Cr(X)+ Cy(X) = (X3 +TX) +2X 1+T+4+2=T

2T 207(X) =2(X3+TX) 2(1+7T)=2+2T
2T + 1 20X3+TX)+ X (2+2T)+1=2T
2T + 2 2(X3+TX)+2X 2+2T)+2=2T+1

12
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4 Les extensions de Carlitz de F,(T)

En aquesta seccid, afegirem Ay a F,(T') per tal de produir una extensié abeliana, aixi com
Q(pm) és una extensio abeliana de Q. Per facilitar la notaci6, d’ara endavant escriurem F
enlloc de F,(T') 1 F(Apr) per a denotar F, (T, Ay).

Com que Cy(X) és separable a F,(7)[X], si afegim les arrels corresponents Ay a F,
obtenim una extensié de Galois de F,,(7"). Cada element de Gal(F(Ajs)/F) permuta les
arrels de Cp(X) (i.e. permuta Ayy).

Recordem que cada element de Gal(Q(u,,)/Q) ve determinat per un tnic exponent de
(Z/(m))* pel qual actuen sobre totes les arrels m-ésimes de la unitat. Aixi, anticipem
que cada element de Gal(F(Ay;)/F) actua sobre Ay per un polinomi Carlitz. Per fer-ho
explicit, s'utilitza un generador de Aj;.

Escollim o € Gal(F'(Ap)/F) i prenem A\g un generador de Ay,
A =a(Au) = o({Cn(Xo) : N € F[TT}) = {Cn (o) : N € F[TT},

i aixi, o()\g) també és un generador de Ays: podem escriure o(Ag) = Ca(Ag) per a algun
A € F,[T], que esta ben definit a modul M, si (A, M) =1 (Teorema 3.8). ¢ actua com A
sobre \g propagant per tot Ay;: qualsevol A € Ay és de la forma C(\g) per a algun N €
F,[T], per tant:

o(A) = a(Cn (X)) = Cn(a(h)) = Cn(Ca(ho)) = Ca(Cn(Xo)) = Ca(A).

D’aquesta manera, o té el mateix efecte que l'accié de Carlitz sobre tots els elements de
Ay, Escriurem A com A, per deixar palesa la seva dependéncia amb o: per a cada

o € Gal(F(Ay)/F), obtenim una unitat A, € (F,[7]/M)* que descriu mitjancant els seus
polinomis de Carlitz com ¢ permuta els elements de A,;.

Teorema 4.1. El morfisme o — A, és un homomorfisme de grups injectiu
Gal(F(Au)/F) = (F,[T]/M)".
Demostracio. Per a o i1 € Gal(F(Ay)/F) ialgun A € Ay,

(07)(A) = a(7(A)) = 0(Ca,(N) = Ca,(0(N) = Ca,(Ca, (V) = Caa,(N).

També tenim que (o7)(A) = Ca, (N). Per tant, A,, i A;A, = A, A, tenen la mateixa
accié de Carlitz sobre Ay;. Per tant, A,, = A; A, mod M (Teorema 3.8), que prova que
hi ha homomorfisme entre Gal(F (A )/F) i (F,[T]/M)*.

Quan o pertany al nucli de I'aplicacié, A, =1 mod M, i aixi, per a tot A € Ay, tenim
g(A) = Ca, (A) = Ci(N) = A Per tant, o és la identitat sobre Ay, aixi que també ho és a
Gal(F(Am)/F). O

13
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Com que (F,[T]/M)* és abelia, Gal(F (Ay)/F) és abelia; per tant, les extensions de Carlitz
F,(T,Ap) sobre F,(T) son abelianes. El segiient resultat és analeg a la isomorfia de

Gal(Q(pun)/Q) amb (Z/(m))":
Teorema 4.2. Gal(F(Ay)/F) — (F,[T)/M)* és un isomorfisme.
Demostracio. els ciclo O

Vegem-ne un exemple per a M =T

Exemple 4.3. Apliqguem el teorema anterior a M =T i, per tant, hi ha un isomorfisme
entre Gal(F'(Ar)/F) = (F,[T]/T)*, que associa a cada o un unic A mod T € (F,[T]/T)*
tal que o(N) = Ca(X) VA € Ap. A U'Exemple 3.7, hem vist que Ca(N\) = A(0)A, 7 aizi,
(F,[T1/T)* = Ty si identifiquem cada congruéncia modul T amb la constant de la seva
classe de congruéncia. Aixi, hi ha un isomorfisme entre Gal(F(Ar)/F) = Fy, definit per
ar(A) = fAVX € Ar, per a diferents f € .

La construccio de Carlitz ens dona extensions abelianes no només a F,(T'), sind que també
ho és sobre qualsevol cos K de caracteristica p que no sigui algebraic sobre IF,,: denotant T
com qualsevol element transcendent de K sobre I, aizi F,(T') C K. Usant T, obtenim els
polinomis Cy(X) € F,(T)[X] C K[X].

Aleshores, Cy(X) és separable a K[X] i K(Ay)/K és una extensio de Galois amb efecte
del grup de Galois sobre Ay, que ens porta o Gal(K(Ay)/K) — (F,[T]/M)*, per tant, el
grup de Galois és abelia.

14
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5 Més analogies entre els ciclotomics i Carlitz

Les arrels dels polinomis X™ — 11 C/(X) tenen caracteristiques similars (per exemple,
les arrels formen un grup ciclic de mida m i Cp;(X) és un F,[T]-modul de mida pg=u M),
pero son de major rellevancia les analogies entre els isomorfismes dels grups Galois,
Gal(Q(pm)/Q) = (Z/(m))* i Gal(F(Ay)/F) = (F,[T)/M)*. Explorem analogies entre

aquestes extensions en aquesta seccio.

Pel Teorema 4.2 [F'(Ap) : F| = #(F,[T]/M)* per a qualsevol M # 0, aixi com

[Q(pm) : Q] = #(Z/(m))* per a m € Z*. La mida de (Z/(m))* es denota p(m) i, de
manera similar, la mida de (F,[T]/M)* es denota ¢(M). Els seus valors s6n enters positius
i estan descrits per les segiients formules:

e =TT (1-1) w0 =TT (1= )

plm m|M

amb el producte dels factors primers (positius) divisors de m i de factors irreductibles
(monics) de M, respectivament. En particular, a partir d’aquestes férmules es pot comprovar
que:

Pla)p(b)a.t) | p(AB)Em )
E(0) B (VW )

Vegem si hi ha analogies amb aquestes férmules, també. Dos cossos ciclotomics Q(pt,y,) i

Q(pn) amb m < n sén iguals si i només si m = n o m és senar i n = 2m, com per exemple
Q(u3) =Q(ug). Podem plantejar-nos si el resultat és analeg amb F(Ay) = F(Ay).

p(ab) =

Fem la prova del resultat del ciclotomic extensions de Q i, a continuacié, enunciem el
teorema analeg sobre les extensions de Carlitz de F.

Teorema 5.1. Siguin m i n enters positius,
1. El nombre d’arrels de la unitat a Q(p,,) és mem(2,m).
2. Qum) = Quy) <= mem(2,m)=mem(2,n).

Sim # n, és el mateix que min(m,n) =k i maz(m,n) = 2k, per a algun k senar.

Demostracio. 1. L’arrel de la unitat —(,, pertany a Q(u,,) i té ordre 2m, si m és
senar i té ordre m, si m és parell; en general, 'ordre és mcm(2,m). Per tant,

Hmem(2,m) C@ (#m) .

Si Q(pm) conté una arrel r-ésima de la unitat, aleshores Q(u,) C Q(p,,) 1 prenent
graus sobre Q es veu que ¢(r) < p(m). Si r — oo, ¢(r) — oo; per tant, hi ha un

r que és el maxim que satisfa p, C Q). Com que fimptr = fimem(myr) € Q(fim),
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tenim que mem(m, ) < r; per tant, mcm(m,r) = r. Si escrivim r = ms i apliquem
la formula del producte de ¢, tenim:

(m, 5)

o(r) = p(ms) = w(m)w(S)w((m ) > p(m)p(s).

Com que Q(pmm)=Q(p,) per a r maxim, comptant graus sobre Q es veu que p(m) =
o(r) > p(m)p(s), aleshores p(s) < 1, amb la qual cosa s=10s=21aixir=mo
r = 2m, cosa que prova que les arrels de la unitat de Q(pu,,) és m o bé 2m.

Si m és parell p(2m) = 2p(m) > @(m) i aixi r # 2m. Per tant, per a m parell, el
nimero d’arrels de la unitat a Q(u,,) és m.

Si m és senar, —(,, té ordre 2m i el nimero d’arrels de la unitat a Q(u,,) és 2m.
En general, diem que el niimero d’arrels de la unitat a Q(u,,) és mem(2,m).

2. = Si Q(um) = Q(pn); aleshores, si es compten les arrels de la unitat de cada cos,
es té que mem(2, m)=mem(2, n).

<= Com que ftmem(2,m) €8 [l Per @ m parell i és £, per am senar, Q(ftm) =Q(Lmem(2,m))
per a tot m.

Aixi, si mem(2, m)=mcm(2,n), tenim que Q(u,,) =Q ().
Si m # n, mem(2, m)=mecm(2,n) vol dir que m =mem(2,n) per a m parell, aixi que
n és senar i m = 2n i 2m =mem(2,n) si m és senar, i aixi n és parell i n = 2m.

0
Teorema 5.2. Siguin M i N elements no nuls de F,[T],
1. La torsié de Carlitz de F(Apr) és Ay sip # 2 0 €5 Nppemer(r+1),m) 80D = 2.
2. (a) Sip#2, F(Ay) =F(Ay) <= N =fM, amb f € F,*.

(b) Sip=2, F(Ay) = F(Ay) <= mem(M,T(T + 1)) = mem(N,T(T + 1)), amb
el minim comi maultiple definit com a monic.

Per a m € Z*, les arrels de la unitat a C d’ordre exactament m comparteixen el mateix
polinomi minim que @Q, el m-ésim polinomi ciclotomic:

n(X)= [ X=¢)= ]I X-0),
1<a<m ¢(m=1
(a,m)=1 ordre m

on ( és una arrel de la unitat d’ordre m en el primer producte i en el segon producte, (
varia per totes les arrels de la unitat d’ordre m.

Per exemple, per a p primer, es té que:

o &,(X)=(X?—-1)/(X —1), on cada arrel p-ésima té ordre p, excepte 1.
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o &, (X +1)=((X+1)P+1)/X compleix el criteri d’Eisenstein respecte p.

Comparant els graus, les arrels i els coeficients principals de cada polinomi, es veu que

P (X) = @, (X 1) i també es veu que cada @, (X + 1) és Eisenstein respecte p.

Per a M monic a IF,[T1], tots els generadors de Ay tenen el mateix polinomi minim sobre
F,(T), fet que és analeg als polinomis ciclotomics:

ou(X)= [ X -Cao)= ]I (X-WN),
grau A<grau M Cr(N)=0
(A,M)=1 Fp[T]-ordre M

on \g és un generador escollit de Ay i en el segon producte, A varia per totes les arrels de
Cu(X) que tenen F,[T]-ordre M: Cp(N) # 0 per a qualsevol polinomi monic D divisor de
M. (Noti’s que A son els generadors de Ay, aixi com les arrels de la unitat d’ordre m sén
els generadors de fi,,,, i per tant ®,,(X) €F,[T][X] resta invariant per I'accié del grup de
Galois).

Exemple 5.3. Si 7 és un polinomi irreductible a F,[T], aleshores ®,(X) = Cr(X)/X, ja
que Cr(X)/X compleix el criteri d’Fisenstein respecte w, com s’ha vist al Corol-lari 2.9 1,
per tant, és irreductible a F,(T)= F.

Si comparem graus, arrels i el coeficient principal, per a qualsevol k > 1, tenim que
D1 (X) = O (Crr—1(X)); per tant, el terme constant de .1 (X) es calcula com . (Crr-1(0))
¢, (0) =m.

Com que O, (X) té tots els coeficients de X divisibles per 7, exceptuant el coeficient principal,
i Cre—1(X) també té tots els coeficients divisibles per m, exceptuant del principal (Corol-lari
2.10), ©,(X) també té tots els coeficients divisibles per m exceptuant del principal i aixi
tenim que @1 (X) compleix el criteri d’Eisenstein per w per a tot k.

Anteriorment, s’ha vist que Cjy;(X) presenta una major similitud a (1 + X)™ — 1 que a
X™ —1. Com que Cp(X) = [Ipjy p(X), amb el producte dels divisors monics D de
M. Aixi, es podria anticipar que ®,;(X) és més semblant a ®,,(X + 1) que ®,,(X) i aixo
sembla ser cert. Per exemple, ®_ (X)) compleix el criteri d’Eisenstein respecte m, mentre
que @, (X + 1) també el compleix respecte p (®,r(X) no compleix el criteri d’Eisenstein).
També tenim que si m no és la poténcia d’'un primer ®,,(1) = 1 i, analogament, si M és
monic i no és la potencia d'un irreductible, ®,,(0) = 1.

El teorema de Kronecker-Weber diu que cada extensio finita i abeliana finita de Q es troba
en una extensié ciclotomica Q(u.,,) per a cert natural m. Hi ha un analeg del teorema de
Kronecker-Weber per F,(T), fet per Carlitz 2.

2Vladimir Drinfeld i David Hayes van desenvolupar de forma independent el teorema analeg quan
K/F,(T) és finita, amb K NF,=F,. o
En les extensions que treballem, remarquem que Fy,(T)(Ay) NF, =T,
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Teorema 5.4. (Kroenecker-Weber) Sigui K/Q una extensio abeliana, aleshores existeix
una arrel m-ésima de la unitat, ¢ tal que K C Q(().

El teorema analeg a Kroenecker-Weber diu que cada extensié abeliana finita de F,(T") es
troba en algun F (T, Apr, Ayyrn) per a alguns d > 1, n > 11 M € F,[T], on Ay g és el
conjunt d’arrels del polinomi Carlitz Cy,7»(X) construit amb 1/7" enlloc de T*:

o Cyr(X)=X?+(1/T)X.

[ Cl/Tk(X) - Ol/T(Cl/Tk'*l(X»-
Noti’s que la familia de polinomis C;7-(X) no interactua bé amb Cy(X), per a M €
F,[T], per exemple Cl/T(OT(X)) # X 107(Cyyr(X)) # X.

Exemple 5.5. Utilitzant 1/T com a generador sobre F,, per F,(T') = F,(1/T), el polinomi
Cir(X) =XP+ (1/T)X = X(XP~1 +1/T) té arrels que generen la mateiza extensid de
Fp(T) com Cp(X). Pero per Cyp2(X) obtenim quelcom nou:

Cuyr2(X) = Cryr(Cryr(X)) = X7+ (1/T)” + (1/T))XP + (1/T*)X

i Ueatensio Fy(T, Ayjr2)/ Fp(T') resulta tenir una propietat que no satisfan els subcossos
de Fpa(T,Ayr) (i.e. extensions totalment ramificades a a oo, on p divideir el grau de
lextensid), de manera que l'extensio no esta dins d’aquest cos.

La segiient taula mostra una analogia de caracteristiques entre fi,, i Aps:

Ciclotomic Carlitz
bt = M # Ay = prent
Subgrups: pig, d|m DIM <= Ap C Ay
C € pm,a €7Z = C*€E i, ANe M, AeFyT] = Ca(N) € Ay
a=b mod m= (=" A=B mod M = Cu(\) =Cg(N)
C*=C (€ pm)=a=b modm | Cy(\) =Cg(\) (N€Ay)=A=B mod M
Gal(Q(jim) Q)= (Z/(m))* Gal(F, (T, ) /F,(T)2 (E,[7)/M)"
X" =1 = Ilgm Pa(X) Cu(X) = Tlpjm @p(X)
Teorema de Kroenecker-Weber Teorema de Carlitz-Hayes
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A Annex I: Ramificaci6é dels ideals primers

Aquest annex pretén donar una visié més profunda del comportament dels ideals primers
en les extensions que descrivim a continuaci6é. S’enuncien alguns resultats de ramificacio
sense demostrar-los amb la finalitat de comprendre el procediment de ramificacio:

Proposicié A.1. Es diu que un domini A és un domini de Dedekind factoritza de manera
unica per ideals primers.

Sigui A un domini de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L/K una extensio finita i
B:={a€ L, onIrr(o, K)[X] € A[X]} un anell que compleiz:

B C L

| |
A C K

Aleshores B és un domini de Dedekind si i només si tot ideal de A factoritza en producte
d’ideals primers de forma tunica llevat ordre.

Pel treball, pensarem que A =F,[T]| i K =F,(T).

Definicié A.2. B s’anomena la clausura entera de A en L, on tot ideal de B factoritza
de forma tnica llevat d’ordre per ideals primers de B>.

Tant A com B sén anells de Dedekind. En particular, si p C A és un ideal primer no nul
de A, la seva extensié a B, pB, és un ideal no nul que descompon en producte d’ideals
primers de B de manera tnica.

Sigui pB = P{P3* - - - Py aquesta descomposicié en factors primers; on P; sén ideals
primers de B no nuls i diferents, , amb 1 <7 < gie; > 1 enters.

Definicié A.3. S’anomena index de ramificacio d’un primer *3; sobre p l'exponent e;
i se sol designar per ey, /p.

Observem que podem partir d’un ideal primer 8 C B, considerar la seva contraccié
p:=P N Aen Aidesprés mirar quin és I'exponent de B en la descomposicié de pB en
ideals primers de B; aix0 sempre dona un exponent ep/, > 1, ja que B 2 pB i, per tant,
B és un ideal primer que divideix I'ideal pB i es té que B /B / Alp és una extensio finita
de cossos.

Definicié A.4. Sigui p un ideal primer no nul dun domini de Dedekind A. L’anell
quocient, A/p, és un cos, ja que p és un ideal mazrimal de A. A/p s’anomena el cos

residual de A en p.

Quan A =Z o A =F,(T)aquest cos residual és un cos finit.

3En un domini de Dedekind, tot ideal primer no nul és maximal. Per a més informacid, consulteu Dino
Lorenzini, ”An invitation to Arithmetic Geometry”.
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Definicié A.5. El grau [B/B : A/p] s’anomena graw residual en B de 'extensic L/ K
amb A domini de Dedekind i es designa com fy/p.

Vegem com es relacionen e; i f; en extensions separables amb la segiient proposicio:

Proposicié A.6. Siguin A un anell de Dedekind, K el cos de fraccions de A, L/K una
extensio finita i separable, B la clausura entera de A en L, n = [L : K] el grau i p un
ideal primer no nul de A. Sigui pB = PP - - - P# la descomposicié de pB en factors
primers en B. Aleshores, se satisfa la igualtat:

g

i=1
A més, si L/ K és una extensid de Galois, es té que eq = --- = ey 1 llavors, si algun e; > 1

diem que p ramifica en L/K.
Si[L: K] =g diem que p descomposa totalment en L.

Definicié A.7. Es diu que extensio L/ K és ramificada en B quan 'extensid residual
en P no és separable o bé e(P/p) > 1. Si e(P/p) = [L : K| es diu que 'extensio esta
totalment ramificada. Si e(P/p) = 1, es diu que l'extensio L/ K no és ramificada.

Uns exemples basics sén A =Z amb K =Q i també A =F,[T] amb K =F,(7"). Ambdues
A tenen DFU via identificacié de primers i, per tant, sén Dominis de Dedekind.

A.1 Ramificacié a ’extensié Q(i)/Q

Prenem A =Z i considerem la segilient extensio:

B C Qi)

| |
Z < Q

Es pot demostrar que B =Z[i] = {a + bi | a,b € Z} C C, d’on Z[i] és domini de Dedekind.

Estudiem algunes propietats de ramificacié en I'extensié Q(i)/Q amb A = Z:

Exemple A.8. Sabem que l'ideal generat per p = 2 és un ideal primer a A = 7Z, pero ho
és a Z[i|? Vegem-ho:

27 = (L+)(1—d) = (12 —i*) = (1= (=1)) = (2)

Aixi doncs, (2) no és un ideal primer a Z[i], ja que és producte de dos ideals primers
diferents de la unitat (i.e. diferents de £1,+i).

Com que podem reescriure (1 — i) de la manera segient: 1 —i = —i(1 +1); a Z]i],
2=(1+i)(1—1i)=—i(l+4)>
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Per tant, a Z[i], 2 no és primer i factoritza de forma unica llevat d’unitats, de tal manera
que pertany a l'ideal (1 +1) .

En aquest cas, l'index de ramificacio de 2 sobre l'ideal (1+1) és 2, ja que 2 = k(1414)°0+/2 =
—i(141)%, on k son les unitats de Z[i] i €142 = 2.

Analitzem com es relacionen el grau de ['extensio i 'index de ramificacio per la Proposicio
A6 ambp=2 1P =1+

e |2 /(110 12 /(2)] = [@6) : Q
o Hem vist que e(1 iy = 2.
o L’extensio Q/Q(i) és de grau 2 i és de Galois, aizi que [Q: Q(i)] = 2.
o Tenim que:

2 /(@2 1), e+ ) 22 (1)

Per tant, el grau residual en (1 + 1) de Z[i]/Z és faii = [Z[@] /(1 E Z/(z)} =1.

Vegem altres ideals de Z[i]:

Exemple A.9. Estudiarem si l’ideal generat per p = 3 a Z, també és un ideal primer a
Uanell Z[i):

Suposem que 3 no és un ideal primer a Z[i|, aleshores el podem escriure com a producte de
dos primers p € Z[i] de la forma a + bi, ¢+ di, amb a,b,c,d € Z, de manera que:

3= (a+bi)(c+ di) = (ac — bd) + i(ad + bc)

Per tant, s’ha de complir que ac —bd = 3 i ad + bc = 0.
Resolem el sistema d’equacions per conéixer com factoritza 3 a Z[i].

3+ bd b
o Aillem a a ambdues equacions i otenim: a = i ta= —EC
c
Igualem les dues expressions i escrivim b en funcio dels parametres ¢ i d:
3+ bd b —3d
= 3d 4+ bd® = —be® — 3d = —b(? + d?) — b=
c d 2 +d?
. . . o ac—3 . ad
o Similarment, aillem b a les dues equacions inicials: b = y ih=——.
c
Igualem les dues equacions per a coneéixer a:
3—ac ad 3c
— =—— —3c—a*=ad’> — 3c=a(P+d*) —a=——
y . c—ac® =a c=a(c*+ d?) =S

Per tant, 3 no és ideal primer, ja que és producte de dos ideals primers diferents: (¢ + di)

i(a+bi)= chdQ(c_ id), tals que a,b,c,d € 7.
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En aquest cas, 3 = P1P1 i es releciona el grau de lextensio i l'index de ramificacid de la
segiient manera, per la Proposicio A.6:

eo, [200] [3p, -2 [ (3)] +en [Z1) [, - 2 /3)] = Q) : Q)

o Hem vist que ep, = 1 peri =1,2.
o L’extensio Q/Q(i) és de grau 2 i és de Galois, aizi que [Q: Q(i)] = 2.

o Tenim que:

201 f 3y = 2l f(a2 4 1).3) = T00 @2 1)

Per tant, el grau residual en (1 +1) de Z[i]/Z és fa1iy2 = [Z[Z] /(1 4i) Z/(Q)} —1

D’aquesta manera, p = 3 a Zl[i] és producte de dos ideals primers diferents i 'index de
ramificacio és 1 en els dos ideals primers (i.e. ey, = 1). Per tant, el grau residual en B;
de Z[i|/Z és fp, =1 per ai=1,2.

Acabem de veure, doncs, com dos primers diferents de Z ramifiquen de manera diferent a
Z[i]: p = 2 ramifica, ja que e; = 2; en canvi, p = 3, no ho fa (e; = 1).

L’estudi dels ideals primers que ramifiquen en una extensié finita i separable L/K de
dominis fixant A un domini de Dedekind en K es pot fer amb 'ajuda d’un invariant
associat a I’extensié de manera natural i que serveix per a determinar el conjunt dels ideals
primers de A que ramifiquen en 'extensi6 L/K: el discriminant.

Definicié A.10. Sigui 6 € L un element primitiu de ['extensid finita i separable L/ K* i
sigui f(X) := Irr(0, K) el polinomi monic irreductible de K[X| que té per arrel 8, aleshores
definim el discriminant de l’extensié L/K com:

D(1,0,0%,...,0" 1) i= (=1)"" 2Ny (f'(9)),

onn és el grau de Uextensio L/K, f'(X) denota el polinomi derivat de f(X) ¢ la norma
Niji es pot calcular com, si L/K és una extensic de Galois:

N =TTy f'(0:), on 0; = 0:(0) amb o; € Gal(L/K).
Com que Q(7)/Q té de polinomi monic irreductible f(X) = X2+ 1, amb f/(X) = 2X, el

seu grau és n = [Q: Q(i)] = 2 i, per tant, el seu discriminant és:

fa(l’i) 142 (—12)22(2_”/21\7@@)/@(]“’(2')) = —Newye(f'(1)) = =(=2i) - 0(=21) = —(=20) - (2i) =

Usabt el discriminant, es troba que els primers ramifiquen a Q(7)/Q, fixant A C Q. En
aquest cas, ramifica p = 2.

4L’element primitiu existeix pel Teorema de Steinitz i prt la correspondeéncia bijectiva de Galois.
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Per exemple, si prenem dos ideals primers diferents de Z[i], P = (2+14) i Pa = (2 —9),
tenim que:

2+i)2—4) c Z[]

| |
(5) c Z

Per tant, p = 5 descomposa totalment a Z[i], amb e; = f; = 1, pero no ramifica.

A.2 Ramificacié a I'extensio F,(T, Ay)/F,(T)

Prenem A = F,[T] i considerem la segilient extensi6 per i analitzar els ideals que generen

polinomis de Carlitz:
Fp[T1(Ay) € Fp(T)(Am)

Rl € RO

En aquest cas, els ideals primers de A =F,[T] son els polinomis irreductibles de F,[T]i A és
una arrel d’'un polinomi de Carlitz (i.e. Cy(X)) que genera Ajs. Per comengar, analitzem
els ideals que generen les arrels de Cr(X):

Exemple A.11. El polinomi de Carlitz basic per a la variable T' és:
Cr(X)=TX + X = X(T + Xr7 1)
Cr(X) no és irreductible, pero f(X) =T + XP~!, si.
Calculem, doncs, el discriminant de Uextensio F,(T, Ap)/F,(T):
F1(X) = (p— 1)XP2 mod p = —X7~2
Avaluem f'(X) amb una arrel de Cp(X), A= “~/=T:
PUVET) = —(=T)?
Aleshores, tenim que:

a-1 -2 -2

NIFq(T, AT)/IFq(T) = geGal(Fq(T,l;X[T)/F (T))J( —T) = =11
q

L’inic primer que ramifica a A =F,[T] és T i ho fa totalment.

Hi ha altres dominis de Dedekind A" dins de F,(7"), amb Quot(A) =F,(7), on no
necessariament succeeix que A C A'.

A F,(T) tenim també A = F,[1/T] C F,(T"), on F,[1/7T] és un domini de Dedekind i
F, (1) =Quot (F,[1/T)).
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Per tant, a I’exemple anterior hem vist que inicament ramifica 1" a l'extensié F,(T") (A7) /F,(T)
via A =IF,[T], pero l'extensi6 pot tenir altres ramificacions si A = F,[1/T]. De fet, també
ramifica en 1/7T" = 0.

Aquest fenomen no ocorre a Q, on Z és un domini de Dedekind via inclusié .

A.3 Primers d’un cos L

Sigui L/F,(X) una extensié finita, una valoraci6 o primer de L on LNF, = F, és:
v L*——17
v no és trivial i compleix:

o vz xy)=v(r)+v(y)
o v(z+y) > min(v(z),v(y))
(

e /(1)=0
e 1 1(N51)UO = p, ideal primer de Panell.
v~1(N) és un domini B de L, on Quot(B)=L, amb un tnic ideal maximal p.

Per exemple, definim una valoracié o primer de Q:

Up Q*'/ — 7
=Py

on (a,b) =1, (a/,0') =1, (t/,p) i (d/,p) = 1.
o v HN)UO = Z), on ZC Z, CQ.
Zip = {3la.b € Z,(ab) = i ptb}
Zp) és localitzar Z en I'ideal (p).
o v 1(Nx1) = pZ,

Exemple:

Ok és la clausura entera de K i K/F,(X) és una extensio finita.
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p és un ideal de Ok i Ok, = (O \ {p}) 'Ok (localitzar I'ideal p en el domini Ok).

Tot ideal primer de Ok dona una valoracié d'un ideal primer de K i Ok, p Dedekind amb
un tnic ideal maximal. Llavors, un Domini de Dedekind és DIP (Lorenzini, 1996) i, per
tant, aquest ideal és maximal pOg, = (7) i definim:

v O}m — N
T™-a — 1

amb (a,7) =1

Similarment, tenim:
Ok - K

Fp[1/X] < F,(X)

Ok és la clausura entera de F,[1/X] dins K (domini de Dedekind) i donem valoracions

diferents a les anteriors solucions, si i només si la valoracié en 1/X és positiva, i.e. els

rimers de O que estan sobre (L) = "00”.
p K q X

Tot ideal primer de K és d’un ideal primer de Ok o bé l'ideal orimer prové d’extendre

"o0” = (%) (Lorenzini, ”An invitations to Arithmetic Geometry”).
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B Annex II: Extensié abeliana F,(T") afegint-hi arrels
de la unitat

L'extensi6 F,; /IF, és finita, simple i algebraica. Pel curs d’Estructures Algebraiques, sabem
que F,y =F,(a) ={w e F, : w” —w} = {ww?” ' —1)} =< (-1 >, on ¢ € F, és larrel
de 1 en un cos de caracteristica p i forma un grup ciclic.

Fp(a) =T, Fy (T)
\ ]F /

L’extensié F,; /F, és Galois i, per tant, algebraica; en canvi, F,; (1) /F, és transcendent.

Per la propietat universal del cos de fraccions, tenim:

i volem estudiar F,;(T")/F,(T), on T és una variable sobre [F,.

L’extensio F,(T")/F, té grau de transcendencia 1 i 'extensi6é de Galois F,; /F, té grau j i
és ciclica, generada pel grup d’automorfismes de Frobenius F'rob, definit per:

Frob: Fp — I,
ag — ab

Frob és un automorfisme, ja que F); és un cos finit amb caracteristica positiva. En aplicar
J vegades el morfisme de Frobenius, tenim Frob’(ag) = agj = ap, ja que agj = ag per
definici6 de F,; i, per tant, Frobt/ =id a F,.

A partir d’ara, suposem j > 1 i definim un nou morfisme d’anells:

Frob: Fpi 1] — Fy[T]
ap+ -+ a,T" — Froblag) + -+ Frob(a,)T"

Frob és un morfisme bijectiu que podem extendre al cos de fraccions de la segiient manera:

Frob: F(T) — F,,(T)

p(T) p(T)
vy Frob(55)

~
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D’on tenim: F/;;_O/b (p(T)) _ Z*/“?gb(p(T)g _ Z*/“?;l)(anT”+~~-+ao) _ Frob(an)T"+:--+Frob(ag)

q(T) Frob(q(T) Frob(bpTn—+-—+by)  Frob(bn)Tm+-+Frob(bo) *

Hem vist que Frob/ = id; per tant, Frob = id.

Volem veure que Frob € Gal(F,; (T)/F,(T)) i, a més, < Frob >= Gal(F,;(T)/F,(T)).
Lema B.1. L’extensio de cossos Fpi(T)/F,(T) és Galois i abeliana.

Demostracié. Sabem que F; = Fp(av), com que « és algebraic sobre F,, també ho és sobre
F,(T).

Aixi, volem veure que Irr(c, F,(T))[z] = Irr(a, F,)[z] (clarament Irr(a, Fp(T))[z]|Irr (o, F,)[2],
perque F,C F,(7)). Suposem que sén diferents; és a dir:

Irr (o, Fp(T))[z] - w(x) = Irr(a, Fy)[z], on m(x) € Fp(T)[z]
Noti’s que el primer membre de ’equacié depen de T', mentre que el segon, no:

(' + b+ b)) (@ 4+ ) =29 +a; 27 + -+ - ag, on els coeficients a; €F, i
b =G € Fy(T).

o Les arrels de Irr(o, Fp)[x] pertanyen a F,=F,(«).

e Totes les arrels de Irr(a,Fy(x))[T] estan a F,(a) C F,(a)[T7].
Aixi, les arrels d’ambdés polinomis pertanyen a F,; C F,,.

Aixi doncs, en el cos de descomposici6 de p(z) = Irr(a,F,(T))[z], tenim:

(@Bl = [I (2—8) =2 —bw Lo+ by,
B tq. p(8)=0

Amb p(z) € Fuilz]NFy(T)[z]iby € Fp NF,(T) =F), Vk.

Per tant, Irr(a,Fy(T))[z] €Fp[T] i com que és no trivial i divideix Irr(c,F,)[x] son el
mateix polinomi.

Frob és el generador del grup de Galois, ja que (F/’;a))j =idicapi < jfa que (]*:7:&))Z = id.

El grau de lextensi6 és [, (T') : F,(T)] = j i és Galois perque és el cos de descomposicio
de X7 — X sobre F,(T). O

Definicié B.2. L’extensio F,i(T)/F,(T) s’anomena extensid constant de F,(T).
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