UNB

UNIVERSITAT AUTONOMA DE BARCELONA

TREBALL DE FI DE GRAU

La funci6 ¢ de Riemann,
diverses meravelles de la funcio

Autor: Miquel RAICH REGUE

Tutor: Dr. Francesc BARS CORTINA

9 de setembre 2011



“M ATHEMATICS, rightly viewed, possesses not only truth, but
supreme beauty —a beauty cold and austere, like that of
sculpture, without appeal to any part of our weaker nature, wit-
hout the gorgeous trappings of painting or music, yet sublimely
pure, and capable of a stern perfection such as only the greatest
art can show. The true spirit of delight, the exaltation, the sense
of being more than Man, which is the touchstone of the highest
excellence, is to be found in mathematics as surely as poetry.”

BERTRAND RUSSELL, in a Study of Mathematics.
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1 Introduccio

Una de les noves inquietuds dels matematics de la segona meitat del segle
XVII va ser sumar infinits termes. En aquell moment, les series infinites
despertaven curiosat, el com saber quan una serie convergia i quan no i també
cap a quin nombre convergia donat el cas. En aquella epoca hi havia poques
successions de les quals se’n sabia la convergencia i menys el seu limit. Entre
les series divergents més curioses de 1’epoca, es trobava la serie harmonica,
perque el seu terme general tendia a zero.

1 o0
lim — =0, pero Z
n=1

=

S|

n—oo 1

La gran motivacio i interés pel tema sembla que va ser per necessitat. Les
series harmoniques s’havien fet bastant populars entre els arquitectes con-
temporanis, que necessitaven erigir un nou sistema que mantingués propor-
cions harmoniques entre plans, elevacions, columnates i altres detalls ar-
quitectonics. També alguns compositors com Johann Sebastian Bach intro-
duiren algunes pautes i progressions harmoniques en les seves obres musicals.
De fet, va ser tot un moviment artistic conegut com el Barroc, promogut i
encoratjat per 'Església Catolica, que en contraposicié de la Reforma Pro-
testant, aquest nou art havia de comunicar religiositat de manera dramatica,
magnificient i ornamental.

Calien noves eines que permetessin fer aquests canvis artistics i, per tant,
la recerca matematica va fer un especial enfasi en les coses petites. No és
d’estranyar doncs, que en el mateix moment que Isaac Newton i Gottfried
Leibniz iniciaven el calcul infinitesimal (1660), altres matematics com James
Bernouilli s’interessessin per les sumes convergents de fraccions petites. Al
final, de tot aquest cultiu matematic que es gestava, en resulta satisfacto-
riament les series de Taylor, formalment introduides per Brook Taylor en
1715.

L’embranzida de les séries convergents que ens preocupa comencga l’any
1644, quan Pietro Mengoli proposa el problema de trobar la suma infinita
dels inversos dels quadrats dels nombres naturals, conegut com el problema
de Basilea. La solucié no arriba fins el 1735, quan finalment Leonhard Euler
resol el misteri i demostra que



Euler aconsegueix també resoldre series del mateix tipus com per exemple:

<1 i
255

També aporta a les seves publicacions altres series que sorgeixen dels seus
calculs, com per exemple:

- =y 7
nZ:U 2n+1)3 32

S, D
“dn+1 4dn+3  2V2

0 -1 n+1
Z % = log 2
n=1 n

Aleshores Euler, després d’aconseguir el seu objectiu, se’n planteja un de nou:
desvelar les propietats aritmetiques de la misteriosa funcié zeta, definida com
=1
((d) = ;nd’ per d € Z.

En 1737, Euler va demostrar que la funcié ¢ es podia expressar com un pro-
ducte infinit. En 1740, Euler també va trobar una equacié funcional per
als enters, perd que no va demostrar ([AYO, §7]). I aixi es va quedar tot
un segle fins que, en 1859, Bernhard Riemann publica un article sobre la
funcié ¢, analiticament estesa al pla complex, on hi demostra ’equacié funci-
onal i altres propietats, entre les quals també hi conjectura la seva coneguda
Hipotesi de Riemann. Fins i tot la notacié actual (usar la lletra zeta grega
en el nom) és obra de Riemann. Per tant, en honor a la gran aportacié que
va fer Riemann, actualment la funcié rep el nom de funcié ¢ de Riemann.

La funcié ¢, com moltes de les seves generalitzacions, han sigut sent
estudiades fins a l'actualitat amb certa rellevancia. Té un rol central en la
Teoria analitica de nombres, com també gaudeix de variades aplicacions en
la fisica, la teoria de la probabilitat i I'estadistica aplicada.

1.1 Motivacio

En aquest treball s’intenta fer una modesta recopilacié del que es coneix
actualment sobre els valors ((n), per n € N. En el primer capitol veiem els
resultats més coneguts, i també de caire més analitic. En el segon fem un
tast en les relacions aritmetiques de ((n). I en el tercer capitol, fem una
ullada als valors multizeta, molt intimament lligats a ((n).



2 Propietats basiques de la funcio (

o0
1
Definicié 2.1. Definim la funcié ((s) = Z —, on convergeixi per a s € C.
n=1 n
Lema 2.2. La seérie que defineix {(s) convergeix absolutament per s satisfent

R(s) > 1, 1 és holomorfa en aquest domini.

Demostracio ([KKS, §3.3.(c) - pag. 95]).
Si prenem R(s) = o > 1, tenim que

Sin > 1, tenim que
1 "1
- S — dl‘7
nO’ nflxo.

1 fem la suma infinita obtenint

+oo “+o00
1 1 1
Z—g1+/ —dr =1+ . (1)
—n? 1 oc—1
+00
Amb aix0 tenim la convergencia absoluta de la serie Y n™* i que, per qual-
n=1

sevol ¢ > 1, convergeix uniformement en el domini R(s) > ¢. Per un teorema
de Weierstrass ([AHL, §5.1.1. - pag. 175]), que ens diu que el limit d’'una
seqliencia uniformement convergent de funcions holomorfes és holomorfa, ja
hem demostrat el primer punt.

2.1 Producte d’Euler

Teorema 2.3. Per tot s € C amb R(s) > 1, tenim que:

=TI

p primer

Demostracio ([INEU, §VIL.1.1. - pag. 419]). El metode és semblant a la criba
d’Eratostenes.
Partim de la propia definicié de (:

1 1 1 1
25 35 45 58
1 1 1 1 1 1

=5 T T ety T

+ ...



I efectuem la resta de les dues anteriors. Aixo elimina els elements que tenen
un factor de 2:

TP 00 S I L I L S SO S
28 3s % 7S 9s 118 135

I repetim pel segiient terme de factor 3:

1 1 1 1 1 1 1 1
w1l )G =gttt tortoan t o

33 23 3% 9 158 = 21s 275 33°

I tornant a restar, tenim:

TR Y SRR o0 S SN I S S VI S
3s 28 5s 7S 118 13s 178 Y

Ara, repetint el mateix procés indefinidament pels demés primers, tenim:

()DL

I si passem tots els factors, excepte ((s), a I'altra banda obtenim:

1 1
S (s Y e e Y e Bl | S e

28 p primer

Pero per afirmar aixo tltim, hem de veure que aquest producte convergeix.
I per veure que un producte convergeix, només hem de veure que el seu
logaritme convergeix. Vegem la convergencia absoluta (usem R(s) = o > 1):

1 1 1
log ( _s) = log < _S> < log ( _S)‘ =
_ = (-1 _
o Z Z W Z Z |npns - Z Z npne < Z Z

p primer | n=1 p primer n=1 p primer n=1 p primer n= 1
+oo
1 1 1 2 1
=D ottt )< D 52y —
n
p primer p p p p primer p n=1

Per sabem que convergeix.



2.2 Extensid analitica
Pseudoteorema 2.4 (Euler, 1740). 2%(2¢ — 1)¢{(1 — d) € Z per d > 1.

Pseudodemostracio (JAYO, §7 - pag. 1080]). Definim

+00 1 1vnl
¢ (5) = <1—21-8><<s>=1—;+3—1—%+...:;< Y
amb (*(1) = In(2).
Sabem que la serie fﬂc” =x+ a2+ -+ 2"+ - convergeix a la funcié
= = fo(r) quan |:1c|n:<1 1.
Euler no va tenir cap recanca en posar x = —1, per tant afirmava que
CO)=1-141—-14+1—1+4--= f(()(_—li) :%7

obtenint aix{ que ¢(0) = —1.

Aleshores, apliquem 'operador x% a fo(z) 1 obtenim

d 9 3 x
x%fo(:v) =x+2r"+3° + - = 0= 2) = fi(x)
. A=D1 1
1) =1-243—-445—6+-- = == ((-1) = ——
Ara apliquem 'operador x% a fi(z) 1 obtenim
d x(1+2x
x%fl(x) = +2%2° + 3%+ = ﬁ = fao(x)
-1
C(-2)=1-22 43 -4 +5° - 6> ... = f§<—1)) =0=¢(-2)=0
Aplicant induccié per n > 0, trobem que
d\" xpn (T
— = a2 4 ogngd 4= )
(xdx> fo(x) =2+ 2"2" + 3"2° + A=) fu(2)
* fa(=1)  pa(=1) pn(—1)
¢*(—=n) +3 +5"—6"+ (1) on+1 = ((=n) ont1(1 — 2n+l)

on p;(x) és un polinomi de grau i — 1 i de coeficients enters.
Per tant, 2¢(1 — 24)((1 — d) = pg_1(—1) € Z, per tot d > 1.



Teorema 2.5. La funcié ((s) té una continuacié analitica a tot el pla com-
plex, i és una funcié meromorfa en tot el pla. Té un tnic pol i simple en
s=1.

Demostracio ([KKS|, §3.3.(c) - pag. 96]). Partim de la funcié I' (veure apendix
qA]).

—+o00
['(s) = / 25 te™® dz, és funcié Gamma en s.
0

Ara, si R(s) > 1, canviem x per nz a la integral, i obtenim

+o0o
TL_SF(S):/ e da,
0

i fem la suma infinita respecte n, usant la serie geometrica, i ens dona

er —

+oo ,.s—1
C(s)T'(s) :/0 ° 1 dx, per R(s) > 1

Recordem que z°~ ' és definida al pla complex com e(*~D1°8(®)  Ara dividim
la integral en dos parts:

+oo ,.s—1 1 ,.s—1 +oo ,.s—1
x x x
g er—1 g er—1 et —1
Com que e~ s’apropa a 0 rapidament quan x tendeix a l'infinit, £, convergeix

per quasevol nombre complex s, i és holomorfa en s. Doncs considerem L.
Recordem que els nombres de Bernouilli B,, es defineixen com

+ooB
ex_lznzzomx ,amb B, € Q.

Per exemple By = 1, By = —5, By = 5, B3 =0, By = —3—10, etc. I sempre
+ %= mg:xi; és una funcié

es compleix By,11 = 0 per n E N perque
parell.
Aplicant la definicié dels nombres de Bernouilli s’obté

1+oo “+o0o B
L= dr = n 2" 2 dy = " 2
! /ez—l v / v ;%n!(s—l—n—l) 2)

Aix0 té una continuacié analitica cap a una funcié meromorfa en el pla com-
plex perque és holomorfa excepte en s = 1,0,—1,—2,..., on hi ha pols
d’ordre 1.

exl




Per tant, I'(s)((s) és estesa a una funcié meromorfa a tot el pla complex
per ser suma d'una funcié holomorfa (£5) i d’'una meromorfa (L), i per
tant té els mateixos pols que £; i del mateix ordre. Aixi doncs, ((s) té una
continuacio analitica al pla complex, i és holomorfa excepte en s = 1, on té
un pol d’ordre 1.

B, .

Teorema 2.6. Tenim que ((1—n) = (—1)"'— pern > 1i hH}(S—l)C(S) =
n S—

1.

Demostracio. Per un enter n > 0, de obtenim que

lim (s +n— 1)T(s)C(s) = 2 (3)

s—1—n n'

Si prenem n = 0, aleshores obtenim

lim(s —1){(s) = By =1

s—1

-1 n—1
Sin > 1, de §A.1| tenim que lim (s +n — 1)['(s) = (=1)

Jm m, 1 juntament
amb obtenim que

c1-m)= (-1 e

Corollari 2.7. Sempre ((—2n) = 0, per tot n € N.

Demostracio. Sabem que Bogiq = 0 per tot k € N.

C(-2k) = (1= 2k + 1)) = 5 2L~

Els nombres parells negatius s’anomenen els zeros trivials de la funcié zeta.

Conjectura 2.8 (Hipotesi de Riemann). Tots els zeros no trivials de la
funcié zeta es troben a la recta R(s) = 1/2.

2.3 Equacié funcional

Teorema 2.9 (Riemann). Per tot s€ C excepte en el pol s = 1, es satisfa:

¢(s) = 2°7° Lsin (?) P(1— s)¢(1 - s) (4)



Demostracio ([EDW, §1.6. - pag. 16]). La demostraci6 consta de dos resul-
tats previs:

e Resultat 1. Considerem la segiient integral

Hi(s) = /Jmﬂd%

“+00 62_1

i la evaluem utilitzant una corba que envolcalla només I’eix real positiu

i l'origen:
Lt

4l -

BT ]

R

-iR
Figura 1: H;

0 (. \s—1 _ \s—1 +oo(  \s—1
/ &dw/ &dw/ (=2) dz)
+oo ez —1 |z|=6 e —1 5 e —1

La integral del mig, vora l'origen, s’anulla al limit quan § — 0, per
tant, obtenim:

+00,.5s—1 ,—(s—1)mi +00,.5—1 ,(s—1)ms
Hl(s):—/ dejL/ T © " =
0 0

) = lim

6—0

et —1 e —1
= (elsmm — em(sm ) /0+ooefs_11 dx = 2isin(sm —im)((s)['(s) =
— 9isin(sm)((s)T(s) = —13(71"—6(‘1))

En I'iltima igualtat hem usat la formula I'(s)['(1—s) sin(sw) = 7 (veure

apendix §A.2)).

10



e Resultat 2. Considerem H;(s), perod ara triem el cami que inclou tot
I'eix real positiu, l'origen i tots els pols (que estan situats a +2nmi,
Vn € Z). La integral sobre aquest nou domini anomenem-ho #(s).
Pel teorema de Cauchy, tenim que H(s) = 0. Per tant, la integral que

. [iR . [iR TR
r & I e
=
1 - 1.\ ! ,-'l
11 Ha He %
- H | o= 1;#1: }Y i
P Ha e H,
i 'l s ] 4 Fai— "
R_ ¥ - R 1- ;'. ¥ & R L
- E 3 - 1, s # 3 - -, e — *
- i
+ R 7 R */-f-hl R
. a r h~
e
- L4 *\_:_,:P
» ) r - z.ﬂ.\
<R . 4R 2R

Figura 2: H = H, + Ho>

s’evalua sobre tots els pols excepte l'origen, en sentit antihorari, que
anomenem Ho(s) = (H — Hi1)(s) = —Hi(s), i que, pel teorema dels
residus, només hem de calcular els residus en aquests pols:

Hals) = 2m8 S Res'((_z—)s_l> _

e z=2nmi er — 1
n#0
_ <% 5 (z — 2nmi)(—2z)"!
- o ; z—ggm er — 1 o
n#0
+00
=2mi »_ [(27ni)" ™t + (—2mni)* '] =
n=1
+oo
=2mi (2m) ' (i 4 (=) ) ) et =
n=1

= 2mi 2°7° Lsin <%> ¢(1—1s)

Finalment, obtenim l’equacié funcional de la igualtat Hi(s) =
—7‘[2(8).
Observacio 2.10. Hi ha una forma alternativa, que podem obtenir facilment
de (), usant les formules I'(s)['(1 — s) sin(sm) = 7 i sin(2s) = 2sin(s) cos(s):

C(1—s)=2"%1"%cos (%8> ['(s)((s) (5)

11



De fet, aquesta forma alternativa es pot obtenir directament si en tota la
demostracié enlloc de considerar H;(s), haguéssim considerat

+o0 —s
~ —z
Hi(s) = (=2) dz, amb les corresponents adaptacions.

Corollari 2.11 (Riemann). La funcié

£(s) = g s(1—5)T (3) ¢(s) (6)
és entera i satisfa £(s) = (1 — s).

Demostracié ([AHL, §4.3. - pag. 217]). Es evident que £(s) és entera perque
el zero del factor 1—s contrarresta el pol de ((s), i els pols de I'(s/2) es cancel-
len amb els zeros trivials de ((s). Ara explicitem la igualtat £(s) = £(1 — s):

1—
20 (2) () = w02 (2 ) (1 - 8) =
2 2
_ gl-s—(+/2p(g)T =5 s (E)
2 2
on hem aplicat . Si ho arreglem una mica, tenim
1—
cos (%) L(s)T < 5 S) — 25 1p/2r (2) (7)
Aplicant la relacié (veieu§A.2))
1—s 1+s s
r r <_> -
(2) (2)cos2 ,

I'altima equacio és equivalent a

7T1/2F(S) _ 9s—Ip (g) r (1—;—5)’

que no és altra cosa que la coneguda férmula de duplicacié de Legendre
(evaluada en 2s).

Observacio 2.12. Riemann, a part de trobar ’equacié funcional @ usant
el teorema [2.9] també va trobar una altra demostracié usant una equacié
funcional de les series theta de Jacobi, definides via

+o00
H = Zeﬂin2z =14+ QZem'nzz.
n=1

neL

Veieu [NEU, §VII.1.6 - pag. 425] i [EDW], §1.7 - pag. 15] per una prova.

12



2 2k
Corollari 2.13. Tenim ((2k) = (—1)’“_1(2(;){:)'3%, amb k € NU {0}.

Demostracio. Sabem que &(2k) = &(1 — 2k) i, per tant,

1—2k/2 m(—1+42k)/2 —
P k)1 - 2m)r (%) C(2k) = %(1 —2k)(2k)T (%) ¢(1 - 2k)
_ (12 _ _ (*5*) (—Bu)
r(k)G(2k) = 1 ( ) o1~ 24) = o) = T 2

Apliquem la férmula fent el canvi s = 2k i tenim

- w2k (_B%) 2%—1 (_1>k o k—1 (27T)2k
C(2k) = v 2k F(Qk)ﬁ_ (=1) 2(%)!3%

13



3 Aprofundint ((n), per n € N

Després de que Euler conseguis evaluar ((2n) per n € N (corollari 2.13)), va
intentar infructuosament evaluar ( als senars 2n + 1. Pero fins ara, actual-
ment, encara no hi ha hagut exit. D’aquests nombres, poc en sabem avui
dia.

Teorema 3.1 (T. Rivoal, 2000). Hi ha infinits nombres irracionals de la
forma ¢(2n 4+ 1), amb n € N.

Pero fixat n, per ((2n + 1) tan sols es sap demostrar per ((3). Ho va
presentar R. Apéry en 1978 a les Journées Arithmétiques, per aixo la constant
duu el seu cognom.

Teorema 3.2 (V. Zudilin, 2001). De ¢(5), ¢((7), ¢(9) i ¢(11), com a minim
un d’ells és irracional.

No obstant hi ha una conjectura que afirma

Conjectura 3.3. Per tot n € N, els nombres de la forma ((2n + 1) sén
sempre trascendents sobre Q.

Hi ha una altra conjectura més general que afirma

Conjectura 3.4. Tots els elements de {((2n+1) | Vn € N}U{7} sén sempre
trascendents sobre Q i a més sén Q-algebraicament independents

3.1 Ciriteri d’irracionalitat
Un nombre a € Q té la caracteristica que per p € Z, g € Nia # § existeix
un ¢qo € N tal que

a—=)>—.
q] ~ 99

Tanmateix, per un irracional « existeixen sempre infinits racionals § (per

p‘l

exemple, les convergents de la fraccid continua de «) tal que

1
q q
lels nombres d’un conjunt A = {a;|i € N} s’anomenen Q-alg. independents si VB =
{B1,-.., Bk} subconjunt finit de A no existeix m|x1,...,xx] € Q[z1,...,zk] no zero on
m(B1,...,0k) =0 (on Q[z1,. ..,z denota 'anell de polinomis de k variables a coeficients
en Q).

14



Teorema 3.5 (Criteri de Dirichlet). Si existeixen uns d, ¢ > 0 i una seqiiéncia
(5—”) de nombres racionals tal que 2 # o i

Cc

<1_+6 neN
n

Pn
o — —

4n

aleshores « és irracional.

3.2 ((3): La constant d’Apéry

En aquesta seccid, veurem que ((3) = 1,202056903159 . . . és irracional seguint
la, demostracié original d’Apéry ([POOQ]), i explicitament detalladaﬂ

Definicié 3.6. Per k£ < n, definim la seqiiéncia

n k
Cn,k mzl =+ mZ:1 2m3 n+m> (;:L) :

m
Lema 3.7. Es satisfa que ¢, — ((3) quan n — +o0o, uniformement en k.

Demostracio. Fem n = k, i només veurem que

i%—)()quann%—koo. (8)
=1 m m
Definim
—1)kE!? 1EP(n — k)!
ule,k) = e 1)(; —)4) o (w k) T 5%
Aleshores calculem
— 1 2(=1)n!

>
Il
—_

Tenim que
(=) n(vnr — vp_1x) = u(n® k — 1) —u(n? k).

Per tant, per una banda veiem que

N n-—1 n—1 k—l Q,k N 1 N 1 n—1
BT i - SE S -5 ey G

2per demostracions més recents consulteu Wadim Zudilin, An elementary proof of
Apéry’s theorem, 2002, arXiv:math/0202159v1

15



Per 'altra banda, veiem que

N n—1 N N (_1)k‘
; ; UTLJC_/UTLf]_,k’) == ;(_1>k<UN,k_Uk,k) = ; W

Igualem les dues bandes i tenim que

ot m (UG 2m eG)

Es conegut que

’ n3 2 n3
n=1

o0 +o0 _
1 5 (1)t
C(B) = =35 Z 2n\ )
n=1 ( n )
i per tant, per forca s’ha de complir.
Per una demostracié de (9), podeu veure [GOS].

Lema 3.8. Tenim que ¢, ; compleix que

k
2mem(1, 2, ... ,n)3 (n—]: )cn,k és enter.

Demostracié. Usarem la funcié ord,(n), que déna el més petit exponent d
tal que n? = 1 (mod p). Té la propietat que ord,(ab) = ord,(a) + ord,(b).

Es pot veure que ord,(n!) = Zz>1[ }

També es pot veure que ord,, ( ) < ord (mcm(l, 2,... ,n)) — ord,(m).

Aleshores per m < k < n veiem que

< 3ord,(m) + ord,(mem(1,2, ...,
< 30rdp(mcm(l, 2,... ,n))

Definicié 3.9. Definim les segiients seqiiencies:

_Z< ) ("1 e :0 (Y ("

=200

16

Proposicié 3.10.

n)) + ord,(mem(1,2,. ..,

j

k)) — 2ord,(m) <




Demostracio. Per una banda tenim
n 2 2 n
n n—+k n n—+k
%—ZQ)(k)—ZCPJ(n)
k=0 k=
B 2n — B - on —1\?
N — N — n

(00T 2R OO
> OO

Per tant, igualant ambdues bandes tenim que només hem de veure que
n 2
Z n\" [k _(n 2n —1
k l l n
k=0
|

i 12! ~ nl(2n—1)
P (n — k)PU(E 1)) 1(n —1)Pn!

(]

3
S|

n

nl(n —1)! ~(2n=1)!
Z n—k)Pk=10" (n—10n

(020"

I ja estem, perque aquesta ultima igualtat és la identitat de Vandermonde
(amb s =n, t =n—1), que és

;(Z) (nik) = (Szt),per n,s,t € NU{0}.

Proposicié 3.11.

% — ((3) quan n — +o0.

Demostracid. Definim fy(n, k) := ("7") e, 1 definim go(n, k) := ("F).
Sabem pel lema que ;882113 = ¢y — ((3) quan n — +o00, uniformement

en k.
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Aplicarem diverses transformacions a f i g, de tal manera que el seu
quocient, en cada pas, segueixi convergent a ((3) al limit. Aquestes sén:

fink) = foln,n— b
Rn k)= () k)

k

ponk)yi= Y () k)

k1=0

k)= () s

b= 3 ()it

ko=0
Apliquem els mateixos passos a go(n,k). Observem que g;(n,k) i
2mem(1,2,...,n)fi(n, k) sén enters, Vi € {0,...,5}.
Tenim que
n ko 2
B n n\ [(ka\ [2n — k; B
=325 (1) (1) () (7 oon =

i tenim que

o= S 3 (1) () () (1) =

on hem aplicat a "iltima igualtat la proposicié [3.10L
Proposicié 3.12. Considerem la segiient recursio

n3u, — (34n® — 51n% + 270 — 5)up1 + (n — 1)%up_o =0, n>2.
Aleshores b, = u,, quan uqg =1, uy = 5; i a, = u, quan ug = 0, u; = 6.

Demostracio. Definim

By =420+ 1) (k(2k + 1) — (20 4+ 1)?) (Z)2 (n Z k)2

18



amb el motiu de que compleix

2 2
n n+k

B, 1r—Bn_1r-1= 3 —
1,k 1,k—1 ”(k>( k:)

1\ (n—1+k\
—(34n3—51n2+27n—5)(nk )(n k* )+

+(n_1)3(n;2)2(n—i+k)2

n
E anl,k - anl,kfl = anl,n - anl,fl =0=
k=0

Per tant, si fem

=n3b, — (34n® — 51n? +27n — 5)b,_1 + (n — 1)%b,_»

Similarment, definim

52n + 1)(=1)* 1k /n\ (n+k
A, = Bhicn
* Ak + n(n+1) k k

amb el motiu de que compleix

2 2
n n—+k
An—l,k - An—l,k—l = n3 (k’) < k > Cnk—

— 1\’ (n—1+k\
_(34n3—51n2+27n—5)(nk )(n k‘+ )Cn—l,k+

n—2\(n-2+k\?
ra-v (") (T e

n
E An—l,k - An—l,k—l - An—l,n - An—l,—l =0=
k=0

Per tant, si fem

=n’a, — (34n® — 51n* +27n — 5)a,_; + (n — 1)%a,_»
Lema 3.13. b, és estrictament creixent, no esta acotada i b,, = O(a”).ﬂ
Demostracio. Tenim que b,, és estrictament creixent perque sempre es com-

pleix (’Z) < (m]jl) I b,, no esta acotada perque

n\? n+12
b”><1>< 1 >:"2(n+1)2m>+m

%2, = O(yn) significa que £= — 0 quan n — +oo (amb y, # 0)
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Per tant, tenim que lim b, = +oc.
n—-+oo

Ara anem a estimar b,, encara que sigui asimptoticament. Pel teorema

tenim que
B.12, q

. 1 3 3 2 3
Jim ﬁ(n by — (34n® — 51n® 4 27n — 5)b,—1 + (0 — 1)°b,5) =

= lim b, —34bn —1+4+b, 2=0
n—-+00
Per tant, considerem 1'iltima igualtat, que ens estimara b,, com una progres-
si6 geometrica. Les arrels de 22 —34z+1sén a = (1+v/2)4, a7t = (1-/2)%
Aixo ens diu que b, asimptoticament al limit convergeix tan rapid com

a_i,l (o™ — a™™). I d’aquesta manera, hem vist que b, = O(a™).

Teorema 3.14 (Teorema d’Apéry). ((3) és irracional.

Demostracio. Per la proposicio |3.12] tenim que

na, — (34n3 —51n?+27n — 5)an—1=—(n— 1)3a”_2
n’b, — (34n® — 51n* + 27n — 5)b,_1 = —(n — 1)°b,,_»

Multipliquem la primera equacié per b, i la segona per a,_1, i les restem.
Obtenim

n3(anbn—1 - a'n—lbn) - (’I’L - ]-)3(afn—1bn—2 - an—an—l)'

Usant ag = 0,a; = 6,by = 1,b; = 5, fem induccio i trobem la relacié

6
anbn—l - CLn—lbn = E
Ara definim z,, := % —((3) i velem que
an, ap—1 anbn—l - an—lbn 6
xn — ’mni = — — = =
' bn bnfl bnbnfl n3bnbn71

. . Qp, . L,
ngﬁloo|x"| = nl_lffoo 'C(S) 3T 0, per proposicié [3.11]
bn, K3byby_1
h=ntl k=n+1
Tn ¢(3) — g N 6 e
b, ‘ b, 2. KBbpbpy — > T
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Per tant, acabem de veure que x,, = O(b,?).
Recordem que els a,, no sén enters. Pero ho arreglem

pni=2mem(1,2,...,n)%, €Z, ¢, :=2mem(1,2,...,n)°, €Z

Es conegut que mcm(1,2,...,n) = O(e"). Per tant, usant el le-
ma [3.13] sabem que ¢, = O(a"e®). Tenim que z, = O(b;?) =
O(g,;?mem(1,2,...,n)%) = O(q, %) = O(q,%¢?). Calculem 3:

O(e™) = O(q7) = O(e™) = O((a"e™)")

_6
Finalment, x, = O (qﬁqﬁn(aHg) = O(QE(IH)) amb

~ In(a) -3
~ In(a) +3
I pel criteri d’irracionalitat de Dirichlet (teorema [3.5)), ¢(3) és irracional.

o =0,080529... > 0.

3.3 Relacions aritmetiques

Aquesta seccié enunciarem resultats referent a la interpretacié aritmetica dels
valors enters de la funci6 zeta de Riemann. Aquesta interpretacié és un cas
concret del que es coneix com la conjectura de Bloch-Kato per a funcions L
(anomenada també conjectura del nombre de Tamagawa) per a motius sobre
cossos de nombres.

Iniciem amb la interpretacié del valor de ((s) en 1. Hem vist que

lirri ( C(S)l) =1 (pel teorema . Hi ha algun motiu aritmetic de que
s—1 (s —
surti 17

Per aix0 considerem K/Q una extensié finita, i sigui O = {f €

K|g(f) = 0, per a cert ¢ € Z[z] monic} 'anell d’enters de K (recordem
Og = Z). Recordem que O ¢és un anell de Dedekind, és a dir, tot ideal és
producte d’ideals primers i aquest producte és tnic llevat ordre dels ideals
primers.

Definicié 3.15. Es defineix la funcié zeta de Dedekind per K via

1
CK(S) = Z N(a)s

a ideal no trivial de O

on N(a) és el nombre d’elements de 'anell quocient O /a.
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Es pot demostrar que (x(s) convergeix per R(s) > 1 i té prolongacié
analitica a tot el pla complex, amb un tnic pol a s = 1, i equaci6 funcional
similarment a la funcié zeta de Riemann (explicitem que (g(s) = ((s)).

E. Hecke va demostrar ([NEU, §VIIL.5]) el segiient resultat:

Teorema 3.16 (férmula del nombre de classes analitica). Es té que
Cr(s) _ 2(2m)™

lim = hx R

=1 (s — 1) wldg[2
on r son les inmersions diferents del cos K en R (diem-les Ay, ..., A\, ); 79 s6n
les inmersions diferents del cos K en Cino en R (diem-les Ay 1, ...y Arygry)

(i es coneix que [K : Q] = r1+2ry); hx és anomenat nombre de classes (que és
refereix a un grup associat a Ok ) i es té hx = 1 siinomés si O és un domini
de factoritzacié tnica; w és el nombre d’arrels de la unitat dins de K; dg
és el discriminant del cos K que correspon, si K/Q Galois, al determinant
det((oiozj))2 on 0; € Gal(K/Q) i o sén una base de K com a Q-espai
vectorial (és independent de la base triada i hi ha una definicié general sense
necessitar K/Q Galois, [NEU, §1.2]); i Rx es refereix al regulador com el
determinant d’'un menor de rang r; + ro — 1 de la matriu de mida r; + 79 X
(r1 +re — 1); (()\i(gj))>ij ON €1, ...,Em1m_1 68 Una base com a grup abelia
de les unitats de Og (qué pel teorema de Dirichlet de les unitats és un grup
finit format per les arrels de 1 per un grup lliure abelia de rang 1 +ry — 1).

Fixem-nos per K = Q, tenim r; = 1, ro = 0 i, com que Z és d.f.u.,

hg = 1, clarament dy = 1 = Rg 1 w = 2 ja que les arrels de 1 de Z sén
{£1}, per tant s’obte:

s
im () = 1, donant la interpretacié de perque surt 1.
s—1 (3 — 1)
Anem ara a estudiar la interpretacié per ((1 — 2n) = —%. Donarem

una interpretacié dels nombres de Bernouilli.

Teorema 3.17 (von Staudt-Clausen). Per n € N; es té

B2n+ Z EGZ,

p primer
(p—1)|2n
on la suma és sobre els primers p on p — 1 divideix 2n (en particular, 2 i 3
apareixen en el denominador de cada nombre de Bernoulli). Obtenim que
pBs,, és p-integre per tot n i per tot pE|
Per una demostracid, veieu [WAS| §5.2].

drecordem que a € Q és p-integre si p no divideix v on a = u/v amb u,v € Z,

med(u,v) =1
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Anem a interpretar el numerador dels nombres de Bernouilli.

Teorema 3.18 (Kummer). Sigui p un primer senar. Es té
p|hQ(€2m/p) & p divideix el numerador de B; per algun j = 2,4,...,p — 3.

Exemple 3.19. Sabem que ((—11) = =582 = 691/(2%-3%-5-7-13). Pel
teorema anterior sabem que el nombre de classes hg.2ri/e01y és divisible per

691, ja que el numerador de ((—11) és divisible per 691H

Una pregunta que ens podem formular és: com és que el 691 apareix en
avaluar a -11 la funcié (7 Té algin significat?

La resposta és sf, prové de l'estudi com a Z[Gal(Q(e*™/%°'))]-modul
del grup finit CI1(Q(e*/%")) anomenat el grup de classes d’ideals que
no entrem a definir aqui (recordem hgc2ri/eo1) és el nombre d’elements de
Cl(@(62m/691))).

Hi ha alguna relacié aritmetica entre Bs, i Bs,? Si, Kummer ens va
proporcionar el segiient resultat.

Teorema 3.20 (Congruencies de Kummer). Suposem m =n # 0 (mod p —
1) on n i m sén enters positius parells. Llavors

i més en general és té que sim =n (mod (p — 1)p*) in # 0 (mod p — 1)

tenim B
1 _ m=1y=m
(1=p""") -

Ajuntem resultats dels nombres de Bernouilli reescrivint-los respecte els
valors de la funci6 zeta de Riemann:

1, Bx a
=(1-p" 1)7 (mod p**1).

Corollari 3.21. Sies té 1 —2r # 1 (mod p — 1), llavors ((1 — 2r) € Z,
{% | med(n,p) = 1}, iaméssi 1 —2r' = 1—7r (mod p—1) llavors ¢(1—2r)
¢(1—2r") (mod p).

Sil—2r =1 (mod p—1) llavors p divideix el denominador de (1 — 2r).

Exemple 3.22. Observem que p { hg2=i/») per p = 3,5,7,11,13 per la
llista que tenim de ¢(—1) = —1/12, {(=3) = 1/120, ¢(—5) = —1/(2?-3%-7),
C(=7) = 1/(24-3-5), ((=9) = —1/(22-3-11) i {(—11) = 691/(2%-32-5-7-13).

5

com una primera aproximacid, penseu que hgx és 'ordre del grup finit CI(K) que
consisteix amb el grup quocient d’ideals de Ok quocient el subgrup format per ideals
principals. La definicié correcta ha de passar a través dels anomenats ideals fraccionaris
de Ok, que no vull entrar a enunciar en el treball.
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Observacio 3.23. Recordem que Lammé en 1886 podia demostrar el teorema
de Fermat si hggeripy = 1 per tot primer p, pero Kummer ja sabia que
aquest nombre és diferent de 1 per quasi tot primer p. En 1850, Kummer
va demostrar que si p{ hq(e2nisvy llavors el teorema de Fermat per I'equacio
XP +YP = ZP és correcte. Aquests p complint p{h@(ezwi/p) Kummer els va
anomenar regulars. De 'anterior exemple tenim que p = 3,5,7,11 1 13 sén
primers regulars. Hi ha primers no regulars? Si, molts (per exemple p = 691
és un primer no regular); realment hi ha un nombre no finit de primers no
regulars.

Andrew Wiles va resoldre el teorema de Fermat amb tecniques molt di-
ferent i molt sofisticades.

Per finalitzar comentar que la interpretacié del primer coeficient del desen-
volupament de Taylor de ((s) amb s evaluat en un enter n (anomenem aquest
valor (*(n)) correspon a les anomenades conjectures de Lichtenbaum, real-
ment demostrades en la majoria de casos pero que no sén explicites per a
treballar amb els elements de forma concreta. Per exemple afirma que hi ha
un cert element dins un grup de teoria K que s’aplica a la part transcendent
sobre Q de (*(n) i la part racional es troba usant grups de cohomologia étale
i cohomologies de Grothendieck. Per una referencia, mireu [LIC].
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4 Els valors multizeta

Com ja hem vist, no tenim prou informaci6 dels nombres ((2n + 1), per € N.
Es possible que aquests nombres siguin Q-algebraicament independents i aixo
no ens interessa. Per tant, el que es fa és intentar trobar estructures en les
generalitzacions de la funcié zeta de Riemann, com poden ser per exemple
les funcions L de Dirichlet, la funcié polilogaritme, la funcié zeta de Hurwitz,
etc.

Entre aquestes generalitzacions, destaquem la funcié multizeta. Nosal-
tres ens centrarem a evaluar-la als enters, per tant, considerem els valors
multizeta, definits per

1 =1
o= Bt (<)

ny>-->n>0 1
n;EZ

amb k,s; € Z>,. Es requereix s; > 1 per garantir la convergencia. La k
s’anomena la longitud de la tupla s = (s1,...,85) 181+ -+ + s =: s el pes
de la tupla s.

Aquests valors tenen la propietat de que el seu producte és pot expressar
com una combinaci6 lineal. Per exemple,

¢(5) =4¢(3,2) 4+ 6¢(2,3).

En aquest capitol, veurem una introduccié als resultats actuals sobre
aquest tema.

Definicié 4.1. Definim el segiient Q-e.v. de R:
3:=(((n1,ngy...,ng) [my >1,m; >1Vi=1,...,k,Vk>1)g CR
Observacioé 4.2. 3 és un subanell commutatiu de R.
Definicié 4.3. Definim altres Q-e.v. de R:
3= (C(n,ng,...,nk) [ny >1,n; >1Vi=1... k,VE>1|n=n1+ - -+ng)o CR
FE3 = (((n1,ngy .. omy) [my > 1,ny > 1¥i=1,... LVl > 1|1 < k)g CR
F*3, c F¥3n3,
Conjectura 4.4 ([WALL §1.2]).
Fr3,=F3N3,

Definicié 4.5. Per n > 0, denotem per d,, la dimensié de 3,,.
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4.1 Representacions
Per detalls de les demostracions d’aquesta seccié i posteriors, consulteu [TKZ].

Teorema 4.6. Tenim que

C(m,...,nk) :/ wl(t1)w2(t2)---wn(tn),
Ap
onn:n1+...+nki
Ap=A{(ty,....tx) eR" |1 > t; > - > 1, > 0}.

On la funcié w es defineix per

dt

sii € {ny,ni+ng,...,n—ngn}
en altre cas.

Aquesta representacié integral s’anomena integral Drinfel’d.

[ dtidty dty
C(?’)_/As ty ty 1—1tg

Exemple 4.7.

Definicié 4.8.

- Denotem per $ := Q(z, y), algebra de polinomis no commutatius en dues
variables x 1 y.

- Denotem per $! := Q + £y, la subalgebra de $ generada per les paraules
“acabades en y”.

- Denotem per ° := Q + z$y, la subalgebra de § generada per les paraules
“comencades en x i acabades en y”.

Observacié 4.9. Veiem que z;, = 2% 1y € H° per k € N>y no generen §°.
Per exemple, la paraula zy? € H° no esta generada per les z’s.

Definicié 4.10. Denotem per Z : §° — R I'inic morfisme Q-lineal amb
Z(1) = 1 que assigna a cada paraula ujus ---ug (on u; = z 0 y), la integral
multiple

Z(urun ) = /A W (11)0y (1) -+~ (1)

Definicié 4.11. Denotem z := z*~'y, que correspon per a Z el valor (k).
Associem cada tupla n = (ny,...,nx) a la paraula



Després d’aquestes definicions i pel teorema [4.6] obtenim

Corol'lari 4.12.

ni—1 no—1

Z(zny -+ 2n,) = Z(x yx Yy

TLk—l

y) = C(n1,ng, ..., ng)

Definicié 4.13. A cada monomi de $! li associem el pes (que és el grau
total) i la longitud (que és el grau en y). Diem que un element de $' té pes
(pur) n si tots els monomis que el formen tenen pes n.

4.2 Productes

Definicié 4.14. A $', definim el producte harmonic inductivament per
lxw=w*x1l=w

ZEW1 * 21wy 1= 2z (w1 * Zpwa) + 2y (2w * W) + 2k (W * wa)

per a totes k,I > 1, i per a totes les paraules w, w;, w, € $H', i estenent-lo
per Q-bilinearitat (on z, z; definides anteriorment). També es pot extendre

a tot = Q(z,y).

El producte harmonic de dos paraules de pes pur n i m té pes pur n+m.

Proposicié 4.15. $§' és una algebra commutativa per x, i H° és una
subalgebra. Les anomenem ! i $? respectivament.

Proposicié 4.16. Z és un morfisme d’anells per %, o sigui
Z(wl * ’LUQ) = Z(wl)Z(wg)

Exemple 4.17. De zp % 2; = zx2; + 2121 + 214y 1 de la proposicié s’obté
la relacié

¢(2)¢(3) = €(2,3) +¢(3,2) +¢(5)
Definicié 4.18. A §, definim el producte escartejat (o “shuffle”) inductiva-

ment per
lmw=wml=w
wwy m vws = u(wy m vwsy) + v(uw; mw ws)
per a tot u,v € {x,y}, i per a totes les paraules w, wy,wy € §, i estenent-lo

per Q-bilinearitat. També es pot extendre a tot $ = Q(x,y).
El producte escartejat de dos paraules de pes pur n i m té pes pur n+m.

Proposicié 4.19. § és una Q-algebra commutativa per m, i $H' i H° $6n
dues subalgebres. Les anomenem $, H1; 1 HY, respectivament.
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Proposicié 4.20. Z és un morfisme d’anells per m, o sigui
Z(w1 I wg) = Z(wl)Z(wg)

Exemple 4.21. Es tracta de trobar totes les possibilitats de formar diferents
paraules mantenint I'ordre de les lletres.

TY m X2y = xyxzy + rxyxy + xxzyy + xx2yy + XTYxXy-+
+ XTXYy + XTXyy + xzazyy + xza:yy + Xzyxy

¢(2)C(3) = ¢(2,3) +3¢(3,2) +6¢(4,1)

4.3 Relacions generals
Corollari 4.22. Donades dues paraules w; i w de $°, tenim que
Z(wy m wy) = Z(wy x wy)
Exemple 4.23.
(€(2)¢(3) =)¢(2,3) +3¢(3,2) +6¢(4,1) = ¢(2,3) +¢(3,2) +¢(5)
2¢(3,2) +6¢(4,1) = ¢(5)

Podem obtenir més relacions considerant elements de $!, que corresponen
a sumes divergents. Un primer pas és:

Teorema 4.24. Per Vw € $°, tenim Z(y m w — yxw) = 0.

Conjectura 4.25. Les segiients relacions (recordem Z és Q-lineal)

Ywy, wy € H°, Z(wy m wy — wy *wy) =0 (del corollari {.22),
Vw e N, Z(ymw —y*w) =0 (del teorema [4.24)),

generen totes les relacions de 3 sobre Q que hi ha.
Perd qué podem dir generalment sobre $'?
Proposicié 4.26. Tenim dos morfismes d’algebres
Z* 9 - R[Ti 2™ 9y, — R[T]

que estan unicament caracteritzats per les propietats que tots dos evaluen
Z: 9" - RienvienyaT.

Teorema 4.27 (Zagier). Siw = yw' amb w' € H°, aleshores Z™(w) = Z*(w)
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Definicié 4.28. Per una tuplan = (nq,...,ng), les imatges de Z* i Z™ per la
corresponent paraula 2y, - - - 2y, es denoten Zx(7T") i ZJ(T), respectivament.

Observacid 4.29. Sigui n = (nq, ..., n;) admissible (és dir ny > 1). Aleshores

Za(T) = Z1(T) = C(n).

Observacid 4.30. Sigui n = (1,1,...,1,n’) amb n’ admissible i s > 0 tenim
——

que ’

S

T
Z(T) = C(@’)ﬁ + (termes de baix grau en T)

S

T
ZM(T) = ¢(n")— + (termes de baix grau en T')

i també que els coeficients de T% en Z}(T') i Z;*(T') sén combinacions Q-lineals
de valors multizeta de pes n — k (n = pes de n).

Definici6é 4.31. Considerem

A(u) := exp (Z (_;)nC(n)u"> = Z%uk € R[u]

n=2

Per exemple tenim vy = 1,7, = 0,y = @,73 = —@,% = % + SO

8
Es té

A(u) = TI'(1 +u) per |u| < 11~ la constant d’Eulerf]

Definicié 4.32. Considerem el morfisme R-lineal p : R[T] — R[T] determi-

nat per
" n Tnfk
k=0
Teorema 4.33 (Ihara-Kaneko-Zagier). Per qualsevol n = (ng,...,n), te-
nim

Z3(T) = p(Z4(T)).

n

Exemple 4.34. Per n = (1,2), obtenim

Z(T) = ¢(2)T = 20(2,1) = (9T = ¢(2,1) = ¢(3) = p(Z,(T)),

I obtenim la féormula d’Euler, (2,1) = ((3).

| =

n—-4oo

6la contant d’Euler-Mascheroni és v = lim (Z — ln(n)> = 0,577215664901 ...
k=1
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Teorema 4.35 (Reutenauer, 1993). Sigui regl : HL, — HY[T] el morfisme
definit com la identitat en $°, envia y a 7' i un morfisme de Q-algebres. A
més regl és un isomorfisme de Q-algebres.

Teorema 4.36 (Hoffman, 1997). Sigui reg? : ! — HO[T] el morfisme definit
com la identitat en $°, envia y a T i un morfisme de Q-algebres. A més reg?
és un isomorfisme de QQ-algebres.

Definicié 4.37. Denotem
regy = regr |r—o : Hig — Hoy
reg, = reg. |r—g : 9. — HY
Teorema 4.38. Les segiients propietats son equivalents:
Z"(w) — p(Z*(w)) = 0 per tota w € H.
(Z2"(w) — p(Z*(w)))|r=0 = 0 per tota w € H.
Z™(wy m wy — wy xwp) = 0 per tota wy € H' 1wy € H.
Z*(wy m wy — wy xwp) = 0 per tota w; € H i wy € H.
Z(regy(wy m wy — wy *wo)) = 0 per tota w; € H' i wy € HY.
Z(reg,(wy m wy — wy * wp)) = 0 per tota wy € H' i wp € H.

Z (reguy(y™ * wp)) = 0 per tota wy € H° i Vm > 1.
Z(reg*(ym ur Wy — ym*wo)) = 0 per tota wy € H° i Vm > 1.

Proposicié 4.39. Sigui S(m, k) la suma de tots els monomis a H° de pes m
i longitud k. Aleshores, si m > k+ 1 > 2, tenim

<_1)k regﬂl(yk * l,m—k—ly) = S(m7 k+ 1) - S(ma k)

Teorema 4.40 (Teorema de la suma de Granville). La suma de tots els valos
multizeta de pes fixat n i longitud fixada < n és igual a ((n).
O sigui, fixada k < n tenim

Z ((ni,...,nk) =C¢(n) (recordem ni; > 1)

ni+-4np=n
Veieu [XAR] per una curta demostracié usant la proposicié anterior.

Exemple 4.41. Tenim ¢(2,1) = ((3);1¢(3,1) +{(2,2) =¢(4) =((2,1,1).
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4.4 Conjectures i alguns resultats

Conjectura 4.42. Les uiniques relacions entre els valors de les funcions mul-
tizeta s’obtenen de

Z(regm(w mw — w*w’)) =0 YweH! vu' en’
Z"™(w) = p(Z*(w)) Yw € H-
Com hem vist en el teorema [4.38] aquesta segona relacié és equivalent a
Z(regu(y™ *w)) =0 Vw e H’ivm > 1.

Conjectura 4.43. Les uniques relacions entre els valors de les funcions mul-
tizeta s’obtenen de

Z(regu(wmuw —w*w)) =0 VweH', vu' € Hn’
Z(regu(y*w)) =0 Vw e H°
Conjectura 4.44. Les conjectures i sén equivalents!]

Conjectura 4.45. Dos valors multizeta de pesos diferents sén linealment
independents sobre Q.
O sigui, els Q-subespais 3,, de R estan en suma directa:

3=P3.cRr
n>2
Conjectura 4.46. Les ((n,...,nx) sén sempre transcendents sobre Q.
Conjectura 4.47 (Zagier, Broadhurst-Kreimer). La dimensié sobre Q de
Sn és dn, on do = 1,d1 = O,dg =1i dn = dn,Q + dnfg.
Teorema 4.48 (Goncharov, Terasoma). Tenim dimg(3,) < d,.
La conjectura de la base (Hoffman), que diu que tot element de 3 potser

escrit com a suma de multiples racionals de valors multizeta que sols contenen
2 i 3 ha estat provada recentment:
Teorema 4.49 (F. Brown, 7 febrer 2011f). Cada valor multizeta és una
combinacié Q-lineal de {((n1,...,nk), on ny,...,n; € {2,3}}.
Exemple 4.50.
252 672 528
= — 2,2)+—((2,3,2) + —((2,2
((5) =4¢(3,2) +6¢(2,3) = ((2,1,1,1)

€(2,2,1) =¢(3,2)1¢(2,1,2) = ((2,3).

"s’ha comprovat fins a pes igual a 16, per H. N. Minh, M. Petitot en Lille, Franca.
8Francis Brown, Mized Tate motives over Z, arXiv:1102.1312v1
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A  Funcio Gamma

Introduim la funcié . Per un nombre complex s que satisfa R(s) > 0,
definim per

+o00
I'(s) = / ¥ le" dx, funcié Gamma en s.
0
Es conegut que I'(n) = (n — 1)! per n € N.

A.1 Continuacio analitica

['(s) té una continuacié analitica cap a una funcié meromorfa al pla complex.
Aixo vol dir que podem ampliar el domini de definicié de la funcié a tot C.

Teorema A.1. La funcié I' és holomorfa excepte per s=0, -1, -2, -3, ..., on
hi ha un pol d’ordre 1. I no té cap 0. Per n > 0 tenim que

lim (s +n)'(s) = (—1)"—.

s——n n!

A.2 Equacions funcionals

['(s) compleix les segiients equacions funcionals:

I(s+1)=sI(s)

['(s)I'(1 — s)sin(ws) = 7, que es coneix com la férmula de reflexi6 de
Euler.

D(52)0(42) cos(%2) =

V7D(2s) = 22710 (s)T ( 1), que es coneix com la férmula de dupli-
caci6 de Legendre.

Veieu [AHLL §5.2.4] per una demostracio.
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