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Capitol 1

Conjunts discrets,
consideracions generals

1.1 Una nocié de conjunt discret

Un valor absolut en un cos K o un anell commutatiu (sempre 1 # 0) és una
aplicacio:
| | K — RZO

complint les condicions segiients:
Donat k € K:

1. k| =0& k=0,
2. |z +yl <|z|+y|, Vo,y € K
3. |z pyl=lz| & |y, Vz,y € K.

Un valor absolut en k es diu no-arquimedia si satisfa a més que |z + y| <
mazim(|z|, |y|) Vz,y € K.
Un valor absolut en K defineix una distancia en K via:

dist(z,y) == |z — y|.

Definicié 1.1. Un conjunt U C K s’anomena discret respecte la topologia || si
per a cada u € U existeir un nombre real €, > 0 (escrivim Be, (u) := {k € K :
t.q.|k —u| < €,} denota la bola oberta centrada en u de radi €, ), on es compleix
que

B, (uyNnU

€s un conjunt finit.

Observacié 1.2. En fer un curs de topologia, s’estén el concepte de boles
obertes a un context més general i es defineix un conjunt discret U dins un
conjunt K amb una topologia, a un conjunt que compleix que per a cada u € U
té un obert B, amb B, C K on B, NU és un conjunt finit.
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Observacié 1.3. Molts textos de matematica discreta afirmen que discret vol
dir un conjunt finit o numerable, pero aquest concepte és imprecis com veurem
amb exemples si es pensa dins un conjunt ambient amb un valor absolut (o més
generalment una topologia). Matematica discreta també inclou tot problema
relacionat a coomptar i prequntes de comptar objectes dins certes propietats en
un conjunt finit, per tant, és una matéria no tipifica on s’inclou molt material
molt divers.

Observaci6 1.4. Fizem-nos que en la definicid[I.1] podem reemplacar la condicid
B, (w)NU sigui finit per la condicid que compleizi que B, (u)NU sigui tant sols

Uelement u (és dir format per un sol element que correspongui a u). Efectiva-

ment, si Be, (u)NU = {u,u1,...,ut} és un conjunt finit, com |u—u;| = €; < €,

observem €; # 0 (ja que el valor absolut és zero si i nomes si l'element és zero

iug # ), triant 0 < €, on €, < mini<i<i(€;) obtenim que Be (u) NU = {u}

esta format per un sol element.

1.1.1 Exemples distancies als racionals

Als nombres racionals hi ha diferents valors absoluts produint analisis diferents.
1. Denotem per || €l valor absolut usual.
2. Sigui p un nombre primer. Definim :

n .
‘ngb =D 717

on ¢ un enter i n, m enters coprimers amb mcd(p, nm) = 1.

Exercici 1.5. Proveu que ||, defineiz un valor absolut no-arquimedia als racionals
que anomenem el valor absolut p-adic.

Lema 1.6. Si || és un valor absolut no-arquimedida del cos K i x,y € K amb
|z| # |y| llavors
| +y| = mazim(|z|, [y])-

Demostracid. Suposem |x| < |y|. Tenim llavors per la propietat de valor absolut
no-arquimedia les desigualtats segiients:

yl = ly + @ — = <maz(ly + [, | - z[) < maz(maz(|z], [y]), [x]) = |y],

i per tant hi ha igualtat en totes les inequacions, obtenint max(|y +z|, |z|) = |y|
i per tant |y + x| = |y| quan |y| > |z|. O

Definicié 1.7. Dos valors absoluts en un cos K son equivalents sempre que
|z]1 < 1 es equivalent a |z|s < 1 per x € K.

Observacié 1.8. Es pot demostrar que lanalisi (o topologia) donat per dos
valors absoluts donen analisis (o topologies) diferents en el cos K si i nomes si
el dos valors absoluts no sén equivalents. Consulteu per exemple [Con23].

Lema 1.9. Els valors absoluts als nombres racionals ||, ||, son no equivalents
2a 2
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Demostracid. Fixant p primer, i © = p s’obté |z|oc > 11 |z|, < 1, 1 per tant
||~ és no equivalent a ||, amb p primer. Sigui ¢ un altre primer enter i triem
r=5%¢ecQ,ilz, <1ilzlg>1on],i]|l sén no-equivalents. O

Fet 1.10 (Ostrowski). Tot valor absolut als racionals és equivalent a ||, per a
cert primer p o bé a ||so-

Podeu consultar-ne una demostracié (i un aprofundiment en el valors absolut
p-adic) en el llibre [Ko84].

e Anem a fer exemples de conjunts discrets dins els nombres racionals Q.
Si S és un conjunt finit dins Q és sempre un conjunt discret en qualsevol dels
valors absoluts als racionals. Qué succeeix si S és un conjunt numerable? és
sempre discret?

Exemple 1.11. Sigui p un primer fizat. Considerem
1
QP = {an = ﬁ}neN u {O} c Q.

Fizem-nos que Q, és un conjunt numerable.

o Fizem-nos que ), amb el valor absolut usual ||oc no €s discret perqué
té el limit de la successio an, 1 el procés limit usualment no és discret.

Efectivament,
B.(0)NQ,

és un conjunt no finit perqué 1/p™ < epsilon és equivalent a logp(%) <
n 1 per tant hi ha una infinitud the naturals n complint aquesta ultima
desigualtat un cop € és fizat.

o Fizem-nos que §, amb el valor absolut p-adic S és discret. Anem-ho
a demostrar (la idea és que Q, no té cap element obtingut via un limit
en el valor absolut p-adic). Tenim layp|, = p™ @ |0], = 0. Clarament
B1(0)NQ, = {0} és un conjunt finit. Triem uw=1/p"™ ambn € N. Fizem-
nos que 1/p* ¢ B1(1/p™) peri > n (exercici al lector) d’on Q, N By (1/p")
és un conjunt finit.

1.1.2  Valors absoluts en K[z| o Quot(K[X]) = K(X)

Si f € K[X] irreductible i fixant ¢ > 1 un nombre real fix, podem definir

i(y h(x) -

%

on i enter i h(z),m(z) € K[X] coprimers amb med(f(z), h(z)m(z)) = (1).
Definim també

|h(x)/m(x)|oo — Cgrau(h(w))fgrau(m(w))

Exercici 1.12. Demostreu que ||y amb f € K[X] irreductible i ||« defineizen
valors absoluts en K(X) no equivalents. A més tots aquests valors absoluts sén
no-arquimedians.
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Qiiestié 1.13. Quina és la completacio de Q respecte el valor absolut ||~ ¢ En
algun curs durant el grau hauria de demostrar que correspon al cos dels nombres
reals. Quina €s la completacio de Q amb el valors absolut p-adics? Quina €és la
completacié de K[X] amb el valor absolut x-adic?

Abans de continuar, es convenient llegir aqui la part final d’aquesta subseccid
titulada “Nocions sobre la completacié d’un cos per un valor absolut” referent
a conceptes basics de successié de Cauchy i la definicié de la completacié d’un
cos via successions de Cauchy mirant la demostracié del Teorema [1.18

Definicié 1.14. Donat K un cos definim les series formals en la variable
X a coeficient en un cos K i s’anota K[[X]] a les expressions en série de
poténcies a(X) == Y 0k, X" amb k, € K amb una operacié suma coefi-
cient a coeficient i operacid producte definida de forma usual on si b(X) =
S kLX™, el grau € de la serie formal (a(X) - b(X)) és igual al grau £ del

n=0"n

polinomi (X4 _y kn X™) (X K, X7").

j=0"j
Lema 1.15. K|[[X]] és un anell commutativ amb 1 # 0.
Demostracio. Exercici al lector. O

Fet 1.16. La completacid de K[X]| amb el valor absolut z-adic és K[[X]].

Definim un morfisme epimorfisme entre les successions de Cauchy de K[X]
a K[[X]],

Demostracid. Aquest curs sol demostrem que tot element de K [[X]] es pot pen-
sar com una successié de Cauchy de K[X].

Considera a(X) := Y  k,X™ € K[[X]] i considerem la successi6 en K[X]:
((an == Y7o ket X"))n.

Fixem-nos que ‘an+m*an|X = | 2?27:11 ktXt|X < maxn+l§t§n+m(|ktXt|X) <
| X"l x = ¢ "1 i per tant és una successié de Cauchy i per tant en la com-
pletacié té sentit fer-hi limit a la successié que correspon a la seérie formal a(X).
Per detall com la successié de Cauchy correspon a un element del cos completat
cal entendre la demostracié d’aquests apunts del Teorema O

Nocions sobre la completacié d’un cos per un valor absolut

Denotem per (K, ||) un cos K amb un valor absolut ||.

Una successi6 {ay, }r>0 una successié d’elements en K, diem que és de Cauchy
si Ve > 0, Ing(e) on Vm > n > no(e) es té |am, — an| < €.

Una successié es diu que és convergent de limit a € K si Ve > 0 Ing(e) on
Yn > ng(e) es satisfa |a, —a| < e.

(Es facil observat que tota successié convergent és de Cauchy, i que tota
successié de Cauchy és fitada).

Definicié 1.17. Un cos (K, ||) és complet quant tota succesid de Cauchy d’elements
de K convergeix a un element de K.

Teorema 1.18. Donat (K, ||x). Ezisteiz un cos K i un valor absolut |z com-
plint,

1. (K, l|z) €s un cos complex amb ||z,
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2. KCK il

i K = Ryq coincideiz amb ||k,
3. K és dens en K.

4. Si (K1, 1), (Ko, |2) sén dos cossos que satisfan les propietats anteriors,
aleshores existeir un morfisme de cossos unics ¢ : K1 — Ko amb ¢, = id
amb |o(@)]z = |z

La parella (K, l|z) s’anomena una completacié de (K, ||) i és unica llevat isome-
tria de cossos per l’iltima propietat.

Demostracid. Considera C(K) el conjunt de successions de Cauchy en el cos K.
Observem donats (ap)n, (bn)n € C(K), tenim definides les operacions:

(an)n + (bn)n = (an + bn)n S C(K)7
(an)n * (bn)n = (anbn)n S C(K),

que doten C(K) d’anell commutatiu amb unitat.

Fixem-nos que K C C(K) via donat k — (k), a la successié de Cauchy(i
convergent) constant igual a k per tot n € N.

Denotem per 91 el conjunt de les successions convergents de limit 0 € K.
Clarament 91 és un ideal de C(K) (la suma de dos successions convergents a
zero és convergent a zero, i el producte d’una successié de Cauchy amb una
convergent a zero és una successié convergent a zero). Fixem-nos que 9t és un
ideal maximal de C(K) ja que si ¢ = (cn)n € C(K) \ M, fixem-nos llavors que
per n > ng un natural fix ¢, # 0 (ja que no és convergent a zero) i la successié
(é)’ﬂzno és facil veure que és una successié de Cauchy i per tant (c,), € C(K)*
i es pot demostrar que llavorsC(K )/ és domini commutatiu i per Panterior
tot element no zero té un invers i per tant és un cos.

Escrivim K := C(K)/9M el cos que per construccié K ¢ K on k — [(k)n],
que és injectiva.

Definim ||z, donat (z,), € C(K), via

|(xn)n‘K = nlggo |xn‘K €R,

on observem que té sentit ja que la successié de nombres reals (|z,|), és de
Cauchy i per tant convergent (efectivament, com (z,,), de Cauchy en K, tenim
Ve > 0 dng(e) complint [T, — Tpg(e)| < € 00 |Tn| < T — Tg(e)| + [T )] <
€+ ‘Ino(e)‘7 d7aqu |l’m| - |xno(e)| < 6)'

Llavors la tupla (K, ||z) és el cos complet que satisfa les condicions dem-
anades. Exercici al lector.

Demostrem tan sols aqui que K és complet amb || .

Considerem (d,), € C(K) una successié de Cauchy en (K, %) Escrivim
dm = [(a; m)i] € C(K). Fixem-nos que Ve > 01 ¥n,m > np(e) tenim

|dn — dm| g = Hm |a;, — aim| <e.
12— 00

Triem a = [(a;);] la successié definida per o; := @; ,,,(1/107) Pensant que triem
successi6 creixent de naturals amb ng(1/10%) < ng(1/10°T1) (amb lfmit +o00).
Es facil demostrar que o € K. Observeu finalment que donat ¢ > 0 existeix i
on € > - i per tant per n > ng(1/10%) tenim que |d,, — alp = lmi o0 |ai, —

107
Ui mg(1/100)] < %oi < € ¥n > ng(1/10%) obtenint (d,), convergeix en a € K. [
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Tenim el segiient resultat que no demostrarem en aquest curs,

Teorema 1.19 (Ostrowski). Sigui K cos complet respecte d’un valor absolut
arquimedid ||. Llavors (K,||) és isomorf (una isometria) a (R, ||oo) J (C,]]so)-

1.2 Conjunts discrets dins espai vectorial R”:
Xarxes

Definicié 1.20. Sigui V = {v1,...,v5} un conjunt de 1 < k(< N) vectors
linealment independents de RYN . El conjunt

k
AV) = {Z n;viln; € Z}
k=1

s’anomena una zarza de RN amb base (vq,...,v;) de mida k. Si k = N diem
que és una zarza de RY de mida mazima.

Definicié 1.21. Considerem V un K -espai vectorial amb una norma (o métrica)
I (concepte donat durant el curs d’Algebra Lineal). Donat v € V' podem con-
siderar la bola centrada en v i radi € al subconjunt de V segiient:

Be(u)={veV||v—u| <e

Diem que un subconjunt U C V és discret respecte la norma en V' si per a tot
u € U ezxisteix un real positiu €, on

B, (u)ynU
és un conjunt finit.

En aquesta subseccié pensarem V = RY com R-espai vectorial amb
la norma euclidiana en V.

Lema 1.22. FEIl conjunt A(V') és un grup abelia i amb la norma euclidiana de
RN és un conjunt discret de RY.

Demostracio. Exercici al lector. O]
V1,i
Fixem-nos que si escrivim v; = : € RY com vectors columna podem
UN,i
escriure
V1,1 e U1,k T X1
. . . . . k
A(V) =A{ : - : : : |z = : €L}
UN,21 --- UNK Tk Tl

on Z* amb k enter denota també My, 1(Z), i el context fa entenedor quan ens
referim a element fila o element columna per al producte cartesia de Z amb ell
mateix k cops.
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Observacié 1.23. Considerem V' = {v1,...,v,} C RN pero on els vectors
v1,...,0¢ NO son linealment independents. Podriem també escriure

A(V'Y = {(v1]...|ve) - 2]z € Z°} c RV,
No obstant ara no necessariament aquest conjunt és discret amb l'analisi en
RY de la norma euclidiana que feu en un curs d’analisi real en la titulacid.

Exemple 1.24. Considera V' = {1, \/5} C R i considerem
AV') = {n1 -1+ noV2|n; € Z}
no és discret amb el valor absolut || pel lema d’aprozimacid segiient.

Lema 1.25. (d’aprozimacid) Sigui 0 un nombre irracional i ¢ > 1 un enters.
Llavors existeizen x,y enters complint
1 1
-2l < = (£ =
bl < (<)
amb 0 < x < q, on el valor absolut és el valor absolut arquimedia usual en els
nombres reals.

Demostracid. Fent z; € {0,...,q} C N, per cada z; triem y; enter amb 0 <
y; — x;60 < 1. Tenim g + 1 valors de Y — X6 en els g-intervals
rr+1

, ), 7=0,...,q— 1.
[q q

Per tant hi ha dos valors de y; — x;0 dins el mateix interval, sense perdua de
generalitat podem pensar que els dos valors corresponen a ¢ = 1,2 i per tant,

1 1
1—1y2)—(x1 —x2)l| < = < ——.
[(y1 — y2) — (z1 — 22)0] R

O

Corol'lari 1.26. Donat 6 un nombre irracional, llavors hi ha una infinitut de
solucions a Z de la inequacio

Y — X0 < 1/X.

Demostracio. Pel lema d’aproximacié tenim que l'anterior inequacié té una
solucié a Z. Escrivim-la via |a; — 16| < 1/5;. Triant ¢; > m, us-
ant el lema anterior podem obtenir una solucié diferent complint |y — S26] <
1/q1 < i e iterant el procés triant g; > m construim solucié (a1, Sit+1)
satisfent la inequacié diferent de les anteriors usant el lema anterior, per ¢ > 1
enter. O

Demostracio. Detallem per alguns alumnes perque ]X(l, v/2) no és un conjunt
discret dins R. Com vaig comentar és obvi a partir de la demostracié del
Corol.lari anterior, efectivament: fixem € > 0 i volem demostra que B.(0) N

/~\(1,\/§) no és finit mai. Triem ¢ = ¢ enter on % < €, llavors pel lema

Mixem-nos que |a1 —B10] > 1/q1 per la tria de ¢1 i per tant com el valor absolut és diferent
a1 — 10 és diferent a as — P20
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d’aproximacié tenim una solucié |y +v/281| < 1/q < € amb ay, f; € Z. Seguint
la demostraci6é del Corol.lari anterior anem construint ay,, 8, amb o, + Bnv2
tots diferents amb |y, + nV2| < 1/gi—1 < 1/q < € i per tant B.(0) N A(1,v/2)
no és finit. ]

Observacié 1.27. [Notacié] Donada una matriu B € My p(R) denotem per
A(B):={B-2|z € ZM} CRN sirang(B) = M i A(B) := {B-z|z € ZM} C RN
en general.

Definicié 1.28. Una matriv U quadrada a coeficients enters (U € My (Z))
s’anomena unimodular si |det(U)|c = 1.

Exercici 1.29. o Demostreu que el producte de k > 1 matrius unimodulars
de mida N és també una matriu unimodular de mida N.

e Demostreu que U € My (Z) és unimodular si i només si U t€ matriu in-
versa i aquesta matriu inversa pertany a My (Z). En particular la inversa
d’una matriv unimodular és unimodular.

e Demostreu que si U € My(Z) és unimodular llavors: x € ZN < U -z €
N

Lema 1.30. Sigui B, B’ € Mnxm(R).
1. 8i B=B'-U amb U unimodular llavors A(B) = A(B').

2. Sirang(B) = rang(B') = M i A(B) = A(B’) llavors existeix una matriu
U unimodular on B = B"-U.

Demostracié. 1. Si y € A(B) tenim existeix x € ZM ony=B-xz = B'(Uz)
ara per 'exercici Uz € ZM i per tant y € A(B’). L’altra inclusié és
similar usant que U~! és una matriu unimodular, exercici al lector.

2. Suposem A(B) = A(B’) i escrivim B = (by]. .. |bas) on b; vectors columna
de RY. Com cada b; € A(B’) existeix z; € ZM complint

bi = B’(xi)

ipertant B=B -V onV € My(Z) on V = (z1]...|zp). Amb un
argument similar obtenim B’ = B-W amb W € My(Z). D’on obtenim

les igualtats
B =B -(V-W); ,B=B-(W-V).

Ara com rang(B) = rang(B’) = M, no hi ha cap combinacié lineal entre

les columnes de B o B’ per tant V- W = I; = W -V, i per tant V

i W sén matrius unimodulars (ja que ambdues tenen coeficients enters,

una és inversa de 'altra i com el determinant de la inversa és invers del
determinant de altra obtenim que el seu determinant és +1). E|

O

2Detallo com de la igualtat B = B(WV) amb rang(B) = M podem concloure que WV =

Ips. Claramenet de la igualtat obtenim B(Ips — VW) = (0) on (0) denota la matriu MzM

de tot zeros. Ara si fixem C; la columna i-essima de Iy — VW en fer BC; és la columna 4

de (0) i per tant tot de zeros, obtenint una combinacié lineal de les columnes de B igual a la

columna zero, ara com el rang(B) = M ’inica combinacié lineal és que tot sigui zeros per

tant la columna C; és la columna tot de zeros.
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Definicié 1.31. Siguin A, A’ dues zarzes de RN ambdues de mida M. Si A’ C A
diem que A’ és una subzarza de A.

Observacié 1.32. El Lema anterior [1.30 afirma que la base per a qualsevol
zarza A és pot variar via multiplicar per la dreta per una matriv unimodular.

Qiiestio 1.33. Hi ha una manera de triar bases amb certa relacio d’unicitat
entre una zarza i una subrarra? Veieu Teorema

Observacié 1.34. Si A = A(B) una zarza de dimensié mazima en RY, ob-
serveu que |det(B)|oo és independent de ’eleccié de B pel lema anteior i aquest
real s’anomena el determinant de la xarza A: det(A) := |det(B)|so-

1.3 Transformacions elementals unimodulars. Re-
solucid entera de sistemes lineals

Diem que hi ha tres transformacions elementals unimodulars per a una matriu
B e MN’M(K) on Z C K:

e Intercanviar 2 files o dues columnes de la matriu,
e multiplicar una fila o una columna per —1,

e Sumar a una fila un multiple ENTER d’una altra fila,
Sumar a una columna una multiple ENTER d’una altra columna.

Observacié 1.35. Fixem-nos, relacionant-ho amb el curs d’Algebra Lineal de
primer curs, que les transformacions elementals anteriors corresponen a matrius
elementals que s6n matrius unimodulars, i per tant, donada B € My p(K) e
iterant diferents canvis elementals en files i columnes obtenim una nova matriu
que correspon a una matriu U - B -V amb U,V matrius unimodulars (on U
prové del producte en ordre de matrius elementals unimodulars corresponent a
les transformacions en files que realitzem, i V' prové del producte amb ordre de
les diferentes transformacions en columnes que hem anat realitzant).

Recordem que diag(aq,asz,...) = D € My p(K) denota la matriu on els valors
no zero corresponen a la diagonal i la el valor en la fila i columna i de D
correspon a a;.

Definicié 1.36 (forma normal d’Smith). Sigui B € Myxnm(Z) si existeizen
matrius U,V unimodulars on

U-B-V =diag(ny,...,ng0,...,0) € Myxa(Z)

amb n; naturals onn;|n,11 perai=1,...,d=1. Diem que diag(nq,...,nq,0,...,0) €
Mnxai(Z) és una forma normal d’Smith associada a la matriu B.

Observacié 1.37. Observeu que un andleg d’una forma normal d’Smith dins
un curs d’Algebra Lineal amb operacions elementals en un cos enlloc d’un anell
com 7 esta relacionat amb la PAQ-reduccio.

Definicié 1.38 (forma normal d’Hermite). Donat B € My« (Z) de rang M
diem que té forma normal en files d’Hermite H si existeix una matriu unimod-
ular U on H =U - B on H compleix les condicions segients:
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1. Hés una matriu triangular superior (i.e. h; ; =0 per a i > j) i totes les
files de zero es troben abaix de tot.
2. Es compleizx 0 < h; ; < hjj per ai <j

Una matriu H complint les dues condicions anteriors s’anomona una matriu
d’Hermite.

Hi ha una definicé analoga pel cas de forma normal d’Hermite en columnes,
transposant la definicié anterior (exercici al lector).

Teorema 1.39. Ezisteiz una forma nomal d’Smith associada a B € My (Z).

Demostracié. Es suficient demostrar que tota matriu no trivial hi ha opera-
cions elementals unimodulars en files i columnes sobre la matriu B (i per tant
multiplicant per certes matrius unimodulars Uy, Vi, i By = Uy - B - Vp) per a
obtenir

amb f; > 0 natural i C; € My_1xm—1(Z) on f; divideix a cada coeficient de
C4, on iterant el procediment fins arribar a que C; és la matriu de zero o no
queda matriu, s’obté una forma normal Smith associada a B.

Explicitem ara un algoritme iteratiu fent canvis unimodulars elementals en
files i columnes a B per a obtenir By, escrivim B = (b; ;);; on b; ; coeficient en
la matriu B corresponent a la fila ¢ i columna j de la matriu B.

Algorisme:
Pas inici, matriu B.

e Cas 1. En la fila 1 ha ha b;; on b1 { b1;. Llavors per lalgorisme
d’Euclides
le = b171q + b

amb 0 < b < |by1]. Fem Cj nove := C; — ¢C1 (a la columna j li restem
q cops la columna 1) e intercanviem columna 1 amb columna j. I tornem
amb la matriu resultat al pas inici.

e Cas 2. (En el cas que cas 1 no es déna), en la columna 1 hi ha b;; on
b111bj1, fem un procediment analeg al realitzat en el cas 1 (pero en files
enlloc de columnes) per a obtenir el nou by ; amb valor absolut més petit
que el que teniem, i a més positiu. I tornem amb la matriu resultat al pas
inici com a nova matriu B d’inici.

e Cas 3. (Enel cas 112 no es donen). Si by divideix cada element de la
fila 1 i columna 1, fent operacié elemental tercera fem zeros amb canvis
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elementals unimodulars a sota i a la dreta del by ; i obtenim una matriu

de la forma
b0 ... 0

prova(By) = 0 ;

: C1

0

Si by,1 divideix cada element de C{ ja hem finalitzat i prova(B;) triem
com matriu B;. En cas que no 3 un coeficient de Cf, diem c¢;y1 j+1
(corresponent a la fila i,columna j de C7) on by 1 1 ¢ig1,5+1 fem Fi nopa =
Fy 4+ Fiyq, és dir sumem la fila i + 1 a la fila 1 de la matriu B. T tornem
amb la matriu resultat al pas inici.

I tornem amb la matriu resultant al pas inici.

Aquest pas 1,2, i 3 finalitza algun moment, ja que 1,2 sempre redueix coeficient
|b1,1] i el pas 3 un cop fet els pas 1 o 2, també, com nombres naturals menors
que un de fix és un nombre finit, aquest procediment finalitza en algiin moment.

Un cop obtinguda B, iterem el procediment fins a obtenir una forma d’Smith.
O

El segiient resultat es demostrara a la classe de problemes del curs.

Fet 1.40. Donada B € Myxn(Z), sol hi ha una dnica forma normal d’Smith
associada a B i que denotarem per Sm(B).

Corol-lari 1.41. Tota matriu unimodular U de mida N és producte de matrius
elementals unimodulars, © per tant tota matriu unimodular s’obté com a producte
de matrius elementals unimodulars.

Proof. De la demostracié de I'existencia de la forma normal Smidth per a B =
U tenim existeixen U,V unimodulars que provenen de producte de matrius
elementals unimodulars on UUV = diag(ni,...,ny) = Sm(B). Ara com el
determinant de Sm(B) ha de ser £1 aix0 implica que ny,...,ny = 11 com la
inversa d’una matriu unimodular elemental és també una matriu unimodular
elemental obtenim U és producte de matrius unimodulars elementals (ja que U
i V son producte de matrius elementals unimodulars i també ho compleix U !
i V=1 i per tant també és producte de matrius elementals U'V ! = U) O

Observacié 1.42. Magma té implementat com donada B € My (Z) trobar
la forma normal d’Smith Sm(B) associada a B i unes matrius unimodulars
UV onU-B-V =8m(B), via el codi Magma segiient:

INPUT:\\
B:=Matrix(3,4,[2,3,6,2,5,6,1,6,8,3,1,1]1);
B;

Sm,U,V:=SmithForm(B) ;

Sm;

U;

V;

U*B*V;

QUTPUT:
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[2 3 6 2]
[56 1 6]
[8 31 1]
[1 00 0]
[0 10 0]
[0 01 0]
[1 0 0]
[0 1 0]
[0 0 1]

[ -31 13 -16 -63]
[ 119 -50 62 242]
[ -19 8 -10 -39]
[ -90 38 -47 -183]
[1 00 0]
[0 10 0]
[0 01 0]

Podeu introduir el codi a : http: //magma. maths. usyd. edu. au/calc/

Lema 1.43. Donat un sistema lineal de M equacions ¢ N incognites a coefi-
cients enters (B|b) i matrius U,V unimodulars on Sm(B) =U - B-V. Llavors

les solucions (x1,...,ZN) € ZN del sistema lineal, corresponen a
Ty n
=V
TN Yn
n
on (y1,...,yn) € ZN sén les solucions enteres de Sm(DB) =U"-b.
Yn

Demostracié. Observeu que (B|b) = (U~1Sm(B)V ~1|b) i per tant son equiva-
lents a les solucions enteres de (Sm(B)V ~1|U-b). Ara fent el canvi de variables
y = V™l obtenim el resultat. O

Exemple 1.44. Trobeu les solucions enteres pel sistema lineal

2 3 6 2| 2
5 6 1 6|1
8§ 3 1 1| 3

Tenim que hem calculat abans la foma Smith i matrius unimodulars on U =

I3 i obtenim sistema en (y1,...,y4) a estudiar segiient:
1 0 0 0| 2
01 0 0|-11,
00 1 0 3
d’on (y1,y2,y3,y4) = (2,—1,3,t) amb t € Z i per tant
I -31 13 -16 -63 2 —123 — 63t
| 119 —s0 62 242 1| | 4v4 424
-19 8 —-10 -39 3 - —76 — 39t

TN -90 38 —47 -183 t —359 — 183t


http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/
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Teorema 1.45. Donada E € Myxn(Z) amb rang M, existeix una forma
normal d’Hermite en files H associada a E i matriv unimodular U onU-E = H.

0 | Dy
Hj és una matriu k x k en forma normal d’Hermite en files, i s’obté Bry1 a
partir de By de la forma algoritmica segiient:

- . . .. Hy | C
Demostracid. [Un esbog] Un algorisme és el segiient, on By = k k ) on

Sigui di,...,d,_k les entrades en la primera columna de Dy, podem pensar
tots > 0 (multiplicant la fila corresponent per -1 si fa falta). Escrivim d =
ged(dy, ..., dn—f) per a posar-ho al coeficient k + 1,k + 1 de la matriu usant el
Pas 1, Pas 2 de la demostracié del Teorema fent operacions unimodulars
tant sols en files involucrant les files £ + 1 fins n, tot fent zeros a sota posicié
k+ 1,k + 1 un cop aconseguit el valor d en aquesta posicié via tercera operacio
elemental unimodular, i també sobre de la posicié k+ 1, k+ 1 fent que els enters
sobre aquest pivot de valor d siguintots positius o zero i menors que d. O]

Observacié 1.46. Hi ha un analeg per a forma normal d’Hermite en columnes,
que la formulacié del resultat analeg al Teorema anterior és:

Donada E € My a(Z) de rang N, llavors existeix una forma normal d’Hermite
en columnes H i U unimodular complint que FU = H.

Teorema 1.47. Sigui A’ ¢ A C RN on A és una subzarza de A, i A i A
son de dimensié maxima N. Llavors per a cada base (by,...,by) de A on
A(B = (b1]...|bn)) existeix una base (b)|...|by) de A" = A(B' = (bi]...|by))
on B'= B - H on H és una matriu en forma normal d’Hermite en columnes.

Demostracié. Com A’ C A(B) tenim que B’ = B -V amb V una matriu a

coeficients enters. Per tant existeix U unimodular complint que VU = H (amb
H en forma normal d’"Hermite en columnes) d’aqui

B -U=B-V-U=B-H

Ara les columnes de B’ - U continua donant una base per a A’ pel Lemma |1.30
per tant el resultat. O

Observaci6 1.48. Magma pot calcular també una forma normal d’Hermite en
files via la instruccio

H,U:=HermiteForm(V);

1.4 Classificacié de grups abelians finit generats

Definicié 1.49. Un grup abelia F' s’anomena lliure en un subconjunt A C F
si per a tot © € F' amb x # 0, existeizen enters unics ny,...,n, € Z i elements
unics d’A: ay,...,ar, € A complint que x = njay +...+n.a.. Diem llavors que
A forma una base per a F.

Observacié 1.50. Si F' és un grup abelia lliure, llavors element neutre Op de
F sempre s’escriu per a tot subconjunt finit A’ de A com 0p = mya) + ... mea;
amb A" = {a},...,al,} i m; naturals tots iguals a zero. Efectivament, si no
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fos aix{ voldria dir existeix un conjunt finit A’ i m}s no tots zeros i per tant
un z # Op tindriem que z i * + Op = z tindrien dos expressions, en contra la
definici6 de grup abelia lliure.

Observacié 1.51. Fixem-nos que si F' és un grup abelia lliure on 0 és ’element
neutre, llavors F' no té torsio.

Efectivament, recordem que un f € F amb f # O és de torsid si existeix
un natural n # 0 on nf = Op, com f = nja; + ... + n.a, amb a; € F
Unics 1 n;’s naturals tnics i no sén tots zeros perque f # Op tenim n - f =
(nny)aj +...4 (nn,)a, i per la unicitat de I'expressié no potser igual al neutre.

Lema 1.52. Si By, By son dues bases per un grup abelia lliure F' llavors tenen
la mateiza cardinalitat.

Demostracié. En aquest curs sol demostrarem pel cas que ambdues bases B;
son finites. Observem que si B = {vy,...,v:} una base de F formada per un
nimero finit d’elements (tenim que podem escriure F' = Zvy + ... + Zv; 1 les
expressions amb aquesta suma sén dniques).

Considerem 2F, que és un subgrup (abelia) de F' (exercici al lector) i en
particular es subgrup normal de F' d’aqui obtemin que F/2F és un grup abelid

on compleix [z] + [x] = [0F] i aix0 permet dotar a F/2F d’espai vectorial sobre
el cos K = FFy (exercici al lector).
Provem tot seguit que {[v1], ..., [v¢]} és una base del Fo-espai vectorial F'/2F":

*clarament és un sistema generador perqué donat [z] € F/2F podem escriure
T = nqv1+...+nu amb n;’s natural i per la propietat del grup quocient tenim

[2] = nifv1] + ... + nefvg]

i com 2[v;] = [0p] tenim [x] = 71 [v1] + ... + 1t[vs] on 7; és la reduccié modul 2,
on n; € .
*per a demostrar que [v1], ..., [v;] son Fa-linealment independents, observem

que si no ho fossin tenim una igualtat en F//2F de la forma
[vi,] + ..+ [vi,] = [0F]
on {v;,,...,v; } un subconjunt de la base B i per tant en F' tenim
Vip + ...+ v, =2kv ..+ 2k

per a certs k;’s enters, cosa imposible de ser F' lliure, per tant obtenim que
[v1], ..., [vs] son vectors Fo-linealment independents de F'/2F.

Tornem ara a la demostracié del Lemma. Si tenim dues bases B;, ambdues
finites d’ordres §2; respectivament, obtenim que

dimp, F/2F = Q;
i per tant € = Q5 com voliem demostrar. O

Definicié 1.53. Donat F' un grup abelia lliure amb una base A, llavors el rang
del grup abelia lliure correspon al cardinal del conjunt A.

Exemple 1.54. El grup abelia (Z*,+) és pot demostrar (exercici al lector) que
és un grup lliure de rang £ on una base és: (1,0,...,0),...,(0,...,0,1).
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Teorema 1.55. Sigui M un grup abelia lliure de rang ¢ € N. Llavors qualsevol
subgrup N de M és lliure de rang com a molt €.

Demostracio. Fem-ho per induccié respecte del rang ¢ del grup abelia M.

Suposem que ¢ = 1. Llavors ¢ : M = Z un isomorfisme de grups abelians
(fem anar una base {e;} de M via e; — 1). Com N és un subgrup de M,
correspon ¢(N) a un ideal nZ de Z, si n = 0, tenim N = 0 de ser ¢ mono i
N és lliure de rang zero. Suposem n # 0. Podem construir ¢ : Z — N via
m — mp(~1(n) que és un morfisme de grups epi i mono (exercici al lector), per
tant N 2 Z i per tant N és un grup abelia lliure amb base I'element ¢ ~1(n) € N
i per tant de rang 1.

Suposem ara el teorema cert per a grups abelians lliures fins a rang ¢ —
1. Sigui x1,...,x, una base per a un grup abelia lliure M de rang ¢ i volem
demostrar que tot subgrup és lliure de rang com a molt £. Definim ’epimorfisme
de grups abelians projeccié proj : nixy + ...+ nyx, — n, de proj : M — 7Z,
(comproveu com exercici que proj és efectivament un epimorfisme de grups
abelians) on el nucli de proj és justament un grup lliure de rang ¢ — 1 generat
per xi,...,Tp_1, i considerem la restriccié del morfisme projeccié al subgrup
N, projly : N — Z que és morfisme de grups (exercici), on ker(proj|n) és
un subgrup de ker(proj) i per tant ker(proj|y) és un grup abelia lliure de
rang com a molt £ — 1 amb base vy, ...,vs per hipotesi d’induccié. Observem
im(proj|n) = (t) (recordem ém denota la imatge) per a cert ¢ natural. Si
t = 0 obtenim ker(projjy) = N i per tant lliure. Si ¢ # 0 triem my € N on
proj|n(my) = t, i deixem al lector demostrar que N = v1Z+...+vsZ+mpyZ i
v1,...,Us, mpy és una base per a IV i per tant N és lliure de rang s +1 < /. [

Teorema 1.56. Sigui M un grup abelia lliure de rang N i sigui N un subgrup
abelia de M. Llavors existeiz una base (y1,...,yn) de M on (diy1, ..., dmym)
és una base per a N onm < M i d; > 1 son naturals complint dy|da|. .. |dp,.

Demostracié. Considerem ¢ : M — Z¢, via ¢(>. ny;) = (n1,...,nar), i deixem
com exercici al lector que ¢ és un isomorfisme de grups abelians. Es facil obtenir
que ¢(N) és una subxarxa de Z‘ generat per certa base de N (ja que és un grup
abelia lliure de rang s < ¢). Sigui B’ una base de la subxarxa ¢(N) respecte
una base fixa B de Z"V que podem considerar la base “canonica”’, on escrivim
B = Iy, B' € Mnxs(Z) on les matrius columna de B’ és una base de ¢(IV)
a coordenades en la base canonica (és a dir ¢(N) = ¢(Zty + ... + Zts) =
Zé(ty) + ... + Zo(ts) és una subxarxa de Z¢ on ¢(t1),...,d(ts) és una base
d’aquesta subxarxa on descrivim ¢(t;) descrivim per un element de 7* respecte
base e; := (1,0,...,0),...,e; := (0,...,0,1) de Z*). Tenim que multiplicant
per una matriu V unipotent obtenim que B’V és una nova base de ¢(N) respecte
la mateixa base triada que expresem coordenades dels elements de la subxarxa
respecte la xarxa Z¢, veieu Lemma m(Q) Ara si canviem base {ey,...,es} de

7! per una altra base (y},... ,yy) de 7* correspon a multiplicar per una matriu
U unipotent (on en U~! la i-essima columna corresponen a la descripcié de
y; en coordenades en eg,...,e;) i per tant UB'V és la descripcié d’una base

de ¢(N) respecte la base nova de ZV {yi,...,y,}. Per la factoritzacié Smith,
podem triar U,V on UB'V = Sm(B’) = diag(dy,...,ds,0,...) obtenim doncs
el resultat entre ¢(N) i Z*. Usant finalment 1'isomorfisme ¢ s’obté el resultat
sobre M i N com en ’enunciat del teorema. O
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Definicié 1.57. Un grup abelia M s’anomena finit generat (i escriurem f.g.)
si emisteizen my,...,m; € M amb £ € Nyy on M = m Z+ ... +m;Z, és a dir

. 7
tot element de m € M es pot escriure com m = Zi:l T;.mM; Per a cents enters
T m- H

Teorema 1.58. Sigui M un grup abelia finit generat, llavors tenim un isomor-
fisme de grups B on
M =P 7V P (@i Z/(di))

on di|ds| ... |ds naturals positius.

Demostracio. Escrivim M = miZ + ... + m;Z, i definim g’ : 7Z8 = M via
(mati+...+mgt;) = B'(t1,...,t;) amb t; enters. Deixem al lector demostrar que
B’ és un epimorfisme de grups abelians. Tenim llavors que ker(3’) és un subgrup
abelia del grup abelia lliure 7t per tant és lliure, pel teorema anterior tenim
una base de Z‘: y;,...,yx on una base de ker(f3') s’escriu per: diyi,...,dsys,
per tant pel teorema d’isomorfia obtenim

B:Z! [ker(B') == M
iZ8 ker(B2Z)d1 @ ... ©ZL)d, 715 d’on el resultat amb ¢t = { — s. O

Observacié 1.59. Es pot demostrar que el ¢ i (dy,...,ds) associats al grup
abelia finit generat M del Teorema sén Unics, i per tant s'obté una classi-
ficacié de grups abelians finit generats. Al valor ¢ s’anomena el rang del grup
abelia finit generat M, on el sumatori @(®5_,Z/(d;)) és un subgrup abelia finit
i amb torsié i Z! és un grup abelia lliure (i sense torsid).

3No confoneu finit generat amb la nocié de lliure, fixem-nos que els n;,m aqui no sén
necessariament unics.
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Enumeracio.

2.1 Comptar en conjunts finits, consideracions
inicials
Donat A un conjunt denotem per |A| el cardinal del conjunt A, en particular si

A és un conjunt finit, denota el nombre d’elements del conjunt A.

Principi 2.1 (d’adicié). Siguin Ai,...,Ar conjunts finits disjunts dos a dos
(és a dir A;yNAj =0 peri# j) llavors

k
AL UL U AR =) |4,
i=1

Lema 2.2. Sigui A un subconjunt d’un conjunt finit 2, llavors
[\ Al = Q] - [A4],
on recordem que per dos conjunts C, D es defineiz C\ D :={c € C|c ¢ D}.

Proof. Escrivim Q = A C (Q\ A) com unié disjunta de dos conjunt, pel principi
adicio finalitzem. O

Lema 2.3 (propietat multiplicativa). Donats A, B conjunts finits llavors
A x B| = |A]-|B].

Demostracio. Escrivim com subconjunts disjunts A x B = J,c 4{a} x B, pels
principi d’adicié i que |{a} x B| = |B].

Principi 2.4 (regla del producte de compteig). Si tenim un proces en t etapes
amb ordre: on en la primera etapa hi ha nq-possibilitats, en la segona etapa hi
ha ns-possibilitats independentment de la tria en la 1a etapa, i successivament,
on finalment en letapa t hi ha ng-possibilitats independentment de les tries
anteriors, llavors en aquest procediment hi ha exactament ny-ng-...-n; maneres
diferents en aquest procés.

21
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Seleccions en elements d’un conjunt X de N-elements:

Permutacions: és una seleccié d’elements d’un conjunt X on ordre de tria
importa.
Combinacions: és una seleccié d’elements d’un conjunt X on no importa ordre
de tria (per tant correspon a ’eleccié d’un subconjunt de X).

Distinguim les segiients situacions de compteig:

e Permutacions amb repeticié. El nombre de seleccions de k elements
d’un conjunt X de N elements on podem repetir els elements del conjunt
X ho denotem per PR?V. Fixem-nos que per la regla multiplicativa tenim &
etapes, la primera etapa es triar un element del conjunt X i per tant tenim
N possibilitats, en la segona etapa és igual ja que permetem repeticio,
iterant el procediment obtenim que

PRE, = N*.

e Permutacions sense repeticié. El nombre de seleccions de k elements
d’un conjunt X de N elements on NO podem repetir els elements del
conjunt X ho denotem per P¥. Pensem k < N altrament no és possible
cap seleccié i per tant PJ’\“, = 0si k > N. Altra vegada usant la regla
multiplicativa el primer cas hi ha N possibilitats, i queda fer ara una
seleccié de k — 1 elements en un conjunt de N — 1 elements PY = N - P~}
iterant el procediment obtenim llavors

N!

p]'f,:N.(N_1)...-P]1V_(k_1)=N-..--(N—k+1)=m-

¢ Permutacions amb certes restriccions en repeticié: El nombre de
seleccions de k elements del conjunt X = {aq,...,an} d’N-elements on
lelement a; apareix k; > 0-vegades en aquesta seleccié complint & =
k14 ...+ ky. Anomenem el nombre de totes aquestes permutacions per
PRk A leul 1
N . Anem a calcular aquest valor.

Fixem una d’aquestes seleccions de k elements, considerem el conjunt
Y ={11,..., 1,21, -, 2%y, .-, N1, ..., Ny }

pensant k; > 1 altrament no apareix. Observem que Y té exactament k
elements on una seleccié ordenada sense repeticié del conjunt Y correspon
a k! possibilitats, ara si no distinguim els k1 1’s, ni els ky N's tenim que
d’aquests k! possibilitats s’ajunten en kq!-...- ky! i per tant

k!

Pk17~~»,kN — )
N kil k!

e Combinacions sense repeticié: consisteix en ’eleccid en el conjunt X
d’agafar k elements sense importar ’ordre de tria, en particular correspon
als diferents subconjunts de k elements que es poden triar en el conjunt
X. La quantitat d’aquestes seleccions, o d’aquests subconjunts s’anota

perOJ’%—(J]::[).
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D’eleccions possibles comptant I'ordre de tria n’hi ha P¥ perd n’hi ha
exactament k! iguals si no volem comptar I'ordre, d’on

ot — Pk N!

kRN — k)

e Combinacions amb repeticié: consisteix amb les eleccions de k ele-
ments d'un conjunt de N elements podent fer repeticié i sense importar
ordre eleccié. Mirem quantes possibles eleccion, hi ha, denotem aquests
nombre per CRf“V. Podem traslladar aquest problema de compteig via a
posar k boles i cal col.locar N — 1 pals separant entre elles, de manera que
el nombre de boles entre pal ¢ al ¢ + 1 correspon a l’element a; 1 repetit
tantes vegades com les boles entre aquests dos pals, per tant correspon a
triar entre niimero de boles i nimero de pals el lloc on posem els N —1 pals,
és dir d’un conjunt d’elements k4 (N — 1) triar-ne N — 1 que corresponen
a les posicions a posar els pals, per tant

k N—1
CRy = Ck+(N—1)'
Exemple 2.5. Considera el conjunt A n = {(x1,...,2n) E NV|k =21 +...+
TN}, quin valor té |Ag n|?

Fizem-nos per k = 4 i N = 3 podem pensar que correspon a posar 4 1’s i cal
posar dos pals per a separar per exemple 1 + 1 + 2 correspondria a 1|1|11, per
tant aquest nombre correspon a un conjunt de k+ (N — 1) elements on cal triar
subconjunts de N — 1-posicions on posar els pals, i per tant

Ak,N<k+]\§]izl) >

2.1.1 Binomi Newton i primeres propietats nombre com-
binatori

Escrivim (A+ B)Y = (A+ B)-...- (A+ B) = Z;V:OnjAjBN’j, amb N > 1

natural, i calculem el valor n;. Fixem-nos que per a obtenir AIBN=I cal triar

i paréntesis amb la A i N — i paréntesis amb la B, per tant d’un conjunt N

corresponent als N intervals (A+ B) cal triar-ne i sense importar ordre per tant

obtenim

Més en general si considerem (A; + ...+ Ax)F el coeficient corresponents a
grau k: A]fl . .-Af\,N onk = ki+...+ky correspon dels k intervals (A;+. . .+AN)
triar-ne k1 amb Aq’s, ..., kxy amb Ap’s, per tant el nombre d’aquestes seleccions

correspon a:
k! _ k
k). ky! O\ ki, kN )

Lema 2.6. Tenim les segiients propietats dels nombres combinatoris:

()=
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N N -1 N -1
Q(k):( k )+<k1)amb0<k<N.

3. (adicid paral.lela) Zf:o ( N%Z ) = ( N+:+1 )

7

4. Convolucio de Vandermonde: Zf:o < ]j ) ( k]\i[z > = ( N_};M >

Demostracié. La primera propietats és clara, si volem argumentar-ho comptant-
ho, serien paraules de longitud N on serien k zeros i N —k 1’s i podem permutar
els 0’s i 1’s. Referent a la segona propietat, observem que els subconjunts de
mida k d’un conjunt X de mida N es pot dividir amb els que NO contenen cert
element A del conjunt X i per tant n’hi ha C%_, i els que contenen A i per
tant cal elegir k — 1 elements en un conjunt de N — 1 elements i per tant n’hi
ha Cﬁ,ill obtenim la segona propietat.
Per la tercera propietat, es pot obtenir per iteracié de la segona via:

k+1

O = Ok +ON L = CRo + O + O8N S =... = ) O
=1

Per a demostrar la convolucié de Vandermonde, sol observem que si tenim N
boles blanques i M boles negres, i ajuntem-les amb un conjunt de N 4+ M boles
(pensem que podem distingir totes les boles) volem triar exactament i boles
N M

k—
recorrent totes les possibles subconjunts de k£ elements en les N + M boles
totals i com una tria, triarem ¢ boles blanques i £ — ¢ boles negres obtenim el
resultat. O

blanques i k — i boles negres que correspon a seleccions,

2.1.2 Principi inclusié-exclusio
Principi 2.7. Donats dos conjunts finits A, B, llavors
|AUB| =|A|+|B|—-|ANB|.

Demostracid. Escrivim AU B com unié disjunta de (A\ B)U (B\ A)U(ANB)
i observem que (A\ B) = A\ (ANB)i(B\A) =B\ (AN B), pel lema 2.2
tenim |A\ (AN B)| = |A| — |AN B|, d’on obtenim el resultat. O

Principi 2.8 (d’inclusié-exclusid). Siguin Ai,..., Ay N conjunts finits. Lla-
vors

|AjU...UAN| =

N

STIAI=D D JANA [+ A=) YT AN A A (DN T A,
i=1 i<j i1 <o <

(2.1)

Demostracié. Triem x € A1U. .. Ay arbitrari que es troba en exactament ¢t < N
dels N conjunts Aq,...,Ay. Provarem que x esta comptat exactament un cop

en l'expressi6 ([2.1)).

.ﬂAN|.
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Efectivament, en el terme Zfil |A;| Pelement = esta comptat exactament ¢
vegades.

En el segon terme Y. _.|A;NA;| com lelement = que es troba en ¢ conjunts

i<j
N t .
es trobara exactament en ( 9 ) factors i per tant comptat aquest nombre

combinatori.
En general en el terme r (amb r < ¢t < N) lelement = apareix comptat

exactament

Per tant en 'expressi6 ([2.1) element x surt comptat exactament

() (1) v (Do)

i observem que 0 = (14 (=1))f = 3¢ (~1) < ; ), per a concloure que

§=0
estd comptat exactament un cop en ([2.1)). O
Exemple 2.9 (Desarreglaments). Considerem un conjunt finit X = {a1,...,an}

d’N-elements. Considerem una permutacio del conjunt X : per = a;, G, ... Gy -
Un desarreglament per a per és una permutacio del conjunt X on cap element
es troba al seu lloc, és a dir b= ap, ...ap,, diem b és un desarreglament per a
per siap, # a;; per atot j=1,...,N.

Per exemple, si X = {1,2,3,4} i per = 1234, tenim que 4123 és un desar-
reglament, en canvi 1423 no ho és.

Qiiestié 2.10. Quants desarreglaments hi ha per a la permutacio firada per
del conjunt X on X és el conjunt {ai1,...,an} amb N elements?

Escrivim per Ag al conjunt de permutacions de X que deizen fix [’element
ai, en el lloc s. Si denotem per Dy, els desarreglaments de per del conjunt X
obtenim que

N

Dyer = Sn\ (| 41)

s=1

on Sy denoten totes les permutacions del conjunt X (que n’hi ha N!). Fizem-
nos que |As| = (N — 1)l on tenim lloc s fizat per Uelement a;_ pero les altres
possicions tenim llibertat per a distribuir N—1 elements amb ordre. Similarment
obtenim que |A;; N... A; | = (N —r)l. Per tant pel principi d’inclusié-exclusio
obtenim

| Dper| = N!—( v >(N—1)!+...+(—1)T< N )(N—r)!+...+(—1)N( N ) _

11 o1 N1
N!(l—u—i—m—i—...—i—(—l) ﬁ+...+(—1) N!>

1 per tant obtenim el nombre de desarreglaments. E|
1Recordeu que e~ ! = 1- % + % +...+ (fl)T% +...)= Zizo %
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2.1.3 Principi de Dirichlet (o del colomar)

Principi 2.11 (de Dirichlet). En una seleccié de k + 1 elements o més, d'un
conjunt que té k elements, almenys algun element apareiz dos cops o més.

Anem a donar un exemple d’aquest principi.

Lema 2.12. Donada una successio creizent: {aj}?il de 2n nombres naturals
diferents on 1 < a; < 3n, és a dirl < ay < ... < azp, < 3n. Llavors existeix
1,7 < 2n amb a; < a; complint que a; —a; =n — 1.

Demostracid. Observa que aq,...,a2,,a1 + (0 —1),...,a2, + (n — 1) sén 4n
nimeros entre 11 4n — 1 per tant hi ha dos nimeros iguals per tant existeix i, j
ona; =a;+ (n—1). O

Principi 2.13 (de Dirichlet, IT). En una seleccid de k elements en un conjunt
que té N elements (amb N < k), llavors hi ha algin element que apareix almenys
[£] vegades (on [t] denota aqui la part entera del nombre real t).

Anem a fer-ne una aplicacié

Proposicié 2.14 (Erdos-Szekeres, 1935). En una successié qualsevol de N? +1
enters diferents o bé hi ha una subsuccessid estrictament creizent de N + 1
elements o bé hi ha una subsuccessio estrictament decreizent de N +1 elements.

Demostracio. Sigui ay,...,an241 successié original. Per a cada ¢, denotem
per ¢; la longitdu de la subsuccessié creixent que comenga per a;. Si algun
¢; és més gran que N + 1 ja finalitzem. En cas contrari, obtenim N2 + 1

enters: cj,...,cny2,cn241 entre 1 1 N, per tant pel principi de Dirichlet, hi ha
2 .
[%] = N + 1 enters iguals, suposem doncs que
Ciy = ... = Ciy,,y ambip < ... <Z'N+1
Afirmem que a;,,...,a;y,, és una subsuccessié decreixent. Efectivament, si no

ho fos existiria k on a;, < a;,,, ara usant que la subsuccessi6é creixent més
llarga que s’inicia per a;, ., t¢ longitud c;,,, obtenim una subsuccessié creixent
a partir de a;;, de longitud ¢;, ., +1, per tant ¢;, > ¢;;, +1 en contradiccié que
aquests valors eren iguals. O

2.2 Grups actuant sobre un conjunt X definint
un conjunt quocient

Definicié 2.15. Sigui X un conjunt i G un grup, diem que G actia en X (per
Uesquerra) si tenim una aplicacié

h:GxX =X
(9,%) = g * x := h(g, v)
que compleix les propietats segiients:

1. h(g1-g2,x) = (91 - 92) *x = g1 * (g2 * ) = h(g1, h(g2, 7)),
2. h(l,z) =1xz ==.
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En aquesta situacid definim G = {g € Glh(g,z) =z} i Xy := {o € X|h(g,z) =

Observacié 2.16. De manera similar diem que un grup G actia en X per la
dreta si demanem que h compleizi h(gy - g2, ) = h(g2, h(g1,2)) (i h(1,2) = x).
Enlloc d’escriure la relacio donada per h amb la notacio de la definicio anterior
que seria: (g1 - g2) * T = ga * (g1 * ), ho escriurem h per accions per la dreta
mitjancant h(g,x) =: x x g on llavors és més natural la propietat requerida
per Uapliacid h escrivint-se en accions per la dreta mitjancant x * (g1 - g2) =

(z%g1) * ga2-
Lema 2.17. El subconjunt G, de G és un subgrup de G.

Demostracio. Recordem que donat un grup G amb 'operacié EL un subconjunt
H C G és un subgrup de G si H amb l'operacié - és un grup, i és equivalent a
demostrar que Vhi, hy € H llavors hy - h;l €EHilgeH.

Per tant per a demostrar que el subconjunt de G donat per GG, és un subgrup,
hem de veure que donats g1, g2 € G, llavors gy '92_1 € G, ilg € G, (on aquest
ultim és clar). Ho demostrem aqui quan G actiia en X per l'esquerra (si ho fa
per la dreta exercici al lector).

Observem primer si pensem g x¢ = h(g,x), fixem-nos que la propietat
91 *¢ (92 xx) = (g1 - g2) *¢ « s'escriu com h(gy, h(g2,x)) = h(g192, x).

D’aquisi g € G, tenim h(g,z) = x, i observem llavors g~ 1xgx = h(g
h(g=t, h(g,x)) = h(g~tg,z) = h(1,z) = z, per tant g~ € G,.

Agafem ara g1, g2 € G, iestudiem (g195 )*qz = h(g1g5 *, ) = h(g1, h(gy *, )
com h(gy ', ) = x per ser g;* € G, tenim (9195 *)*g = h(g1, ) = = on I'iltima
igualtat prové que g1 € G, per tant el resultat. O

)=

Definicié 2.18. Sigui G un grup on actia en X (per Uesquerra). Donat
r1,T2 € G diem que x1 ~g T2 Si i només si existeir g € G on g * x1 = To.

Lema 2.19. El conjunt X amb una accio pel grup G, llavors ~g dona una
relacio d’equivaléncia en el conjunt X.

Demostracid. Fem la demostracié quan 1’accié és per I'esquerra (exercici al lec-
tor quan ’acci6 és per la dreta).

Transitiva: si ©1 ~ x2 i 9 ~ x3 tenim x9 = g1 * x1 1 T3 = go * T2 per certs
92,91 € G, d’on (go - g1) *x1 = go * (g1 * 1) = g2 * xo = x3 1 per tant z1 ~ x3.
Simetrica: si x1 ~ xo tenim zo = g1 * x1, per tant gl_1 X Lo = gl_1 x (g *xx) =
(91_1 cg1) *x1 = 1xx1 =71 1 per tant zo ~ x7.

Reflexiva: clarament x ~ x de la propietat que 1 %z = . O

Observacié 2.20. Donat un grup X amb operacid o, i M un subgrup de X
podem considerar £; : M x X — X donat per £;(m,x) := m e x. Fizem-nos
que aizo dona l'accio de M en X i podem formar conjunt quocient de classes
laterals del grup X pel subgrup M per l’esquerra. Similarment podem considerar
Uaccid per la dreta £.(m,z) := x @ m, i fer el conjunt quocient del grup X pel

2Un conjunt G amb una operacié - és diu que és un grup si (G, -) satisfa la propietat
associativa, element neutre, i tot element té invers. En cas que I'operacié sigui commutativa
diem que (G, -) és un grup abelia.

3En cas que 'accié de G sobre X sigui per la dreta, definim x; ~g x2 si i només si
h(g,z1) = z2 (és a dir h(g,z1) = 1 * g = z2).
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subgrup M per la dreta, correspon al que s’anomena classes lateral per la dreta
del subgrup M de X. Problema: quina relacio hi ha entre les classes laterals del
grup X pel subgrup M per l’esquerra ¢ per la dreta, en particular entre aquests
dos conjunts quocients?

Donat X amb una accié per un grup G podem considerar el conjunt quocient

M=X/~¢.
Qiiestié 2.21. Com calcular |M|?
Lema 2.22 (Burnside). Sigui X un conjunt finit i G un grup finit que actia
en X. Llavors . .
M= = S X = = 3 (Gl
| | geG | ‘ reX

Demostracid. Fem la demostracié per accions per esquerra (per la dreta exer-
cici al lector).
Fixem-nos que

Yo 1G = H(wg):gra=a} =) |X,]

reX geG

per tant obtenim > o |Xol =3, ¢ x |Gl
Considerem la classe de z, via [z] = {g * z|g € G} C X i observem que

[[x]| = % i obtenim
Gl = [2)lIGal = Y 1G]
y€la]
ja que si y € [z] tenim |G| = |Gy||ﬂ Per tant:
IMIIGI = D0 DG =) 1G],
[z]eM y€Elx] zeX

O

Qiiestié 2.23. Fem collarets amb N boles i cada bola podem wusar c colors.
Quants collarets son possibles amb els valors N i ¢ fix?

4Fixem-nos que [z] = {x = go * ©,91 * z,...,gs * T} per a certs g; € G, amb g; x x #
gj * x. Considerem ara U_,¢;G. C G, fixem-nos que g;Gz N g;Gz = 0 si i # j ja que
sino, obtenim que g;h = gjh’ amb h,h’ € Gz i per tant g{lgi = h'h~! € G,, per tant
gj *xT = gj * ((g:1g) *z) = (gjg].*l) * (gi * ) = g; * x. D’aqui obtenim que U;_g;G+ és una
unié disjunta d’elements del grup G. Afirmem que aquesta unié disjunta és exactament el
grup G i que |g;Gz| = |G|, i un cop demostrat aquesta afirmacié obtenim que |G| = |Gz||[z]|
com volem detallar en aquest peu de pagina. Fixem-nos ¢ : Gz — g;Gx amb t(g) = g;g és una
bijeccié amb laplicacié inversa u(g) = g{lg i per tant |Gz| = |9;Gz|. Sigui ara g € G tenim
que g * x = g; * x per a cert g; i per tant g;lg € Gz d’on obtenim que g € g;G5 i per tant
G =Ui_y9:Gz.

5Recordem y € [z] és de la forma y = g; * = per cert g; € G fixem-nos que gi_legi C Ga
. —1 -1 -1 —1 —1
ja que (g; "hygi) xx = (9; hy)xy = g; xy =g; =*(gi*z) = (g9; gi) xz = z per a
tot hy € Gy, d’on |gflegi\ < |Ggl. Ara, veiem que (gtigi_l) xy = y: efectivament
(9ihag; )y = (gihag; ) *(gi%2) = (gihag] 'g9:)*x = gi(ha*x) = gi*x = y per atot hy € Gy
per tant \gingfl\ < |Gyl, deixo com exercici al lector demostrar que |ging;1| = |Gz| i

—1
lg; " Gyagil = |Gyl
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Per exemple per N = 4 i ¢ = 2 tenim 6 possibilitats de colors. [Hem fet el
dibuix a classe]

Formalitzem aquest exemple en un context matematic. Considerem una
aplicacié f : X — C on X = {aj,...,an} correspon a les N boles, i C el
conjunt de colors a usar, d’una aplicacié f concreta obtenim un collaret (hem
estirat el collaret i diem possicié 1 fins possicié N). No obstant si fem una
rotacié en un collaret, obtenim el mateix collaret perd pensant com aplicacié a
la possicié i + j i assignem el color que tenia anteriorment la possici6 ¢ (on j
es fix de la rotacié produida), per tant tenim una ’aplicacié del conjunt X al
conjunt C' diferent de la f inicial, fixem-nos que obtenim el mateix collaret no
obstant ’aplicacié que associariem és diferent, volem doncs identificar aquestes
diferents aplicacions que donen el mateix collaret. Fixem-nos que una rotacié
de ¢ posicions correspon a g; : X — X via ¢;(2j) = j4i mod N Obtenint que el
collar donat per f i fog; coincideixen (on pensem possicié N enlloc de possicid
0 en fer modul N). Anem a relacionar aquest problema de compteig a ’accié
d’un grup en el conjunt de les aplicacions entre el conjunt X al conjunt C.

Considerem X = {ay,...,an} i sigui G un grup que el pensem com un
subgrup de Sx, on Sx denota totes les aplicacions bijectives del conjunt X e
identificarem Sx amb Sy el grup de permutacions del conjunt {1,..., N} amb
’assignacié natural. Donat un conjunt C, escrivim per X al conjunt de totes
les aplicacions del conjunt X al conjunt C', definim:

comp: G x X — X¢
(9. f) > comp(g, f) == fog
on o denota la composicié d’aplicacions.

Lema 2.24. X amb Uaplicacié comp defineiz una accié (per la dreta) del grup
G en X, i per tant podem formar el conjunt quocient X€/ ~g (on fi ~q fa
amb f1, fo € XY sii existeiz g € G on comp(g, f1) = frog = f2).

Demostracié. Escrivim comp(g, f) = f*19(= fog), cal justificar (f*191)*1g2 =
f#*1(g1-g2) per atot f € XY iVgy, g2 €G,itambé la igualtat f+; 1 = f.

Clarament f *; 1 = foid = f, ja que 1 € G com una aplicacié bijectiva en
el conjunt X que té N elements és ’aplicacié identitat. Fixem-nos ara ¢; - go
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correspon a la composicié de les aplicacions bijectives de X en X donades per

g1 1 g2, tenim llavors: fx1 (g1-g2) = fo(gi0g2) = (fogi)oga = (f*191)092 =
(f *1 g1) *1 g2 1 per tant obtenim una accié de grup. O

Teorema 2.25 (d’enumeracié de Pélya). En les condicions anteriors tenim

1 c
X/ ~y | = @Z|C| @)

geG

on c(g) és el nombre de cicles disjunts de l’element g pensant aquest g € G com
un element del grup de permutacions amb N-elements Sx = Sy (on | X| = N).

Demostracid. Apliquem al lema de Burnside 2:22] i tenim

1
X/~ | = [l Do 1X,l.

geG

Anem a calcular [(X9),|.
Considerem g € Sx = Sy, podem escriure amb poductes de cicles disjunts:

(a.g(a),.. ) (b, g(D), ...

on a,b,¢’(a), ¢’ (b) € X, si f € (X), vol dir que fog = f per tant tenim que
fla) = f(g(a)) =..., f(b) = f(g(b)) = ..., per tant f és constant en els diferents
cicles disjunts de g, i qualsevol funcié f que és constant en els cicles disjunts
de g com element de Sy pertany a (X C)g, i les possibles eleccions d’aquestes
funcions és justament |C|°(9) on ¢(g) és el nombre de cicles disjunts de 1’element
g € Sx (on els cicles de longitud 1 també compten), ja que es assignar un mateix
valor del conjunt C per tots els elements de X del cicle (a, g(a), ...), igualment
un mateix valor de C per tots els elements de X del cicle (b, g(b), g*(b),...),
d’on pel resultat de permutacions amb repeticié obtenim que |(X¢),| = |C|°9),
i per tant el resultat. O

Exemple 2.26. Resolem ara la prequnta dels collarets diferents que podem for-
mar amb N boles i on cada bola la podem decorar amb ¢ colors diferents (on
podem repetit com volem els colors).

Fem un cas concret X = {bolay,bolas, bolas,bolas} que el designem per X =
{1,2,3,4} i C = {colory, colory} i per abus de notacid podem pensar C' = {1,2}.
Aquest cas G que actua correspon a g;(x) = x + i(mod 4) i estd generat per g
el grup G que té el cicle g1 = (1,2,3,4), fixem-nos que ga correspon al cicle
(1,3)(2,4), g3 al cicle (1,3,2,4) i g4 = id i per tant al cicle (1)(2)(3)(4), per
tant el nombre de collarets és

1
Z(21+22+21+24):6

6 collarets, com sabiem.

Ezxercici al lector per descriure la situacio general.
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2.3 Funcions generadores

Donat K un cos, denotem per K[[z]] := {}_,cy kiz’|k; € K} on hi definim una
suma i producte mitjancant:

O wa)+ O va?) =U(z) + V(x) = > (up + vi)a*

i>0 720 E>0
(Z u;xt) - (Z vx) =U(z) - V(x) = Z cpx”
i>0 §>0 k>0

. i
on a;,b; € Kic:=>,_outvis.

Lema 2.27. K][z]] amb la suma i producte anterior defineiz un anell commu-
tatiu amb unitat.

Demostracio. Exercici al lector. O

Anomenem per KJ[z]] 'anell de les series formals en la variable z en el cos
K.

Observacié 2.28. L’anell K[[z]] és pot definir com la completacid de l'anell
Klx] respecte la topologia ||, introduida el primer dia de classe.

Lema 2.29. Donat U(z) = ), ~ounaz™ € K[[z]] és invertible en K[[z]] si i
només si ug # 0. -
Demostracid. = Si U(z) invertible, existeix V(z) complint que ) o, cpa™ =
U(z) - V(z)=1on1=cy=ugvgi0=c, with n >0, en particular ug # 0.

<« Volem construir V(z) on ) <,cpa™ = U(x) - V(x) =1, tenim 1 = ugvg
d’on vy = ugl, sabent v, per n < K, obtenim el valor per vx4; ja que 0 =
CK+1 = VK 4+1U0+ VKU1 +. ..+ UK 100 1 podem obtenir vk 1, de forma recursiva
i per tant obtenim V(X). O

Exemple 2.30. Fizem-nos la série formal f escrita per Y, - x™ és invertible
en K[[z]] pel lema anterior. Anem a calcular f=* € K[[x]].

Escrivim f~! := ano v,2" e imposem 1 = f - f~1 on obtenim v, = 1,
i sequint motaci’o demostracio del lemma vk = *Zszo vg, on clarament
vi=—14v; =0 perj>2ipertant f~1 = (1 —z) on escriurem
1
=l4z+224+22+... = F=01—-2)"1= .
f ];) (1-2)™' = 1—

Una altra manera d’argumentar seria considerar com Kl[z]] és una com-
pletacid respecte valor absolut no-arquimedia ||, de K[z] tenim

A+... 421 -2)=1-2N"

i com successid Ay = ZZV:O xt és convergent en K[[x]] amb el valor absolut
anomenat i By := 1 —x tenim Cy = Ay - By = 1 — 2V +1 convergeix a 1, i
per tant obtenim prenent limit que (3,5, 2%)(1 —2) =1 en K[[z]]. Per aquest
curs usarem la manera formal per fer-ne operacions sense usar-ne la topologia
via un valor absolut no arquimedia.
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Definicié 2.31. Donada una successié (ap)nen 0 una aplicacié f : N — K
complint f(n) = a,, denotem la funcid generadora associada a la successid
(an)n 0 a Uaplicacid f a la série formal segiient

u(@) ==Y apa" € K[[a]]
neN
Exemple 2.32. Considerem el polinomi (en particular série formal) Uy (x) :=
(1+z)-...-(1+2z)= (1+x)N:Zk>O< ZZ )xk on definim ( JZ ) =0 si
k> N.
Fizem-nos que Uy (x) és la funcié generadora de la successid a; = < N )

t
amb N fix.
Aixo ens permet trobar igualtats no tant evidents. Per exemple de

Uan (2) = (Un(2))

. < 213] ), coeficient de grau N en variable x, en l’expressié Uan(x).

e cocficient de grau N en variable x de (Un(x))? correspon a la suma de
totes les possibilitats de triar exactament k x’s en el primer Un(x) entre
els N-factors (x + 1) ¢ de triar-ne exactament N — k valors x’s del segon
Un(x) (que té N-factors (x 4+ 1)), i per tant correspon a

2 (1) ()= (1)

per tant obtenim la igualtat:

oN \ ZN: N’
N o k '
k=0
Definicié 2.33. Donada una série formal U(z) = > ,sourz® € K[[z]], es
defineiz la serie formal derivada de U(x) a la série a

U'(z) = Z kupa®~1 € K([[z]].
k>1

Observacié 2.34. Es pot demostrar que si U(x) € R[z] té radi de convergéncia
r al voltant de x = 0 amb la nocié analisi amb el valor absolut arquimedid ||,
llavors U'(x) coincideiz amb la funcid derivada de la funcid U(x) en un entorn
del zero (penseu per exemple el desenvolupament de Mac Lauren).

Exemple 2.35. Uy(z) = Zk>1k‘( ]Z )mk_l, que és la derivada usual de
(14 2)N que és NUy_1(z) d’aqui:

N2N1N(1+1)N1NUN_1(1)Zk< ]]X >1’“12k< JZ )

k>1 k>1



2.3. FUNCIONS GENERADORES 33

Anem a veure més exemples d’aplicacions de funcions generadores diferents
que 'obtinguda per a Uy ().

Exemple 2.36. FEstudiem a quina successié associada a la funcid generadora
donada per la série (en aquest cas un polinomi) (1+x+x2)N amb N un natural
fizat. El coeficient x* compte la manera d’escollir 1,z o 2 en cadasci dels N
paréntesis (1 + x + 22) on la suma d’exponents sigui exactament k, és a dir el
seu coeficient €s:

N
Ak,N,(2,...,2) = {(7‘1, e ,7"1\[) S NN|0 S T S 2 Zri S k}
i=1

Per exemple, calculem [Aqy 20,(2,...,2)| = 18062160. Ens ajudem d’un manip-
ulador algebraic com Magma online calculator |http: //magma. maths. usyd.
edu. au/ calce/| i si escrivim per exemple com INPUT:

k<x>:=PolynomialRing(Rationals());
p:=1+x+x"2;
(p)~(20);

obtenim com OUTPUT el resultat:

x740 + 20%x739 + 210%x738 + 1520%x737 + 8455%x736 + 38304*x735 + 146490*x~34 +
484500*x733 + 1409895*x~32 + 3656360*x~31 + 8533660*x~30 + 18062160*x~29 +
34880770*x~28 + 61757600*x~27 + 100640340*x"26 + 151419816*x725 +
210859245*x724 + 272290140%x"23 + 326527350%x722 + 363985680*x~21 +
377379369%x720 + 363985680*x~19 + 326527350%x718 + 272290140*x~17 +
210859245%x716 + 151419816*x~15 + 100640340%x~14 + 61757600%x~13 +
34880770*x~12 + 18062160*x~11 + 8533660*x~10 + 3656360*x~9 + 1409895*%x~8 +
484500*x"7 + 146490*x"6 + 38304*x~5 + 8455%x74 + 1520*x"3 + 210*x72 + 20*x +1

1 d’aqui n’extreiem el resultat.
Exemple 2.37. Anem a trobar una férmula tancada per a la successié corre-

sponent a la serie formal ﬁ =(1+x+...)YN amb N un natural > 1 fizat.

Fizem-nos que la successié corresponent a la funcié generadora (1+x+...)N,
el coeficient ¥ compte la manera d’escollir 1,x,... en cadasci dels N paréntesis
(I+2+...) on la suma dels exponents sigui k, és a dir:

N
Aenv={(r1,...,7n) € NN|Z1"¢ =k},
i=1

i en la seccid anterior hem demostrat que |Ap n| = ( k+ (]Z -1 ) i per tant
Ty = = (Y )

k>0 k>0

Definicié 2.38. La funcié generadora exponencial per una successid (cn)n de
numeros reals correspon a la série formal:

EX):=Y %x" € R[[z]].

n>0


http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/
http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/
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Lema 2.39. Si E(x) i G(z) son funcions generadores exponencials per succes-
sions (Cp)n 4 (gn)n Tespenctivament, llavors E(x)G(x) és la funcié generadora
exponencial per a la successid (prody, ), on

n
prOdn = Z ( Z ) CkOn—k-

k=0

Demostracio. Tenim la igualtat segiient:

Z@x" . gt | — Z Cn Gt t4n
n! t! n! t! '

n>0 t>0 n,t>0
Observem que el coeficient de 2V amb N fix correspon a D oniten o4 1 per
. ) N .
tant el coeficient de ”% ésNIY . yao = ZnN:O ( I ) CLYN—k, 1 per tant
el resultat.
Exemple 2.40. Considerem el problema de compteig on ., sigui el nombre de
permutacions amb repeticid de longitud n d’un conjunt format per tres elements

Q :={a,b,c} on hi ha un nimero senar d’a’s, un nimero parell de b’s i sense
restriccid en c¢’s. Considerem el producte de séries formals:
2k+1 2i ¢
x x x
A=Yl ) (1 o) (Y1 )
| N |
= (2k +1)! = (20)! = (o)
1 el coeficient % és exactament uy, i per tant A és la funcid generadora per
a (un)n aquesta successid de nombres de compteig.

2.4 Equacions de recurrencia lineal i funcions
generadores

Definicié 2.41. Una successié (uy), de nimeros en K satisfa una equacié de
recurréncia lineal d’ordre k homogenia st compleiz:

Up = A Up—1 + -+ + QpUp_r (2.2)
per a tot n > k amb k natural fizat per a certs elements de K aq,...,ar fizats.

Proposicié 2.42. Si tenim una successid (un )y, satisfent llavors la funcio
generadora U(x) =" <, unx™ és de la forma

C(x)

1l—a1x—...—apxk

per a cert polinomi C(x) € Klz] de grau com a molt k — 1.

Demostracid. SiguiU(z) =), <o unz™ € K[[z]] la funcié generadora que busquem,
on k és un natural > 1 fixat. Observem primer que zFU(z) = Y o, uy_gz™.
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Denotem per Uy (z) := Zﬁgl upx™ € K[z] un polinomi de grau N —1 > 0 amb

N > 1. Observem,

U(z)-Ug(z) = U(x)—(ug+uiz+.. Aup_ 1zt = Z Upx™ = Z(alun—1+~ cAapUp )" =
n>k n>k

al(z Up—12™) + ag(z Up—12"™") + ...+ ak(z Up_px") =
n>k n>k n>k
ar1z(U(z) — Up_1(x)) + agz®(U(z) — Up_o()) + ... + apz"U(x).

I per tant obtenim que

Ux)(1 — a1z — ... — apz”) = Up(x) — a12Up_1 () — ... — ap_12" 71U ()
on C(z) = Ug(z) — arzUg_1(x) — ... — ap_12*"1U (x) és un polinomi de grau
< k — 1, determinats inivocament sabent ug, ..., Ug_11 a1,...,Q5_1. O

Exemple 2.43. Considerem la successid de Fibonacci (Fy), sota la relacid
homogeénia lineal: F,io0 = Fy, + F,41 per an > 0. De

Fn:(l)'Fn—1+(1)'F7L—2

tenim que a1 = ag = 1 tenim llavors

1—2—a2
n>0

on C(x) és de grau com a molt 1 i per la demostracid de la proposicid igual a
C(l‘) = (Fo + Fl.T) — 11‘(F0) =Fy+ :Z?(—Fo + Fl).

Recordem que una successié (a,), ho podem pensar com f € NK on AP
denota en aquest context aplicacions del conjunt A al conjunt B. Recordem del
curs d’Algebra Lineal que N¥ és un K-espai vectorial de dimensié no finita.

Denotem per

Hy oK) ={f eN*|f(n) =arf(n— 1) + ...+ apf(n — k) ¥n >k}

on a; € K nimeros fixats on ay # 0 d’ara en endavant sempre, o més en general
denotem per

Hpy o (K) i= {f € N¥[f(n) = ha(n)f(n = 1) + ... + hi(n) f(n — k) Vn >k}
on h; € N¥ fixades (on aqui hy no és Paplicacié zero).
Lema 2.44. Hyp, 5, (K) és un K-subespai vectorial de NK.
Demostracid. Siguin f1, fo € Hp, . p, (K), considerem f1 + fo € NX i volem
demostrar que aquesta aplicacié fi1 + fo pertany a Hp, ., (K).

Observem que per n > k tenim (f1+f2)(n) = fi(n)+f2(n) = (Zle hi(n)f1(n—
i)+ (X0 hi(n) fa(n—1i)) = Y0 hi(n)(fr(n—i)+ f2(n—i)) = 30y ha(n)(fi+
f2)(n — i), i per tant fi + f2 € Hp,,... ., (K).

Ara considerem f € Hy,, . 5, (K) ik € K tenim k- f € N¥ i sol cal justificar
que pertany a Hp, . p, (K) per a finalitzar.

Observem que per n > k tenim (k- f)(n) = kf(n) = 15(2521 hi(n)f(n—1)) =
Zle hl(n)(fc - f)(n — 1) i per tant el resultat.
O
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Lema 2.45. El subespai vectorial Hy, . p, (K) de NE té dimensid finita igual a
k.

Demostracio. Exercici al lector. Deixem una indicacié: considereu ’aplicacio
Y Hp, o p, (K) — K* definida per

o(f) = (f(0), f(1),..., f(k—1)) e K

i demostreu que ¢ és una aplicacié K-lineal, injectiva i exhaustiva, per tant un
isomorfisme d’espais vectorials i d’aqui obtingueu que la dimensié és igual a
k. O

Una base per a Hp,, . p, (K) podem triar canq, ..., cany on can;(j) = d;—1
on 0 < j <k—1 (la Delta de Dirac, que val zero llevat quan els dos subindexs
sén el mateix on llavors val 1), fixeu-nos cany € Hp, .. p, (K) queda fixada un
cop sabem

can1(0) =1,cany(1) =0,...,can1(k—1) =0

ja que can;(n) amb n > k queda determinada pels valors de can;(m) amb m < n
(els vectors can; sén vectors de Hy, .., (K)), per tant obtenim que

(canq, ..., cany)

forma una base per a Hy, . p, (K).

Qiiestio 2.46. Suposem ara que els coefficients son constant aq,...,a enlloc
de funcions hi, ..., hy. Podem trobar una base més facil per a Hy,, . 4, (K) que
per exemple (cany, ..., cang)?

Anem a respondreu-ho usant la funcié generadora associadaa f € H,, ..o, (K)
vista el dia anterior que era igual a 7 (z) + on C(x) és un polinomi de
i 7(1117 aka:
grau k — 1 a coeficients en K fix un cop f és fixa.
Anem primer en aquest curs a expressar d’una altra manera (que 'obtinguda

en la proposicié anterior [2.42)) la funci6é generadora per a successions recurrents
homogenies complint (2.2)). De la proposicié obtenim 'expressié
C(z)

1—a1z—...—apxk

on C(x) té grau com a molt k — 1. Escrivim Q(z) =1 —ayz — ... — agz®

Definicié 2.47. FEs defineiz el polinomi caracteristic per a qualsevol re-
curréncia (Un)n>0 € Ha,.....a, (K) (és a dir complint (2.9)) al polinomi en t

P(t) =t"Q(1/t) = tF —ayt* ' — ... —ap € K[X]

Imposem d’ara en endavant un cos K on P(t) descomposa en factors
lineals i escrivim

Pt)=(—=A)™ ... (=)™
on Ap,..., \s € Kles arrels de P(t) i podem expressar la funcié generadora:
C
U(z) = (z) =

(I =Xz)m - (1= A x)m

S

Ci,1 Ci,m; ng
oY EETEREPH I 5
i_1<(1—)\ﬂ;) (1 — Nx)™ lel (1—N\x)d
amb ¢; ; € K constants.
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Proposicié 2.48. Si tenim una successid (up)n en un cos K de caracteristica
zero satisfent (-/ i el polinomi caracteristic (de gmu k) de la successio fac-
toritza de forma lineal en K[z] mitjancant [[;_, (z — "“lﬂ Llavors existeizen
k constants c;; €E K amb1<i<s,1<j<mg on podem escriure

- n+]1) n
¢, ) AL
w330 (")

per a tot n. Igualment existeizen s polinomis Pi(x),..., Ps(x) € K[z] on cada
P;(x) té grau com a molt m; — 1 complint

Uy = i Pi(n)\}
i=1

per a tot n > 0.
Demostracid. Abans hem demostrat que Y-, g unx™ =37 Y70 T C;\Jz)J
, . N+k-1
De I'exemple2.37|tenim W =c (Zk>0 ( k ) mk) ,ambc e K

constant. Per tant

Zw"=2ica > ( e )(Mv)’c :

n>0 i=1 j=1 k>0

ara comparant en la igualtat el terme de grau exactament ™ obtenim la igualtat:

chm ( ”*.jfl ))\?.

i=1 j=1

- 1
Per la segona igualtat, sol hem d’observar que P;(n) := 377", ¢; ; ( " ;—z 1 )
és pot pensar com un polinomi P;(z) de grau com a molt m; — 1 pensant que
podem definir < ntc > = w amb t natural.
O

Exemple 2.49. Tornem a la successié de Fibonacci (Fy)p>0, tenim que el
polinomi caracteristic és

Py =2 —t-1= - (20— 150

Tenim llavors F,, = Pl(n)(HT\/g)" + Pg(n)(%ﬁ)” on Py, Py son polinomis de
grau com a molt 0, és a dir constants e independents de n per tant

1++5 1-+5
2

F, = A( )"+ B(—;

)n

per a tot n >0 on A, B constants.

z(z—1)...(x—(j+1))

SEl cos K en ser de car. zero té sentit el polinomi ( j ) = g , és dir

j!# 0 en K.
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Lema 2.50. En la notacio e hipotesis de la proposicié anterior, tenim que les
funcions f; ; € N¥ complint

fig(n) = (0 (A"

amb0<j<m;—1el <i<s compleiven que f; ; € Hy, . o, (K) i sén vectors
de N¥ linealment independents.

Demostracid. De la demostracié proposicié anterior tenim que tot f € Hg, . 4, (K),

existeixen constants ¢; ; i polinomis P;(z) = Z;n:i_l ¢; j20 de grau m; — 1 com-
plint que
s s m;—1
HOEDIFADNES S PRCPY
i=1 i=1 j=0

per tant si fem ¢; ; = 1 per cert valor concret de 4 i j, i zero altres constants
tenim que f és combinacié lineal dels f; ; i per tant

Ha1:~~«7ak(K) - <fi,j|1 <i<s,0<j<m;— S> =F

i com F és un s.e.v. de N® de dimensié maxima k = >;_ (m; — 1), obtenim
F=H, . (K)don f;; € Hy, .  a.(K)1ien forma una base. O

Exemple 2.51. Considerem la successions His _sa 208,—192(R) tenim que el
polinomi caracteristic és:

P(t) = 4 — 1563 4+ 842 — 208t + 192 = (t—3)-(t— 4)3
per tant una base de His _ga,208,—192(R) és:
((4n)na (n4n)n7 (n24n)n’ 3n)

Ara si volem trobar f € His —_ga.208,—192(R) complint que f(0) =1, f(1) =2,
f(2) =074 f(4) =0, hem de resoldre el sistema lineal:

f(n) = A(4)™ + Bn4™ 4+ Cn?4™ + D3"

on A,B,C, D constants on ha de ser valid per a tot n, en particular tenim

A+0+0+D = f0)=1
4A+4B+4C+3D = f(1)=2
16A+32B+64C +9D = f(2)=0

64A + 192B 4+ 576C + 27D = f(3)=0

i ens surt que A =33, B=-19/2, C =1 i D = —32 i per tant correspon al
f € His,—s4.208,—192(R) donat per f(n) = —26-3”—%-%3"—%-n2-3"+27-4”.

Observacié 2.52. Fizeu-vos que Hg, 4, (K) sempre ar, # 0 ja que si fos zero
no serita d’ordre k la relacio, en particular el polinomi caracteristic associat
P(t) =tk —at*=1 — ... — ay, no té larrel zero.

Qiiesti6 2.53. Com trobar una base de Hy, .4, (K) via successions relacionades
amb les arrels del polinomi caracteristic associat a Hy, . 4, (K), si aquest poli-
nomi caracteristic no factoritza en factors lineals en K[z]?
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Exemple 2.54. Considereu H_1 _1(R) que té dimensid 2, on P(t) =t>+t+1
on les arrels son *HT‘/‘S” = e*27/3 i P(t) és irreductible en R[t] i per tant no
descomposa en factors de grau 1, en canvi si que ho fa en C, observem que C és
un R-e.v. i la conjugacid complexa o té cos fix els nombres reals, pensant que
un nombre complex podem escriure

z4+0(z)  .z—o0(2)

z = Re(z) +ilm(z) = 5 +1i 5
i

on Re(z) = ZJF%(Z) i Im(z) = %Z(Z) s6n reals obtenim que podem considerar
com solucions de H_1 _1(R) les successions:

e YRy = st 2

(%@)n _ (_1%\/32)" = Qisin(n : 27‘-/3);

d’on obtenim que son linealment independents i per tant una base per a H_; _1(R)
és
(cos(n - 27/3))p, sin(n - 27/3),).

En general per a Hy, . 4, (K) on el polinomi caracteristic no factoritza en
factors lineal en K[t], (pensem caracteristica del cos K = 0), llavors existeix
un cos L que conté K, on L és un K-espai vectorial de dimension finita igual
a m, 1 exactament m automorfismes del cos L deixant fix K: Auty (L), on les
successions sobre L donades com potencies de les arrels del polinomi caracteristic
via certs automorfismes podem aconseguir elements de H,, . 4, (K), el cas més
senzill on s’aplica aquesta idea és amb K = R, L = C i Autr(C) que esta format
per la conjugacié complexa o i 'automorfisme identitat.

En aquest curs no aprofundirem en buscar aquestes expressions per una base
de Hy, ..., (K) quan p(t) no factoritza en factors lineals en K|z].

Qiiestio 2.55. Que succeeir pel cas no homogeni i podem trobar-hi una funcio
generadora?

AAAA

.+ apf(n—k)+h(n),¥n >k}, on a; € K fixades i h € N¥ Es facil demostrar
que si fi, fa € Hq, ... a0 (K) llavors

fi—fa€Hy . a (K)

.....

i per tant de ser no buit tenim que
Halguwak;h(K) = f + Halww,ak (K)

peracert f € Hy, . q.:n(K)1aquesta f és pot trobar provar funcions similars a
h(z), anem a fer-ne dos exemples on h(z) esta relacionat amb succession triant
A = 1. Per a aprofundir aquesta part podeu consultar [?].

Exemple 2.56. Considerem h(n) =1 per tot natural n, i considera Ha,,(R) :=
{f e NB|f(n) =2f(n—1)4+1} amb f(0) = ug (recordem que Ho(R) té dimensid
1, i tota solucid de Ha,p, serd una solucid concreta de Hop(R) sumada al e.v.
Hy(R)). Anem a trobar-ne una funcié generadora per a f € Ha p,.
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Escrivim U(z) = >y f(k)z*. Observem

W =3 FG+0eT = @G ) =2 £+ a) = 2U(2)+

Jj=0 Jj=0 Jj=0 j=0

Per tant tenim m = 2U(z) + 1, d’aqui tenim U(z) — 22U (z) =
T tup = Hulof;“oz 1 per tant

T 1
U@ = a=pa =2 T2

on uoﬁ és la funcio generadora per a Hy. Observem que la funcido h té a

veure amb Uarrel 1 (veieu un lemma anterior) i és el factor 1_1196 qué apareix

en buscar-ne una funcid generadora concreta, aquest fet no és cap casualitat.

Exemple 2.57. Considerem h(n) = n — 1 per tot natural n > 1, i considera
Hop(R) := {f e NB|f(n) =2f(n—1)+n—1Yn > 1} amb f(0) = ug (recordem
que Hy(R) té dimensid 1, i tota solucid de Hop, serd una solucid concreta de
Ho.p(R) sumada al ev. Hz(R)) de dimensid 1. Anem a trobar una funcid
generadora per o f € Hay, fizat.

Escrivim U(z) = Y450 f(k)z*. Observem

U(z) — uo

=Y fG D =Y FG) + )2 =23 FG)) + (Y gad).

=0 Jj=0 j=0 Ji=0

A qué correspon ijo jx? ? fizem-nos és iqual a x(Z] > O%(xj)) i per tant
formalment via la derivada formal igual a x'%(ZjZO )=zt )= s
per tant obtenim

Ulx) —u x
% =2U(z) + =
on aqui obtenim
2
(I1-22)U(x) = TSE + ug
1 per tant
Ulr) = z? Ug

0—a2(—20) T (1=22)

la funcio generadora per a un f € Ha,p,.

Observem de nou que uoﬁ és la funcid generadora per a Hy. Observem que
1

la funcié h té a veure amb Uarrel 14 és el factor 1= qué apareiz en buscar-ne
una funcié generadora concreta on aquest h(n) = nl™ apareiz amb multiplicitat
dos i veiem el factor (1 — 1x)? en el denominador en la funcid generadora.

Exemple 2.58. Considerem h(n) = n per tot naturaln, i considera Ho 1.,(R) :=
{f e NB|f(n) = f(n —2) +n,Vn > 2} amb f(0) = ug i f(1) = uy (recordem
que Ho1(R) té dimensid 2, i tota solucid de Hy 1., serda una solucid concreta de
Ho1.n(R) sumada al e.v. Hy1(R)) de dimensié 1.

Anem a trobar una funcié generadora per a f € Hy 1, fizat.

1

1—2a
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Escrivim U(z) = > 15 f(k)z*. Observem

)=t =2 _ S~ pjeayel = S (5 +G42)a? = (X £(G)a)+(X a?)+2(3 ).

Jj=0 Jj=0 =0 Jj=0 =0

Per tant W =U(x) + g5z + Qﬁ i d’aqui s’obté:

3 222
(=) +2)U (@) = (L= 2*)U@) =0+ we + =3 + 7y
1 obtenim
Ule) = — % ___ | - + a

1-2)A-(-Dz) (1-2’1-(-1z) @1-2)1-(-1z)
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Capitol 3

Grafs

3.1 Primeres nocions de grafs simples

Definicié 3.1. Un graf simple és una parella (V,E) on V és un conjunt finit i
& un subcongunt de P2(V) on P2(V) és el conjunt dels subconjunts de V format
per 2 elements.

Exemple 3.2. Un graf simple correspon a ({1,2,3,4},{{1,3},{1,4},{1,2},{2,4}}).
Definicié 3.3. Donat Gf = (V,€) un graf simple:

1. el conjunt V s’anomena el conjunt de vertéxs per a Gf i s’anota V(Gf),
els elements de V(Gf) s’anomenen vértecs.

2. el conjunt € s’anomena el conjunt de les arestes per a Gf i s’anota per
E(GYf), i els seus elements s’anomenen arestes on denotem per uv en-
lloc de Uaresta {u,v}. I un graf simple també el denotarem per Gf =

(V(GF), E(Gf))-

3. Dos vertexs u,v de G s’anomenen adjacents siuv = {u,v} € &, en aquests
cas diem que u es troba en v. Diem u,v no adjacents si uv ¢ E.

4. Per av € V(GY), els veins de v son els uw € V(Gf) on uwv € E(Gf).

Un graf simple G f el podem visualitzar sobre un pla, on dibuixem per cada
vertex de G f un punt, i cada aresta de G f dibuixem una corba (linea usualment)
unint els dos vertexs, on la posicié dels punts i la forma del dibuix de les linies
és lliure.

Exemple 3.4. El graf anterior, Gf = ({1,2,3,4},{{1,3},{1,4},{1,2},{2,4}})
una visualitzacio €s la segiient:

43
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Exemple 3.5. Anotem alguns grafs simples aqui tot fent-ne una visualitzacio:

1. Donatn € N, considerem Cop, = (V,€) onV ={1,...,n} i€ = {{u,v} €
Pa(V)|med(u,v) = 1}. Observem que és un graf simple, i per exemple per
n =6 té una visualitzacio:

2. El graf simple (X,P2(X)) on X un conjunt finit s’anomena complet i
s’anota per Kx o també Ky on N = |X|. Visualitzem per exemple el graf
complet K3, correspon a:

3. El graf simple buit correspon a (X,0) amb X un conjunt finit.
Definicié 3.6. Sigui Gf un graf simple.

1. Un subcongunt {a,b,c} C V(Gf) s’anomena un triangle de Gf si ab,bc i
ac € E(Gf).

2. Un subconjunt {a,b,c} C V(Gf) s’anomena un anti-triangle de Gf si
ab,bc i ac ¢ E(Gf).

Exemple 3.7. Considerem el graf simple Copg, podeu observar que {1,6,5} és
un triangle de Copsg.
També podeu observar que {2,4,6} és un anti-trinalge de Cops.

Proposicié 3.8. Sigui Gf un graf simple on |V(Gf)| > 6. Llavors una de les
dues situacions seguients succeeix:

e cxisteir un triangle en G f,
o cxisteir un anti-triangle en G f.

Demostracid. Triem u € V(G f) (tenim almenys 5 vertexs diferents a u en G f).
Cas 1: u té 3 veins o més.

Sigui p,q,r veins de u, si (o més d'un) pg,qr o rp € E(Gf) llavors Gf té un

triangle (per exemple si pg € E(Gf) tenim {u,p,q} és un triangle). Si cap

pq,qr,rp és una aresta de Gf tenim que {p, ¢,r} és un anti-triangle.

Cas 2: u té 2 o menys veins. En particular el vertex u té 3 elements de
V(Gf) que no sén veins de u, anomenem-los: {p,q,r}. Si pg,qr,pr € E(Gf)
obtenim que {p,q,r} forma un triangle. Si algun pq,qr,pr ¢ E(Gf) tenim un
anti-trianle (per exemple si pg ¢ E(Gf) llavors {u, p, ¢} és un anti-triangle). O

Hi ha la segiient generalitzacié de I’anterior resultat que no demostrarem en
aquest curs:
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Fet 3.9. Siguin N,M naturals positius. Sigui G f un graf simple amb |V (Gf)| >
( N+M-2

M1 ) . Llavors, almenys una de les dues situacions seguents succeeix:

e cxisteizx N vértexs diferents de G f que son mutuament adjacents (i.e. qual-
sevol dos d’aquests vértexs sén adjacents),

o cristeix M vertexs diferents de Gf que son mutuament no-adjacents (i.e.
qualsevol dos d’aquests vértexs sén no adjacents).

Definicié 3.10. El nimero de Ramsey R(N, M) és el natural més petit tal que
tot graf amb |V(Gf)| > R(N, M) llavors la conclusid de la proposicio és
verifica.

Exemple 3.11. Considerem R(3,3), de la proposicid tenim R(3,3) <

(T

Considerem ara el graf simple de 5 vertexs:
Gf=({1,2,3,4,5},{12,23,34,45,51}).

Es facil demostrar que no té cap triangle ni cap anti-triangle i per tant obtenim
R(3,3) = 6. Ezercici al lector escriure els detalls (podeu dir triangle o anti-
triangle format vertexrs senars ¢ 2 vertexs semar i 1 parell o bé 1 senar i 2
parells i veure que en cada situacid no podem construir cap triangle ni cap anti-
triangle).

Qiiestié 3.12. Calcular R(N, M) explicitament? Més concretament R(5,5)?

Definicié 3.13. Sigui Gf un graf simple, i v € V(Gf). El grau de v en Gf
que anotem per deg(v) o deggr(v) pel natural

deg(v) := [{e € E(Gf)|v € e}

Clarament si G f és un graf simple format per N vertexs i v € V(Gf) tenim
deg(v) € {0,1,...,N — 1}

Proposicié 3.14 (Encaixada de mans). Sigui Gf un graf simple, llavors
Y deg(v) =2-|E(G)].
veV(GY)

Demostracid. Considera T := {(v,e) € V(Gf) x E(Gf)|v € e} i denotem t =
7.

e si fixem v € V(Gf) el nombre d’arestes on (v,e) € T és exactament
deg(v). Per tant t =3 v (g ) deg(v).

e sifixeme € E(Gf), aquest té exactament 2 vertexs, per tant ¢t = ZeeE(Gf) 2=

2-|E(GS)-
O

Corol'lari 3.15. Donat Gf un graf simple, llavors els nombre de vértexs v de
Gf on deg(v) és senar n'hi ha un nombre parell.
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Observacié 3.16. En teoria de grafs, la proposicid (o millor lemma) de l'encaizada
de mans afirma que cada graf simple té un nombre parell de vértexs de grau
senar. El nom prové d’una versié més col-loquial del Corol.lari anterior[3.15] de

la proposicid (o lemma) : st algunes de les persones d’una trobada s’encaizen

la ma en saludar-se, un nombre parell de persones haura encairat la ma amb
un nombre senar d’altres. On una persona en la trobada ho representem per un
vertexr de Gf i fem una aresta entre un vertex a un altre si s’han encaizat la
ma en saludar-se.

Lema 3.17. Donat Gf un graf simple amb |V(Gf)| > 2. Llavors existeizen
u,v € V(Gf) amb u # v on deg(u) = deg(v).

Demostracid. Suposem l'oposat i arribem a contradiccié. Sigui N = |[V(Gf)]
i considerem ’aplicacié deg : V(Gf) — {0,...,N — 1} on v — deg(v). Si fos
deg injectiva hi hauria un vertex de grau 0 i per tant sense cap vei, i un altre
de grau N — 1 1 per tant tots els altres vertexs del graf hi sén veins, arribant a
contradiccié. O

Aquest resultat segiient s’inclou en el que s’anomena “extremal graph the-
9

ory”:
Teorema 3.18 (Mantel). Sigui Gf un graf simple amb N = |[V(Gf)| i e =
|E(Gf)|. Suposem que e > N2 /4. Llavors Gf té un triangle.

Demostracid. Observem que el cas N = 3ie > 3 > (9/4) sempre tenim un
triangle. El cas N =41ie > 5 > (4)?/4 també tot graf amb 4 vértexs i 5 arestes
o més té un triangle (intenteu-ho formalitzar, exercici al lector).

Suposem cert I’enunciat per tots els grafs simples amb nimero de vertexs k
amb 3 < k < N amb e > k?/4 i provem-ho pels grafs simples amb exactament
N vertexs complint que el nombre d’arestes és > N2 /4.

Suposem que no hi hagués cap triangle. De e > N?2/4 > 0 tenim almenys
una aresta uw € E(Gf).
Procedim de la segiient manera, on pintem amb 3 colors les diferents arestes

del graf G f:
1. aresta uw de color negre,
2. cada aresta de G f que conté el vertex u o w de color vermell,
3. altres arestes de color blau.

Observem que com a molt hi ha N — 2 arestes vermelles, ja que cada vertex
v e V(GH)\ {u,w} (t& N — 2 vertexs V(Gf) \ {u,w}) pot conectar-se a u o a
w perd no ambdues (ja que suposem que no hi ha triangles i si es conectes a
ambdues tindrien que vu, vw i uw formaria un triangle).

Considerem ara (V,S) on V = V(Gf)\ {u,w} i S les arestes de color blau,
i observem que és un graf simple, on no pot tenir cap triangle perque Gf no
tenia cap triangle, per tant

# Arestes blaves < (N — 2)%/4
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per hipotesi d’induccié. On obtenim que el nombre d’arestes del graf G f és
(N-2)2 N?
4 4

on obtenim e < N2/4 en contradiccid. O

<14+ (N-2)+

Observacié 3.19. En l’enunciat del teorema de Martel no podem debilitar les
2
hipotesis a e > NT. Efectivament podem considerar el graf simple:

Gf = ({1,2,3,4,5,6},{12,23,34, 45,56, 61, 14, 25, 36})

on no té cap triangle (cada costat de Gf ajunta dos vertexs de paritat difer-
ent, pero un triangle necessariament tindra dos vertexs amb la mateiza paritat),
i observeu e =9 i N =6 on e = N2 /4 aquest graf sense cap triangle.

Definicié 3.20. Sigui Gf un graf simple.

o un subgraf de Gf és un graf simple Hf on V(Hf) C V(Gf) it E(Hf) C
E(Gf).

e Donat S C V(Gf) un subconjunt, el subgraf de Gf induit per S és el
subgraf (S, E(Gf) N Pa(S)).

o Un subgraf Hf de Gf s’anomena induit si existeix un subconjunt S de

V(GS) on Hf = (S, E(Gf) NPa(S)).

Lema 3.21. Sigui Gf un graf simple, i Hf un subgraf de Gf. Suposem que
Hf és un graf complet, llavors Hf és un subgraf induit de Gf.

Demostracid. De ser H f complet tenim Hf = (V1,P2(V71)) i de ser subgraf de
Gf tenim Vi CV(Gf)iP2(V1i) C E(Gf), per tant

Hf = (Vi, E(Gf) NP2(11))

és un graf induit. O

3.2 Isomorfisme de grafs

Definicié 3.22. Siguin Gf1, Gfs dos grafs simples. Un isomorfisme de grafs
entre Gf1 a Gfs correspon a una bijeccid ¢ : V(G f1) — V(Gf2) preservant les
arestes, és a dir Yu,v € V(G f1) tenim

w € E(Gf1) & ¢(u)p(v) € E(Gfa).

Diem que Gf1 i Gfy son grafs isomorfs (i escriurem Gfy = Gfy) si existeix
un isomorfisme de grafs entre ells.
Exemple 3.23. Considerem els grafs simples Gf1 = ({1,2,3,4,5,6}, {12, 23, 34,45, 56,61})
iGfa=({1,2,3,A,B,C},{1B,1C,2A,2C,3A,3B}). Fer dibuiz

Definim ¢ : V(Gf1) — V(Gfa2) bijectivament per ¢(1) = 1, ¢(2) = B,
?(3) = 3,0(4) = A,0(5) = 2 i ¢(6) = C, afirmem que ¢ és un isomorfisme de
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grafs. Per aizo cal complir la condicio que en les arestes ¢ s’aplica bijectivament,
tenim 6 arestes a estudiar i per tant en aquest cas és factible fer-ho de forma
ad-hoc, anem-ho a detallar:

Aresta 12 € E(Gfy) tenim ¢(1)p(2) = 1B que efectivament es aresta de Gfy i
viCeversa.

Aresta 23 € E(G f1) tenim ¢(
Aresta 34 € E(Gf1) tenim ¢(
Aresta 45 € E(Gf1) tenim ¢(
Aresta 56 € E(G f1) (

#(3) = 3B que és aresta de G fy i viceversa
¢(4) = 3A que és aresta de G fy i viceversa
#(5) = 2A que és aresta de G fo i viceversa
#(6) = 2C que és aresta de G fa i viceversa
¢(1) = 1C que és aresta de G fo i viceversa
per tant ¢ porta bijectivament les arestes de Gf1 a les arestes de G fa i per tant
obtenim que p €s un isomorfisme de Grafs i els grafs G f1 i G fa son isomorfs.

Lema 3.24. Sigui Kx el graf complet pel conjunt X d’N-elements, i escrivim
Ky el graf complet pel conjunt {1,...,N}. Llavors Kx = Ky.
Demostracid. Escrivint X = {ay,...,an} 1 definint ¢(a;) = i obtenim un iso-

morfisme de grafs. O

Anem a llistar un conjunt de propietats de isomorfisme, molt senzilles de
demostrar (tasca que deixem al lector).

1. donats G f1, G fa, G f5 tres grafs simples, si Gf] = G fy i Gfs = G f3 llavors
GfHh =G,

2. siguin G f1, G fs dos grafs simples amb un isomorfisme de grafs entre ells,
amb la bijeccié ¢ : V(Gf1) = V(G f3), llavors
(a) Vv € V(G f1) tenim degay, (v1) = degay, (¢(v1))
(b) [E(Gf)] =BG i V(G| = V(G-

3. Donat Gf un graf simple i S un conjunt finit on |S| = |V(Gf)|, llavors
existeix un graf simple G fo isomorf a Gf on V(Gf2) = S.

Definicié 3.25. Donat un graf simple Gf amb |V(Gf)] = N on V(Gf) =
{v1,...,un} @ fixem aquest ordre en el conjunt de vértexs!!!, llavors li associem
la matriv adjacéncia Adj(Gf) € Mn(Z) definida

. 1 si vv; € B(G
(Adj(Gf))ij = { 0 alt;amm(lt &

Exemple 3.26. Considerem el graf simple Gf = {{1,2,3,4,5,6},{12,23,34,45,56,61}}
obtenim que té per matriu adjacéncia

01000 1
101000
. 010100
AGGEH=1 0901 0 1 0
000710 1
100010

Lema 3.27. Sigui Gf un graf simple amb V(Gf) = {v1,...,un} i fitem aquest
ordre d’aquests elements i Adj(Gf) matriu adjacéncia associada al graf. Lla-
VOrS:
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1. Adj(Gf) és una matriu simétrica.
2. Adj(Gf)ii =0,

3. el nombre de 1’s en una fila o columna fizada i de la matriu Adj(Gf) és
el grau del vertez v;.

Demostracio. Exercici al lector, fixeu-vos que Adj(Gf);; = 0 perque en la
definicié de graf simple no acceptem “loops” al voltant d’un vertex. O

Definicié 3.28. Una matriu P € M,(Z) s’anomena de matriu de permutacid
si cada fila de P té una unica posicié que és # 0 i de valor 1, i cada columna
de P té una unica posicio diferent de zero i de valor 1.

Lema 3.29. Una matriu P és de permutacid si i només si s’obté de fer canvis
elementals Fy <+ F; i C; <+ C; a la matriu identitat de mida n.

Demostracid. Exercici al lector. O

Lema 3.30. Sigui P € My(Z) una matriv de permutacid, llavors P és invert-
ible i P~1 = Pt

Demostracid. Escrivim (eq,...,en) amb e; vector fila 1 x N amb tot de zeros
llevat a la possicid i que té un 1.

Fixem-nos que donada A € M, (Z) obtenim que ¢;Ae’, = (A); ; el coeficient
(,7) de la matriu A.

Ara com P és una matriu de permutacié compleix que Pez- = efb(j) on ¢ és
una bijeccié del conjunt {1,..., N}.

Amb les consideracions anteriors obtenim:

t _ tpt _ ¢ _ 1 sio()) = o(i)
(P'P)ij = eiP"Pej = egieyj) = { 0 altrament

per tant P*P = Iy, d’on P és invertible amb inversa P?. O

Proposicié 3.31. Dos grafs simples Gf1 i Gfy son isomorfs si i només si
eristeiz P una matriv de permutacié on Adj(Gf1) = P Adj(Gf2)P.

Demostracid. Llistem en ordre els vertex de Gfy: (v1,...,vnN)
Llistem en ordre els vertexs de G fa: (wy,...,wn).
Suposem primer que Gf; & Gfs. Tenim ¢ : {vy,...,on} = {wy,...,wn}

una bijeccié entre V(G f1) i V(Gf2) que déna isomorfisme de grafs, i per tant
tenim

(Adj (G f2)) g (i),0 () = (Adj(G f1))i g

on ¢'(i) = j prové de ¢(v;) = w;j. Denotem per (e, ...,en) les matrius 1 x N
on e; = (1,0,...),...,exn = (0,...,0,1) i podem identificar (vy,...,vx) amb
(e1,...,en) com també (wy,...,wy) amb (e, ..., ex) denotem per P la matriu

de permutaci6 on Pej = el .
Amb aquesta tria de matriu de permutacié P obtenim:
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(P'(Adj(Gf2)P)i; = eiP'(Adj(G fa)) Pej = ey (i Adj (G fa)eg () =

(Adj (G f2)) g (i).00 ) = (AdI(G f1))i
per a tot 1 <4i,5 < N, per tant obtenim que P*Adj(G f2)P = Adj(G f1).

Per la implicacié contraria, si tenim aquesta P matriu de permutacié tenim
usant la notacié anterior Pef = e/, ;) i déna una bijeccié ¢ : V(Gf1) = V(Gf2)
on ¢(v;) = wyr(;) i és una comprovacié que ¢ déna un isomorfisme de grafs. [

Observacié 3.32. De la demostracic anterior, llevat de conjugacié per
matrius de permutacié “la” matriu adjacent a un graf Gf: A(Gf) és inde-
pendent de l'ordre que triem els vértexs, ja que en triar un altre ordre en V(G f),
tenim que la matriu adjacent a Gf amb aquest nou ordre, diem-li A(Gf)bis serda
la conjugacié per una matriu de permutacié P on P'A(Gf)bisP = A(Gf).

Definicié 3.33. Considerem un graf simple Gf = (V(Gf), E(Gf)).

e una seqiéncia de verters: ug,...,up amb u;—ju; € E(Gf) per 1 <i < ¢
s’anomena un recorregut R de longitud ¢ entre ug i up del graf Gf.

e un circuit és un recorregut tancat, és dir amb ug = uy on no es repeteix
cap aresta.

e quan tots els vertexr d’un recorrequt R son diferents diem que és un cami,
i parlem de cicle quan és un cami tancat.

e Diem que el graf Gf és connex si Vu,v € V(Gf) existeix un cami de u a
v, 1 en aquest cas parlarem de distancia entre u,v com la minima longitud
de camins entre u i v i s’anota dist(u,v).

Lema 3.34. Sigui Gf un graf simple connex. Denotem per D(Gf) al natu-
ral max, wevapidist(u,v)}, i@ per cada u € V(Gf) Uexcentricitat és el valor
e(u) == mazyevapidist(u,v)} i definim r(Gf) = minyevapie(u)}. Llavors

r(Gf) < D(GF) < 2r(Gf).

Demostracio. Clarament r(G f) = minyev(aye(u) < mazyev(ase(u) = D(GS).
Ara si u,v € V(Gf) on dis(u,v) = D(Gf) isigui w € V(Gf) on e(w) = r(Gf),
tenim llavors

D(Gf) < dist(u,v) < dist(u,w) + dist(w,v) < e(w) + e(w) = 2r(Gf)
on hem usat que dist satisfa la desigualtat triangular(Exercici al lector). O

Proposicié 3.35. Sigui Gf un graf simple, i considerem la matriu adjuncio
amb graf amb Uordre de vertex fizat per (vi,...,vn). Llavors (Adj(Gf)*);; és
el nombre de recorrequts de longitud k entre v; i v; (un walk indica una successio
d’arestes vov....vp perod les arestes i els vertexs es podrien repetit).

Demostracid. Escrivim A = Adj(Gf) i demostrem-ho per induccié. Observem
que (AF); ; = Zévzl(Ak_l)i,gA&j, i tenim (A*71); 4Ap; és no zero si (A),; =1
im = (A*"1),, > 1 on m sén el nombre de recorreguts de longitud k — 1 entre
v; & vg, per tant obtenim m recorreguts de v; fins v; on 'iltima aresta es vpv;,
recorrent tots els vertex v, obtenim el resultat. O
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Qiiestié 3.36. Com decidir si dos grafs Gfy i Gfy son isomorfs a partir de
Adj(Gfr) i Adj(Gf2)?

Sabem que s6n isomorfs si i només si hi ha una matriu P de permutacié on
PT'Adj(G f2) P = Adj(G f1)

i si comptem el nimero de matrius de permutacié de mida N = |[V(Gf)| n’hi
ha N!, donades dues matrius adjunci6 de mida IV, és un problema computacional
tant sols poder decidir si sén isomorfes o no, lamentablement sembla que encara
no és factible resoldre-ho d’aquesta manera, i anem a atacar-ho inicialment usant
el curs d’AIgebra Lineal del curs passat.

Si pensem Adj(Gf) com una aplicacié lineal en un cos K on {0,1} C K,
tenim per tota la teoria de classificacié d’endomorfismes que tots els invariants
d’endomorfismes associats a Adj(Gf1) i a Adj(Gf2) han de coincidir ja que és
pase d’un a l'altre via un canvi de base P en el llenguatge d’Algebra Lineal, per
tant obtenim el segilient resultat conseqiiencia del curs d’Algebra Lineal (i com
sén matrius simetriques diagonalitzen com matrius a coeficients reals):

Lema 3.37. Donat Gfy i Gfy dos grafs simples isomorfs, per a tot cos K on
{0,1} € K llavors els polinomis caracteristics en K[X] de les matrius adjuncié
coincideixen, també els polinomis minims, en particular tindran els mateizos
valors propis {1, ..., \} pensant les matrius adjuncid com matrius associades a
una aplicacié K-lineal i dimg Ker((Adj(G f1)—X\;IN)*) = dimg Ker((Adj (G f2)—
N IN)F) per a tot k > 14 A; un valor propi associat a Adj(Gf1) o Adj(Gfz2)
pensat com endomorfisme d’un K-espai vectorial.

Exemple 3.38. Considerem els grafs Gfi = ({1,2,3,4},{12,23,34,41}) i G fo =
({1,2,3,4},{12,13,23,34}), les matrius adjuncid son les segiients:

01 0 1 01 1 0

. 1 0 1 0 . 1 0 1 0
Ad](Gfl) = 01 0 1 Ad](GfQ) = 1 1 0 1
1 0 1 0 0 01 0

tenim el polinomi caracteristic associat a Adj(G f1) és pagjap)(X) = X4—4Xx2?
i a Adj(Gfy) és X* —4X? —2X + 1, per tant G fy no és isomorf a Gfs. (hem
fet els calculs amb K = Q).

Exemple 3.39. Sigui el grof Gf1 = {{1,2,3,4,5,6,7},{17,27,37,47,57,67}}
iel graf Gfy = {{1,2,3,4,5,6,7},{34,36,37,45,56,57}} que tenen per matrius

adjuntes (amb ordre descrit pels vertexs) amb el mateix polinomi caracteristic
% (2% - 6) E|

0000001 0000000
0000001 0000000
0000001 0001011

Adj(Gfi)=] 0 0 0 0 0 0 1 | Adj(Gfs)=| 0 0 1 0 1 0 0
00000O0GO0 1 0001011
0000001 0010100
1111110 0010100

lfixem-nos ambdues matrius adjuntes que presentem diagonalizen si pensem K = Q o R i
per tant subespais invariants no podrem descartar-les, pero si fem a K igual F2 o F3 tenim
llavors un tnic valor propi
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pero clarament no podem construir un isomorfisme entre els grafs ja que un graf
no té vertexs aillats ¢ l’altre si.

3.3 Automorfisme d’un graf. Grafs amb auto-
morfismes

Definicié 3.40. Un isomorfisme d’un graf (simple) G f en ell mateiz s’anomena
automorfisme, en particular un automorfisme per a Gf és una permutacio dels
V(Gf) que envia arestes a arestes i no-arestes a no-arestes. Al conjunt auto-
morfisme d’un graf Gf Uanotarem Aut(Gf).

Observacié 3.41. Aut(Gf) és un grup: fizem-nos id la permutacid trivial en
V(Gf) és un automorfisme, i tot element de Aut(Gf) correspon a una per-
mutacié de V(G f) per tant un subconjunt de Sy gy, per veure és un grup,
suficient veure és un subgrup de Sy (g, @ com clarament id € Aut(Gf) cal
comprovar 01,09 € Aut(Gf) llavors o1 0 03 € Sy(qgy) €s també dins Aut(Gf),
pero €s clar per definicid ja que o; envia arestes a aresta i per tant en la com-
posicio també, e igualment per no-arestes.

Qiiestié 3.42. Com calcular Aut(Gf) per a un graf (simple)?

Amb matriu adjacéncia d’un graf és redueix amb un problema molt simple
tedricament (computacionalment, en el moment actual no tant, del que conec).
Anem a observar-ho.

Observacié 3.43. No confonem automorfismes d’un graf amb diferents ma-
trius d’adjuncié d’un graf. Recordem que una matriv adjuncio d’un graf, per a
descriure-la cal fixar un ordre en els vertexs.

Lema 3.44. Les matrius de permutacio de mida N és un grup que €s isomorf a
Sn al grup de permutacions d’N elements, (o al conjunt d’aplicacions bijectives
del conjunt {1,...,N} en ell mateiz).

Demostracid. Anem a demostrar que hi ha una bijeccié ¢ entre Py = {P €
Mn(Z)| P matriu de permutacid} i Sy (aplicacions bijectives del conjunt {1,..., N}).
Construirem ¢ de manera que ¢(I,,) = id i p(P1 - P2) = p(P1)op(Ps) on donara
isomorfisme de grups un cos demostrem que P,, amb el producte de matrius és
un grup.

Denotem per e; = (0,...,0,1,...,0) matriu fila tot de zero llevat posicié
(1,) té el valor 1. Prenem P una matriu de permutacié. Tenim Pe! = etg(j) per
cert g(5) € {1,..., N} ino poden coincidir ja que sol hi ha un valor diferent de
zero en una columna i fila on g és un bijeccié de {1,..., N} per i per tant definim
©(P) = g d’'una matriu permutacié a una aplicacié bijectiva de {1,...,N}. A
més |Pn| = N! (tenim N files i cal detallar en ordre posem 1’s sense repeticié en
files) i |Sn| = N! per tant si és injectiva o exhaustiva ¢ llavors ja sera bijectiva.
Aqui podem observar que dos matrius de permutacié P;, P, diferents s’obté que
©(Py) és diferent de ¢(P;) i per tant injectiva i concloem. (Una altra manera
és construir aplicacié inversa, ja que si tenim una bijeccié f de {1,...,N} en
ell mateix, fem columna % de Py sigui exactament e;( 0 obtenint aixi una matriu
de permutacié Py on per construccié ¢(Py) és f i per tant exhaustiva).
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Ara veiem Py és un grup amb el producte de matrius: I, € Py, i donada
P; € Py existeix P, € Py on PLPy, = PPy = Iy (P> = P}), clarament sera
associativa ja que el producte de matrius ho és, per tant sol falta justificar que
el producte de dues matrius de permutacié és de permutacid, perdo com ambdues
s’obtenen com aplicar iterativament canvis elementals de permutar dues files o
dues columnes, el producte també s’obté a partir de la matriu identitat d’aquesta
forma de com feiem el curs d’‘Algebra Lineal (ambdues matrius sén productes de
matrius elementals que sol involucren un canvi de files o un canvi de columnes),
per tant s’obté que Py és un grup.

Resta sol demostrar que p(P; - Py) = ¢(P1) o o(P2) (per veure ¢ a part
d’una bijeccié és un isomorfisme de grups). Escrivim g = ¢(Py), h = ¢(P,) i
t = ¢(P; P») com aplicacions bijectives del conjunt {1,..., N}. Fixem-nos

ey = (PrP2)e; = Pi(eny)' = ey

per tant o(Py - Py) =t =goh = o(P1)op(P,) i per tant concloem que ¢ és un
isomorfisme de grups.
O

Definicié 3.45. Sigu Gf un graf simple i A(Gf) matriu adjacent fixrada amb
un ordre dels vértexs fizat. Denotem per M(Gf) a les matrius de permutacid
de mida |V (Gf)| complint

A(Gf) = P*A(G)P.

Lema 3.46. Donat Gf un graf simple llavors M(Gf) és un subgrup de les
matrius de permutacié de mida |V (Gf)].

Demostracié. Clarament Iy € M(Gf), i si P € M(Gf) facilment P~ €
M(Gf) (pel Lemma [3.30). Siguin ara P1,P, € M(Gf), sol cal demostrar
que PP, € M(Gf). Efectivament,

(P P)A(GS)(P1Py)' = Pi(PAGS)Py )Pt = PLA(G) P = A(GY).
O

Lema 3.47. Hi ha un isomorfisme de grups entre Aut(Gf) i M(GY).

Demostracid. Anotem els vertexs de Gf amb 'ordre i notacié {1, ..., N} on aix{
construim A(Gf), i com usual e; = (0,...,1,...0) matriu fila amb tUnic element
no zero en la columna j i de valor 1.

Sigui 0 € Aut(G f) en particular fa una permutaci entre els vertexs o(y) = {
i definim P! on la columna y correspon a e,

(PJA(G)P;)z‘,j = €iPaA(G)P§€§ = A(G)U(i),a(j)

com ara o envia arestes a arestes i no-arestes a no-arestes tenim A(G)U(i)ﬁ(j) =
A(G);,; (sén 0,0 1’s) i per tant P, € M(Gf).

Aix0 defineix una aplicacié A : Aut(Gf) = M(Gf) (6 — P,), on clarament
A(id) = Iy (qy)|, 1 observem que amb la notacié abans Aoy 0 02) = Py o0, =
P,, P,, = A(o1)A(o2) per tant A és un morfisme de grups.

Falta demostrar que A és bijectiva. Construim una aplicacié inversa donada
P € M(GY) escrivint P'el = e, defineix op una bijeccié entre els vertexs de G f
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enviant vertex i al vertex j, com PA(GF)P' = A(Gf) obtenim que vértexs van
a vertexs i no-vertexs a no-vertexs i per tant op € Aut(Gf), definim Q(P) = op.
Per finalitzar cal veure que A o = idyyqy) i 20 A = idauay), exercici al
lector. O

Exemple 3.48. FEl graf complet K3, tota matriu de permutacic dels vertexs
porta arestes a arestes i no-arestes a no-arestes, per tant

Aut(Kg) = 7)3 = 53

Similarment en el graf complet Ky tota permutacic dels verters dona un
isomorfisme, per tant Aut(Ky) = Sy.

Com calcular el grup automorfismes teoricament esta resolt: cal comprovar
fixada una matriu A(Gf) i de les N! matrius de permutacid, calcular quines
matrius de permutacié deixen fixa la matriu A(Gf) per conjugacié. No obstant,
a la practica aquest algoritme per calcular el grup d’automorfismes no es efectiu
(quan N gran).

Qiiestié 3.49. Hi ha grafs sense automorfismes? Agafant un graf a latzar,
esperem que tingui automorfismes?

Tenim Gf = (V(Gf), E(Gf)) un graf on N = |[V(Gf)].

Lema 3.50. El nombre de grafs (simples) diferents amb exactament N > 2
vertéxs sén 2NIN=1))/2

2
(correspon al nombre Py(V(Gf)))), per tant per construir tots els grafs simples
possibles cal decidir si una aresta l’agafem o no en aquesta construccid, per com
tenim 2 possibilitats per aresta obtenim el resultat. O

Demostracié. En un graf simple amb N vertexs com a molt hi ha ( N > arestes

Per abis notacié escrivim V(G f) = {1,..., N} i considerem el graf complet
amb els N-vertexs {1,..., N} denotat per Ky = ({1,...,N},P2({1,...,N})).

Siguin X, Y dos grafs (simples) amb N vertexs que els reanomenem el con-
junt de vertexs de manera que el conjunt de vertexs per a X i per a Y és igual
al conjunt {1,..., N} (d’ara en endavant en aquesta subseccié). Llavors podem
pensar E(X) C E(Ky) i E(Y) C E(Ky). Donat e = uv € E(X) una aresta i
o € Sy, llavors o(e) és laresta en Ky corresponent a o(u)o(v).

Lema 3.51. En la situacid descrita en el paragraf anterior: X =Y si i només
st Jo € Sy on o(E(X)) = E(Y).

Demostracio. Un isomorfisme entre X a Y ambdos grafs simples amb vertexs
{1,...,N} ésun o € Sy que porta arestes a arestes (i no-arestes a no-arestes)
i per tant o(E(X)) = E(Y), d’on el resultat. O

Considerem t : Sy x P(E(Kn)) = P(E(Kn)) on P(E(Ky)) és el conjunt
de les parts de les arestes del graf complet K, definit via ¢t(o, X) := o(X) on
si X = {a1,...,as} on a; arestes en E(Ky) amb vertexs ji,jo € {1,...,N}
tenim o(X) = {o(a1),...,0(as)} on o(a;) és aresta de E(Kx) que correspon
als vertexs o (j1), o (jz2)-

Lema 3.52. L’aplicacid t defineiz una accio (per Uesquerra) de Sy en P(E(Kn)).
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Demostracid. Tenim que clarament ¢(id, X) = id(X) = X. Considerem ara
t(o1009,X) = 01009(X) = 01(t(02, X)) = t(o1,t(02,X)) 1 per tant defineix
una accio. O

Fixem-nos que 'accié anterior defineix una relacié:

Definicié 3.53. Siguin U,V C E(Ky), diem U ~; V si i només si existeix
o€ Sy ona(U)=V o equivalentment t(c,U) =V.

Per tant pel Lemma [2.19] obtenim

Corol-lari 3.54. La relacié ~; és una relacid d’equivaléncia en P(E(Kn)).

Fixem-nos que donat un graf concret de N vertexs X podem pensar E(X)
un subconjunt de E(Ky), i la clase de E(X) via ~; denotem per [X]
{o(E(X))|loc € Sn} que corresponen als grafs isomorfs a X pel Lemma
i vam demostrar dins el Lemma de Burnside:

[Sn] = [[X]] - 1(Sv)x]
on (Sy)x = {0 € Sy|o(E(X)) = E(X)} = Aut(X) del Lemma [3.51] per tant

Lema 3.55. Donat X un graf d’N-vertexs, el nombre de grafs isomorfs a X
n’hi ha exactament (N)!/|Aut(X)|.

Estudiem ara el conjunt quocient |P(E(Ky))/ ~: | que correspon al nombre
de classes d’isomorfismes de grafs amb exactament N vertexs. Pel Lemma de
Burnside és igual a

1
5 X (PEEN),
oceESN
Lema 3.56. Tenim que |(P(E(KN)))o| = 2°7%) on ord(c) és el nombre de
cicles disjunts de o com un element de les permutacions en el conjunt de w
elements: E(Ky).

Demostracid. Pensem laccié de o en E(Ky) := {12,13,...,1N,23,24,...,2N, ..., (N—
1)N} o defineix una bijeccié de E(K ) en ell mateix ( E(Ky) és d’un conjunt

de (N—-1)+...+1= w elements) per tant podem pensar que o és una
permutacié en E(K ) i la podem descriure com cicles disjunts

({12}, {o()o(2)} ..., {o™ (D)a™ (2)})(. )

Fixeu-vos que o deixa invariant cada un d’aquests cicles, i agafant totes les
arestes de un d’aquests cicles disjunt representa el subconjunts de E(Ky), (un
element de P(E(Ky))) que deixa fix o i el més petit subconjunt de E(Ky) fix
per o que conte cada aresta dins el cicle.

Per tant podem formar tots els subconjunts de F(Ky) invariants per o fent
unié d’aquests cicles disjunts, on el puc triar o no, per tant si tenim k cicles
disjunts, obtenim 2 possibilitats.

O

Exemple 3.57. Pensem cas N = 4 i considerem el graf Gf = ({1,2,3,4}{12,23,34,41})
dins Ky. Calculem [Gf] i quants elements té. Calculem |(P(E(K4)))s| per al-
guns o € Sy i |P(E(Ky))/ ~t |-
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[Gf] = {o(E(Gf))|o € S4}, aquest conjunt pot tenir 24 elements ja que
Sy té 24 elements. Fem-ne alguns exemples:

o = (12) tenimo(E(Gf)) = {12,13, 34,42}
o= (13) : o(E(Gf)) = {32,21,14,43} = E(Gf)(un automor fisme)
o(24) : o(E(Gf)) = {14,43,32,21} = E(Gf)(un automor fisme)
o= (123) : o(B(GSf)) = {23,31, 14,42}
o = (14) : o(E(Gf)) = {42,23,31,14}
Observem que o = (1234) és un automorfisme ja que
o(BE(Gf)) = {23,34,41,12} = E(GY)

per tant el sugbrup generat per (13),(2,4) i (1234) (té ordre 8 almenys,
(1234) genera grup ciclic ordre 4) esta dins Aut(Gf) i sabem |[Gf]| -
|Aut(Gf)| = |Sa| = 24 i per tant |[Gf]| < 3 i abans ja hem vist tres
elements diferents per tant |[Gf] =3 i és

[Gf] = {{12,23,34,41},{12,13, 34,42}, {14, 23,31, 42}}

Aut(Gf) = {id, (13), (24), (1234), (13)(24), (1324),
(12)(34), (13)(1324), (24)(1234), (24)(1324)}.

Calculem ara |(P(E(Ky)))s| per alguns o € Sy.

Fizem-nos primer que E(Ky) té 3! =6 elements:
{12,13,14,23,24,34) = {A, B,C, D, E, F}
Si o = (13) fixem-nos 0(A) = D,o(B) = B, o(C) = F, o(D) = A,

o(E) = E,o(F) = C, tenim doncs com cicles disjunts o = (13) com
aplicacid bijectiva en {A, B,C, D, E, F}:

(4, D)(B)(C, F)(E)
per tant tenim |(P(E(K4)))as)| = 2*.

Calculem ara totes els grafs simples amb exactament 4 vertéxs modul iso-
morfisme que hi ha. Recordem que hi ha 2 grafs amb 4 vértexs. Hem de
calcular Y- s [(P(E(K4)))o|, @ un calcul s’obté (exercici al lector):

(P(E(K4)))ial = 2% [(P(E(K4)))(a0)| = 2% [(P(E(K4))) (a,p)(e.a)| = 2%

(P(E(K)))(abeay] = 2% [(P(E(K1))) (ape)| = 22

on (a,b) és un cile ordre 2 de Sy (n’hi ha 6), (a,b)(c,d) denota 2 cicles or-
dre 2 disjunts de Syq (n’hi ha 3), (a,b,c,d) denota 4 cicle ordre exactament
4 de Sy (n'hi ha 6), i (a,b,c) un cile ordre 8 (n'hi ha 8), per tant:

L o6 4 4 2 2 264
|Pa(E(K4))/ ~ | = @(2 +6-2°4+3-2°46-2°48-2°) = o1 =11.
Per tant modul isomorfisme, sol hi ha 11 grafs simples no isomorfs formats

exactament per 4 vertexs.
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Observem que si tots els grafs d’N-vertexs fossin asimetrics (és a dir sense
cap automorfisme) cada classe en [X] tindria exactament N! elements, per tant
hauria de complir-se llavors que

[P(E(KN))/ ~ | = 2NNV =D72) /N1

perd ja sabem que la classe de [Ky] no en tindra tants d’elements.
No obstant és pot demostrar:

Fet 3.58. En la situacio anterior s’obté que
(P(E(KN)))o| = (1+0(1)) 2NN =1)/2) /N1
on o(1) significa que tendeix a 0 quan N — +oo0.

Per tant aquest fet que no demostrem, afirma que quan N gran quasi tots
els grafs d’N-arestes no tindran automorfismes.

Qiiestié 3.59. Podeu construir un graf simple que no tingui automorfismes?

Una construccié de grafs sense automorfismes explicits sén els grafs de Halin
per la persona interessada en aprofundir-hi.

3.4 Arc connex en grafs
Definicié 3.60. Sigui Gf un graf simple.

1. un recorrequt (walk) uw — v de Gf de longitud ¢ on u,v € V(Gf) és
(uug, ..., up—1up = up—1v) on u; € V(Gf) una familia ordenada de ¢
elements de E(Gf), on comencem en el vertex u i finalitza en el vertex v.
Parlem de recorregut obert si u # v, en cas contrari parlarem de recorrequt
tancat.

2. un senderd (trail) és un recorregut on no es repetix cap aresta.
un camd (path) és un recorregut on no es pot repeteix cap vértex de Gf.

un circuit és un senderd tancat.

v e

un cicle €s un circuit que té tots els verters diferents.

Observacio 3.61. Un vértex v es considera un cams de longitud zero, i s’anomena
cami trivial. Estenem la nocié de longitud £ per senderons, camins, circuits i
cicles, com també la nocio de tancat i obert.

Observacié 3.62. Un cami sempre és un senderd.

Exemple 3.63. Considera el graf complet Ky, tenim que {13,34,41,12} és un
recorrequt de longitud 4 qué és també un senderd, pero no és un cami. Observem
que {12,23,34,41} és un cicle en Ky.

Lema 3.64. Sigui u,v € V(Gf). Aleshores tot recorrequt w — v conté un u — v
cami (és a dir un cami que s’inicia an u i finalitza en v)
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Demostracié. Si u — v no té cap vertex repetits ja és un cami.

Suposem doncs que u — v té vertexs repetits. Escrivim el recorregut per
R:u=1uguiuz...us = v de longitud £. Siguin 7 el natural més petit on u; = u;
amb 0 <4 < j < {. Suprimim a R la seqliéncia: u;u;11...u; sol deixant el
vertex u; = u; obtenim el u — v recorregut (de longitud més petita) donada
per R :ug...ujujyq ... ug. Sitots els vertex de R’ sén tots diferents ja estem,
altrament, iterem anterior procediment, i com el nimero de vertexs és finit en
un recorregut obtenim que finalitzarem el procediment obtenint un w — v cami
(de longitud inferior usualment). O

Proposicié 3.65. Sigui Gf un graf simple, i considerem la matriu adjuncid
amb graf amb Uordre de vertex fizat per (vi,...,vn). Llavors (Adj(Gf)*); és
el nombre de recorrequts de longitud k entre v; i v; (un walk indica una successio
d’arestes vov....vg perod les arestes i els vertexs es podrien repetit).

Demostracid. Escrivim A = Adj(Gf) i demostrem-ho per induccié. Observem
que (AF); ;= ST (AF=1), 1Ay 5, i tenim (AF1), Ay és no zero si (A)g; = 1
im= (Ak’l)m > 1 on m s6n el nombre de recorreguts de longitud k& — 1 entre
v; a vg, per tant obtenim m recorreguts de v; fins v; on 'dltima aresta es vgv;,
recorrent tots els vertex v, obtenim el resultat. O

Exemple 3.66. Considerem el graf Gf = ({a,b,c,d}, {ab, ac, ad, bd, cd}) i tenim

obtenim Adj(Gf)? =

i Adj(Gf)? =

— = W
N N =
N DN

0
que amb ordre com hem escrit Adj(Gf) = 1
1

5

2

2

5

W = =N
T O
TN DN Ot

2 11 5
provenen dels recorrequts: bab, bdb, per exemple
reguts: abab, acab, adad, acdb, abdb.

1
0
0
1
) i per ezemple 2 = (Adj(Gf))2.2
5

= (Adj(Gf))2,1 son els recor-

Definicié 3.67. Un graf Gf s’anomena connewﬂ siVu,v € V(Gf) existeiz un
u—v cami.

Podem definir-ne una relacié en V(G f): u ~ge v < existeix un u — v cami
de G'f.

Lema 3.68. La relacid ~4. és una relacic d’equivaléncia en V(Gf).

Demostracio. Reflexiva: tenim u ~g4. u ja que hem definit com el cami trivial
de longitud 0 i per tant compleix aquesta propietat.

Simetrica: Si 4 ~g. v tenim un u — v cami, que també és un v — u cami i per
tant v ~, u.

Transitiva: si u ~ge ¥ 10 ~ge w tenim un v —v i un v —w cami, ajuntant els dos
camins tenim un u — w recorregut en Gf i pel Lemma [3.64] obtenim un v — w
cami i per tant u ~g. w. O

Fixem-nos que Gf és connex (o arc-connex) si i nomes si V(Gf)/ ~q. esta
format per un sol element.

2Realment hauria de dir-se arc connex com veureu a topologia I’any vinent
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Definicié 3.69. Donat Gf un graf |V(Gf)/ ~ac | s’anomena el nombre de
components connexes del graf Gf. A la classe [M] = {a € V(Gf)|a ~aqc M}
associem el subgraf

(IM], E(Gf) nPa([M]))

que s’anomena la component connexa de Gf que conté [M].
Qiiestié 3.70. Com decidir quant un graf Gf és connex o no?

Hi ha algoritmes per donat un vertex x € V(G f) trobar tots els elements de
la classe [z] en V(Gf)/ ~qc 1 per tant decidir si és connex o no. Un d’aquest
algoritmes s’anomena algoritme DF'S. No entrarem en detalls, pero entenc que
és un algoritme no exponencial i per tant factible a la practica en el moment
actual i per tant decidir si es connex o no és un problema resolt des del punt de
vista de ’enginyeria.

Anem a fer un petit resultat teoric que ha de complir un graf connex en
aquest curs.

Lema 3.71. Sigui Gf un graf connex on N = |[V(Gf)| i M = |E(Gf)|. Llavors
M>N—1.

Demostracid. Demostrem per induccié amb N = |V(Gf)|. Per N = 1 el resultat
és clar. Suposem cert per a N < k. Sigui Gf un graf amb |V(Gf)| =k +11i
|[E(Gf)] = M. Volem demostrar que M > k. Anem a veure-ho:

a) si tots els vertexs de Gf compleixen que deg(v) > 2 amb v € V(GY)
llavors pel resultat de I’encaixada de mans Proposicié obtenim:

oM =2|E(Gf)| = Y deg(v) >2(k+1)
veV(Gf)

i per tant obtenim que M > ki ja estem.

b) de ser connex Gf no hi ha cap vertex e € V(Gf) amb deg(v) = 0.
Ara si Gf té un vertex v € V(Gf) on deg(v) = 1 (diem a aquesta aresta
vug € E(Gf)) considerem Gf' := Gf \v={V(Gf)\ {v}, E(Gf)\ {vuo}} que
facilment es comprova que és connex (exercici al lector), i ara tenim |V (Gf)| = k
i |[E(Gf")] = M — 1 per hipotesi d’induccié obtenim que M — 1 > k — 1 i per
tant en particular M > k, on el resultat. O

3.4.1 Grafs eulerians

Recordem el problema dels 7 ponts de 'antiga Konigsberg (actualment Kalin-
ingrad), que travessaven el riu Pregolya dins la ciutat. Era un joc entre els
ciutadans si partint d’un lloc concret es podria fer un passeig per la ciutat de
Konigsbert atravessant els 7 ponts sense repetir-ne cap (on quan entrem per un
pont no si val a mig cami tornar endarrera). Veieu-ne una representacié:
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LFHs .l..h‘
@?&ﬁﬁ

Euler el 1736 transforma en problema en un graf i es comenta que aquesta
resoluci6 és 'inici de la teoria de grafs.

Laidea és anomenar les diferents regions que separa el riu Pregolya amb:A B,C,D

com a vertex d’un grafs, i convertir els ponts en arestes del graf, fixem-nos que

no surt un graf simple ja que entre els vertexs A i B hi tenim dos arestes, com
també succeeix entre B i C.

Euler, observa que si no volem repetir camins passant pels ponts, quan ar-
ribem a un vertex per una aresta, hem de sortir del vertex per una altra aresta,
i per tant per a poder fer el passeig per la ciutat de Konigsberg sense repetir
els ponts que atravessem cal que cada vertex del graf descrit tingui ordre parell,
pero ja veiem que deg(C) = 3 no parell per tant no és possible fer-ne el recor-
regut, i tancant Euler I’entreteniment que tenien els ciutadans de Konigsberg.
Anem a formalitar aquest problema en general.

Definici6 3.72. Si en un graf simple permetem [’existéncia d’arestes paral.leles,
€s a dir més d’una aresta entre un mateix parell de vertexs parlarem de multigraf.
(Si a més admetem llagos (és a dir, una aresta d’un vértex a un mateix vértex)
parlarem llavors de pseudografs).

Observacié 3.73. El problema dels ponts de Kénigsberg es trasllada realment
no en un graf simple sino en un multigraf.

Definicié 3.74. Un senderd euleria en un graf simple és un senderd no tancat
que conté totes les arestes del graf. Un circuit euleria en un graf simple és un
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circuit que conté totes les arestes del graf. Si un graf simple Gf conté un circuit
euleria direm que Gf és un graf euleria.

Observacio6 3.75. Podem estendre la nocié de camins i senderons per a multi-
grafs, i en particular un multigraf Gf s’anomena euleria si té un circuit que
conté totes les arestes del graf (i.e. si té un circuit euleria).

Teorema 3.76 (Euler). Un graf (o multigraf) Gf és euleria si i només si Gf és
connex (llevat d’un nimero finit de vértexs aillats, i.e. vertexs amb deg(v) =0)
i tots els vértexs no-aillats de G f tenen grau parell.

Demostracio. = Si Gf té un circuit euleria, tenim G f connex llevat de tenir
vertexs aillats. Considerem un circuit euleria on s’inicia i finalitza en el vertex
v € V(Gf) fixat. Per au € V(Gf)\ {v} amb u no aillat, cada vegada que el
circuit arriba a u per una aresta ha de sortir-ne per una altra aresta (aresta no
usada anteriorment), per tant deg(u) ha de ser parell.

Ara considera v el vertex d’inici i final del circuit. Al nombre parell d’arestes
quan v apareix durant el circuit cal afegir-hi I’aresta d’inici i 'aresta d’arribada,
per tant també tenim deg(v) és parell, finalitzant.

< Es podem reduir a Gf connex i tot v € V(Gf) compleix deg(v) és parell
(si té vertexs aillats es irredundant en buscar-hi un circuit euleria). Partim d’un
vertex vg € V(Gf) 1 construim un recorregut Cy sense cap aresta repetida (és
a dir un senderd) de la forma seglient: *donat w € V(Gf) \ {vo}, construim
un sender6 de vy fins a w. Com w # vy hem usat un numero senar d’arestes
incidents amb w, i per tant com té grau parell podem continuar el senderd
i arribem a fer un sender$ de vg a un wy, si aquest w; # vy podem iterar
el procediment, i finalitza quan s’arriba a vy (i acaba ja que un nombre finit
d’arestes). Per tant hem construit un circuit inicia vg i finalitza a vy, diem-lo
Cy a aquest circuit. Si Cy és euleria, ja hem finalitzat.

En cas que Cj no sigui un circuit euleria, considerem H el graf (o multigraf)
que s’obté de G f en suprimir totes les arestes que hem usat en el circuit Cjy.
Fixem-nos que cada vertex d’H continua tenint grau parell (i els que surten
de grau 0 els apartem ja que son vertexs aillats i el circuit C ja recorria en
totes les arestes adjacents en aquests vertexs). Com Cp no euleria tenim un
vy € V(H) amb deg(v1) > 01 que v; € Cy surt en el circuit Cy (ja que si no
existis aquest v; € Cy els vertexs amb arestes de H no tindrien cami amb els
que es troben en el cami Cy i aixd no es possible ja que Gf era connex), per
tant tenim l’existeéncia d’aquest vi. Construim a partir d’aquest v; € H un
circuit C] dins H com hem fet en construir Cy. Ara com v; € Cy poden ajuntar
els camins Cp i C] en el punt v; obtenint un cami C; més llarg que conté més
arestes de E(Gf) totes no repetides. Ara si C és un circuit euleria finalitzem,
en cas que no considerem H; sigui el graf de treure les arestes d’aquest circuit
C e iterant el procediment, com cada vegada el circuit C; conté més arestes i
tenim una finitud arestes arribem a construir un circuit euleria. O

Observacié 3.77. Un Gf graf (o multigraf) connex és euleria < existeir una
reparticio del conjunt d’arestes de Gf en circuits.

Definicié 3.78. Donat Gf un graf i u,v € V(Gf) no adjacents, Gf + uv =
(V(G]), E(Gf) U {uv}).
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Corollari 3.79. Un graf (multigraf) Gf conté un senderd euleria si i només si
Gf és connex (llevat de possibles vértexs aillats) i Gf té exactament 2 vértexs
de grau senar.

Demostracid. < Si Gf connex (llevat vertexs aillats) i sigui u,v € V(Gf) no
aillats amb grau senar. Considerem el graf G f + uv dels mateix vertexs que G f
pero afegim laresta uv, observem que G f 4+ uv continua sent connex (llevat de
vertexs aillats) i tots els vertexs de grau parell, per tant Gf + uv té un circuit
euleria C' (circuit que passe per laresta uv). Si treiem Paresta uv en C' obtenim
un u — v-senderd en el graf Gf.

= Exercici al lector. O

3.4.2 Grafs hamiltonians

Definicié 3.80. Un cami hamiltonia d’un graf (o multigraf) Gf és un cami
que conté tots els vertexs de Gf. Un cicle hamiltonia d’un graf Gf és un cicle
que conté tots els vertexs de Gf. Un graf hamiltonia és aquell que conté un cicle
hamiltonia.

Exemple 3.81. El graf complet K,, és hamiltonia. Considerem 12345...n1 és
un cicle hamiltonia.

El problema de trobar una “caracteritzacié practica” per als grafs hamilto-
nians és un dels grans problemes oberts en la teoria de grafs, on es coneixen
diverses condicions suficients perqueé un graf G f sigui hamiltonia, pero cap és
al mateix temps necessaria.

Exemple 3.82. K3 és euleria i hamiltonia. El graf Gf1 = ({1,2,3,4,5},{12,13,
23,34,35,45}) és euleria pero no hamiltonia. El graf Gf2 = ({1,2,3,4},{12,13,
23,24,34}) és hamiltonia i no euleria. El graf Gf3 = ({1, 2}, {12}) és no euleria
i €s no hamiltonia.

Es facil justificar (exercici al lector) que un graf G f és hamiltonia, aleshores
compleix les propietats segiients:

1. Gf és connex i tots els seus vertex tenen grau > 2. (Es clar ja que un
cicle hamiltonia recorre tots els vertexs, per tant donat dos vertexs hi ha
el cami de quedar-nos en aquest cicle hamiltonia el cami entre aquests dos
vertexs, i cada vertex té una aresta que arriba i una que surt d’haver-hi
el cicle, per tant té cada vertex grau > 2 ).

2. les arestes incidents en un vertex de grau exactament igual a 2 han d’apareixer
en tot cicle hamiltonia,

3. si estem construint un cicle hamiltonia, un cop hem visitat un vertex
(hem entrat i sortit d’aquest vertex per dues arestes incidents amb ell)
alehores podem suprimir totes les arestes restants que son incidents en
aquest vertex.

4. un cicle hamiltonia no pot contenir un subcicle propi, és dir un cicle format
per un conjunt més reduit de vertexs.
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Exemple 3.83. Elgraf Gf = ({1,2,3,4,5,6,7,8,9}, {12,23,45,56, 78,89, 14,47,
36,69,17,39}) no és hamiltonia, ja que si sortim el cicle hamiltonid en el vertex
2 no podem tornar-hi havent visitat (via les arestes de Gf) sol un cop els altres
vertexs del graf Gf. Efectivament si iniciem el recorrequt via 2178 no podem
pasar pels verters 4 o 5, si 21745 no wvisitarem el vertex 8, si fem 2145 no
visitarem 8 i per raons de simetria graf en dibuizar-ho podem concloure totes
situacions no podem construir aquest cicle i per tant no és hamiltonia.

Determinar si un graf és hamiltonia sembla un problema NP de computacio,
volen comentar que no hi ha cap algoritme conegut polinomial per aconseguir-ho
en 'actualitat.

No obstant una idea general és: “si un graf té un nombre suficient d’arestes
llavors el graf és hamiltonia”.

Lema 3.84. Sigui Gf un graf simple on N = |V (Gf)| > 3 i siguin u,v € V(Gf)
no adjancents tals que deg(u) + deg(v) > N. Llavors

Gf hamiltonia < Gf 4+ uwv és hamiltonia.

Demostracié. Es obvi que si Gf hamiltionia llavors G'f + uv és hamiltonia.

Suposem que G f + wv és hamiltonia i C' un cicle hamiltonia de Gf 4+ uv. Si
C no conté 'aresta uv ja és un cicle hamiltonia per a Gf i hem finalitzat.

Considerem doncs que C' conté 'aresta uv. Llavors el recorregut de suprimir
aquesta aresta en el cicle C' obtenim un v — v cami hamiltonia en G f. Escrivim
aquest cami per: ay...a; on u = a1 i v = ay. Demostrarem que hi ha un vertex
a;+1 adjacent a u tal que a; és adjacent a v, un cop vist aixo observem llavors
que

aA10;410;42 ...0:Q;Q5—71 ... A1

és un cicle hamiltonia de Gf i finaltizem (recomanem aqui fer-ne un dibuix
U=aj...a;a;y1-..a; =v dibuixant les arestes ua;11 1 va;)

Anem a veure existéncia d’aquest vertex a;;1. Suposem que no existis:

per a cada vertex del conjunt {as,...,an} que fos adjacent a u hi hauria un
vertex diferent del conjunt {ay,...,any—1} que no seria adjacent a v. Més detal-
ladament si deg(u) = d anomenem els vertexs adjacents a u per: {a;,,...,a;,}
amb 2 < i < iy < ... < ig, si no existis forcosament tenim que ai;—1 haurien
de ser no-adjacent a v, per tant deg(v) < N — 1 — d. Aleshores si deg(u) = d
tenim que deg(v) < N — 1 —d i per tant deg(u) + deg(v) < N — 1, en contra
hipotesi, per tant existeix aquest vertex. O

Teorema 3.85 (Ore, 1961). Si Gf és un graf simple amb N = |V(Gf)| > 3,
tal que per a tot parell de u,v € V(Gf) no adjacents de Gf es compleix que
deg(u) + deg(v) > N llavors Gf és hamiltonia.

Demostracio. Sien el graf G f afegim una aresta uv on u i v no adjacents, per la
hipotesi i pel teorema anterior obtenim que G f hamiltonia si i només si G f +uwv
és hamiltonia. Per tant la propietat de ser hamiltonia o no, tenim que no s’altera
en afegir a G f arestes de vertexs no adjacents. Afegint-hi totes aquestes arestes
obtenim el graf complet K que en ser Ky hamiltonia, obtenim que Gf és un
graf hamiltonia. O

Corol-lari 3.86 (Dirac, 1952). Si Gf és un graf simple amb N = |V(Gf)| > 3
i per a tot u € V(Gf) compleir deg(u) > %, llavors G f és un graf hamiltonid.
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3.5 Conceptes basics d’arbres

Definicié 3.87. Un arbre és un graf connex sense cicles (diem aciclic a un graf
sense cicles).

Lema 3.88. Donat un graf simple Gf, son equivalents:
i) Gf és un arbre,
i1) entre cada parell de vértexs de Gf existeix un inic camd,
iii) Gf és connex, complint |E(Gf)|+1=|V(Gf)].

i) Gf és aciclic pero Gf + uv conté un cicle per a tot u,v € V(Gf) on u,v
no adjacents.

v) Gf és connex pero Gf \ e = (V(Gf),E(Gf)\ e) és no connex per a tota
e € E(GY).

Demostracid. i) = ii): existeix el cami per a ser Gf connex. Si tenim dos
camins C1, Co, tenim dos u— v recorreguts, ajuntant els dos recorreguts obtenim
un u — u-recorregut no-trivial i amb un argument similar al Lema [3.64] obtenim
que conté un cicle no-trivial, i no és possible per ser Gf un arbre.
11) = 1): com per cada dos vertexs hi ha un cami obtenim que Gf és connex.
Falta sol justificar que G f és aciclic: si té un cicle no trivial, hi hauria dos
camins per cada dos vertexs del cicle, per tant és aciclic.
i) = 444): Fem induccié respecte al nimero de vertexs. Si Gf té 1,2 o 3 veértexs
és clar tots els arbres possibles i compleixen |E(Gf)|+1 = |V(Gf)| (recomanem
al lector dibuixar aquests arbres per aquest nombre de vertexs).

Hipotesi d’induccié: Tot arbre Gf on |[V(Gf)| < N lavors |[E(Gf)|+1 =
V(G

Agafem un arbre Gf amb |[V(Gf)] = N+ 11 triem e = wv € E(Gf). El
cami de 'arbre entre les arestes w i v és Unic i és uwv, per tant si considerem el
graf Gf\ {uv} = (V(Gf), E(Gf)\ {uv}) es separa en dos components connexes
T, 1T, icom Gf aciclic, també ho és T;, i T,, per tant T, i T, sén arbres,
1 |V(Th)] = k1 < N i|V(T3)] = k2 < N, i per tant per hipotesi induccié
|E(Ty)| = k1 —11|E(T2)| = ko — 1 i per tant

|IE(Gf) = (k1 —1)+ (k2 —1) +1

icom |[V(Gf)| = N = ky + ko per construccié de Ty i Ty, obtenim el resultat.

i1i) = 14): Per hipotesi induccié amb el nombre de vertexs, on si aquest
nombre és 1 o 2 és clar. Considerem G f un graf connex amb N + 1 vertexs i N
arestes i volem veure és un arbre.

Donat v € V(Gf) amb deg(u) = 1 (efectivament, de ser conex deg(v) > 1
per a tot vertex, si tots complissin que deg(v) > 2 pel lema d’encaixades de
mans tenim 2N = 2deg(v) > >_,cy gy deg(v) = 2(N +1) i no és possible), i
considera el graf Gf \u = (V(Gf)\ u, E(Gf) \ {uup}) on uug és 'inica aresta
incident amb vertex u (de tenir grau 1). Observem que Gf’ = Gf \ u és connex
1V(Gf)| = Ni|E(Gf")| = N—11iper tant Gf’ és un arbre, i clarament afegir
aresta uug continua sent aciclic i per tant un arbre.

i) < 1) Exercici al lector. v) < ): exercici al lector. O
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Definicié 3.89. Donat un graf Gf un subgraf de Gf és H = (V,E) on V C
V(Gf) i ECE(Gf)nPs(V).

Definicié 3.90. Un arbre generador d’un graf Gf és un subgraf T de Gf on
T=(V(T),E(T)) és un arbre complint que V(T) = V(Gf).

Lema 3.91. Tot graf connex Gf té un arbre generador.

Demostracio. Si Gf és un arbre, ja estem, altrament G f té un circuit, diem-lo
C. Sifem Gf; = (V(Gf),E(Gf)\ e) amb e € C una aresta del circuit, tenim
que G f1 continua sent connex i amb una aresta menys que Gf. Si Gf; és un
arbre ja estem, altrament conté un circuit, diem-lo Cp, triant una aresta e;
d’aquest circuit C7 obtenim un subgraf de Gf connex amb una aresta menys:
Gfa(V(Gf), E(Gf1)\e1), si és aciclic, ja estem, altrament té un circuit e iterant
el procediment anterior i com tenim un nombre finit d’arestes, hi haura un
moment que finalitzem. O

Qiiestié 3.92. Quants arbres generadors hi ha en un graf connex G f?
Exercici 3.93. Ezxpliciteu arbres generadors per a Ko, K3 i K.

Definicié 3.94. Sigui Gf = ({a1,...,an}, {e1,...,enm}) un graf simple (o
multigraf). Triem aquest ordre en els vértexs i les arestes del graf, i definim
la matriv d’incidéncia a la matriu de mida N x M denotada per In(Gf) €
My m(Z) definida per

_ | 1 sia;incidentene; | .
(In(G))is = { 0 altrament }’

Exemple 3.95. Considera el graf Gf = ({1,2,3,4},{12,13,14,34}), tenim
amb aquest ordre que

1110
100 0
(G =191 ¢ 1
001 1

Definicié 3.96. Una matriu incidéncia reduida pel graf Gf correspon a fizar
un vertex de referéncia en un graf i eliminar la fila de la matriv In(Gf) corre-
sponent a aquest vértex fix. Si volem fer explicit el vértex eliminat v la podem
descriure aquesta matriv com In(G f) ke 0 IN(Gf)y.

Exemple 3.97. Continuem amb ’ezemple i fizem el vértex 4 com a re-
feréncia, llavors tenim

Definicié 3.98. Anomenem matriu reduida associada a un digraf de Gf on
fizem un vértex v de Gf a una matriv que s’0bté de In(Gf)piuw canviant ex-
actament un 1 en cada columna d’aquesta matriu per un -1, denotem aquestes
matrius per InDi(G f) kit -

Si H és un subgraf de Gf on V(H) =V (Gf) amb |[V(Gf)| =N i |E(H)| =
N — 1, tenim InDi(Gf)y € Mn_1xpm(Z) amb M > N — 1. Si ens restrigim
a les columnes de InDi(Gf), corresponent al subgraf H obtenim una matriu
quadrada de mida N — 1 que denotem per InDi(Gf)y 1.
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Lema 3.99. Donat Gf un graf, i H un subgraf amb V(Gf) =V (H) on H té
N —1 arestes, llavors el valor absolut del determinant de la matriv InDi(G [ )y, mr
no depen del v triat © de [’eleccio de -1’s triat per a obtenir la matriu reduida
associada al digraf de Gf, i anotem |det(InDi(Gf)y u)| per |det(In(Gf)w)l.

Demostracid. Exercici al lector. Indicacié: considereu en la matriu In(Gf) la
fila F, corresponent al vertex v i F, la corresponent a un altre vertex u, i en
cada columna de In(Gf) on hi ha exactament dos 1’s, canviem un d’aquests
1’s per un -1, podem dir a aquesta matriu InDi(Gf). Considerem B la matriu
que s’obté de InDi(Gf) treiem la fila F, i F,, amb els signes 1 i -1 que haguem

ﬁ), i d’aquesta matriu N — 1 x M
considerem la submatriu N — 1 x N — 1 agafant les columnes corresponent
a H i té determinant 0, (les suma de les seves files és la fila zero), i de-
senvolupant per 'iltima fila de la submatriu d’N — 1-columnes de C' s’obte
|det(InDi(G f)u.u)| = |det(InDi(Gf)y m)|, on la tria 1 o -1 en una columna no
afecta en tot el procediment ja que el valor absolut del determinant continua

essent el mateix (correspon a l'operacié de multiplicar per -1 una columna i per

posat i denotem per C la matriu

tant el valor absolut del determinant no varia). O
Exemple 3.100. Continuant amb Uexemple [3.95 triem el subgrap de Gf H =
-1 —1 —l 0
({1,2,3,4},{12,13,14}), obtenim que InDi(Gf)y = 1 0 )
0
-1 -1 -1
In(GfDj)am = 1 0 O . Fizem-nos que una altra eleccid en 1 i -
0 1 0
1 -1 -1 0 1 -1
1’s seria InDi(Gf)sb=| -1 0 0 O iIn(GfDj)apr =1 -1 0
0 1 0 -1 0 1

i observem que |det(In(GfDj)au)| = |det(In(GfDj)ap,u)| = 1.
Si canviem el verter de referencia en la reduida observem per exemple que

11 1 0 -1 -1 -1 0
In(Gf)s=| 1 0 0 0 |, ipertantunalInDi(Gf)s = 1 0 0 O
0 011 0 0 1 -1
-1 -1 -1
i InDi(Gf)s.u = 1 0 0 que té el valor absolut del determinant
0 0 1

valor igual a 1.

Proposicié 3.101. Un subgraf T d’un graf simple connex Gf amb V(T) =
V(Gf) és un arbre generador de Gf si i només si |det(InDi(Gf)r)| = 1.

Demostracid. Sigui T un arbre generador de G f, per tant |V(T)| = |[V(Gf)|
N i|E(T)| = N —1. Del lema d’encaixada de mans sabem > .y () deg(v) =
2N — 2 i per tant T té almenys dos vertexs u de grau 1. Triem un vertex de
referéncia v, i un vertex u; # v, on deg(u;) = 1 i denotem per by aresta de
T on el vertex uy hi és incident. Iterem el procediment i triem vertex u; amb
t=2,...,N —1amb u; # v, que tingui grau 1 en Parbre T\ {u1,...,u;_1}
i triem b; aresta on aquest wu; hi incideix. Fixem-nos que amb aquesta eleccid
d’ordre d’arestes by,...,by_1 1 vertexs {us,...,uy—_1} la matriu incidéncia és



3.5. CONCEPTES BASICS D’ARBRES 67

triangular on en la diagonal hi ha 1’s o -1’s i per tant té determinant zero
(recordo que un canvi de files o columnes no canvia el valor del determinant).

Suposem ara que tenim H un subgraf de Gf amb V(H) = V(Gf) i amb
|E(H)| = N — 1 perd H no sigui un arbre, aixo vol dir que H és no connex o si
ho és (seria un graf) perd no un arbre generador, estudiem que succeeix amb el
determinant aquestes dues situacions.

Si H no és connex: siguin els vertexs ug,...,u; que pertanyen a la com-
ponent connexa que no conté el vector v, i siguin by,...,bs les arestes con-
tingudes en la component connexa que no conté el vector v,, i triem aque-
sta ordenacié en la matriu incidéncia In(Gf),,: {u1, ..., ut, U1, .., un—1} 1
{b1,...,bs,bs11,...bx_1} per tant si fem

(1...510...|0)InDi(Gf)p, .z = (0...0)

perque les primeres ¢ columnes tenen 11 -1 de la fila 1 a la fila ¢ per ser de la
component connexa que no conté v, i per tant obtenim det(InDi(Gf),, m) = 0.

Si H és connex (perd no arbre generador de G f): tenim que afegint una
aresta de Gf en H seria un arbre ( cosa impossible per la caracteritzacié
d’arestes i vertexs d’un grafs) o tindria un cicle (aix0 imposaria que H real-
ment és un arbre generador per a Gf), per tant aquesta situacié no es pot
donar. O

Definicié 3.102. Donat un graf Gf connex i simple, denotem per 7(Gf) el
nombre de subgrafs de Gf que son un arbre generador.

Exemple 3.103. Fer exemple de 7(Ks), 7(K3) i deixar com exercici 7(Ky) =
42,

Teorema 3.104. Donat Gf connex i simple llavors 7(Gf) = det(MM?") on
M = InDi(Gf)v, on v, € V(Gf) fizxat (i aquest resultat és independent del
vertex v, € V(Gf) triat).

Abans hem de recordar un resultat d’Algebra Lineal sobre determinants.

Teorema 3.105 (Férmula de Binot-Cauchy). Sigui P € My u(K) i Q €
MM)N(Q> amb N S M.

Per a cada subjconjunt A; de N elements en {1,..., M} denotem per P; la
submatriu de P de mida N XN que s’obté de triar les columnes de P n;, ..., n;y
on A; = {i1,...,in} (i eliminar les altres columnes de P), i Q; la submatriu
de QQ de mida N x N que s’obté de triar les files de Q n;y,...,niy on A; =
{i1,...,in} (i eliminar les altres files de Q). Llavors:

I
det(PQ) = Z det(P;)det(Q;)

i ().

Demostracid. [férmula] Ho fem recordant un resultat queé vau demostrar alguna
analogia en un seminari del curs d’algebra lineal (que déno per conegut):

1. donada X € My(K), peracadal < k < N el coeficient 2V ~* del polinomi
det(zIn + X) és la suma dels k x k menors principals de la matriu X.
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2. SiN <M amb Aec My y(K)iB e Myn(K) llavors tenim:

det(zIn + BA) = M ~Ndet(xIy + AB) (3.1)

Comprovem el coeficient M — N en I'equacio denotant per A= PiB = Q,
del terme de la dreta és det(AB) clarament.

Estudiem el coeficient M — N de l'expressié de 'esquerra de . Del
primer apartat tenim que és la suma de tots els menors N x N de BA, i ho
podem escriure per ZSC{I,..‘,M}JS\:N det(BA)g s per la promietat multiplica-
tiva del producte i com B té N columnes i A N files tenim que det(BA)s,s =
det(Bg,n])det(A[ny,s) 1 observem si S = A; tenim Bgn) = B; i Ans = Aj,
d’on la férmula de Binot-Cauchy. O

Demostracid. [del teorema [3.104] Denotem per M = InDi(Gf),, on M €
Mn_1%(Q), (recordem que |V(Gf)| = N i treiem v, on tenim M té N —1
files, ara del fet de ser Gf connex tenim k > N — 1) per tant obtenim

det(MM') =" det(M;)det(M}) = det(M;)?

sabem que det(M;) € Z i val 1 o -1 si i només si és un arbre generador, per
tant obtenim el resultat. No depen de la M triada, ja que sigui quin sigui v,
obtenim el mateix resultat d’una proposicié anterior. O

Exemple 3.106. Considerem el graf Gf = ({1,2,3,4,5},{12,13,23,25,34,35,45}),
obtenim

M = InDi(Gf)s =

i un calcul obtenim T(Gf) = 21. Deizo com exercici al lector dibuizar aquest
21 arbres generadors de Gf.

Exercici 3.107 (férmula de Cayley). Sigui Ky el graf simple complet d’N > 2-
vertexs llavors

7(Ky) = NV72,

3.5.1 Arbres amb pesos

Definici6 3.108. Una funcid de cost definida en un graf connex no-trivial G f =
(V(GS),E(Gf)) és una aplicacid ¢ : E(Gf) = Rsq. Si T és un arbre generador
per a Gf el cost de Uarbre és o(T) :=3_ ¢ pr) c(€).

Qiiesti6 3.109. Com determinar arbres generadors del graf G f amb cost minim?

Matematicament és clar, ja que tenim un nombre finit d’arbres generadors, i
podem calcular la funcié cost, i com en tenim un numero finit s’agafa el minim.
Un algoritme usual per trobar arbres de cost minim és el segiient:
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Algoritme 3.110 (de Kruskal). Input/Entrada: Gf = (V,E) graf connex
N =|V|.

Fy:=0 % arestes arbre busquem
for k=1 until N — 1 do:
Fy := Fy,_1 U{bi} on by aresta de cost minim entre les arestes e € E'\ Fx_1 on
el subgraf H = (V, Fy,_1 U {e}) sigui aciclic. end for;
Output/Sortida: Tkrys == (V, Fn—_1).

Exemple 3.111. Fer exemple del graf simple Gf = ({1,2,3,4,5},{b; = 12,b, =
23,b3 = 34,by = 35,b5 = 24,bg = 25,b7 = 15}) on bl té un cost de 1, by un cost
de 2, b3, bs,bg un cost de 3, by un cost de 4 i by un cost de 5.

Partim aresta by, primer, segon cal triar by, després podem triar una entre
b3, bs, b, triem bg, després cal triar entre bz o bs i ja finalitza on una solucic és

bla b47 b67 b3'

Transformacions elementals en un arbre
Siguin T' i 7" dos arbres generadors d’un graf Gf, sigui F' := E(T) \ E(T") i
F':= E(T")\ E(T). Donada f € F tenim que 7"+ f té un cicle que anomenem
I'; i alguna aresta de I'y pertany a F’ (altrament T seria no aciclic).

Denotem per F, el conjunt d’arestes de I'y que pertanyen a F’, alguna
f’ € F, es compleix que f apareix en tot cicle en T'+ f/, diem-ne un per I'y de
T+ f" (en cas contrari I'f U4/ té un cicle sol per arestes de T', cosa no factible),
per tant obtenim que

Tv=T~+f)—f

és un arbre generador per a G f on ntimero arestes en 7" és una més i el nombre
comu arestes en T és una menys, e iterant aquest procediment arribem de
Parbre generador T a larbre generador T”, en particular 77 s’anomena una
transformacié elemental de ’arbre generador T de Gf, i obtenim en
particular:

Lema 3.112. Donats T,T’ dos arbres fonamentals d’un graf connex Gf, via
transformacions elementals podem anar de l’arbre T a l’arbre T'.

Lema 3.113. Sigui T un arbre generador d’un graf connex G f de cost minim <
e(T") > ¢(T) for all T' € C(T) on C(T) corresponen a tots els arbres generadors
de Gf que s’obtenen aplicant UNA transformacio elemental al graf T'.

Demostracid. = és evident. <=: Sigui T un arbre on ¢(7”) > ¢(T) on T" =
T + f' — e arbre generador, i sigui T}, un arbre generador de G f de cost minim.
Denotem per F := E(T)\ E(T\n) i Fin := E(Tn) \ E(T).
Donat f € F, sigui h € F,,, aresta del cicle I'y = T},, + f i considerem ’arbre
generador
T'=(T+h)—f

Com T" € C(T) tenim que ¢(T”) > ¢(T) i per tant c(h) > ¢(f).

Ara considera larbre generador T, = (T), + f) — h € C(T,) per minimalitat
tenim ¢(T),)) > ¢(T,,) d’on ¢(f) > ¢(h) i per tant ¢(f) = c(h).

Per iterar el procediment ens falta demostrar que ¢(T") > ¢(T") ¥T" € C(T"),
un cop demostrat tenim fent transformacions elementals arribem de T' a ’arbre
T,, amb arbres de cost ¢ = ¢(T};,) i per tant T' és un arbre generador de cost
minim per a Gf.
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Demostrem doncs:c(T") > ¢(T7) VI € C(1T”). Suposem el contrari on
T'=(T"+1h)—f eCT)onc(T")<c(T'You h' ¢ E(T') i f' € E(T").

Tenim 7" + h': (i) té un cicle I'ys que no conté h com T =T + h — f tenim
Tpesun ciclede T+ R i (T + k') — f/ € C(T) on tindria un cost menor que
T cosa que no pot ser per el.leccié de T, (ii) tot cicle T'h’ conté h, i considerem
T'y UTy, on Ty, cicle de T+ h, obtenim que conté un unic cicle I"h, de T+ h'i
fle I‘;L, per tant (T + k') — f’ té cost menor que T cosa tampoc possible. Per
tant aquesta situacié no es pot donar. O

Demostracid. [algorisme de Kruskal] Tenim que Tk s té N — 1 arestes i aciclic
per construccio i té exactament N vertexs.

Suposem que tingui £ components connexes T71,...,Tk, on T; sén arbres i
per tant
k
N —1=B(Trus)| = Y ([V(T)| =1) = N —k
i=1

per tant kK = 1 i per tant és connex.

Si existis 7" = (Tkrus + h) — f € C(Tkpus) amb ¢(T') < ¢(Tkrys) per la
demostracié del lema anterior tenim que c(h) < ¢(f) perd per FOR THEN de
I’algoritme no pot ser haver fet aquesta tria, per tant pel lema anterior obtenim
que Tk rys és un arbre generador de cost minim. O

3.6 Grafs planars

Definicié 3.114. Un graf Gf amb N = |V(Gf)| i M = |E(Gf)| diem que és
planari si pot ser dibuizat en el pla R? sense talls amb les arestes. Parlem de
graf pla si aquest dibuiz és fizat.

En el curs de topologia fixareu aquest resultat que queda fora d’aquest curs:

Teorema 3.115 (de la corba de Jordan). Un cicle d’un graf pla divideiz el pla
en dues regions, interior i exterior.

No hi pot haver cap aresta entre un vertex interior i un vertex exterior a un
cicle.

Un graf pla Gf divideix el pla en un cert nombre de regions, on una regié és
una porcié maximal del pla verificant que qualsevol parell de punts d’aquesta
regié es poden unir-se mitjancant una (seccié d’una) corba plana C' tal que cap
punt d’ella interseca a les corbes entre les arestes del graf pla.

Teorema 3.116 (férmula d’Euler). Si R és el nombre de regions d’un graf pla
Gf connex amb N = |V(Gf)| i M = |E(Gf)|, llavors

N-M+R=2

Exemple 3.117. Dibuizar un graf pla (i comentar la diferéncia en graf pla-
nari). Per exemple fem Ky es graf planari, pero el dibuix usual no és un graf
pla, pero altres si, veieu apunts de classe teoria.

3Aquest resultat també s’enuncia com: tota corba tancada (simple) en R2 divideix el pla
en dos components regions disjuntes que tenen la corba tancada com frontera entre aquestes
dues regions. La regié acotada s’anomena interior, la no acotada s’anomena exterior.
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Demostracio. Fem inducci6 respecte M. Per a M = 0 tenim que N = 1 per a
ser connex i R = 1.

Considerem ara un G f graf pla connex amb |E(Gf)| = M+1on N = |[V(Gf)
i R numero de regions del graf. Si no té cap cicle, llavors és un arbre i per tant
[V(Gf)] = M +21iR =1 don es compleix la férmula d’Euler. En cas que
tingui un cicle, sigui auna aresta d’aquest cicle, considerem el graf pla Gf \ a
(de treure el dibuix de l'aresta a), continua sent connex i ara |[E(Gf \ a)| = M
i el nombre de regions es una menys que G f, per hipotesi d’inducci6 en el graf
Gf \ a obtenim:

V(Gf\a)| = E(Gf\a)[+ (R—1) =2

ipertant N— (M)+ (R—1)=2don N — (M + 1) + R = 2 per tant obtenim
la férmula d’Euler pel graf G f. O

Observacié 3.118. Anem en aquesta observacid intentem aportar una altra
demostracio de la formula d’Euler usant graf dual d’un graf pla.

Definicié 3.119. Sigui Gf un graf simple (o multigraf o pseudograf) pla,
assignarem un graf Gf* de la manera segiient: per a cada regic posem en
Uinterior un vértex anomen c* i aquests corresponen als vértexs per V(G f*),
per a cada aresta e € E(Gf) entre dues regions r1,m2 on hem assignat vértexs
de Gf* ¢t i cb respectivament assignem e* € E(Gf*) on e* aresta entre cj
i ¢, 1 d’aquesta manera construim totes les arestes de Gf*. En particular

[E(Gf) = |E(Gf)]-

Sigui T un arbre generador en un graf G f pla. Anem a definir un subgraf T™
de Gf* de la forma segiient on V(G f*) =V (T*). El conjunt E(T*) C E(Gf*)
estara amb bijeccid amb E(Gf)\ E(T) i s’obté de la manera segiient: una aresta
de E(Gf)\ E(T) conecta una regié amb una altra regid ja que conté un cicle
1 triem una aresta e* que conecta aquestes dos cares per aquesta aresta per
e* € E(T*), i ho fem en totes les situacions. Observem com es pla, d’una cara
podrem anar a una altra via arestes de E(T™*) i per tant T* és un graf connex.
Deizem com exercici al lector demostrar que T* és aciclic.

Per tant T* és un arbre generador per a Gf*.

Demostrem ara la formula d’Euler amb la nocié de graf dual introduida en
aquesta observacio:

Demostracid. [férmula Euler usant graf dual] Considerem G f graf pla, i T un
arbre generador, anotem er = |E(T)|1 N = |[V(Gf)| = |V(T)|isabem que N =
er + 1. Considerem G f* i T* arbre generador de G f* construit anteriorment,
i denotem er» = |E(T*)| i sabem que R = |V(Gf*)| el nombre de regions
del graf pla Gf, i per ser arbre R = ep« + 1. Per construccié de T tenim
er + e~ = |E(Gf)|. Per tant obtenim:

N+R=er+1l+ter-+1=|EGf) +2
obtenint la férmula d’Euler. O

Recordem que si G f és un graf simple (o multigraf o pseudograf) i denotem
per N = [V(Gf)|,1 N; el # v € V(Gf) amb deg(v) =7 tenim que

N=Nog+Ni+...
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pel lema d’encaixada de mans (demostreu el lema d’encaixada de mans pel
cas de multigraf o pseudograf) obtenim:

o
2¢:=2|E(Gf)| = i-Ni=Ni+2Ny+3N3+...

i=1

Anomenem el grau mitja del graf Gf al valor d(Gf) := 2¢.

Suposem que G f és un graf pla, i una k-regié del graf pla denota una regié
envoltada exactament per k-arestes, i denotem per f el nombre de k-regions
del graf Gf.

Observacié important: si una aresta no esta en CAP cicle de Gf, la
regié que envolta ’aresta la comptem que envolta ’aresta per les dues
cares, per exemple si sol tenim una aresta uv i el graf es ({u, v}, {uv}),
sol té una regi6 pero la pensem aquesta regié com que és una 2-regio,
si tenim que Gf és un arbre T que es pla amb k arestes té 1’arbre,
sol tenim una regié pero aquesta regio la pensem com una 2k-regio ja
que recorrem pels dos costats cada aresta de ’arbre

Si denotem per R el total de regions del graf G f tenim llavors:

R=> fi=f+fat...
=1

Lema 3.120. Amb la notacié anteriorment tenim la iqualtat:

2e=fi+2f2+3fs+...=> i-fi
=1

i definit el nombre de cares (faces) mitja del graf pel valor fac := Q—RC.

Demostracid. Considerem la suma: M := f1 +2fo +3fs+... = > i fi.
Observem que cada aresta del graf que es trobi en un cicle del graf apareix
exactament en dues regions i per tant es compta 2 en el sumands de M. Ara,
cada aresta del graf que no es troba en cap cicle es troba dins una k-regié on
dins el k compta les dues cares de 'aresta i per tant en fer k fi, cada k-regi6 si
assignem k arestes, en particular cada aresta que no esta en cap cicle suma 2 en
el sumatori per a cada una d’aquestes arestes que no es troba en cap cicle. Per
tant exactament cada aresta contribueix 2 cops en M on 2e < M. Fixem-nos
que k fi, compta per cada k-regié 1 cop les arestes que es troben en un cicle (que
es tornaran a comptar en una altra regid) i 2 cops per les arestes en la k-regié
que no es troben en cap més regié i per tant tenim M < 2e. O

Lema 3.121. El graf complet K5 no és un graf planar.

5
2
fos planar que R = e+2— N = 7 per la férmula d’Euler, i per tant fac = % < 3.
Per tant hi ha una cara amb com a molt 2 arestes (ja que si totes tenen 3 arestes
omés tenim 2e = 3fs+4fa+... > 3(fs+fa+...)i R= fz+ fa+...1tenim que
fac> L}fj) > 3). Per tant surt que ha de tenir un cara amb dos arestes, per tant
el graf pla ha de ser un multigraf (dos arestes anant entre dos vertexs diferents)
perd K5 no és cap multigraf, sino un graf simple, per tant no és possible. O

Demostracid. Tenim N = |V(K5)|=5ie=|E(K5)| = ( ) = 10 on tenim si
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Definicié 3.122. Un graf simple G f s’anomena bipartit si el conjunt V(G f) =
ViUV, amb Vi NVa =0 i compleiz que Ve € E(Gf) els vertexs incidents amb
e és un vertexr de Vq i un verter de V. Si a més cada vertex de Vi és adjacent
a tots els vértexs de Va, diem que el graf bipartit Gf és complet.

Exemple 3.123. Considera el graf Gf = ({1,2,3,4,5},{14,15,24, 25,34, 35})
és bipartit Vi = {1,2,3} i Vo = {4,5} i a més complet. Correspon al K3 .

Lema 3.124. Els grafs bipartits complets Gf on |[Vi| = N i |Vo| = M amb
[V(Gf) = Vi UVa| = N 4+ M son tots isomorfs (exercici al lector) i s’anota
aquest graf bipartit per Ky .

Lema 3.125. El graf K33 no és un graf planar.

Demostracid. Observem que |V(K33)| = 6 1 |[E(K33)] = 9 1 per tant si fos
planar per la féormula d’Euler obtenim que R = e+ 2 — N = 5 i per tant

fac=18 <4,
Ara el graf K3 3 cada cicle té longitud > 4, i per tant cada regié és almenys
una 4-regid, i per tant fac > 4 si fos planar, cosa impossible. O

Enunciem un teorema fora del contingut del curs, tant sols per saber que es
poden caracteritzar els grafs planars.

Teorema 3.126 (Kuratowski, (Frink-Smith), 1930). Sigui Gf un graf connex
(multigraf o pseudograf) planar si i només si no hi ha cap subgraf “homeomorf”
a K373 o a K5.

Observaci6é 3.127. Anem a detallar el concepte subgraf “homeomorf” en a-
questa observacio. Detallarem tres conceptes:

e Una subdivisio elemental d’un graf Gf consisteix a eliminar una aresta uv
del G fi afegir-hi un nou vértex w i dues arestes uw i wv. (podem pensar
en una aresta d’un graf afegir-hi al mig un vértex de grau 2). Aquesta
operacid no afecta la planaritat del graf.

o Una subdivisio d’un graf Gf és un graf que s’obté a partir de G f mijancant
una successio de subdivisions elementals, en particular continua mantenint
la planaritat.

e Dos grafs Gf1 i Gfs diem que son homeomorfs si existeix un graf Gf tal
que Gf1 sigui isomorf a Gf o a una subdivisio de Gf i el graf Gfs sigui
isomorf a Gf o a una subdivisio de G f.

Exemple 3.128. FEl graf de Petersen té un subgraf que és homeomorf a K3,
veieu les imatges seglients:
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e f b

Observacio 3.129. Hi ha un resultat analog al de Kuratowski pero usant la
nocié contractil enlloc de homeomorf. Anem a donar-ne els minims aqui. En
el curs de topologia veure la nocid contractil com homeomorf que sera conceptes
esencials.

Diem que fem una contraccio elemental en un graf quan en una aresta uv
del graf la contraiem, és a dir substituim [’aresta i els vertexs w,v tot per un
dnic vertex e (mantenint tot laltre del graf en particular les altres arestes del
graf que tenien per veins els vértexs u ¢ v, els mantenim pero després de la
contraccid elemental tenen com vértex adjacent w enlloc de v o u).

Una contraccié en un graf Gf consisteix en aplicar una successio de con-
traccions elementals en el graf, observeu que manté la planaritat.

Diem que dos grafs G f1 i G fa son contraibles un a laltre, si existeix un graf
Gf on una contraccid arribem al graf Gf1 i amb una altra contraccié obtenim

el graf G fs.

Teorema 3.130 (Harary-Tutte, Wagner). Tot graf Gf és planari si i només si
cap subgraf és constraible a K5 6 a K3 3.

Proposicié 3.131. Sigui Gf un graf simple pla connex no buit amba almenys
dos arestes. Llavors:

o Gf té almenys un vertex de grau com a molt 5.
o |[E(GS) <3V(GS)|—6.

Demostracio. Comencem pel primer item: sabem que cada cara té almenys 3
arestes (ja que Gf és un graf simple) i per tant R = fs + f4 + ... 1 2e =
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3fs+4fy+ ... per tant
2¢e —3R>0

Ara si cada vertex té grau > 6 tenim N = |[V(Gf)| = Ng+ Ny +...12e =
6Ng + 7N7 + ... per tant
2¢ —6N >0

i per tant
6(e—N—R)=(2¢e—6N)+2(2e—3R) >0

d’on obtenim e > N + R pero ara per la férmula d’Euler N —e+ R = 2 en
contradiccié.

Pel segon item: amb argument similar com anterior item obtenim que 2e —
3R > 0 d’aqui observem

3N —6=3(2+¢—R)—6=3c—3R>e=|EGf)

on en la primera igualtat hem usat la férmula d’Euler. O

3.6.1 Pintant grafs planars

Qiiestio 3.132. Si tenim un graf pla connex i volem pintar els vertexs de colors
on vértexs adjacents tenen colors diferents (no pintem les arestes). Quin és el
nombre minim de colors per poder-ho fer? Diem que un graf és k-colorable si
amb k colors diferents podem pintar els vértexs del graf on vértexs adjacents
tenen colors diferents.

Definici6 3.133. Sigui G f un graf simple i connex. Diem que G f és k-colorable
si amb k colors diferents podem pintar els vertexs del graf on verters adjacents
tenen colors diferents. Definim el nombre cromatic d’un graf G f simple i connex
com el natural x(Gf) on el Graf Gf és x(Gf)-colorable pero no és x(Gf) — 1-
colorable.

Lema 3.134. Tot graf connex planar és 6-colorable.

Demostracid. Sigui G f un graf planar connex, i N = [V(Gf)|. Per a N < 6 és
obvi que és 6-colorable. Argumentem-ho per induccié respecte N = |V (Gf)],
on de ser connex i N > 6 té almenys 3 arestes.

Per la proposicié tenim que Jv € V(G f) amb deg(v) < 5, per tant v té
com a molt 5 veins. Considera Gf' := (V(Gf)\{v}, E(Gf)\{arestes adjacents amb v})
(treiem el vertex i les com a molt 5 arestes que contenien aquest veértex). El
graf Gf’ continua sent un graf planari amb N — 1 veértex, per tant 6-colorable
per induccié si Gf’ és connex. Si Gf’ no és connex cada component connexa
sera un graf pla i connex i per tant 6-colorable. Ara cal estendre la 6-coloracié
de Gf" a Gf.

Ara dels com a molt 5 veins de v tenen assignats com a molt 5 colors diferents,
per tant podem estendre la coloracié en el vertex v amb un color diferent dels
seus veins, i per tant tenim que G f és 6-colorable. O

Definicié 3.135. Donar un graf Gf simple i conex. FEl nombre cromatic de
llistes de Gf, denotat per xo(G), és el minim enter k tal que, per a tota assig-
nacio de llistes

L(v) CN, |L(v)| =k per a totv eV,
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eristeix una coloracid propia ¢ que satisfa
c(v) € L(v) per a totv e V.

Cada vertex pot tenir, doncs, el seu propi conjunt de colors permesos.
Lema 3.136. Per a qualsevol graf Gf connez i simple tenim x(G) < x¢(G).

Demostracid. En efecte, si prenem L(v) = {1,...,k} per a tot v € V(Gf), una
coloracié de llistes és simplement una k-coloracié usual. O

Observacié 3.137. Recordem que un mapa pla és una particio del pla en
regions connezxes, anomenades paisos, de manera que dues regions es consideren
adjacents si comparteizen un segment de frontera (no només un punt). A partir
d’un mapa pla es pot definir un graf Gf de la manera segiient:

1. els vértexs de Gf corresponen a les regions del mapa;

2. hi ha una aresta entre dos vertexs si les regions corresponents son adja-
cents.

Fizeu-nos que el graf Gf és simple, és connex i €s planar. FEl teorema dels
4-colors afirma que aquest graf compleiz x(Gf) < 4.

La demostracié que tot graf simple i connex G f compleix que x(Gf) < 41 per
tant 4-colorable és fora de labast del curs, nosaltres provarem que x(Gf) < 5,
realment demostrarem que x¢(Gf) < 5 en aquest curs.

Una conjectura de Erdés-Rubin-Taylor afirmava que tot graf simple connex i
planar compleix x¢(Gf) < 5 i que existeixen G f grafs simples, connex i planars
amb x¢(Gf) =5.

Margit Voigt Uany 1993 in [Vo93] construeix un graf planar simple connex
amb x,(Gf) = 5.

Teorema 3.138. Tots els grafs simples connexos i planars G f son 5-colorables
i per tant x(Gf) < 5.

Observem primer: si denotem per k = col(Gf) el natural minim on el graf
G f és k-colorable, i si H f és un subgraf de Gf tenim que

col(Hf) < col(Gf)

i per tant en un graf planar i podem anar afegint arestes (dins regio) de manera
que no s’intesequin, i cal veure que aquest grafs amb més arestes compleixen
que sén 5-colorable.

Abans d’iniciar la demostracié del resultat, assumim que si tenim una regié
tancada amb k > 3 arestes, llavors afegint arestes entre vertexs no adjacents
podem subdividir aquesta regié amb regions que formen triangles (és dir regions
amb exactament 3 arestes) i si el problema de coloracié funciona per aquests
grafs amb triangles tenim el cas general. (En el llenguatge de topologia és fer
una triangularitzacié de la regid)

Demostracid. Considerem doncs un graf planar on suposem que les cares (regid)
acotades del graf estan formades per triangles.

Denotem per Out el cicle que recorre la regié exterior del graf pla escrivim
Out = ujuy ... uguy on u; € V(GF).
Sigui 'enunciat segiient:
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e Els vertexs u; i ug estan pintats amb el color 1 i el color 2 respectivament.

e Cada vertexs de Out llevat del up i uo tenen una llista d’almenys TRES
colors que podem elegir per a pintar-lo.

e Cada vertexs del G f llevat dels que surten en el cicle Out, tenen una llista
d’almenys CINC colors que podem elegir per a pintar-lo.

I la conclusié de 'enunciat és que podem estendre la coloracié inicial de uq 1 ug
a tot el graf Gf.

Demostrem aquest enunciat per induccié respecte N = |V(Gf)| amb N > 3.

El cas N = 3, tenim un triangle i cicle ujuousu; on uy i ug estan pintats,
com en el vertex uz tenim una llista de 3 colors un d’ells sera diferent al color
11 al color 2, per tant podem estendre la coloracié al vertex ug triant un color
de la llista dels 3 que hi ha (i no sigui color 1 ni color 2).

Suposem cert el cas per tots grafs planars connexos simples amb nimero de
vertexs < N — 1 i cal veure per grafs amb numero de vertexs N.

Escrivim Out : ujus ... uguq.

o Cas I: Hi ha dos vertexs diferents u;, u; diem-los-hi v i v que es troben en
Out on hi ha una aresta en Gf que els uneix i no es troba en Out.

Podem considerar dos subgrafs de G f planars connexos i simples: graf G
on el circuit que el tanca és By U{uv} i que conté u; i us (que anomenem x
(amb color 1 anomenat «) e y (amb color 2 anomenat () respectivament).
Observem que Bj continua esent triangular i té menys que N vertexs, per
hipotesi d’induccié tenim el resultat. Anomenem ara el color associat en
aquesta coloracié al vertex u per 7y i al vertex v per § i mirem ara el graf
pla connex G2 que de nou té menys d’N-vertexs i per tant aplicant la
induccié podem estendre la coloracié a tot GG i per tant obtenim que la

By

coloracio s’estén. |

e Cas II: No hi ha cap aresta unint vertexs de Out que no es trobi en el cicle
Out. Diem z a u; amb el color 1 (anomenem «) i anomenem ¥y a ug amb
el color 2 (que anomenem ), si sigui vg el vertex a laltre costat de  en el
cicle Out. Considerem tots els veins del vertex vy del graf G f que son dins
Out els vertexs: i w i a dins del graf corresponen a vy, ..., v, i formant
VoV;V;+1v0 una regid-triangle del graf Gf (veieu la figura anterior).
Considerem el graf Gf’ := (V(Gf)\{vo}, E(Gf)\{wvo, vox, vov1, ..., 000t })
i fixeu-vos que continua sent G f’ planar graf simple i connex amb menys
vertexs que Gf. El cicle exterior per a Gf’, que anomenem Out’ consis-
teix en treure vg i les arestes wvg 1 vox i afegir els vertexs: vy,...,v, i
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les arestes: wuvg, vivi_1, ..., 0201, V1. Ara com el vértex vy podia elegir
tres colors i x esta pintat pel color o tenim que hi ha dos colors v, d que
podem triar pel vertex vy (compatible amb el color triat per a ). Ara de
la llista de colors que tenien tots els v;’s que eren 5, treiem de la llista els
colors 7, d i per tant es queden amb una llista d’almenys 3 colors diferents
aquest vertexs. Llavors Gf’ amb el color « triat per a x i § triat per a
y tenim distribuit totes les condicions de ’enunciat per a concloure que
podem estendre la coloracié a tot G f’. Ara sol falta triar la coloracié pel
vertex vg pero per aixo ho triem diferent del color que té el vertex w i el
color o que té el vertex = i és factible ja que té tres colors per a triar i
tots els altres veins s’han colorejat amb una llista de colors que no té v i
6. I per tant podem estendre la coloracié a tot el graf.

O

Observacié 3.139. Realment demostrem en l’anterior prova que donat Gf
simple, connex i planar llavors x¢(Gf) <5 i en particular x(Gf) < 5.

3.7 Algunes aplicacions de grafs amb algebra
lineal

3.7.1 Amics i politics

En un grup de persones tenim la situacié que qualsevol parella de dues persones
tenen exactament un amic en comd. Aleshores sempre hi ha una persona (el
"politic”) que és amic de tots. Parlarem del teorema de I’amistat.

Reformulem primer el problema usant la teoria de grafs.

Interpretem les persones com el conjunt de vertexs V(G f) d'un graf Gf i
unim dos vertexs per una aresta de G f si i només si les persones corresponents
sén amics, pensant que 'amistat és sempre bidireccional, és a dir, si u és amic
de v, llavors v també ho és de u i, a més, ningd és el amic d’ell mateix. Aixi
observem que G f és un graf simple.

Teorema 3.140 (Teorema de 'amistat, IT). Suposem que G f és un graf simple
on dos vértexs vi,ve € V(Gf) amb vy # vy tenen exactament un ved comd.
Llavors existeix un vertex que és adjacent a tots els altres vértexs del graf Gf.

Observacié 3.141. Un altre enunciat que també és coneix com teorema de
l’amistat correspon al segiient enunciat: en qualsevol grup de 6 o més persones
sempre hi ha o bé un grup de 3 persones que es coneixen mutuament o bé un
grup de 3 persones que no es coneizen. Recordeu que aquest enunciat correspon
a lexistencia de triangles o anti-triangles al principi del tema de grafs.

Lema 3.142. Considerem Gf en les hipotesis del teorema de l’amistat. Su-
posem que ezisteiz dos vértexs u,v € V(Gf) no adjacents on deg(u) > 3. Lla-
vors Gf és un graf reqular, és a dir d(v) = k Vv € V(Gf) i es té |V(Gf)| =
k* —k+1.

Demostracio. Observem primer que el graf G f no te cicles de longitud 4, ja que
llavors dos vertexs tenen almenys 2 veins comuns.

Provem primer que si u,v € V(Gf) no adjacents llavors deg(u) = deg(v).
Siguin uq, ..., uk els veins de u, i per hipotesis, exactament un d’ells és adjacent
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a v, diem-li ug. Aquest us és adjacent exactament a un dels uis i # 1 (ug,u
exactament 1 amic en comi), denotem-lo per u;.

El vertex v amb u; per a i > 2 té exament un vei comu, anomenem-los z;
per i > 2. Aquests z;’s s’on diferents, altrament wu;z;u;u formaria un 4-cicle si
zi = zj, per tant z; # z; 1 obtenim que deg(v) > k = deg(u). Intercanviant els
papers de u i v obtenim l’altra desigualtat.

Per tant deg(u) = deg(v) si u,v € V(G f) no adjacents.

Ara, fixem-nos que tot vértex que no és us o bé no és adjacent a u o bé no
és adjacent a v, i per tant té grau k. Ara si us no és adjacent a algun vertex del
graf G f, també tindra grau k, observem que no pot ser adjacent a tot vertex
del graf perque com k > 3, algun dels z;’s amb ¢ > 3 és no adjacent a us ja
que si ho for tenim un cile de longitud 4: uzovzsu. Per tant tot vertex del G f
compleix deg(v) = k.

Sumant sobre els graus dels k veins de u obtenim k2. Ara com cada vertex
de Gf (llevat de u) té exactament un vef amb u, hem comptat cada vertex un
cop llevat del vertex u que s’ha comptat k vegades, i per tant

V(Gf)| = k? =k + 1.
O

Observacié 3.143. Reseguint la demostracid del lemma anterior, observem que
si tenim un u,v € V(Gf) no adjacents amb deg(u) = 2, llavors deg(v) = 2 i
obtenim deg(uz) > 4. Si hi ha un tercer vertéx va € V(G f) no adjacent obtenim
un deg(uh) deg4 perd uh ha de ser adjacent a u i v altrament tindria grau 2 i
per tant ha de ser us. Iterant, obtenim els anomenats grafs moliNs de vent.

En el cas que tot vertex u,v € V(G f) no adjacent té deg(u) = 1, sortiria una
estrella (arbre amb un vértex al mig i els raigs representen les diferents arestes)
pero llavors entre aquest vertex central i un altre, no hi ha un dnic amic comi
1 per tant no es pot donar aquest cas.

Lema 3.144. No ezisteiz cap graf Gf simple regular amb deg(v) = k > 3 per
a tot v € V(Gf) complint |V(Gf)| = k* — k + 1 i que donat dos vértexs no
adjacents hi hagi exactament un veértex vei d’ambdos.

Demostracié. Considerem la matriu adjacent del graf simple Gf: Ad(Gf).
Cada columna de Ad(Gf) té k posicions 1’s i k% — 2k + 1 posicions de ze-
ros. A més del fet que “donat dos vertexs no adjacents hi hagi exactament un
vertex vel d’ambdos” tenim

k1 ... 1

) 1 k 1
Ad(Gf)" = | . . = (k= Dlk2—p1 + p2-p 41

1 ... 1 &k

on 1, és la matriu n X n on totes les entrades soén igual a 1, on la igualtat per
a Ad(Gf)? prové del Proposicié i de les condicions del nostre graf.

Tant Adj(A)?, I,, i 1,, sén simetriques i per tant diagonalitzables. Es facil
demostrar que 1,, té el valor propis n (de multiplicitat 1) (un vector propi és
(1,...,1)) i el valor 0 (de multiplicitat n — 1) i per tant (exercici al lector)
Ad(Gf)? te valors propis k — 1 + (k? — k + 1) = k? (de multiplicitat 1) i k — 1
(de multiplicitat k% — k).



80 CAPITOL 3. GRAFS

També Ad(Gf) simetrica per tant diagonalitzable, i facilment que té valor
propi k (de multiplicitat 1) i £v/k — 1. Suposem que r1 = dim(Ker(Ad(Gf) —
V=1L 1)) irg = dim(Ker(Ad(Gf)+Vk — 1}z 1)) onri+re =n—1 =
k? — k.

Com la suma dels valors propis de matriu diagonal (amb multiplicitat) és
igual a la traca de Adj(Gf) que és zero (graf simple) obtenim

k-i—Tl\/k—l—T’Q\/k—].:O,

en particular r; # 75 ja que k # 0, obtenint que vk —1 = —— on vk — 1 és

T2—T1
un enter, diem-lo int (exercici al lector) i obtenim

int(ryg —r) =k =int> +1

per tant int divideix int? + 1 i també divideix int?, per tant int = 1 i obtenim
que k = 2, pero sempre k > 3 estem suposant, per tant no es possible aquesta
matriu Ad(Gy) O

Demostracio. [Teorema Pel lemma i I’observaci6 de després s’obté
un graf on Ad(Gf)? és com indicada en la demostracié del Lemma i per
tant no és possible si algun vertexs amb vertexs no adjacents té grau > 2.
Gracies a la demostracié del Lemma [3.142]i Pobservacié que el segueix, si té dos
vertexs adjacents té grau 1 o 2, llavors tots els no adjacents tenen mateix grau
i llavors per tal que compleixi el teorema correspon al que s’anomenen grafs de
molins de vent, i que per tant sempre tenen un vertex adjacent a tots els altres
vertexs. O

3.7.2 Algorisme del PageRank

El PageRank de Google PR(X) és un ndmero que s’assigna a cada plana X
per a mesurar la seva importancia. Aquest nimero s’utilitza per a ordenar les
cerques, de manera que surten en primer lloc les que tenen el PageRank més
elevat.

Translladem el problema a un graf dirigit, on cada pagina correspon a un
vertex del graf, i un enllag de la pagina A a la pagina B és una aresta dirigida
AB.

Exemple 3.145. Considerem /4 pagines web: A, B,C i D de manera que tenim
un enllacc DC, BC, AC, AB i C A i per tant obtenim un graf dirigit amb vértexs
{4, B,C, D} i arestes dirigides {DC, BC, AC, AB,CA}.

Tenim doncs:

e La pagina A té dos enllagos: ny = 2 (i la plana C Uenllaga)

e La pagina B té un enllag: ng =1 (i la plana A Uenllaga)

e La plana C té un enllag: nc =1 (i enllacen les webs: A, B i C)
e La plana D té un enllag: np = 1 i no Uenllaca cap plana.

Fixem un nombre minim d’importancia (les webs no tenen cap enllag): 0 <
p<1/2.
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Iniciem el procediment fent que PR(X) = 1 per a una col.leccié finita pagines

1

web X1,...,X,, diem el vector d’inici PRy = € M, 1(R), considerem
1

nx, el nombre d’enllacos de la pagina X; a una altra web de la llista X;5,..., X,

i definim la matriu M € M, ,(R) on
0i.j

TLXj

(M);; =

on §; ; és 1 si hi ha un enllag de la web X; a la web X i 0 altrament. Fixeu-vos
que la suma dels coeficients de cada columna déna sempre 1 (i tots els valors
sén > 0)

Definim una recurréncia via

PRy, = (1 —p)MPRk,1 + pPRy

i es prova tots els coeficients de PRy, sén positius, i la suma de tots els coeficients
de PRy, és n.

Facilment podem escriure aquesta recurrencia en forma matricial de la forma:

PRy (1—p)M | pPRy PRy, ) PRy,
() = () () e ()
és facil demostrar que Iterar té 1 com a valor propi i un vector propi de

Tterar te algun coeficient no nul en les primeres n coordenades, i tot altre valor
propi A d’Iterar compleix |A| < 11 dim(ker(Iterar — I,,11)) = 1, per tant fent
PRy := Iterar’™ (PRy) ~ v on v suma n + 1 i v és vector propi de valor propi
1 de Iterar (on té tots coeficients positius o zeros, es pot demostrar), on aquest

ultim pas esta relacionat amb el teorema de Peron-Frobenius.
Anem a fer aquest algoritme explicit en I'exemple de 4 pagines web anterior.

Exemple 3.146. Fem p = 0,15, tentm que la matriu amb ordre triat de les
webs:A,B,C i D, obtenim

0 0 10
12 0 00
M=1 17210 1
0 00 0

i calculant PRy = pPRo + (1 — p)M PRy_1 obtenim la taula:

Iteracisé || PR(A) | PR(B) | PR(C) | PR(D) PRy,

0 1 1 1 1 (1.1,1,1)

1 1 0.575 2.275 0.15 (1,0.575,2.275,0.150)
2 2.084 0.575 1.191 0.15

3 1.163 1.036 1.652 0.15

15 1.491 0.783 1.576 0.150

16 1.490 0.783 1.577 | 0.150

17 1.490 0.783 1.577 | 0.150

1 estabilitza, per tant ordenaria: C, A, B i D en aquest ordre.
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