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1 Introduccid

Comencem definint que és un cos global, que seran els cossos amb els quals treballarem al llarg de
tot el treball.

Definicié 1.1 Un cos global K és un cos que compleiz una de les segiients possibilitats

(i) és una extensid finita de Q, i en aquest cas parlem de cos numéric o cos de nombres.

(ii) és una extensid finita de Fy(T) = F(T), el cos de fraccions de l’anell de polinomis F[T], on
q=7p",pprimerir € N>1, és a dir, el cos de funcions d’una corba algebraica sobre un cos

finit.
En particular, és molt interessant el cas de caracteristica positiva F[T], i el paral-lelisme entre Z i
F[T): son dominis d’ideals principals, tenen grup d’unitats finits, tenen la propietat que 1’anell de
quocients modul un ideal diferent del zero té un nombre finit d’elements, etc. De fet, F[T] C F(T')
té diferents analogies amb Z C Q. Aixi doncs, també treballarem amb aquestos. Una bona font
d’informaci6 son les notes del llibre [TN].

L’objectiu principal del treball és la demostracié de la finitud del grup de classes d’ideals en el
context dels dominis de Dedekind dins cossos globals en caracteristica p > 0, i tot el background
necessari per fer-ho. Una vegada demostrat aquest fet, vam anar ampliant el treball, on el capitol
3 resulta clau pels conceptes que introduim i la relaci6 amb l'objectiu principal. Finalment, els
capitols 4 i 5 sén aplicacions o alguns dels darrers resultats relacionats amb el que hem estudiat al
llarg del treball.

En un primera part del treball, concretament durant tot el capitol 2, el nostre objectiu és definir
el grup de classes d’ideals i veure que és finit en el context dels dominis de Dedekind dins cossos
globals en caracteristica p > 0. En aquesta primera part, introudirem tots els conceptes, eines
i resultats necessaris fent la demostracié de finitud. Una motivacié darrere d’aixo és I'idea de
mesurar com de lluny es troba ’anell amb el treballem de ser un domini d’ideals principals. La
teoria de grup de classes d’ideals va ser introduida per Kummer,en particular, en el cas del ’anell
d’enters ciclotomic Z[eQ’”/ P] a mitjans del segle XIX, tot i que, van aparéixer breument abans
en la teoria de formes quadratiques per Gauss. Kummer va demostrar que si p no divideix 1’or-
dre del nombre de classes de Z[e?™/?] equaci6 de Fermat x”4+yP = 2P no tenia solucions no trivials.

En el capitol 3, introduim el concepte de divisors i el grup de classes de divisors relacionat amb
geometria aritmética que relaciona cossos de trascendéncia 1 amb corbes algebraiques (veiem [Lor]
Capitol 10). Veurem com aquest darrer grup esta relacionat amb el grup que hem treballat anteri-
orment, per certs anells de Dedekind dins un cos global de caracteristica positiva. Parlarem de les
S-unitats i veurem la seva relaci6 directa amb la clausura entera d’un cert domini de Dedekind.

Finalment, en el capitol 4 estudiarem la conjectura de Brumer-Stark en un cassos particulars en
Pestudi del grup de classes como un Z-modul de Galois, i el capitol 5 mostrant formules pel calcul
del nombre de classes en uns exemples concrets, relacionats amb extensions abelianes.

Per acabar la introduccié i donar una ra6 inicial de l’analogia entre (i) i (ii) de la definicié 1.1,
tenim l’analeg del Teorema d’Euler en el cas de F,[T].

Lema 1.1 Sigui A=F[T]. Si f € A, f #0, i a € A és relativament primer amb f, llavors
a®f) =1 (mod f),

on ¢(f) esta definit com el nombre d’elements en el grup (A/fA)* o, alternativament, el nombre
de polinomis diferents del zero de grau inferior a grau(f) i relativament primer amb fE|

Demostracio. El grup (A/fA)* té ¢(f) elements. La classe lateral de a modul f, @, cau en aquest
grup. Per tant, a—?/) =1, i aix6 és equivalent a la congriiencia que tenim a la proposicio.
O

IPer veure una formula explicita de ¢(f) veure pagina 5, Proposicié 1.7 de [Ros]
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2 Grup de classes d’ideals

L’objectiu d’aquesta seccioé sera definir que és un grup de classes d’ideals per a dominis de Dedekind
i demostrarem que és finit en el cas del cossos de funcions sobre Fy(T) = F(T), on tenim que
q=p", pprimerir € N> 1. Per a demostrar-ho introduim conceptes previs que dividirem en
4 subseccions: clausura entera i domini de Dedekind, factoritzacié tnica d’ideals i ramificacions,
norma d’un ideal, i finalment valoracions i analisi no arquimedia.

2.1 Clausura entera 1 dominis de Dedekind

De manera general, en aquesta seccié treballarem amb la segiient tripleta: Sigui A un domini com-
mutatiu amb unitat, K el seu cos de fraccions i sigui L/K una extensi6 finita. Llavors la clausura
entera B de A en L és un domini B associat de manera canonica a la tripleta (A, K,L) tal que B
C Li tal que L és el cos de fraccions de B, definit via B = {a € L | Irr(a, K)[z] € Alx]} (veure
demostracio [Lor|, pagina 15, Proposici6 2.19, part (i)), on Irr(a, K)[z] és un polinomi irreductible
de « sobre K|[x].

Definim ara els conceptes element enter, clausura entera i enterament tancat.

Definicié 2.1.1 Sigui A un subanell d’un cos L. Un element o de L s’anomena enter sobre A si
és arrel d’un polinomi monic f(y) en Aly].

Fet: Sigui A un subanell d’un cos L. La clausura entera B de A en L és el domini dins L format
per elements de L enters sobre A.

Definicié 2.1.2 Un domini A amb cos de fraccions K, s’anomena integrament tancat si la seva
clausura entera de A en K és A.

Ara enunciarem una proposicié i un corol-lari que ens permetran veure que la clausura entera és
enterament tancada i que conté una base del K-espai vectorial L.

Proposicié 2.1.1 Sigui A un domini. Sigui K el seu cos de fraccions. Sigui L/K una extensio
finita. Sigui B la clausura entera de A en L. Aleshores:

(i) Sigui o € L. Llavors, existeixb € B i a € A tal que « = b/a. En particular, L és el cos de
fraccions de B.

(i) B és integrament tancat.
Demostracid.

(i) Sigui o € L. Sigui g(y) € K[y] el seu polinomi minim. Com K és el cos de fraccions de A,
podem escriure:

gly) =y" + Ccln—flynf1 + .+ ;—O,on c,d; € Ayd; #0,¥i=0,...n—1
n—1 0

Sigui ara d := [[/—, di. Com d"g() = 0, tenim que

(da)” + =L d(da) =t + o+ 2dn =0,
dnfl dO

Per construcci6 tenim que ((%)d € A,Vi=0,...,n— 1, aixi doncs ’equaci6é anterior ens dona
una relaci6 entera per da sobre A. Per tant, b:=da € B,ia=b/d,ambbe Bide A.

(ii) Aix6 es demostra facilment si tenim tres dominis A,B,C amb A C B C C, on es té C és enter
sobre A si i només si C és enter sobre B i B és enter sobre A. Com que B és la clausura entera
de A en LiL és el cos de fraccions de B, B és integrament tancat.

O
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Corol-lari 2.1.1 Sigui A un domini. Sigui K el seu cos de fraccions. Sigui L/K una extensid
finita de grau n. Sigui B la clausura entera de A en L. Llavors B conte una base {ey,...,e,} del
K-espai vectorial L.

Demostracio. Sigui (f1, ..., fn) € L una base qualsevol de L sobre K. Per l’apartat (i) de la proposi-
ci6 anterior, tenim que podem trobar ¢y, ...,c, en Aieq,...,e, en B tal que f; :=e;/¢;,Vi=1,...,n.
Llavors, (eq,...,e,) és una base de L continguda en B. O

Exemple 2.1.1 Veiem que Z és integrament tancat en Q: per veure aizo agafem un element
qualsevol de Q que sigui enterament tancat sobre Z, i ho expressem de forma reduida tal que sigui
de la forma a/b, on a,b € Z son relativament primers. Llavors,

Gt 2" ez =0

—_ Z — oo Z =

b b "

a™ +z1a" b+ 4 20" =0

i la darrera equacio implica que b divideiz a™. Per tant, b = 1, i per tant, per tot a € Z tenim
que és enter sobre 7, verificant el que voliem.

De manera andaloga veiem que F[T] és integrament tancat en F(T): per veure aizo agafem un
element qualsevol de F(T) que sigui o enter sobre F[T]. Escrivim « per p/q, on p,q € F[T] son
relativament primers. Llavors,

n—1
Eyr e =0
q q
Pt g hg" =0

i de la darrera equacio s’obté que q divideix p™. Per tant com que p i q son relativament primers,
q =1, i per tant, p € F[T] obtenim que és enter sobre F[T], verificant el que voliem.

Exemple 2.1.2 Considerem f(z,y) = y?> — 23 € k(x)[y], on k cos, k la seva clausura algebraica,
k[x] Uanell de polinomi en x amb coeficients a k, k(z) el cos de fraccions de k[z], k[x,y] lanell de
polinomis en x,y amb coeficients a k, i k(z)[y] l'anell de polinomis en y amb coeficients en k(z).
Podem veure que f(x,y) és irreductible a k(x)[y], ja que, com un polinomi en y amb coeficients en
k[x] observem la descomposicio

Seguint aquest raonament, s’observa_que gi(x) = ga(x) cosa que no pot ser, ja queg% () # xi, g1
klx]. Per tant, és irreductible sobre k[x][y] pel lema de Gauss. Denotem per A = k[z],K = k(x), i
L =k(z)[yl/(f) = K[yl/(f(2))-

Tenim ara el domini Cy := k[x,y]/(f) dins el cos L. Podriem pensar que Cy és la clausura entera
de A en L, pero veurem que Cy no és integrament tancat en L, i per tant, no és la clausura entera
per la Proposicio 2.1.1.

En Cy tenim que y2 — 23 =0, i per tant, en L,

2*((y/x)* — 2) = 0.

Com que © # 0 en L, trobem (y/z)? —x = 0. Aizi podem veure que l'element y/x és enter sobre
k[z]. Demostrem que y/x ¢ Cy. Es suficient veure y = zg(x,y) + h(z,y)f(z,y) no té solucions

en klx,y], ja que, si y/x € Cy, y/x = g(z,y) mod(Cy), lavors y = zg(z,y) + h(z,y)f(z,y).
Substituint f(x,y)=0 en Cy i

y =y’h(z,y) + z(9(z,y) — °h(z,y)) = h = g/2*, (en Cj)

obtenim 7
v2g(x,y)/a* =y = gla,y) = 2°/y ¢ klz,y].
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Ara com que Cy és un domini d’integritat, podem buscar la clausura entera en el seu cos de fraccions
L. Substituim x =ty = t3, tenim que C; és isomorf a k[t?,t3], amb cos de fraccions k(t). Aizo
és a causa de que 1/t = t2/t> = x/y. Pero com que k[t] és un domini de factoritzacid tinica, tenim
que és integrament tancat en k(t) (Proposicié 2.1.1). Aixi, la clausura entera sera k[t] = k[y/x]. I
com que k[y/x] té com a cos de fraccions L, i k[y/z] és enterament tancat, concloem que k[y/x],
on y? = z3, és la clausura entera de k[z] en L.

Amb el darrer exemple, podem notar que hi ha una relaci6 entre la no-singularitat d’una corbeﬂi
com sera la seva clausura entera relacionada.

Teorema 2.1.1 Sigui f € k[z,y] un polinomi irreductible. L’anell Cy := k[z,y]/(f) és integrament
tancat si i nomes si f(x,y) =0 és no singular, és a dir, no té cap punt singular.

Exemple 2.1.3 Un altre exemple utilitzant la mateiza notacio que a l’exemple anterior. Sigui ara
flx,y) = y* — 23 — 22. Tenim que és irreductible pel criteri d’Eisentein amb z+1, ja que, z+1 és

primer en k[x] i divideiz 23+ 2% amb multiplicitat 1. Sigui Cy := k[z,y]/(f) com abans. La relacié
2*((y/2)* = (z +1)) = 0

en L demostra que (y/x)? — (x + 1) = 0 i, per tant, que y/z és un element enter en L sobre k|[x].
Fent un raonament similar al de l’exemple anterior, podem veure que C'y no serda la clausura entera
de k[z] en L.

Ara considerem les inclusions Cy C Cylz]ly/z] C L. Per definicid, L és el cos de fraccions de Cy,
aizi L és també el cos de fraccions de k[z]|[y/xz].En L, C; és el subanell generat per k,T i y. Com
que (J/T)? =T+ 114 (y/T)T =7, trobem que Cylx]ly/z] = k[z][y/z], el subanell de L generat per
kaxiy/z.

Com que kz][y/x] és un domini de factoritzacid tinica amb cos de fraccions L, tenim que k[z][y/x]
és enterament tancat en L. Com tot element de k[z][y/z],y* = 23 + 22 és enter sobre k[z], trobem
que B B B

klz] C Cf C k[z][y/z] C clausuraenterade k[z]en L.

Com que k[x][y/x] és integrament tancat, podem concloure que k[z][y/z] és la clausura entera de
klx] en L.

Ara que ja hem definit el terme clausura integral, volem definir el terme domini de Dedekind, pero
abans d’aix0, caldra que introduim dos conceptes préviament: noetherid i dimensi6é de Krull.

Definicié 2.1.3 Sigui I un ideal en un domini commutatiu A, diem que I estd finitament generat
si existeiz un nombre finit d’elements ¢y, ...,c, en I tal que:

I={aic1 + ...+ arc|la; € Aji=1,...,1}.
Observacid: Observem que en el cas v = 1, correspon a ideals principals.

Definicio 2.1.4 Un domini commutativ noetheria A és un domini A tal que tot ideal de A esta
finitament generat.

Abans de parlar de la dimensié de Krull, enunciarem i demostrarem un teorema sobre dominis
noetherians, perod necessitem un parell de proposicions per a demostrar-ho.

Definicié 2.1.5 Sigui A un domini. Un A-modul M de A s’anomena noetheria si tot submodul és
finitament generat.

Proposici6 2.1.2 Sigui A un domini noetheria. Llavors tot submodul M d’un A-mo‘duEIﬁnitament
generat és finitament generat, és a dir, és noetheria.

2f(x,y) =0, (a,b) € k? és un punt singular si i només si g—gfc(a, b) = g—g(a, b)=0
3Remarquem que si A és un cos llavors un A-modul és un espai vectorial.
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La demostraci6 de la darrera proposici6 no la emularem aqui, pero la podem trobar a [Lor]|, pagina
26, o la podem veure de la definici6é anterior.

Proposici6é 2.1.3 Sigui A un domini, integrament tancat en el seu cos de fraccions K. Sigui L/K
una extensid separable de grau n. Sigui B la clausura entera de A en L.Sigui {ey,...,en} C B una
base per L sobre K. Aleshores existeix un element no nul d € A tal I’A-modul B esta contingut en
el A-modul lliure generat per e1/d, ..., e, /d; és a dir,

Aey @ ...® Ae, C B C Aey/d® ... ® Ae,/d C L.

Demostracio. Existeix una base (e, ...,e,) C B de L sobre K (veiem Corol-lari 2.1.1). Sigui o € B
un element qualsevol. Aquest element es pot expressar de manera unica de la segiient forma

a=zx1e1+..+xne,, ambzx; € K
Sigui d € A un element no nul. Escrivim
a=dzxi(er/d) + ... + dz, (e, /d).

Hem de veure l'existéncia d’'un element no nul d tal que dz; € A,Vi = 1,...,n, independent de
I'element « triat de B. Fixem una clausura algebraica K de K. L’extensi6é L/K és separable per
hipotesis. Siguin o4, ..., 0, els diferents n embeddings de L en K(n el grau de I’extensi6). Sigui
M := (0;(e;))1<i,j<n. Considerem les segiients relacions

o1(a) 1 1
= (ilej)h<ij<n | - | = M
on (@) x.n T,
Sigui ara M* la matriu d’adjunts de M. Per construccio,
oi1(a@) x1 det(M )z
we| o= M*M(oi(ej))1<ii<n - .
On .(oz) .T.n det(M)xn

Com les entrades de M* son els (n — 1) x (n — 1) menors de M, aquests sén enters sobre A. Com
a € B, cada o;(a),i = 1,...,n, és enter enter sobre A. Per tant, cada element det(M)x; és enter
sobre A.

Tenim que det(M) és enter sobre A, ja que, tenim que det : M, (B) — B, per tant det(M) € B
i aixi és enter sobre A, perd det(M) no necessariament és un element de K. Aixi, det(M) pot no
ser enter sobre K. Sense pérdua de generalitat, suposem que L esta contingut en K, i que cada
embedding o; és la restriccié en L d’un automorfisme 7; en K. Aleshores, per tot automorfisme
7 de K tal que Tk = id|x, existeixen i € {1,...,n} tal que T, = 04. Sota aquestes condicions
extra, podem trobar que 7;(det(M)) = +det(M), ja que, aplicant un automorfisme 7; sobre la
matriu M permuta les seves col-lumnes. Aix6 indica que det(M) pot no pertanyer a K. Perd
I'element d := det(M)? existeix a K, ja que, és invariant sota tots els automorfismes 7 de K tal
que T = idg. Com A és integrament tancat i d existeix en K i és enter sobre A, tenim que d és
un element de A. Aixi veiem que ’element dx; existeix en K. L’element dx; també és enter sobre
A, ja que, d; = det(M) - (det(M)x;). Per tant, com A és enterament tancat, dz; € A,Vi=1,...,n.
Ara, cal veure que d # 0. Per teoria de Galois, sabem que {eq,...,e,} és una base per L/K, i per
tant, det(M) # 0. Aixi, veiem que aquest d # 0, és I’element buscat en ’enunciat. O

Teorema 2.1.2 Sigui A un domini noetherida, integrament tancat en el seu cos de fraccions K.
Sigui L/K una extensid finita separable. Llavors la clausura entera B de A en L és un A-modul
finitament generat. En particular, B és un anell noetheria.
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Demostracid. Per la proposicié 2.1.2 demostra que per veure que B és un A-modul finitament
generat, és suficient veure que B és un A-submodul d’un A-modul finitament generat. Aixo queda
demostrat a la proposicio 2.1.3.

O

La nocié que introduirem a continuacié és una manera de mesurar la complexitat d’un anell com-
mutatiu amb unitat. Ens centrarem principalment en treballar amb dimensi6 1.

Definici6 2.1.6 Sigui R un anell commutativ amb unitat. Una cadena d’ideals primers de longitud
n en R és un conjunt de n+1 ideals primers diferents Py, ..., P, de R tal que P, C ... C P; C P,.
L’altura d’un ideal primer P, ht(P), és el suprem de les longituds de les cadenes de primers en R
amb Py = P. La dimensié de Krull de R es defineix com

dim R := sup{ht(P) | P ideal primer de R}

En aquest treball, ens referirem a la dimensi6 de Krull de R simplement com la dimensi6 de R.
Podem veure que un domini d’integritat R té dimensié 1 si i només si R conté un ideal primer
diferent del cero i tot ideal primer diferent del cero de R és maximal.

Proposicioé 2.1.4 Sigui A un domini de dimensio 1. Sigui B un domini que conté A i tal que cada
element de B és enter sobre A. Llavors B té dimensio 1.

Demostracid. Sigui B un ideal primer propi de B. Sigui P = 3N A. Notem que P # A, ja
que, P C B. L’ideal P és un ideal primer de A, perqué A /P s’injecta en B/¥ i, per tant, A/P és
un domini d’integritat.

Anem a veure que P # (0). Sigui o € B, # 0. Com que « és enter sobre A, existeix un polinomi
monic f(y) € Aly] de grau minim tal que

fla) = o™+ An10" '+ .+ a4 ag = 0.
Afirmem que ap # 0. En efecte, si tenim que ag = 0, llavors
al@" P Fa, 10" day) =0.

Obtenint contradicci6 amb la minimalitat del grau de f(y), i per tant, ag # 0. Llavors, tenim que
ag = —a" — ... —aja € B, i trobem que (0) # (ap) C P. Com que A té dimensi6 1 per hipotesis,
un ideal primer diferent del zero P és maximal.

Ara veiem que ¥ és maximal, o equivalentment, veure que B/ és un cos. El domini B/ conté
el cos A/P. Com tot element de B és enter sobre A, tot element de B/¥ és enter sobre A/P. Sigui
0 # v € B/3 un element diferent del cero. Hem de veure que 7 és un element invertible en B /3.
Tenim que

Y 4 ey ey =0

una relaci6 entera sobre A /P per v, de grau minim. Argumentant com abans, tenim que ¢y # 0,
ja que, si tenim que ¢ = 0 tindriem contradiccié amb la minimalitat de la relaci6é anterior. Aixi,
co # 0, 1 per tant, ¢y és invertible en A/P i podem escriure

1. n—1_ —1 —2 —1
V(=g YT =g en1Y T — i —¢p 1) = L

Per tant, 7 és invertible, tal i com voliem veure. Aixi, B/ és un cos, i, equivalentment, ¥ és
maximal. O

Com a corol-lari de la proposicié anterior, tenim el segiient.

Corol-lari 2.1.2 Sigui K el cos de fraccions d’un domini A de dimensié 1. Sigui L/K una extensio
finita. Llavors, la clausura entera B de A en L té dimensid 1.

Ara presentem la definicié de domini de Dedekind, i un teorema sobre aquests i la clausura integral.
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Definicié 2.1.7 Sigui A un domini d’integritat. L’anell A s’anomena domini de Dedekind si
verifica les segiients tres propietats:

(i) A és noetheria.
(i1) A té dimensid (de Krull) 1.
(iii) A és integrament tancat.

Teorema 2.1.3 Sigui A un domini de Dedekind. Sigui L/K una extensid finita separable del cos
de fraccions K de A. Aleshores, la clausura entera B de A en L és un domini de Dedekind.

Demostracié. Apliquem el teorema 2.1.1, proposicio 2.1.4, i apartat (ii) de la proposicié 2.1.1. [

Exemple 2.1.4 Anem a veure que Z i kfz], on k cos, sén dominis de Dedekind. Ho veurem més
en general, de fet, veurem que tot domini d’ideals principals és un domini de Dedekind.

Observem que un domini d’ideals principals, és noetherida, ja que, en un domini d’ideals principals
tot ideal es generat per un element i per tant, en particular, és finitament generat. Obviament té
dimensid 1 perqueé conté un ideal primer propi, i tot ideal primer en un domini d’ideals principals
és mazximal.

Aixi, només hem de veure que un domini d’ideals principals és enterament tancat, i per veure-ho,
veurem que tot domini de factoritzacid unica és enterament tancat.

Sigui K el cos de fraccions del domini de factoritzacio inica A. Sigui z € K enter sobre A. Suposem
que z = a/b, amb a,b elements coprimers en A. Aixi, com z és enter sobre A, a/b serda arrel d’un
polinomi de la forma

(a/b)" +mp_1(a/b)" "t + - +mi(a/b) +ag =0, ambm; € A.

Llavors
—a" = b(my_1a™ 4+ mypab™ 2 + agh™ ).

Com A és un domini de factoritzacid inica, tot factor primer de c divideiz b. Com b i ¢ son
coprimers, tenim que c és una unitat en A i, per tant, z € A.

Aixi, tot domini d’ideals principals és un domini de Dedekind.

Observacié: Generalment un domini de Dedekind no és un domnini d’ideals principals. Per exem-
27i
ple, podem pensar Z C Q amb Q(e» )/Q una extensid finita, tenim que la clausura entera B de

Z en Q(e%) quast mai és un domini d’ideals principals, on B = Z[e%] (podew consultar [Was]
Capitol 1).

Proposicié 2.1.5 Sigui A un domini de Dedekind amb un nombre finit d’ideals primers, llavors
és un domini d’ideals principals.

Podem veure la demotraci6 de la darrera proposicié a [Lor], pagina 29, Proposicié 5.5. Acabem la
secci6 amb una darrera proposicié i un exemple.

Exemple 2.1.5 Recordant els exemples 2.1.2 i 2.1.3, anem a veure quan Cy = E[x,y]/(flés un

domini de Dedekind, on k cos, k la seva clausura algebraica i f un polinomi irreductible en k[x,y).
Per fer aizo, veurem quan €s la clausura entera, que estard relacionat amb la no-singularitat.

Recordem notacié: A = klz], K = k(z), L = k(z)[y]/(f). Sigui f(z,y) = y" + an_1(x)y" 1 +
-+ ag(z) € klx,y| irreductible. Anem a veure que Cy és la clausura entera de A en L si i només
si f(z,y)=0 és no singular, és a dir, no te cap punt singular. Es directe que tot element de Cy
és enter sobre k[z], ja que, tot element de Cy verifica una relacid entera. Per tant, nomes queda
veure que Cy €s la clausura entera de A en L si i nomeés si Cy és integralment tancat en L. Ara
apliquem el Teorema 2.1.1, i aixi, si f(z,y)=0 és no singular tenim que serd integralment tancat, i
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per tant, serd la clausura entera de A.

Aplicant el teorema 2.1.3, si A és un domini de Dedekind, aleshores C'y és un domini de Dedekind
si i nomes si f(r,y)=0 és no singular (f irreductible en k[x,y]).

2.2 Factoritzaci6 tnica d’ideals i ramificacions

En aquesta seccid, introduirem la propietat de factoritzacio tnica d’ideals per ideals primers i el
concepte de ramificacio.

Definicié 2.2.1 Un domini d’integritat R diem que té la propietat de factoritzacid inica d’ideals
si tot ideal propi I C R es pot escriure com I = P, ..., P, on P,,i =1,..,s és un ideal primer de
R, i aquesta factoritzacid és unica, llevat de permutacions( i multiplicacions d’unitats en R).

A continuacio, enunciem el segiient teorema d’algebra commutativa. I la demostracio es pot trobar
a [Lor] a la pagina 91, Teorema 2.8.

Teorema 2.2.1 Sigui R un domini noetheria de dimensié (de Krull) 1. L’anell R és un domini
de Dedekind si i nomeés si R té la propietat de factoritzacié d’ideals inica.

Observacio: A vegades, per aquesta propietat s’anomenen "primers ideals”"de ’anell R als ideals
primers.

Fixem-nos que, amb les hipotesis que tenim al teorema 2.2.1, només cal veure que un domini noet-
heria de dimensio 1 té la propietat de factoritzacio d’ideals tnica si i nomeés si és integrament tancat.

Abans de parlar del concepte de ramificacio, cal comentar que utilitzarem diverses vegades ’eina
de la localitzacio, i donarem per conegudes certes propietats o resultats. Podeu consultar la infor-
maci6 necessaria a diferents llibres com a la seccié I1.6 de [Lor]|, al llarg de [AtiMac], a la seccio 1.1
de [Lan] i/o al Capitol 6 de [Kem)].

Sigui A un domini de Dedekind i denotem per K el seu cos de fraccions. Sigui B la clausura
entera de A en una extensio finita L de K. Suposarem que B és A-modul finitament generat, o
equivalentment, que la extensié L /K és separable (Teorema 2.1.1). Anem a estudiar la relacié entre
ideals de A amb els de B, i la seva factoritzaci6é en ideals primers diferents del zero, en aquesta
situaci6 es t¢ A= BN K.

Lema 2.2.1 Sigui A un domini de Dedekind i denotem per K el seu cos de fraccions. Sigui B

la clausura entera de A en una extensid finita L de K. Sigui P un ideal maximal de A. Aleshores
PB +# B.

Demostracio. Comencem en el cas que P és un ideal principal de A. Sigui p un generador de P.
Suposem que PB = B. Llavors existeix b € B tal que pb = 1. Com que P # A, s’obté que b ¢ A.
Sigui f(y) € Aly] un polinomi monic de grau minim n > 1 tal que f(b) = 0. Escrivim f(y) =
Y +an_1y" t+...+ag. Com tenim que pb = 1, trobem que pf(b) = b" 1 +a,_ 16" 2+...+aop = 0.
Per tant, hem trobat una relacié entera amb b sobre A amb un grau menor que n, contradient la
minimalitat del grau n. Aixi, no pot existir un element com b, i per tant, PB # B.

Ara suposem que P no és principal. No podem argumentar com abans, perd reduim la nostra
demostracio al cas on P és principal utilitzant localitzaci6. Sigui S := A\ P, S és multiplicatiu per
ser P primer. Llavors, PB # B si i només si S"'PS~ !B # S~!B (|AtiMac|, pagina 39, corol-lari
3.4). L’anell Ap = S~'A és un domini de Dedekind ([Lor], pagina 63, corol-lari 6.20), llavors Ap
és un domini d’ideals principalsﬂ O

Com ara sabem que PB és un ideal propi en el domini de Dedekind B, podem factoritzar PB en
un producte d’ideals maximals:

PB =M - M e; € Z,e; > 1,

4 Ap té solament (0) i P com ideals primers, i utilizant la Proposicié 2.1.5, obtenim el resultat.
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i observem que PM; N A = P.L’enter ey, /p := ¢; s’anomena index de ramificacié de M; sobre
P. Icom que M; N A= P, l'inclusié6 A C B indueix l'injeccid

A/P — B/M;, pera i=1,..,s.

Com B és un A-modul finitament generat, el cos B/M; és una extensio finita del cos A/P. Denotem
per far,/p = [B/M; : A/P] la dimensi6 de B/M; com a (A/P)-espai vectorial. Quan no hi hagi
confusio, escriurem fyz,/p = fi. Anem a definir més formalment.

Definicié 2.2.2 El cos A/P s’anomena el cos residual de A en P. El natural positiu fys,/p s’ano-
mena el grau residual de M; sobre P.

Ara enunciem i demostrem un resultat que relaciona el indexos de ramificacié amb el grau n d’una
extensio.

Teorema 2.2.2 Sigui A un domini de Dedekind. Sigui L/K una extensid finita del cos de fraccions
K de A. Sigui B la clausura entera de B en L. Si B és un A-modul finitament generat, llavors

[L:K]= Z en/pfu/p-
M|PB

Demostracio. Sigui PB = [[;_; M{". Com els ideals M;",i = 1,...;s, son coprimers dos a dos,
trobem que hi ha un isomorfisme d’anells

B/PB = H B/M¢:.
=1

Cada un dels anells B/PB i B/M/",i = 1, ..., s, també poden ser considerats com (A/P)-espais
vectorials. Per demostrar el teorema, veurem que:

(i) dima,p(B/PB) =L : K], i que
(11) dzmA/p(B/Mfl) = €; dzmA/P(B/MZ) = eifi,Vi = 1, ey Se

Primer farem la demostracié de les dues afirmacions quan A i B sén dominis d’ideals principals.
Com B és A-modul finitament generat sense torsid, per teoria d’estructura de moduls sobre dominis
d’ideals principals tenim que B és un A-modul lliure de rang n := [L : K] (és a dir, B = A™). Sigui
7 un generador del ideal P en A. Llavors:

B/PB~(AG-- @ A)/(nA® - &r1A) = (A/P)".

Per tant, el (A/P)-espai vectorial B/PB té dimensié n sobre A/P.

Assumim ara que P C M€, tal que B/M¢ és un (A /P)-espai vectorial. Ara procedim per inducci6
sobre e de M, per a obtenir
dimA/p(B/Me) =€ dzmA/p(B/M)
Per al cas e =1 és clar. Ara considerem la seqiiencia exacta de (A/P)-espais vectorials:
0— M '/M® — B/M® — B/M*™* — 0.
Per propietats de successions exactes i hipotesi d’induccio:
dima,p(B/M®) = dima,p(B/M°™") + dim,p(M°"/M®)
= (e — V)dimy,p(B/M) + dim/p(M™" /M*).

Per a concloure la demostracié demostrem que M¢~1/M¢ és un (B/M)-espai vectorial de dimensio
1 o, equivalentment, un (A/P)-espai vectorial de dimensié dim ,p(B/M). Sigui m un generador
de I’ideal maximal M de B que conté P. L’aplicaci6é natural

v:B — Mt /M®

1 — [me 1,

10
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on [m°~!] és la classe de m~!, és exhaustiva e indueix un isomorfisme de (B/M)-espais vectorials:
v : B/M — M¢ ' /M¢. Per tant, dimpg,p(M¢~'/M¢) = 1, i I'afirmaci6 (ii) estd demostrada quan
A i B s6n dominis d’ideals principals.

Sigui A un domini de Dedekind qualsevol. Sigui S := A\ P. El conjunt S és un conjunt multiplicatiu
en A i B. Com A és un domini de Dedekind, I’anell S~'A = Ap és un domini d’ideals principals,
amb cos de fraccions K (Proposici6 2.1.5). Aplicant el corol-lari 6.19 de la pagina 63 de [Lor],
obtenim que la clausura entera de Ap en L és anell S~'B. Com que My, ..., M, sén els tnics
ideals maximals de B que no intersecten amb S, trobem que S~!B és un domini de Dedekind que
té nomeés un nombre finit d’ideals maximals. Aixi, S~'B és un domini d’ideals principals, per la
Proposicié 2.1.5. A més, com els ideals S™'M;,i = 1,..., s, son ideals propis maximals en S~ B,

concloem que
S

(S7'P)(S'B) = [ (s~ My)*
i=1
és la factoritzacio de (S™1P)(S7!B) en (S~!B). Per tant, com tant (S~'B) i (S~'A) sén dominis
d’ideals principals, aplicant ’argument anterior obtenim la segiient igualtat:

[L : K] = Zeifila
=1

on f = dim(s-1.4/5-1p)(ST'B/ST1M;). Llavors, per un resultat de localitzacions es demostra
que A/P i S71A/S™1P sén isomorfs. Aixi, obtenim

=1

O

Teorema 2.2.3 Sota les hipotesis del Teorema 2.2.2 i suposem, a més, L/K és Galois, llavors
donat P ideal primer de A, PB = M{'--- M, estée; = - =es i f1 =+ = fs, i per tant,
[L:K]:s'eyfl.

Podeu trobar una desmostracio del teorema anterior a la pagina 116, Teorema 8.1, [Lor].

Definicié 2.2.3 Sigui L/K una extensio finita. Sigui A un domini de Dedekind amb cos de fracci-
ons K. Denotem per B la clausura entera en L. Suposem que B és un A-modul finitament generat.
Sigui M un ideal mazimal de B. Sigui P := M N A. L’ideal M és ramificat sobre P (o sobre A) si
en/p > 1 o lextensio B/M no és separable sobre A/P. Si l'ideal M no és ramificat sobre P, llavors
diem que és no-ramificat sobre P (o sobre A).

Un ideal mazimal P de A ramifica en B si PB esta contingut en un ideal maximal M de B que
és ramificat sobre A. Quan no hi ha cap ideal maximal de B ramificat sobre A, lextensic B/A
s’anomena no-ramificada.

Ara presentem un parell d’exemples.

Exemple 2.2.1 Sigui f(t) = t> — 9t — 6 polinomi irreductible sobre Q[z], i sigui o una arrel de
f(t) que pensem dins de C, com tots els cossos els pensem sobre C en aquests exemples d’aquesta
subseccid. Denotem K = Q(a), on K/Q no és de Galois. Observem 6 = a®—9a = a(a—3)(a+3).
Perm € Z, a+m té el polinomi minim f(t—m) € Q[t], aizi Nk o(a+m) = —f(—m) = m>—9m+6
(veurem aquest concepte de norma en la segiient seccid) i lideal principal « — m té norma

N(a—m) = |m>® —9m +6|.

Per tant, N(a) =6, N(a—3) =6, i N(a+3) = 6. Com té dos primers a Z que divideiz la norma,
ha de succeir que () = pops, (v — 3) = pops, @ (@ + 3) = pops. Aixzd

(2)(3) = (6) = (a)(a — 3)(ar + 3) = pops’s,

per tant, (2) = p2ps i (3) = p3. Per tant, 2 i 3 son ramificats en K.

11
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Exemple 2.2.2 Sigui p un primer senar, i ( = (, =e » una arrel p-éssima primitiva de l'unitat.
Considerem el cos ciclotomic K = Q(¢). A partir de que Uextensic K/Q és una extensié de Galois
i utilitzant el discriminant d’una extensio, trobem la segiient identitat

p=(C-1)(-1)..(¢"" —1),

i veure el fet que (( — 1)Ox NZ = pZ. Podem veure que per tot enter i no divisible per p, podem
trobar un enter j tal que ij = 1(modp), i per tant (' —1)/(C—1) = 1+(+...+¢L € Z[¢), i la seva
inversa (C—1)/(¢*—1) = (¢'j—1)/(¢* — 1) també esta en Z[(]. Per tant, la fraccié (¢ —1)/((—1)
és una unitat en Z[C]. Conseqiientment, (¢* — 1) i (( — 1) generen el mateiz ideal, ho denotem per
Py. Ara amb la igualtat anterior i el teorema 2.2.2, podem veure pZ[(] = Plp_1 1 P, és un ideal
primer. Per tant, podem veure que estem en el cas f1=1ie; =p—1=[K :Q].

Aquest darrer exemple, ens permet escriure d’una manera alternativa el concepte totalment rami-
ficat: un ideal propi primer P de A s’anomena totalment ramificat en L (o en B) si PB = p”, per
algun ideal primer p de B, i [L: K] =n.

Per acabar aquesta seccidé presentem unes definicions relacionades amb la segiient seccié i que
donaran informacié sobre els primers on ramifica L /K finita.

Definicié 2.2.4 Sigui A un domini commutatiu, i siguin f(y) = a,y™+---+ag i g(y) := bpy™+
-+ by dos polinomis en Aly[, amb a,b,, # 0. La resultant de f i g és l’element de A

Gp  Gp—1 o ag
an, Gn—1 e ap
Res(f,g) := det An  Qp_1 aop
bm bm—l o bO
b b—1 bo

Definicié 2.2.5 Sigui A un domini commutatiu, i sigui g(y) € Aly] un polinomi. Sigui g'(y)
la derivada de g(y) en Aly]. La resultant de g(y) i g'(y) depén només dels coeficients de g(y) i
s’anomena discriminant de g(y). Ho denotem per disc(g).

Proposicié 2.2.1 Sigui A un domini de Dedekind. Sigui f(y) € Aly] un polinomi monic irreduc-
tible. Suposem que Cy := Aly]/(f(y)) és un domini de Dedekind. Llavors P € Max(A)(conjunt
ideals mazimals de A) ramifica en Cy si i nomes si disc(f) € P.

Podem trobar la demostraci6 de la darrera proposicié a la pagina 133, Proposicié 1.2 del [Lor].

Definicioé 2.2.6 Sigui A un domini de Dedekind. Sigui K el seu cos de fraccions. Sigui B la
clausura entera de A en una extensio finita L/K. Sigui dg/a lideal de B generat per els elements
de la forma f'(«), on f(y) és el polinomi minim d’un element « € B tal que L = K(«). Si lextensio
L/K no és simple, llavors definim dg/a = (O)ﬂ L’ideal dg;s s’anomena lideal diferent de B/A.
Sigui 6p/a l'ideal de A generat per els elements de la forma disc(f), on f(y) és el polinomi minim
d’un element o € B tal que L = K(c). Si l’eatensio L/K no és simple, llavors definim d0p,4 = (0).

Proposicio 2.2.2 Sigui A un domini de Dedekind. Sigui K el seu cos de fraccions. Sigui B la
clausura entera de A en una extensid finita i separable L/K. Llavors

(1) Si M € Max(B) és ramificat sobre A, llavors dg;4 C M.
(2) Si P € Max(A) ramifica en B, llavors g/a C P.

Podem trobar la demostraci6 de la darrera proposicié a la pagina 143, Proposicié 5.2 del [Lor].

5Recordem que tota extensié L/K finita i separable és simple

12
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Exemple 2.2.3 Sigui A = Z, i considerem [’extensidc Q(a)/Q, on a* + a+1 = 0. Tenim que
f(x) =2* + 2 +1 € Z[z] és monic irreductible. Calculem el discriminant de f:

1001100
0100110
0010011

disc(fy=det |4 0 0 1 0 0 0] =229.
0400100
0040010
000400 1

Aixi per la Proposicid 2.2.1 tenim que ['inic primer que ramifica és 229. Ara sigui B la clausura
entera de A en L. Obtenim també que l’ideal diferent és d = 4a®+1, i § = (229). Per la Proposicié
2.2.2 un ideal primer P de A ramificara en B si 229 € P, i un ideal primer M de B és ramificat
en A si (4a® +1) C M.

2.3 Norma d’un ideal

Definicié 2.3.1 Sigui F un cos. Sigui R un F-espai vectorial de dimensié n. Sigui r € R. Sigui
pr : B — R, amb x — p.(x) := rx, i aizi denotem laplicacié "multiplicacié per r". Facilment,
Uaplicacio p, és un morfisme de F-espais vectorials. L’aplicacio

Normp/p :R — F
r— det(p),
s’anomena (I’aplicacid) norma de R a F.

Sigui A un domini de Dedekind, amb cos de fraccions K. Sigui L/K una extensio6 finita de grau n.
Sigui B la clausura entera de A en L, i suposem que L/K és separable, és a dir, B és un A-modul
finitament generat. Definirem:

Npja : Ip := {ideals de B} — I, := {ideals de A}
tal que, quan L/K sigui separable, compleixi que Vo € B,
Npja(aB) = Np/k(a)A.

Abans, donarem una expressio alternativa a I’aplicacié norma en el cas que L/K sigui una extensio
de Galois amb el grup de Galois G = {01, ...,0n} : Ny () =[], 0i(e) = Normp k() (de la
definicié 2.3.1). Aquesta darrera expressio de Ny x(a) ens suggereix que definim pel cas Galois i
per un ideal T de B:

Npja(l) :== (Hai(f))ﬁA- (1)

Proposicié 2.3.1 Sigui L/K una exstensid de Galois. Sigui o € B. Llavors Np,a(aB) =
Nr/r(a)A.

Demostracio. Agafant I’expressio de Np,4(I) donada en tenim:
n n
NB/A(O{B) = (H O'i(Oz)B) NA= (H ai(a))B NA= NL/K(OA)B NnA.
i=1 i=1

Com que Ny, k(o) € A, obtenim Ny x(a)BNA= Np/g(a)A. O

Ara que ja hem vist un resultat que relaciona la norma que habiem definit, amb la que volem
definir (la norma que porta ideals de B a ideals de A), i abans de continuar amb els lemes i resultat
final, definim el concepte norma-ideal quan L/K no és de Galois.

Definicié 2.3.2 Considerem (A,K,B,L) com hem definit al principi. Definim Uaplicacié norma-
ideal Np/a : Ip — 14, on Ir denota el conjunt d’ideals d’un domini de Dedekind R, via:

13
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(i) Si B € Max(B) := {ideals maximals de B}, llavors Np,4(8) := (BN A)fﬁ/ﬁﬂ*‘.
(it) Sigui Ng/o(B7* ---B07) = [[;_; Np/a(3;)".
(iii) Sigui Np,a(B) := A i Ng;a((0)) = (0).

L’aplicacio Np,a : Ip — 14 definida aizi és multiplicativa. Quan no hi ha confusié, anomenarem
Uaplicacio norma-ideal simplement com aplicacié norma.

Notacio6 2.3.1 (A,K,B,L) denota un A domini de Dedekind amb cos de fraccions K, L/K extensio
finita i separable, B clausura entera de A en L amb B domini de Dedekind, i [L:K]=n.

Lema 2.3.1 Sigui (A,K,B,L) com abans. Sigui n el grau de L/K. Llavors la composicié Np;4 o
ig/a: Ia — Ip és laplicacid n-éssima poténcia en 14, onip 4 €s la inclusid d’un ideal de A en B
via extensio.

Demostracio. Es clar que (Npjaoipsa)(0) = (0). Com ambddés Np,a i ip/a sén aplicacions
multiplicatives, només hem de veure, per demostrar el lema, que

VP e Max(A), (NB/A OZB/A)(P) = P".
Escrivim ig4(P) = PB = [];_, 3{*. Llavors

> o) il eif n
Npa(PB) = [[ Npja(®:)" = p== " Bur = pm.
=1

O

Lema 2.3.2 Siguin L/K i M/L dues extensions finites de cossos. Sigui A un domini de Dedekind
amb cos de fraccions K. Sigui B (respectivament, C) la clausura entera de A en L (respectivament,
en M). Suposem que B i C son A-moduls finitament generats. Llavors Ncja = Npya o Neyp.

Demostracié. Com les aplicacions norma sén multiplicatives, només hem de veure que, VI €
Max(C),
N¢ya(B) = Npya(Neoyp(8)).

f
Sigui ¥p :=BN B i¥B,y:=BN A Per definici, Noja(B) = 3323/334’ i aixi podem veure

I f
Npja(Ne/p(®B)) = BAB/BB BB,

Per la multiplicitat de f en les torres, obtenim el resultat que voliem. O

Proposici6é 2.8.2 Sigui (A,K,B,L) com abans. Llavors, Va € B,

Np/k(@)A = Npja(aB).

Demostracié. Sigui M /L una extensio de Galois de L tal que M/K és també una extensio de Galois.
Sigui C la clausura entera de A en M. Sigui o € B. Llavors

Neja(aC) = Ng/a(Neyp(aC)) (Lema?2.3.2)
= NB/A((QB)[M:L]) (Lema2.3.1)
= Npa(aB)M:H,
Similarment, utilitzant la transitivitat de la norma, podem veure que Vo € B,
Ny (a) = Ny (Naryz (@) = Ny (@) = Np e () M

Com que M/K és de Galois, per la proposici6 2.3.1, tenim que No/a(aC) = Ny i () A. Per tant,
concloem que
Np/a(aB)MH = (N, (o) A)PMEL

Com que Panell A té la propietat de la factoritzacié tnica d’ideals (recordem que A és un domini
de Dedekind), tenim que N 4(aB) = N /k(a)A. O
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2.4 Valoracions i analisi no arquimedia

En aquesta secci6 introduirem el concepte de valoraci i presentarem resultats de 1’Analisi no ar-
quimedia. Ho farem de manera breu, referenciant al lector [Goss| Capitol 2 i/o [Lor|] Capitol 5.

Comencem parlant de valoracions i valors absoluts.

Definicié 2.4.1 Sigui L un cos qualsevol. Una aplicacié || : L — R s’anomena un valor absolut
de L si es verifiquen les segiients tres condicions:

(i) |x| =0 si i només si x=0.
(i1) |zy| = |z||ly|,Vz,y € L.
(i) |z +y| < |x| + [y, Va,y € L.

Definici6é 2.4.2 Sigui L un cos qualsevol. Una valoracio de L és una aplicacio v : L* — Z tal que
es verifiquen les segiients propietats:

(i) v(zy) = v(z) + v(y),Va,y € L*.
(ii) v(z+y) > min(v(z),v(y)), Y,y € L*.
Exztenem v a L definint v(0) := +o00.

Considerem una valoracié en cossos globals, en particular correspon a la generalitzacié del valor
absolut p-adic en Q, definit per a = p' > € Q, on (n,m) = 1,(n,p) = 1,(m,p) = 1, via |a, = pi
Exemple 2.4.1 Valoracié P-adica: Sigui A un domini de Dedekind, i sigui K el seu cos de frac-
cions. Sigui P C A un ideal mazimal. Associem a P la valoracié exhaustiva vp : K* — 7 que
definida per x € A, llavors escrivim la factoritzacié de l'ideal (x) en A com

— ordp (x
(z) := HPGMax(A) pertr(e),

Definim vp(x) := ordp(x), quan x = a/b € K,a,b € A, b # 0, definim
vp(x) :=vp(a) —vp(b).

Es facil comprobar vp satisfa la definici 2.4.2. Ara, quan A té quocients finits (ho definirem més
endavant, pero explicat de manera rapida és quan VP € Max(A), el cos residual A/P és un cos
finit), definim el valor absolut estandaritzat ||p associat a vp com:
Hp K — R+
z e |xlp = |A/P|7P @ if 2 £ 0,

i [|0||p =0. On |A/P| denota la cardinalitat del cos A/P, que és finit quan A té quocients finits.

Exemple 2.4.2 Z i F[t], i les clausures integres en extensions finites i separables de Q i F(t)
son de quocient finit. Per exemple, Fs[t] i agafem el polinomi monic irreductible t> +t + 1, llavors
si considerem 1’ideal mazimal (t3 +t+ 1), obtenim el cos residual finit F5[t]/(t> +t+1) = Fss amb
cardinalitat 125.

Sigui ara L/K una extensio finita, i sigui B la clausura entera de A en L. Suposem que B és un
A-modul finitament generat. Com que B és un domini de Dedekind, volem associar a cada ideal
maximal 8 de B la valoraci6 vg : L* — Z. Quan A té quocients finits, llavors B també té quocients
finits, i associem a vy un valor absolut ||[|33:

Ilg:L — R*
z | @ ||ggi= |B/B B six £ 0,
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i |0z = 0. El valor absolut [|||33 és el que anomenem el valor absolut estandaritzat de L associat a
B. Ara sigui, P:=8N A, i sigui PB = HQ‘PQ%/P. Definim

||33 L — R+
)
x> Jzly = |A/P] B six #£0,
0~ 0.

Podem extendre el valor absolut de || de L al valor absolut |[p de K: Vo € K, |z|p = |z(g. De fet,
si v € K, llavors vg(z) = eﬁ/Pvp(m). Notem que

3, F
= (lg5) ®r=%re.

Per simplificar notacio, definim ng,p = €Hp f33/P'
Lema 2.4.1 Sigui A un domini de Dedekind amb cos de fraccions K. Sigui L/K una extensio

finita de grau n. Sigui B la clausura entera de A en L, i suposem que B és un A-modul finitament
generat. Llavors

(i) ZmPniﬁ/P =n=I[L:K]|
(ii) Sigui x € B. Llavors vp(Np i (z)) = 233|P f%/Pvgj(x).
(iii) Suposem que A té quocients finits. Sigui x € L. Sigui ||p el valor absolut estandaritzat

associat a P € Max(A). Llavors, [N,k (x)|p = H%‘P |x|;?3/P.

Demostracio. L’apartat (i) s’obté directament del teorema 2.2.2. Per veure 'apartat (ii), escrivim

@B):= [] (J[%%“).

PeMaz(A) Bjp

Per definici6, Np/a(zB) = [l penran(a) P8 8,287 com que Np/a(xB) = Np/k(x)A per
la proposicié 2.3.2, ja tenim l'apartat (ii). Ara com els valors absoluts i les normes séon funcions
multiplicatives, és suficient demostrar l'apartat (iii) quan = € B. Sigui z € B. Utilitzant la
factoritzacié de (xB) i ’apartat (ii), trobem que

niip _E f: vas () —v (T
H ‘xh" P —|A/P| “Bie BB — g p|mor (N k(@) — INpx(2)]p.
B p

Concloent la demostracié de I'apartat (iii). O

Ara definirem quan un valor absolut és arquimedid o no, i acabarem enunciant la formula del
producte pel cas dels cossos numérics, que no demostrarem aqui, perd podem trobar la demostracio
a [Lor], pagina 175, Proposicio 7.7.

Definicié 2.4.3 Diem que un valor absolut ||e de K és un valor absolut no arquimedia quan satisfa
a més la desigualtat
|£L’ + y|' S max(|x\.7 ‘y|.),V(E,y € K7

on ||e és un valor absolut associat a una valoracié v del cos K.

Recordem la funcié grau, grau : k[z] \ {0} — N, amb f(z) — grau(f(z)). Podem extendre
aquesta funcio a k(x) \ {0} aixi: si r(z) = p(z)/q(z) amb p(z),q(x) € klz], i grau(r(z)) :=
grau(p(x)) — grau(q(z)). Es clar que

grau(f - g) = grau(f) + grau(g)
grau(f + g) < maz(grau(f), grau(g)).
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Fixem grau(0) = oco. Llavors, d’aquestes propietats podem veure que 'aplicacié ve, definida a
continuaci6 és una valoracio de k(x):

Voo : k() \ {0} = Z
[ —grau(f).

Quan k és un cos finit amb q elements, cas corresponent a cos global de caracteristica p > 0,
associem a la valoraci6 v, de k(x) el valor absolut

£ (2)]oo := q_voc(f) — qgmu(f).

Definicié 2.4.4 Denotarem per V(k(x)) el conjunt de valors absoluts de k(z) que consisteizen en
el valor absolut no arquimedia ||, i en els valors absoluts no arquimedians estandaritzats associats
als ideals mazimal de k[x]. Denotarem un element de V (k(z)) per v abans que per ||,.

Ara enunciem pero no demostrarem la formula del producte (es pot trobar a [Lor|, pagina 177,
Lema 8.2) per al cas F,(z).

Lema 2.4.2 (Formula del producte per F(x)) Sigui f(x) € F*. Llavors

veV (F(x))

El segiient lema ens portara un resultat clau per fer la demostracié de la formula del producte de
cossos de funcions sobre cossos finits[fl

Lema 2.4.3 Sigui k un cos qualsevol. La valoracid vo, de k(x) és igual a la valoracié vp de k(x)
associada a l'ideal mazimal P := (1/x)k[1/x] de k[1/x].

Demostracié. Considerem inclusi6 k[1/x] C k(1/x) = k(z). L’anell k[1/x] és un domini d’ideals
principals en el seu cos de fraccions k(x). Sigui f(z) = Zf:éu(f) a;z', amb agrqup) # 0, un
element qualsevol de k[x]. Com que k(x) és el cos de fraccions de k[1/x], podem escriure f(x) com

un quocient de g(1/x)/h(1/x), amb g(1/z)/h(1/z) € k[1/z]. Aixi, escrivim

grau(f) 1

f@) = Q)00 Y aisrmm) =

=0
Agrau(f) + Agrau()—1(1/T) + ... + ag(1/z)9rewd)
(1/z)grau(f) :

Podem veure que en el domini d’ideals principals k[1/x], I'element ag,qu(f) + agrau(r)—1(1/z) + ...+
ao(1/x)97f) no és divisible per 1/x. Per tant, per la definici6 donada de valoraci6 P-adica vp
associada a P := (1/x) tenim que

vp(f(z)) = ordp(f(z)) = ordp((1/z) "9 V) = —grau(f).

Per tant, vp = vo. Per veure que || = ||p, és suficient fixar-nos que k[1/x]/P = k. Per tant,
[kl =a.1flp = ¢""Y) = |flx. O

Sigui k un cos finit i L/k(x) una extensio separable de grau finit n. Volem determinar el conjunt de
valors absoluts {||;,7 = 1,..., s} de L que extenen al valor absolut ||, de k(x). Pel lema anterior,
sabem que podem trobar un conjunt de valoracions de L. associades a v-

De manera general, sigui B’ la clausura entera de k[1/x] in L. Suposem que B’ és una k|1 /x]-algebra

finitament generada. Com que B’ que és llavors un domini de Dedekind, Iideal (1 /x)B/ factoritza
en un producte d’ideals maximals

(1/z)B = 33?31“3 e g?js/P.

Nw /v

6En el cas d’un cos de nombres L la formula és Hwev(L) || =1l,onz € L*
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Denotem per vy, la valoraci6é de L associada a 3;, i per ||33i, 1 =1,...,s, els valors absoluts de L
associats a vg . Pel que hem vist anteriorment, cada valor absolut ||g de L extén al valor absolut
[loo = ||p de k(x). Sigui

ng,p=Ni = e, p- fﬁﬁi/P'
Pel teorema 2.2.2 sabem que > ©_, ng,p =n = [L : k(z)]. Pel lema 2.4.1 tenim que Vo €
B, INL k() (@)]oo = [Ti—; | )
diferents tenim que les valoracions exhaustives vyl = 1,..., s, son totes diferents.

% . Pel fet que ideals maximals diferents, tenen valoracions associades

Tornem al cas de k cos finit. Sigui L una extensi6 finita de k(x). Denotem per V(L) el conjunt
que consisteix en tots els valors absoluts ||3 de L associats als ideals maximals 3 de B, i els valors
absoluts [|3 ,4 = 1,..., s extenen al valor absolut || de k(x). Denotem un element de V(L) per
[lw, 0 simplement per w. Si ||, exten a un valor absolut ||, de V(k(x)), diem que w divideix
v, i ho denotem per wlv. Si [[, = || per algun ¥ € Max(B), llavors escrivim ||, = ||33mk[z], i
N /o = 33 B o] (podeu veure apéndix B per més informacio).

Fet: En les condicions anteriors, V(L) consisteix en tots els valors absoluts possibles de en el cos
L ([Art] Capitol 9).

Proposicié 2.4.1 (Formula del producte per cossos de funcions sobre cossos finits)Sigui k un cos
finit. Sigui L/k(x) una extensid finita separable. Sigui f € L*. Llavors

I e -
weV (L)

Demostracio. Siguin B i B* les clausures enteres en L de k[x] i k[1/x], respectivament. Suposem
que B i B* sén k[x]-moduls i k[1/x]-moduls finitament generats, respectivament. Llavors,

I = I1 ¢ II 1)

weV (L) veV (k(z)) wlv,weV (L)

= H INL i (f)|o (Lemma2.4.1)
veV (k(x))

=1.(Lemma2.4.2)

O

Corol-lari 2.4.1 Sigui ||y ,i = 1,...,s, els valors absoluts de L que extenen |[. Si f € B\ {0},
Havors || f ||s=T1;_, |f|%1, on els n; son els definits anteriorment n; := eg, /p - f3, /p-

Demostracid. Sigui f un element diferent del zero de B. Factoritzem

(B = [I M.

MeMax(B)
Per definicio,
v 1
| fBls=|B/fBl= ][ |B/M|"»7) = . i .
MeMazx(B) MeMax(B) NN/ MAk[]
Aplicant la formula del produte, obtenem el que voliem. ]

2.5 Grup de classes d’ideals i la seva finitud

En aquest apartat associarem a un domini de Dedekind A un grup abelid, anomenat grup de classes
d’ideals Ci(A). A continuacio, demostrarem que és un grup finit quan A és un anell de funcions
sobre un cos finit (recordem que es conegut quan A és anell d’enters d’un cos de nombres que Ci(A)
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és finit).

Sigui A un domini. El conjunt .#(A), que consisteix en tots els ideals diferent del zero de A, és
un monoide commutatiu quan es dotat amb la llei de composicié de multiplicacié d’ideals:

(i) Donats I,J € #(A),1J € 4 (A).
(ii) L’ideal unitat (1) = A és l’element identitat per la multiplicacié d’ideals.

Definici6 2.5.1 Sigui .# un monoide qualsevol amb element unitat 1. Una relacid de congriiencia
en M és una relacié d’equivaléncia = tal que, per tot 1,I',J,J € M amb I = J 11 = J,
r'=JJ.
Definicié 2.5.2 Sigui A un domini commutativ qualsevol. Considerem la segiient relacié en el
monoide M (A):

I=J< 30,6 € A\ {0} tal que (o) = (B)J.
Com que = és una relacid d’equivaléncia associada a un submonoide de .#(A) (concretament,

el conjunt d’ideals principals diferents del zero de A), és una relacié de congruéncia en #(A).
Denotem per CI(A) el monoide #(A)] =.

Quan A és un domini de Dedekind, llavors C1(A) és un grup abelia amb ’element identitat la classe
del (1), com podem veure a [Lor|, pagina 159. Anem a veure linvers, I~!, de I € CI(A), I # A.
Sigui a € I, # 0. Com que els ideals no trivials de A tenen factoritzacié tnica en un producte
d’ideals maximals, podem escriure () = I.J per algun ideal J de .#(A). Per tant, [J = (1),1 la
classe de J és I'invers de la classe de I en CI(A), 7! = J.

Definicié 2.5.3 Sigui A un domini de Dedekind. El grup CI(A) s’anomena el grup de classes
d’ideals de A.

Definicié 2.5.4 Diem que un domini de Dedekind A té quocients finits si, per tot P € Max(A),
el cos residual A/P és un cos finit.

Definicié 2.5.5 Sigui A un domini de Dedekind amb quocients finits. Definim la norma d’un ideal
diferent del zero com
| I ||a:= cardinalitatde A/I.

Notem que || I ||a=1 si i nomes si [=A.

Exemple 2.5.1 L’anell A=k[z], on k és un cos finit amb q = p" elements té quocients finits. Sigui
I=(g(z))un ideal qualsevol diferent del zero. Llavors

I 7 Lai= [kl /(g(a))] = gorea).
De fet, k[z]/(g9(x)) és un k-espai vectorial de dimensio igual al grau de g(x).
Exemple 2.5.2 L’anell A = Z té quocients finits. Sigui I = (a) un ideal diferents del zero. Llavors
I T |[a:= |Z/aZ] = al.

Proposicio 2.5.1 Sigui A un domini de Dedekind amb quocients finits. Sigui K el seu cos de
fraccions. Sigui L/K una extensié finita. Suposem que la clausura entera B de A en L és un
A-modul finitament generat. Llavors, B és un domini de Dedekind amb els quocients finits. A més,
si I C B és un ideal diferent del zero , llavors || I ||p=|| Ng/a(I) ||a-

Demostracié. Anteriorment ja hem vist que B és un domini de Dedekind. Sigui M € Max(B).
Sigui P := M N A. Llavors B/M és un (A/P)-espai vectorial de dimensié fy;/p. Per tant, B/M és
un cos finit, i

I M ||5=|B/M| = |A/P|IMie =|| PDur | 4=|| Np/a(M) |la -

Com que Np,4 és una funcié multiplicativa, trobem que per tot ideal I de B,

I =l Np/all) |4 -

19



2.5 Grup de classes d’ideals i la seva finitud TFG

En el segiients tres lemas, denotarem per A=k[x], on k és un cos finit amb q elements. Denotarem
per L una extensié finita i separable de grau n del cos de fraccions K de A, i denotarem per B la
clausura entera de A en L. La proposicié anterior mostra que B té quocients finits.

Lema 2.5.1 Fizem un A € R. Llavors, existeizen inicament un nombre finit d’ideals I de B amb
11T [B< A

Demostracié. Un ideal T en .#(B) té norma || I ||[p= 1 si i només si I=B. Com la funcié norma
en B és multiplicativa i positiva, per veure el lema nomeés cal veure que B conté només un nombre
finit d’ideals maximals M amb || M ||p< A. Com un ideal maximal de A és contingut nomeés en un
nombre finit d’ideals maximals de B, i com que

I M |[p=| MO A |04 > MAA |,

és suficient veure que donat un A\ € R, llavors existeixen nomeés un nombre finit de ideals P de A
amb || P ||a< . Aix6 és clar per 'exemple 2.5.1, 1 2.5.2. O

Lema 2.5.2 El grup Cl(B) és finit si i nomeés si existeix un nombre X € R, depenent de B, tal que
tota classe d’ideal de B conté un ideal I amb || I ||p< A.

Demostracié. Suposem que el grup Cl(B) és finit i sigui Cl(B) := {C4,...,Ch}. Com tota classe
d’ideal conté un ideal, podem agafar un ideal I; en cada classe C;. El nombre X := maz{|| I; ||z
,i=1,...,h} satisfa 'afirmaci6 del lema.

Ara del lema 2.5.1 obtenim que tnicament hi ha un nombre finit d’ideals I de B tals que || I ||p< A.
Aixi, quan tota classe d’ideal de B correspon a un ideal I amb || I ||g< A, provant que CI(B) és
finit. O

Lema 2.5.3 Sigui A € R. Tota classe d’ideals de B conté un ideal amb || I ||g< A si tot ideal
diferent del zero J de B conté un element o amb || () ||[s< A || J ||B-

Demostracio. Sigui C # (1) una classe d’ideal de B. Fixem un ideal J en la classe de C !, I'invers
de C en CI(B). Sigui a € J tal que || () ||ls< A || J |lp. Com que a € J, podem escriure
() = IJ, per algun ideal I de A. Com que (a) = I.J, veiem que ’ideal I pertany a la classe de C.
La desigualtat || IJ ||p=|| () | < A || J || 5 demostra que || I [|p< A. O

Teorema 2.5.1 Sigui A=k[x], amb k un cos finit. Sigui L una extensid finita i separable de grau
n del cos de fraccions K de A, i sigui B la clausura entera de A en L. Llavors existeiz un nombre
real \, depenent nomes de B, tal que tot ideal diferent de zero I de B conté un element o diferent
del zero amb || () [|[B< || J ||B- En particular, el grup de classes d’ideals de B és finit.

Demostracio. Tenim k un cos finit amb g elements. Suposarem que la clausura entera B és un
A-modul finitament generat. Com que A és un domini d’ideals principals, podem agafar una base
{a1,...,a,} per B sobre A. Sigui I un ideal diferent de zero de B. Com que || I ||p=|| Np/a(I) ||,
i com que la norma de qualsevol ideal diferent del zero de A és igual a una poténcia de g, concloem
que || I ||g és una poténcia de q. Sigui d > 0 'anic enter tal que

@y <l 1 5= (g
Com que (¢*1)" >|| I ||p= |B/I|, trobem que dos dels (¢**!)" elements diferents de B de la forma

n
Zmiai,mi €A im; =00 0<grau(m;) <d,
i=1

han de ser congruents modul I. Per tant, I'ideal I conté un element diferent del zero « de la forma

n
a:Zai,mi €A im;=0 0 0<grau(m;) <d.
=1

. istonci cacions:
Ara necessitem de D'existéncia de n aplicacions
. +
[li: L =R i=1,..mn,

que han de satisfer les segiients propietats:
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(i) Va € B,a #0,| (aB) ||3= 11—, ol
(i) |35 myayls < 370 Imjayls.
(iii) [mjogl; = [myli - |yl

Aquestes aplicacions venen donades en la construccié final de la seccié anterior. Recordem el que
vam fer, vam definir una valoracié v, a k(x), i després vam associar a aquesta valoracié un valor
absolut, i vam veure una formula producte i un corol-lorari com a conseqiiencia d’aquesta.

Recordem tenim k un cos finit d’ordre q. Tenim A = k[z], i denotem per K el seu cos de fraccions.
Sigui L/K una extensié de grau n. Suposem que les clausures enteres B i B' de k[x] i k[1/x] en L
son k[x|-moduls i k[1/x]-moduls finitament generats, respectivament. Denotem per [|; := || ,i =
1,..., s, els s valors absoluts de L, definits anteriorment, que extenen al valor absolut ||, de K.
Denotem per n; := n?ii/P7i =1, ..., s, les multiplicitats associades. Com A és un domini d’ideals

principals, podem agafar una base {1, ..., a, } per B sobre A. Sigui

S

A= T gl

i=1 j=1

Anem a veure que ideal diferent de zero I de B conté un element diferent del zero « tal que
Il (@) lIBS Al I ||g- SiguiI un ideal diferent del zero de B. Denotem per d > 0 'inic enter tal que

(@)™ < T ]I< (g™

Com que (¢71)" >|| I |[p= |B/I|, trobem que dos dels (¢*!)" elements diferents de B de la
forma Z?zl mic, amb m; € A i |m;le < ¢¢, sén congruents modul I. Per tant, I'ideal I conté un

element « de la forma .

o= Zmiozi, ambm; € A, i|mi|e < q.
i=1

Utilizant el corol-lari 2.4.1, i propietats dels valors absoluts podem veure que

S
(@) lls =] lodi
=1

S n S n
<TIO Imsasl)™ =TT Imjloo - lajla)™
i=1 j=1 i=1 j=1
S n
< (@)==m - JIQ legl)™ = (@) A
i=1 j=1
<[5 -A.

I obtenim el resultat del teorema. I pels lemes anteriors al teorema, veiem que el grup de classes
d’ideals és finit. O

Ara definirem la cota Minkowski pel cas de cossos numeérics, i donarem un exemple molt senzill
sobre aquesta cota. Després, veurem un cos on el grup de classes d’ideals és infinit.

Teorema 2.5.2 (Cota de Minkowski) Sigui K un cos numeéric. Sigui D el discriminant del cos K
sobre K, n el grau de K sobre Q, i 2ro = n — r1 el nombre d’embeddings complexos on r1 és el
nombre d’embeddings reals. Llavors, tota classe del grup d’ideals de classe de K conté un ideal I
diferent de zero amb la norma tal que

N() < VDI

nTL

Podem veure una demostracié d’aquest teorema a [Mil] a la pagina 70 Teorema 4.3, i al llarg de la
mateixa seccié podem trobar més aplicacions d’aquest.
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2.5 Grup de classes d’ideals i la seva finitud TFG

Corol-lari 2.5.1 Sigui K cos de nombres, O l'anell d’enters que és la clausura entera de Z en
K, es té Cl(Ok) finit.

Demostracié. Hi ha un nombre finit d’enters menors o iguals a \/[D[(2)"2 2 | i pel Lema 2.5.1 i
2.5.2 obtenim el resultat de la finitud de Cl(0). O

Exemple 2.5.3 Sigui K = Q(\/5), un cos numeéric, llavors ri =2, ro =0, n =2, i |D| = 5. Aixi
1
N(I) < 5\/S ~1.118 < 2.

Per tant, N(I)=1 i aizxi I = Ok. Per tant, tot ideal de Ok és principal i Cl(O) = {1}.

Proposicié 2.1 Sigui k un cos i f(x,y) € k[x,y] un polinomi en dos variables irreductible. Sigui
f(z,y) = 0 no-singular, llavors Cy := k[z,y]/(f) és un domini de Dedekind. A més, si k és un cos
finit, llavors Cy és un domini amb quocients finits.

Podeu trobar la demostracié del resultat anterior a la pagina 229, Corol-lari 2.7, [Lor].

Exemple 2.5.4 Considerem la corba el-liptica afi y?> = 2 — x. Fizem-nos que és no singular i per

tant, la clausura entera és B = Clx,y]/(y*> — 2° + x). En aquest cas, el grup de classes d’ideals és
infinit.

La raé d’aizo és que els ideals mazimals de B corresponen als ideals maximals de Clz,y] que conte-
nen (y? —x3+x). Els ideal mazimals de Clx,y] son de la forma (z-a,y-b) i aquest conté (y? —x3+x)
si i nomes si b>—a>+a. Aixi, els ideals mazimals de B corresponen al punts de la corba y?> = x° —zx.
Pel teorema dels zeros de Hilbert (Hilbert’s Nullstellensatzﬂtenim que tot ideal d’una corba com la
que tenim és de la forma (z-a,y-b) on b*> = a® —a, que satisfa l’equacié y*> = x3 —x. Aizo ho podem
fer, ja que, estem en un cos algebraicament tancat, C. Aixi doncs, tenim infinits punts i per tant,
infinits ideals mazimals. Ara anem a veure si dos ideals mazximals poden estar relacionats per una
funcio f. Per fer aizd, utilitzarem teoria del Capitol 5 de Ros[1], que introduirem en la segiient
seccid, pero que per aquest evemple donarem per donada. Llavors tenim que Div(f) = D5 =
P—Q, on P ideal mazimal de la forma (x —a1,y—01) @ Q ideal mazimal de la forma x — ag,y — ba,
i per tant, el grau del divisor sera zero, pero té un zero i un pol, i aizo vol dir que la corba té génere
zero, i la nostra corba és una corba el-liptica de génere 1, arribant aixi a contradiccd. Per tant, no
poden haver-hi aquest divisors, i tots aquests ideals mazximals no estan relacionats i llavors hi ha
un nombre no finit d’elements en Cl(B).

Veiem un fet relacionat amb el segiient exemple i acabem amb una definicio.

Fet: Si tenim (A,K,B,L), on L/K separable i Galois, CI(B) és un Z[Gal(L/K)]-modul via accio
ideal primer de B, o €Gal(L/K), o - 8 = o(p) ideal primer de L.

Observacio: [8] € CI(B), n € Z actua via n[f] == [f"]. Per [8] € CI(B), 0 € Gal(L/K)
actua via o[f] = [0(B)]. Per tant, (Zle n;0;) € Z[Gal(L/K)] actua via (Zle n;o;)[B] =
L=y o:(8)™):
Exemple 2.5.5 Sigui A = Fa[t], K = Fa(t), f(t,z) = 2® +tx +t i L = Fa(t)[z]/(z? + tx + t).
Observem que L/K abeliana i Galois amb Gal(L/K) = Z/(2). Estem en la segiient situacid:

B C L

Fo[t] C Fa(t)

B=F,[t,x]/(x? + tz +t) és la clausura entera de A en L, ja que, f(t,z) és no singular,

"Per més detall sobre el teorema, mirar el Capitol I de Kem|[1], i en particular, el Teorema 1.7 de la pagina 21,
on s’explicita aquesta correspondéncia.
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of
of

Cl(B) # (id), i és un Z[Gal(L/K)]-modul no trivial. Ara calculem el discriminant de f en x

disc(f) = det

o ~+ =

t ot
00 =3
t 0

Aizi, per la Proposicié 2.2.1 i 2.2.2, tenim que (t) ramifica en B (ja que, disc(f) =t € (t). Per
tant, (t) = B2 on B ideal de B. Suposem que (3 és principal, llavors

B = (ut)z +uv(t), u(t),v(t) B

t = B% = u?(t)z? + 0% (t) = v (t)tx + u ()t + 03 (t),
on u?(t) = 0 per tant, u(t) = 0, llavors v%(t) =t per tant, v(t) = \/t. Pero \/t ¢ d’on obtenim
Cl(B) # {id}.

Definicié 2.5.6 Sigui A un domini de Dedekind amb cos de fraccions K (un cos global), denotem
per hy el nombre d’elements del grup finit CI1(A).

81extensi6 v/t no hi és ja que seria inseparable sobre F(¢) i la nostra extensié és separable
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3 El grup de classes de divisors i les S-unitats

En aquesta secci6 introduim uns conceptes relacionats amb geometria més estretament, relacionats
amb el grup de classes d’ideals. En particular, obtenim un analeg del teorema de Dirichlet per les
unitats en cossos globals en caracteristica p > 0.

3.1 Divisors i Teorema de Riemann-Roch

Un cos de funcions en una variable sobre F és un cos K, que conté F i amb x €K trascendental
sobre F, tal que K/F(z) és una extensio finita algebraica separable. Per a K/F cos de funcions en
una variable parlem del cos de constants per FF'N K = E, on F és la clausura separable de F.

Veiem breument que la clausura separable de F en K és finita sobre F, és a dir, E = FN K és una
extensi6 finita separable de F. Com E un subcos de K, que és algebraic i separable sobre F, tenim

[E:F)=[E(z): F(x)] < [K : F(z)].

Aixi, canviant F amb la seva clausura separable en K, si fos necessari, suposem que F és algebrai-
cament tancat en K, és a dir, tot K N F = K, on K la clausura de K. En aquest cas, F seria el
cos de constants de K. A partir d’ara K/F(x) finita separable, pensarem que el cos de constants és F.

El grup de divisors de K, Pk, és per definici6 el grup lliure abelid generat pels primers de Kﬂ
Escriurem aquest de manera additiva tal que un divisor qualsevol sera de la forma D = )", a(P)P,
on P denota sempre en aquesta secci6 un primer de K. Els coeficients, a(P), estan tinicament
determinats per D i els denotarem a vegades com ordp(D). El grau de tal divisor es defineix com
grau(D) = > pa(P)grau(P). Aix6 ens dona un morfisme de Zx a Z, amb el nucli denotat per
D5, el grup de divisors de grau zero.

Ara sigui a € K*. El divisor de a, (a) o div(a), es defineix com ), ordp(a)P. L’aplicacié a — (a)
és un morfisme de grups de K* a Pk . L’imatge d’aquest morfisme es denota per Pk i s’anomena
el grup de divisors principals. Es pot demostrar que el grau d’un divisor principal és zero ([Sil],
pagina 32, Proposici6 3.1).

Si P és un primer tal que ordp(a) = m > 0, diem que P és un zero de a d’ordre m de (a) o de la
funci6 a. Si P és un primer tal que ordp(a) = —n < 0, diem que P és un pol de a d’ordre n (de
(a) o de la funci6 a). Sigui

(a)o = Z ordp(a)P, (@)oo = — Z ordp(a)P.

Plordp(a)>0 Plordp(a)<0

El divisor (a), s’anomena el divisor de zeros de a, i el divisor (a). s’anomena el divisor de pols de
a. Observem (a) = (a), — (¢)oo €n Zk.

Dos divisors Dy i Dy s6n linealment equivalents, denotat per D ~ Ds, si la seva diferéncia és
principal, és a dir, D1 — Dy = (a) per algun a € K*.

Definicié 3.1.1 Definim ara, Clxy = P/ Pk, el grup de classes de divisors del cos K. Com el
grau d’un divisor principal és zero, la funcid grau ens dona un morfisme de Clix a Z. El nucli
d’aquest morfisme es denota per Clg, el grup de classes divisors de graw 0.

Ara donarem dues definicions i enunciarem un teorema que no demostrarem, pero si que treballarem
amb certes conseqiiencies d’aquest teorema.

Definicié 3.1.2 Un divisor, D =Y, a(P)P € Pk, diem que és un divisor efectiu si per a tot P,
es té a(P) > 0. El denotem per D > 0.

Fet: Sigui D un divisor. Definim L(D) = {x € K*|(x) + D >} U{0}. Podem veure que L(D) té
estructura d’espai vectorial sobre F i que és de dimensio finita sobre F. La dimensid de L(D) sobre
F és denota per (D).

9Per un cos global K un primer p del cos denota una V(K), una valoracié discreta, o equivalentment un primer
B de la clausura entera de F[x] en K o en la clausura entera de F[1/x] en K.
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3.2 Teorema de les unitats de Dirichlet en cossos globals en caracteristica positiva TFG

Lema 3.1.1 Si Dy i Dy sén divisors linealment equivalents, llavors L(D1) i L(Ds) son isomorfs.
En particular, I(D1) = 1(D2).

Demostracié. Suposem que D1=Ds+(h). L’aplicaci6 K* x — xh és un isomorfisme de L(D;) a
L(Dy). O

Lema 3.1.2 Si grau(D1) < 0, llavors 1(Dy) = 0, llevat que Dy ~ 0 en aquest cas tindriem que
I(Dy)=1.

Demostracio. Si tenim que grau(D)<0 i x € L(D), llavors grau((x)+D) es menor que 0 i més o
igual que zero, que és una contradiccié. Per tant, [(D) = 0. Ara si grau(D)=0 i L(D) no és buit,
sigui « € L(D). LLavors () + D > 0 i té grau zero, aixi doncs, ha de ser el divisor zero. Per tant,
D ~ 0. En canvi, si D ~ 0, llavors {(D) =1(0) = 1, ja que, L(0)=F perqué = € L(0) implica que x
no té pols ni zeros, i per tant, x € F, les funcions constants. O

El primer lema enunciat i demostrat ens diu que les constants /(D) depén nomeés de la classe de
D en Clg. De manera similar, el grau(D) depén nomeés en la classe de D. La demostracio del
segiient teorema es pot trobar al capitol 6 de [Ros], pagina 73.

Teorema 3.1.1 (Riemann-Roch) Existeiz un enter g > 0 i un divisor de classe © tal que per
w' €Dk iper atot D € P es té

I(D) =grau(D) — g+ 1+ l(w* — D).
L’enter g és tnicament determinat per K, i s’anomena el génere de K.

Ara procedim a enunciar els segiients corol-laris del teorema de Riemann-Roch.

Corol-lari 3.1.1 (Desigualtat de Riemann)Per tots el divisors de D, es té (D) > grau(D)—g+1.
Corollari 3.1.2 El w’” € © compleiz l(w?) = g, w¥ s’anomena el divisor canonic.

Corol-lari 3.1.3 Per a w’ € ® tenim que grau(w”) = 2g — 2.

Demostracid. Posem D=0 en el teorema, i a continuacié, apliquem el corol-lari anterior. O

Corollari 3.1.4 Si grau(D) > 2g — 2, llavors I(D) = grau(D) — g + 1, excepte en el cas que
grau(D) =2g—2iD € D.

Demostracid. Si tenim que grau(D) > 2g — 2, llavors grau(w” — D) < 0. Ara aplicant el Lema
3.1.2 obtenim el resultat. O

Per a llegir més sobre aquest apartat podeu consultar [Lor] Capitol 9, [Har| Capitol 4 (en concret
seccio 4.19), i [Ros] Capitols 5 i 6.

3.2 Teorema de les unitats de Dirichlet en cossos globals en caracteris-
tica positiva

Sigui K/F un cos de funcions algebraiques sobre el cos de constants F' = F finit. L’anell A = F[z] C
k = F(x) té una certa analogia a la parella Z C Q en la teoria de nombres. K és una extensio
algebraica de F(x) i I’analeg de l’anell d’enters en un cos algebraic numéric és la clausura entera
de A = F[z] en K. Anomenarem aquest anell com B, i com hem vist anteriorment és un domini de
Dedekind. Estudiarem el seu grup d’unitats.

Denotarem per oo el primer a linfinit en el subcés k = F(z), corresponent a I'ideal primer < en
F[1] suposem sempre K/F separable, i denotarem per S, = S al conjunt finit de primers p de K
que es troben sobre oo (és a dir, pNF[L] = (1)). Denotem per Sk el conjunt de tots el primers en
K. Per a S C Sk un conjunt finit qualsevol de primers, definim

Os ={a € Kl|ordp(a) > 0,YP ¢ S},

25



3.2 Teorema de les unitats de Dirichlet en cossos globals en caracteristica positiva TFG

I’anell dels S-enters, i el grup de les S-unitats com
E(S) ={a € K*|ordp(a) =0,YP ¢ S} C Us,

és a dir, les funcions de k sense zeros ni pols en S. Es clar que E(S) = 0%, les unitats de 'anell
dels S-enters.

Com que K esta fixat denotarem per Zg el seu grup de divisors, per Pk el subgrup de divisors
principals, i per Clxy = Pk / Pk el grup de classes de divisors. El grup dels S-divisors, Zg, es
defineix com el subgrup de 9k generat pels primers en Sk —S. Donat un element a € K*, definim

el seu S-divisor com
(a)s = div(a)s = Z ordp(a)P.
P¢sS
Un divisor de la forma (a)s per algun a € K* s’anomena un S-divisor principal. Els S-divisors
principals formen un subgrup de Zs, que es denota per Pg. El grup quocient Cls = Ps/Ps
s’anomena grup de S-classes. Finalment, definim Zk(S) com el subgrup de Zx generat pels

primers en S i Pi(5) = Px N Dk (9).

Teorema 3.2.1 (F.K. Schmidt) Considerem l’aplicacié grau : Pk — Z. L’imatge d’aquest apli-
cacid és un ideal principal iZ. L’enter i és el maxim comi divisor de tots els elements del conjunt
{grau(P)|P € Sk}. Quan el cos constant és un cos finit, llavors i=1.

Per una referéncia al teorema anterior podeu consultar [Roq] Seccié 8.1, i en la mateixa font podeu
trobar més resultats de F.K. Schmidt al llarg d’aquesta.

Com que Zk(S) és un subgrup de Pk, pel teorema anterior de F.K. Schmidt, I'imatge de 2k (S)
sota ’aplicaci6é anterior és també un ideal principal en Z que denotem per dZ. L’enter d és caracte-
ritza com el maxim comu divisor de tots els elements en {grau(P)|P € S}. Clarament, i divideix d.

Proposicié 3.2.1 Obtenim que les segiients seqiiencies son exactes per cos K/F en la notacio
d’aquesta seccid (és a dir, K/F extensid finita separable amb cos de constants Fg):

(a) (0) = F* — E(S) = Zx(S) — (0),

(b) (0) = ZK(S)°/PK(S) = Cl} — Clsg — C — (0),
on C és un grup ciclic d’ordre d/i.
Demostracié. Comencem per (a). Notem primer F* C E(S), i assignar-hi I’aplicaciéo de E(S) a
P (S) ve donada d’agafar una S-unitat al seu divisor. L’aplicacié és exhaustiva per definicio de
Pk (S). Siuna S-unitat e va cap al divisor zero, llavors ordp(e) = 0,VP € Sk, i per tant ha de

ser una constant. Amb aixd queda vist que (a) és una seqiiencia exacta (ja que div(F*) dincs E(S)
va a zero Pk (9)).

Per (b): definim laplicacio 7 : Ik — Dg via:
7(D) =Y ordp(D)P.
Pgs

Aquesta aplicacio és un epimorfisme amb nucli Zg. L’imatge de P sota 7 és Hg. Per tant, 7
indueix a un morfisme de Clg — Clg amb nucli (Zk(S) + Pk)/ Pk = Pk (S)/ Pk (S). D’aqui
deduim la seqiiéncia exacta

(0) = 2k (5)°/ Pk (S) — Cly — Clg,

i només queda veure que el cokernel de la darrera fletxa és un grup ciclic d’ordre d/i.

Per fer aixo, utilitzem de nou el fet que 7 indueix un morfisme de Pk /(Px + Zk(S)) a Clg.
El grup que busquem també pot ser descrit com el cokernel de I’aplicacié natural de 2%/ Pk a
Dk /(P + Pk (S)). Aquest cokernel el podem veure com isomorf a P /(2% + Pk (S)) (utilitzant
el fet que Px C 2%). L’aplicacié grau ens dona un isomorfisme de Pk /(2% + Pk (S)) amb
i7/d7 = 7./(d/i)Z (utilizant el teorema de Schmidt). O
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3.3 Relacié entre Cli, Clg i grup de classes d’ideals d’un domini de Dedekind TFG

Com una conseqiiéncia directa de la part (b) de la proposicié anterior, podem enunciar el segiient:

Corollari 3.2.1 Clg és un grup finit si Clg, és un grup finit. També, Clg és un grup de torsio si
ClY, és un grup de torsio.

Proposiciéo 3.2.2 (Analeg al teorema de Dz’m’chle en cossos globals en caracteristica positiva)
Sigui K/F un cos de funcions sobre un cos finit F. Llavors, per tots els subconjunts finits S C Sk
tenim que Clg és un grup finit i E(S)/F* és un grup lliure amb |S| — 1 generadors.

Demostracio. Fixemnos que CI° en aquest cas és el grup de classes d’ideals que hem estudiat en
la secci6 anterior, i com hem vist, és finit. Llavors pel corol-lari anterior tenim que Clg és finit.

Per la seqiiencia exacta (b) en la proposici6 anterior podem veure que Z(5)°/22(S) és finit també.
Aix6 demostra que & és abelia lliure en |S| — 1 generadors. O

A continuaci6 veurem que Clg = Cl(0s), on Os és un domini de Dedekind en cos global en
caracteristica positiva. Podeu trobar també al final de ’apéndix B, un exemple relacionant el
Capitol 2 d’aquest treball amb tot el que hem vist en el Capitol 3.

3.3 Relaci6 entre Clg, Cls i grup de classes d’ideals d’un domini de
Dedekind

Teorema 3.3.1 Sigui K/F un cos de funcions amb cos constant F =T i sigui S un conjunt finit
no buit de primers. Ezisteizen elements v € K tal que els pols de x consisteizen precisament en
el elements de S. Per tot element x d’aquesta forma, la clausura entera de Ffz] en K és Os. Og
és un domini de Dedekind i hi ha un correspondéncia un a un entre els ideals primers diferents
del zero de Us i els primers de K que no es troben en S. Les S-unitats E(S) son equivalents a les
unitats de Og i el grup de classes de Os, Cl(Os), és isomorf a Clg.

Demostracié. Primerament, denotem els primers en S, S = {P;, Py, ..., Ps}. Per un enter positiu
gran M considerem els espais vectorials L(M P;) = {z € K*|(z) + M P; > 0}. Quan tenim que M
és suficientment gran (M > 2g — 2) pel corol-lari 3.1.4 obtingut del Teorema de Riemann-Roch,
tenim que la dimensi6 d’aquest espai és Mgrau(P;) — g + 1. Segueix que L(M P;) es contingut en
L((M +1)F;). Agafem un element x; que esta en el darrer conjunt, perd no en el conjunt original.
Llavors x; té un pol d’ordre M+1 en P; i no altres pols. Ara considerem xz = z1xs - - - x,. Llavors,
x te cada element de S com un pol i no altres pols.

Amb x seleccionat de manera que té pols en els elements de S, i en cap lloc més, sigui R la clausura
entera de F[x] en K. Suposem doncs que K/F(x) és una extensi6 separable, llavors pel que hem
vist al Teorema 2.1.2 tenim que ’anell R és un domini de DedekindE Si P és un primer de K que
no esta en S, llavors « € Op i segueix que R C Op. Per tant,

RCpysp = 0s.

Anem a veure que R = Og. Sigui P ¢ S un primer de K i considerem P N R. No podem tenir
que PN R = (0), ja que, del contrari el cos de fraccions de R, K, injectaria en el cos de classe
residu Op/P. Malgrat aixd, Op/P és finit sobre F. Per tant, P N R = p és un ideal maximal de
R, 1 Ry C Op. Aixo ha de ser una igualtat, ja que, Rp és un anell de valoraci6 discreta i aixi és
un subanell maximal de K. Per altra banda, si p és un ideal maximal de R llavors Ry és un anell
de valoracié discreta i (pRp, Rp) és un primer de K que conté x. Aixé demostra que p — (pRp, Rp)
és una correspondéncia un a un entre els ideals maximals de R i els primers de K que no sén a S.
Utilizant altra vegada el fet que R és un domini de Dedekind, podem trobar que

R={ VpcrRy = pss0p = 0s.

Per una explicacié més detallada del resultat anterior, veure la secci6 10.4, pagines 634 i 635, de
[Jac]. Aixi, acabem de veure que Og és un domini de Dedekind i que hi ha una correspondéncia
un a un entre els ideals maximals de Oy i els primers de K que no sén a S, tal i com voliem. [

10Teorema, de Dirichlet:Donat ¢k anell d’enters del cos numéric K, O és un grup abelia lliure, i es té rankz Oy, =
r1 4+ rog — 1, on r1 és el nombre de les inmersions reals de K i r2 és el nombre de les inmersions complexes.
1 També podem veure que aixo es verifica si K/F(x) és inseparable en [SamZar], pagines 281 i 282, Teorema 19.
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4 La conjectura de Brumer-Stark

En aquesta seccié el nostre objetiu serda enunciar la conjectura de Brumer-Stark i en el treball
aportem unes demostracions d’aquestes en cassos particulars, un d’ells relacionat amb cossos globals
en caracteristica p > 0. Introduim també un teorema de Stickelberger.

4.1 Preambul i Teorema de Stickelberger
4.1.1 Cas extensid ciclotomica en cossos de nombres

Comencem fixant notacié que utilizarem durant tota la seccié. Recordem, pel teorema de Kronecker-
Weber, que afirma que tota extensio abeliana finita L/Q, compleix L C Q((,) per a un cert n(veure
[Lan], pagina 210, corol-lari 3). Per tot enter positiu m, denotem per (,, el nombre complex e
Sigui K,, = Q({y) i denotem per D,, 'anell dels enters algebraics en K,,. Es demostra que D,,

estd generat, com anell, per ¢, i tenim D,,, = Z[(,,] (Proposici6 1.2, pagina 1 de [Was]). Podem
m+2

suposar que m # 2 (mod 4), ja que si m = 2 (mod 4) llavors (/5 = il = *le/Lz i per tant,

K. = K, /5. Amb aquesta convencié, un primer p € Z és ramificat en K, si i nomeés si p|m
(Teorema 2, pagina 74 de [Lan]).

Suposem que p € Z és un primer que no divideix m i que P C D,, és un ideal primer que sobre
pZ en K,,. D,,/P és un cos finit amb N(P) = p/ element on f és Ienter positiu més petit tal
que p/ = 1 (mod m)([IreRos, pagina 194, Proposicié 13.2.2]). Si a ¢ P hi ha un enter tnic 4 amb
0 <i < m complint

N(P)—1

a = = (mod P).

m

Definim (a/P),, := ¢!, i anomenem (a/P),, 'm-éssim simbol de residu poténcia E[ Siae P,
definim (a/P),, = 0. Un fet molt important és que « — (&/P),, indueix a un morfisme de
(Din/P)* = ((m), €s a dir, un caracter del grup multiplicatiu de D,,, /P dins els complexes. Sigui
Trp Paplicacio traca de D,,,/ P a Z/pZ (podeu consultar definici6 en [IreRos, pagina 172]) i definim

gPy=" Y (a/P)tGm .

a€g (D, /P)*

La quantitat g(P) s’anomena suma de Gauss associada amb l'ideal primer P. A més, definim
P(P) = g(P)™.

Proposicié 4.1.1 En les notacions anteriors, la suma de Gauss verifica:

(1) 9(P) € Q(Gm, Gp)-
(2) |g(P)]> = N(P).

La part (1) s’obté directament de la definicio. La part (2) s’obté de les propietats de les sumes de
Gauss, i podem veure la demostracié explicita a [IreRos]|, pagina 209, Proposicié 14.3.1.

El primer objectiu és la descomposici6 en primers de ¢(P) en D,, on P és un ideal primer que no
conté m. De la part (2) de la proposicié 4.1.1 tenim ¢(P)¢(P) = N(P™) = p/™. Segueix que
els primers que divideixen (¢(P)) son primers en D,, sobre pZ. Com que Q(() és una extensio
de Galois, el primers sobre pZ sén tots conjugats de P. Denotem G, = Gal(K,,/Q) i el elements
del grup de Galois per oy, i recordem que, en aquest cas, tenim que (Z/mZ)* = G,,. Ara podem
enunciar:

Teorema 4.1.1 (L.Stickelberger):

m—1 m—1

@P)=JI @'py=C > toih)P.

t=1,(t,m)=1 t=1,(t,m)=1

120bservem que denotem per, en aquesta seccid, N(P) com el nombre d’elements en D,,/P.
13%s una generalitzacié simbol de Legendre
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Corol-lari 4.1.1 L’element

m—1

Z to;t € Z|G )

t=1,(t,m)=1

aniquila el grup de classes Clg, , recordem Clg, és un Z|Gy,]-modul.

m?

La demostracié del teorema la podem llegir [IreRos], pagina 209, Teorema 2, i per la demostraci6
del corol-lari (i més resultats sobre ’element i el teorema) podem veure [Lan2|, Capitol 1.2, o [Was],
Capitol 6.2@

4.1.2 Cas extensions abelianes sobre cos finit en caracteristica positiva

L’objectiu de la conjectura de Brumer-Stark és generalitzar el resultats en la Secci6é 4.1.1 per una
extensio abeliana arbitraria de cossos globals K/k. Si G = Gal(K/k), busquem un element de Z[G]|
definit d’una manera canénica que aniquila el grup de classes de K, en el cas de cossos numeérics, i
el grup de classes divisors de K, en el cas de cossos de funcions. A continuacid, i per acabar, donem
les eines per a poder enunciar la conjectura.

Introduim breument la m-torsié del modul de Carlitz que utilitzarem més endavant. Donarem per
conegudes algunes nocions, tot i aixi, podeu consultar el Capitol 2 de [Gos], ja que, seguirem la
mateixa notacio, o el Capitol 2 de [TN]. Definint k = F(T), k la clausura separable de k i C,(X)
el polinomi de Carlitz en a ([TN], pagina 20, proposici6 2.2.1).

Definicié 4.1.1 Sigui K una extensié de F(T), definim laccié de Carlitz de F[T| sobre K fent que
F[T] actui sobre K amb els polinomis de Carlitz, on M € F[T] i o € K,

M- -a= C]w(a).

Definim el modul de Carlitz com el F[T|-modul per laccié de Carlitz C(F(T)), on F(T) és la
clausura separable de F(T).

Definicié 4.1.2 Definim la m-torsid del modul de Carlitz com, on m ideal de F[T],
Ay = {A € K|Cu(N) =0, a € m}.

Exemple 4.12.1 Veiem ['exemple de T2-t0r5i20’ del modul de Carlitz, on F té p elemets. Com
Cr2(X)=XP + (TP +T)XP + T?X = X(XP 1 + (TP + T)XP~1 + T?). Obtenim que

Ape = {AEFT)| =X + (TP + T)N + T?A) =0} = {0} U{X | W 1= (TP + T)NW" ! — T2} =
={0}U{N | ATP(NTP 4+ T?) = (TP + T)}.

Teorema 4.1.2 (Teorema de Carlitz, 1930) Donada L/F(T) Galois, finita i abeliana, on L té cos
de constants F i l'ideal primer 1/T = oo esplita totalment en L llavors existeix un ideal m de Ft]
complint que L CTF(t)[An,]. Si 1/T no esplita completament, també hi ha un resultat dins un cos
F(T)( torsio Carlitz ) on L estd a dins.

Observeu que el teorema de Carlitz és ’analeg del teorema de Weber per les extensions abelians
27

de Q que estan dins Q(e™» ) per cert n. Drinfeld i Hayes generalitza el resultat de Carlitz per L/k

cossos globals de caracteristica p > 0 on k # F(T') durant els 1970’s.

Sigui K/k una extensi6 abeliana de cossos globals de grau n, i G el seu grup de Galois. Sigui S un
conjunt no buit finit de primers de k que conté tots els primers que ramifiquen en K, i en el cas de
c0ssos numerics, tots els primers arquimedians.

1 Cal remarcar que, en aquestes demostracions, utilitzen eines diferents: [Lan2] usa el caracter de Teichmiiller i
[Was] treballa amb I’ideal de Stickelberger.
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Ara, escriurem O /1, s(w) = 0(w) € C[G], anomenada la L-funci evaluadora, en termes de funcions
zeta parcials. Per o € G la definici6 de la funci6 zeta parcial (s(s,0), amb s € Ci o € G fixat, ve
donada per

Cs(s,0) = > N(D™*).

D,(D,85)=1,(D,K/k)=c

En tots els casos, la suma és absolutament convergent en la regié Re(s) > 1, i totes aquestes funci-
ons tenen extensié analitica al pla complex sencer amb, com a maxim, un pol simple en s = 1. En
el cas del cos de funcions la suma és sobre tots el divisors que el seu suport no conté primers en S
i el seu simbol d’Artin, (D, K/k), és igual a o (podeu veure més detalls del simbol d’Artin amb la
mateixa notaci6 en [Lan], Secci6 10.1, pagina 197). En el cas del cos numéric la suma és sobre tots
els ideals integrals en ’anell d’enters de k que son primers a S i que el simbol d’Artin,(D, K/k), és
igual a o.

En la definici6 segiient veiem una expressio de #(w), i els preliminars necessaries en [Ros|, pagina
266, Proposicio 15.11, amb la Proposicié 15.10 del mateix llibre i un repas de les L-funcions.

Definicié 4.1.3
0(w) = Ok i 5(w) = Z (s(w,0)0™ "
ceG
Els valors de la funci6é zeta parcial (s(w,o) en w = 0 sén especialment importants. De fet, son
nombres racionals i tenim un bon control dels seus denominadors. Més detalladament, enunciem
el segiient teorema.

Teorema 4.1.3 Sigui Wy el nombre d’arrels de la unitat en K, es té
(1) 05(0,0) € Q.
(2) Wkbs(0,0) € Z.

La part (1) va ser primerament demostrada, en el cas de cossos numérics, per Carl Ludwig Siegel en
Berechnung Von Zetafunktionen an Ganzzahligen Stellen(1969), i la part (2), va ser primerament
demostrada per Pierre Deligne i Ken Ribet en Values of abelianL-functions at negative integers
over totally real fields(1980).

Definicié 4.1.4 Definim O, s := Ok /1,5(0) i Wi /k,s = WOk /i,5. L'element wi i, 5 s’anomena
lelement de Brumer de K/k relatiu a S.

S’obté de la Proposici6 4.1.1 1 del Teorema 4.1.3 que O/, 5 € Q[G] i que wk i g € Z[G]. Observem
que Clg és un Z[G]-modul.

4.2 La conjectura de Brumer-Stark per a cossos globals

Ara estem en la posicio de enunciar la conjectura de Brumer-Stark en els cassos de cossos numeérics
i cossos de funcions, recordem S és un conjunt finit de primers de k no buits i K/k Galois.

Conjectura de Brumer-Stark (Cas de Cossos Numérics) Suposem |S| > 1. Llavors, existeix
w € Z[Gal(K/E)], on per tot ideal fraccionari D de K (és a dir, existeix k € K* on kD ideal de
Ok Vanell d’enters de K) es té wD = (ap) on ap € K* i ap té valor absolut 1 en tots els valors
absoluts arquimedians. A més a més, si \p €és una arrel Wi -éssima de ap, es té K(Ap)/k és una
extensio abeliana, on Wi és el nombre d’arrels de la unitat en K.

Conjectura de Brumer-Stark (Cas de Cossos Globals de caracteristica p>0) Suposem |S| > 1,
existeiz w € Z[Gal(K/k)], complint que per tot divisor D de K, es té wD = (ap) amb ap € K*.
Si Ap és una Wk-éssima arrel de ap, llavors K(Ap)/k és una extensid abeliana, on Wi és el
nombre d’arrels de la unitat en K.

La conjectura que w aniquila el grup de classes és gracies a Brumer, i la conjectura que K(Ap)/k
és abelia és gracies a Stark. Ara presentarem un esbos de la seva demostracié en dos cassos.
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4.2.1 Cas extensio ciclotomica

Suposem que m és un enter positiu que és senar o divisible per 4, i considerem el cos ciclotomic
K,, = Q({n). Sigui S el conjunt de primers que divideixen m juntament amb els primers arqui-
medians de Q. La primera tasca que tenim sera trobar l'element s = sg . /o-

Sigui t € Z relativament primer amb m i 1 <t < m. Sigui o; l’element corresponent a Gal(K,,/Q)
a&n — &, Sin > 0 és relativament primer amb m, o, = ((n), K,,/Q) = o si i nomes si
n =t (modm). Per tant,

oo

1 > 1
Good= D =S
=0

n=1,n=t(mod m)

amb s € C, Re(s) >> 0. Per a tot nombre real b amb 0 < b < 1, la funcié zeta de Hurwitz esta
definida per la formula, per Re(s) > 1,

> 1
C(s,0) =Y 7
hz::O (b+ h)

Les funcions (g(s,0:), (s(s,b) tenen continuacié analitica a tot C. Segueix que (s(s,o0:) =
m~*((s,t/m). Una propietat coneguda de la funci6 zeta de Hurwitz és que per tot enter n > 1
tenim que ¢(1 —n,b) = —B,(b)/n, on B, (b) és I'n-éssim polinomi de Bernoulli (podem veure més
informacié al Capitol 2.2 de [Lan2|). Per n = 1 tenim que B;(b) = b — 3. S'obté

t
"
m

N |

€s(0,04) = C(0,t/m) =C¢(1 —1,t/m) = —B1(t/m) =
1 aixi
b=00)= Y (E-Ly
' 2 m’ ot
t=1,(t,m)=1
Suposarem primer que m és senar. Llavors, Wi, = 2m i definim

m—1 m—1

w:=Wg, 0= Z (m—2t)o; ' =mA —2 Z to; t.

t=1,(t,m)=1 t=1,(t,m)=1

on, /" =3 .0 ésaplicaci6 norma. Sigui ara P un primer de K,, coprimer amb m. Llavors,
utilitzant ’expressié explicita de que hem trobat de w i el teorema de Stickelberger 4.1.1, trobem
que
,/V(Pm)) B (,/V(Pm))

P(P)? g(p)>m
Aix0 verifica la primera part de la conjectura de Brumer-Stark quan D = P és un ideal primer
coprimer amb m on ap = A (P™)/g(P)*™.

wP = (

Per la Proposici6 4.1.1, part 2, ap té valor absolut igual a 1. Podem verificar utilitzant les propietats
les propietats de Galois de les sumes de Gauss, que tot conjugat de Galois de ap té també valor
absolut 1. Aix6 verifica la segona part de la conjectura. Finalment, com que Wx = 2m en el cas
que estem considerant, trobem que Ap = A (P'/2)/g(P) tal que K,,(Ap) € Q((m, Cpy /A (P))
que és abelia sobre Q. Si m és senar, la conjectura de Brumer-Stark sencera per qualsevol divisor
D primer amb m s’obté. Altres casos sén petites modificacions que no explicitarem aqui.

4.2.2 Cos de global en caracteristica p>0

Ara centrarem la nostra atencio al cas de cossos de funcions. Per facilitar 'explicacié ens restrin-
girem a les extensions abelianes K/k que son geométriques, és a dir, ambos K i k tenen el mateix
cos constant,F, que és el cos finit amb ¢ elements. Sota aquesta condicio, el grup d’unitats de K
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es justament F*, aixi doncs Wx = g — 1.

Abans pero, enunciem un teorema de John Tate que no demostrarem, pero la seva demostracié es
pot trobar a [Ros|, de la pagina 275 fins la 277, i sugerim llegir la pagina 269 del mateix llibre.

Teorema 4.2.1 Sigui K/k una extensid finita geométrica (és a dir, K i k tenen el mateiz cos de
constants F finit) i abeliana de cossos de funcions global amb caracteristica p > 0 i grup de Galois
G. Sigui w = (¢ — 1)0(0) € Z|G] V’element de Brumer. Llavors, per a tot divisor D de K de grau
0, es té wD = (ap), un divisor principal de K. En altres paraules, w aniquila el grup de classes de
divisors de grau 0, Cl%,.

La nostra tasca segiient és utilitar aquest resultat per demostrar a la conjectura de Brumer-Stark
sencera pel cas de els cossos de funcions ciclotomics K, = k(A,,) i K}, = k(A,,) T, el subcos real
maximal de K,,, que consisteix en el cos fix de {0, € Gal(K,/k)|a € F*} (podeu trobar més
detalls a pagina 212, Teorema 12.14, i pagina 213 de [Ros]). Observem que K, denota ara el
cos de funcions ciclotomic generat per afegir la m-torsié en el modul de Carlitz al cos de funcions
racionals k = F(T'). Aqui m és un polinomi no constant monic de grau M > 1 en lanell A = F[T].

El conjunts S i ST corresponents a K,,/k i K /k consistiran en els primers ramificats, que cor-
respon a S = {P : Plm}U{oc}, i ST = {P : Plm}. Per la Proposici6 12.4 de la pagina 201 de
|[Ros|, sabem que co és ramificat en K, i esplita completament en K} (és a dir, coB = 00y - - - 00,
on B és la clausura entera de F[1/t] en K}, i foo,/oo = 1 per i = 1,...,k). Ara volem calcular
0= eKm/k,s i 9+ = HK,,TL/k,S*'

Proposicioé 4.2.1 Amb les definicions i notacions anteriors s’obté: per a a € F[t], 0, € Gal(K,,/k):

(1) 0= Zamonic,gT'au(a)<M,(a,m):1 0-071 B q%lN
(2) 0t = Za monic,g'rau(a)<M,(a’m):1(M o grau(a) - 1)0-;1 N qfllNJr

En la part 1, N = ZoeGal(Km/k) o, ila part 2, NT = ZaeGaz(K,t,/k) o, és a dir, les aplicacions
norma.

Demostracié. Recordem que Gal(K,,/k) = {04|(a,m) = ligrau(a) < M}. Sigui A, el generador
de A, com un F[t]-modul. Sio € Gal(K,,/k), lavors o\, és un altre generador. Per tant, existeix
a € A=TF[t] amb (a,m) = 1tal que o(\,) = Cy(A,). L’automorfisme o queda totalment determi-
nat per aquesta relacio, ja que, \,, genera K, sobre k. Observem a és determina fins un multiple
de m. Escrivim ¢ = 0,. L’aplicaci6 ¢ — a és un isomorfisme de Gal(K,,/k) — (A/mA)* (veure
apéndix A.2). Aixi es té que per qualsevol a € A, coprimer amb m, hi ha un unic automorfisme
0a € Gal(Kp, /k) tal que oo\ = Cu(Ar). A meés, ((a), K /k) = 04.

Com que S consisteix en tots el primers dividint m i co, en la definicié donada de funci6é zeta
parcial nosaltres sumem sobre els divisors efectius relativament primers amb m sense component a
0o. Aix6 és el mateix que sumar sobre els ideals de A que son primers respecte m. Tot ideal D té
un tnic generador monic d i N(D) = |d| = g9 Per tant, suposant que a és monic, tenim que

Cs(s,04) = Z N(;)S = Z \d|~*

(D,S)=1,(D,Kp, /k)=0a dmonic,(d,m)=1,04=0,

=la=+ Y a+hm[ =l +|m|™* > b7

heA,hmonic h monic

= o™ + ml™ =

Si a no és monic, el calcul és exactament el mateix pero el terme |a|™® no apareix. Per tant,

¢5(0,0,) =1—(qg— 1)1 si a és monic i (5(0,0,) = —(¢ — 1)~ si a no és monic. L’expressié per
f donada en la part 1 s’obté directament d’aquests resultats.
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Recordem ara que K|, és el cos fixat de {o,|oc € F*}, grup inertia de K, /k en oo = 1. Segueix que
Gal(K} k) = {o4|(a,m) =1, grau(a) < M,amonic}. Aqui identifiquem o, amb la seva restriccio
en K. Com automorfisme de K, tenim que o4 = o, si i nomeés si d = aa (modm) per algun
a e F~.

Com que S consisteix solament en els primers dividint m, en la definicié de la funci6 zeta parcial
nosaltres sumem sobre tots els divisors efectius de la forma D = Dy 4+ i0c0, on Dy és un divisor
efectiu primer respeccte m i co, on ¢ és un enter no negatiu. Com abans, Dy correspon a un ideal
de A =T[t] amb un genereador monic d que es primer respecte m.

Com que oo esplita completament en Kf, tenim que (0o, K\, /k) = e. Per tant, per @ monic obtenim

1 - 1
Cs+(8,0'a) = Z N(D)s = Z Z W

(D,S+)=1,(D,K, /k)=04 =0 (D K} /k)=04

Ara, N(Dy + ioco) = N(Ds)N(00)* = |d|q’. Per tant, podem reescriure I’expressié com

AR DI DR =D DR

1=0 dmonic,04=04 dmonic,04=0,

on d recorre els polinomis monics de F[t] coprimers amb m i complint o4 = 0,. Com hem comentat,
aquesta condicié es compleix si i nomeés si d = aa (modm) per algun « € F*, que és equivalent a
la condici6 a~'d = a (modm). En altres paraules, podem sumar sobre tot d € A (no tnicament
els monics) amb d = a (modm). Per tant,

Y = > A7 =la]™>+ Y lat+hm|™ =

dmonic,04=04 deA,d=a (modm) heA,h#0

la|™® + (¢ — 1)|m|™* Z \h|7S:\a|7S+1_7q1_s|m|fs~

h monic

Ajuntat-ho tot, obtenim

(s+(s,00) = (1 =q7*) " (lal > + (@ = D1 = ¢"=*)7Hs| %)
_ (L= quu ) + (g — Duoren
(1 —u)(1—qu) 7
substituint u = ¢7°. Hem de evaluar la funci6é en s = 0, o equivalentment en v = 1. Si fem la
substitucié de u = 1 en 'expressié anterior, el numerador i el denominador s’anul-len. Apliquem

doncs, la regla d’Hopital, diferenciant el numerador i el denominador i llavors substituint u = 1.
El resultat és

Cs+(0,04) = grau(m) — grau(a) — 1 — pEE

d’on sobté la segona part. O

Definim ara,
— -1 + _ —1
n= > ot T = > (M — grau(a) — 1), .
amonic,grau(a)<M,(a,m)=1 amonic,grau(a)<M,(a,m)=1

Ara podem escriure § = n — (¢ — 1)"' A" i 6% = nt — (¢ — 1)"L A+, També, pels elements de
Brumer tenim que w = (¢— 1) = (¢—1)n — A 1wt = (¢— 1)t — AT,
Proposicié 4.2.2 L’element n aniquila Clg; i ’element nt aniquila C’l‘l’{+.

La demostracié d’aquest teorema es demostra com un corol-lari de la demostracié del Teorema
4.2.1 i la podem trobar a [Ros], a les pagines 277 i 278.

L tltim recurs que necessitem per a demostrar la conjectura de Brumer-Stark per K,,/k i K} /k
és la descomposici6 en primers d’un punt de m-torsié primitiu en el modul de Carlitz. El fet clau
és que aquesta descomposicié ve donada essencialment per I’element de Brumer w™, ’element de
la conjectura.
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Proposicié 4.2.3 Sigui B, un primer de K,, sobre co en F(t). Llavors existeiz un punt de
m-torsié primitiu A € A, tal que

(N) = (g —=1)n" = n)Boo + By,
Lelement n?~! esta en K.\,. Com element de K, la seva descomposicié en primers ve donada per
\TYH =wtBE 8l

Aqui, B, és Uinic primer de K, que cau sobre P si m = P® és una poténcia d’un primer i és el
divisor del zero altrament. 3 és el primer de K que cau en ¥,,. Finalment, 8 és el primer
de K} que cau en By, (recordem que K,,/k és totalment ramificat en el primers p de F(t) amb

(m,p) =p).

El lector interessat en la demostracié consulteu [Ros|, pagines 272 i 273, Proposici6 15.17.

Ara hem introduit el preliminars necessaris per demostrar la conjectura de Brumer-Stark per a
Kn/ki K} /k.

Teorema 4.2.2 Sigui k = F(t), K,, = k(A,,), i K}, = k(A,)T. La conjectura Brumer-Stark és
valida per a K, /k i K}, /k.

Demostracié. Sigui D un divisor qualsevol de K,,. Com que ¥, té grau 1 podem escriure D =
Dy + tB,, on t = grau(D) amb Dy de grau zero. Com que el grup de descomposicié de B, és
{oa]ae € F*} s’obté N (Bo,) = (¢ — 1)n¥Bs. Per tant, recordem w = (¢ — 1)n — A,

Wl = ((g— 1) — A )By = N (By) — A (Bo) = 0.

Pel Teorema 4.2.1 s’obté wD = wDy = (ap) per algan ap € K,. Aixo prova la primera part de la
conjectura per K,,/k. Per la segona part, demostrarem el resultat segiient. Considerem que nDg
princial, escrivim 7Dy = (8p). Notem també que N(Dy) = (d) on d € k*, ja que CI és trivial
(k=IF(¢t) correspon a linia projectiva sobre F i facilment, C1{ és trivial). Per tant,

wD = wDy = (¢ — Do — N(Do) = (8574 - () = (8% 'd ™).

Triem ap = 5]%71d’1, observem que cos generat per A\p = «3/ap sobre K,, és el mateix que el
cos generat sobre K,, per “V/d. Ara, k( “v/d)/k és una extensio de Kumme Per tant, K,,,(Ap)
és la composici6é de dues extensions abelianes de k, en particular, K,, i k( qfxl/g), i aixi és també
una extensié abeliana de k per ser disjuntes sobre k. Aix6 completa la demostraci6 per K, /k.

Ara considerem el cas K}, /k. Una vegada més, sigui D un divisor qualsevol de K}, pot ser expressat
de la forma Dy + t81 ) on t = grau(D). Pel Teorema 4.2.1, on recordem wt = (¢ — 1)nt — A4+,
trobem que wt Dy = (ap,) és principal. De la Proposicié 4.2.3, tenim que w31 = (A1) — B,
Per tant,

wtD = (ap NV — )

que verifica la primera part de la conjectura de Brumer-Stark per K} /k. Ara, per demostrar
la segona part de la conjectura utilitzarem la Proposicié 4.2.2 per veure que n* Dy = (8p,) ¢s
principal. Segueix que

w'Do = ((g—1)n* = N*)Do = (855, 'd™),

on d € k* tal que N*(Dg) = (d). Per tant, podem agafar ap, = quldfl)\(qfl)t. D’aix6 podem
veure que \j, que és 1’(q-1) arrel de ap, genera el mateix cos sobre K,, com “+/d. Per tant,
K;t(\}) esta contingut en K,,( “V/d), que és abelia sobre k similarment com K,,/k. Finalitzant
la prova per K- /F(t) = k.

m

O

15Una extensi6 de Kummer és una extensié de cossos L/K, on donat un enter n > 1 verifica que K conté n diferents
arrels n-éssimes de I"unitat((n,p)=1 per no trivials), i L/K té un grup de Galois abelia d’exponent n
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5 Alguns resultats referents al nombre de classes per a cossos
globals ciclotomics.

Un dels problemes classics en Teoria de Nombres era estudiar les solucions de ’equacié de Fermat
XP 4+ YP = ZP amb p primer > 5. Kummer va fer el primer aven¢ important quan va demostrar
que si p no divideix I'ordre del grup de classes de Z[e?™"/?] (anell d’enters del cos de nombres
K, = Q(e*™/?)) llavors el teorema de Fermat era correcte, i per tant 'equacié diofantina anterior
no tenia solucié amb XY Z # 0.

Aquest fet va inspirar a estudiar I'ordre de grups de classes en extensions, i Iwasawa va comencar
amb la extensié de posar arrels de la unitat sobre una corba algebraica sobre un cos finit F = F,
de q elements, on ¢ = p”, és a dir un cos global K de caracteristica positiva p > 0 amb cos de
constants [, és a dir va comencar a estudiar com es comporta ’ordre del grup de classes d’ideals
en K,, = KoFg» on va trobar-ne una condici6 lineal, fixem-nos que posem a Ky les arrels de Fgn
que son les arrels de la unitat X" ~! — 1 en un cos de caracteristica p > 0.

Iwasawa trasllada doncs estudi a 'extensié de Q d’introduir les arrels de la unitat. Fixeu-vos que
aquestes extensions son abelianes sobre el cos base, Ky o QQ respectivament. No obstant en el
mon de caracteristica positiva hi ha una altra manera de traslladar les arrels de la unitat. Podem
pensar que afegir les arrels de I'unitat corresponen a posar la torsié del grup lineal GL;(K) on K
es la clausura separable de un cos K, en el cas K = Q pensem Q C C, i en K| correspon a les
extensions K,. En caracteristica positiva Carlitz va descobrir que posar la torsié del grup additiu
aconseguia extensions de cossos de Ky = Fy(T'), Galois i abelianes amb propietats de ramificacio i
comportament com l'extensi6 ciclotomica de Q. Aquesta torsié a afegir a F,(T") consistia a posar
arrels de polinomis aditius (es dir P(X +Y) = P(X) + P(Y)) definits pel que s’anomena modul
de Carlitz, que sobre F,[T] (domini de Dedekind dins F, (7)), on aquests polinomis venen definits
via C : Fy[T] — F,[T){r} via C(T) := T1° + 7 = Tid + 7 on C és F,-lineal i morfisme d’anells
on 7f = fir per a f € Fy[T]. El polinomi additiu corresponent a C(f) s’obté de substituir 7 per
X%, i70 = X (penseu F,[T]{r} correspon als endomorfismes del grup additiu). Per tant es natural
comparar el grup de classes en aquesta extensié Carlitz-ciclotomica, i comparar-ne els resultats
amb els de la torre ciclotomica. L’estudi d’aquests grups de classes, en el cas Carlitz-ciclotomica i
ciclotomica sén encara tema de recerca.

Lamentablement, en aquest treball, just enunciaré alguns dels resultats inicials i el resultat de
Iwasawa, qui va primer traslladar de corbes sobre cossos finits a caracteristica zero, perd que re-
centment en torna a caracteristica positiva en cossos globals estudiant I’extensi6é Carlitz-ciclotomica
o altres donades per Hayes-Drinfeld.

5.1 Extensions de cossos constants

Marcarem la notacié i després donarem la formula per aquest cas, sense demostracié, i alguns
resultats relacionats. Sigui K un cos global de caracteristica p > 0 i cos de constants F amb ¢
elements. Fixem una clausura algebraica F de F, i sigui [F,, 1’tnic subcos de F tal que [F,, : F] =n
(recordem que aquesta seria extensio ciclotomica amb arrels de 'unitat de z¢° —x = 0 on ¢ = |F|).
Sigui K, = KT, l'extensi6 de cossos constant de K per F,, i h(K,) el nombre de classes per K.
Per definici6, h(K,) és el nombre d’elements de Clg .

La formula en aquesta cas ve donada per

2g

h(K,) = [ —=7),

=1

on g denota el génere de K, i m; sén les arrels d’'un cert polinomi Lx de grau doble que el génere i
coeficients enters amb terme constant 1. La demostracié d’aquesta formula es pot trobar a [Ros],
pagina 110, Proposicié 8.16, perd caldra una lectura sencera del Capitol 8. Un fet curiés, es que,
per I'hipotesis de Riemann, |m;| = /g per 1 <14 < 2g. Utilitzant aixo i la formula anterior, podem
trobar una cota inferior per h(K,):

h(K,) > (¢"/? —1)%.

35



5.2 Extensions ciclotomiques dels racionals TFG

Si K =Fy(T) es té hg =1 (de CI(K) = CI(F,[T]), ¢ = p™). Considerem aqui K7 una extensio
finita separable de K i K,, := K F, i per a ¢ un primer coprimer amb p. Denotem per d(¢) al
minim comu multiple dels nombres £¥ — 1 per a 1 < k < 2g on g és el génere de la corba associat
al cos K; (veieu el capitol 2).

Lema 5.1.1 Sigui ¢ un primer diferent de p que no divideiz hx amb med(n,d(£)) =1 llavors £ no
dwideir hi,, .

=1 avors ¢ divideiz

Lema 5.1.2 Sigui £ un primer diferent de p que divideiz hy . Si ¢ divideiz n- )

hik, /hi.

Lema 5.1.3 Sigui n el natural més petit complint que ¢ divideiz hk, . Llavors n divideiz d(¢).

Amb Pestudi de la torre Ky C Ky C ..., Iwasawa als anys 1960’s demostra el segiient resultat (que
després ho traslladara a l'extensi6 ciclotomica)

Teorema 5.1.1 (Iwasawa) Sigui e, el ordre o la valoracid en ¢ de hg,,, on £ un primer racional
coprimer amb p. FEzisteizen invariants Ay i vy complint que existein un natural ng on per a tot
n>ng es té

en = AN+ 1y

1 per tant els nombres e, creixen linealment en n.

Podeu trobar una demostracié d’aquests resultats a [Ros|, capitol 11.

5.2 Extensions ciclotomiques dels racionals

Considerem el cossos ciclotomics K,,, = Q((n) i K5, = Q(¢n+¢;,,0), fix per la conjugacié complexa,
cos real.. Denotem el nombre de classes de K,,, per hy,, i el nombre de classes de K}, per h,. Es
demostrar que h;f |k, ([Ros], pagina 300) i escrivim h,, = h}lh,,, on h, és un enter anomenat
nombre de classes relatiu.

Per a coprimer amb m, sigui o, € Gal(K,,/Q) 'automorfisme (,, — (%. Aix6 indueix a un
isomorfisme (Z/mZ)* = Gal(K,,/Q). Fixem-nos que o_; és la conjugacié complexa. Qualsevol
caracter de Gal(K,,/Q) pot ser pensat com un caracter en (Z/mZ)* via isomorfisme. Anomenem
x un caracter parell si x(—1) = 1 i un caracter senar si xy(—1) = —1. Com que —1 correspon a
la conjugacié complexa , podem veure que els caracters parells estan en correspondéncia un a un
amb els caractes de Gal(K 5 /Q).

Ara ens restringirem, en el segiients 2 teoremes en el cas on m = p, un primer senar. Aquests
teoremes els enunciarem perd no demostrarem.

Teorema 5.2.1 Sigui h,, el nombre de classes relatiuv de Q((,). Llavors,
151 a
=2 I 5@,
X senar a=1

on el produce és sobre tots els caracters senars de (Z/mZ)*.

El resultat anterior és gracies a Kummer.

Per un resultat de cossos de funcions ciclotomics (Secci6 3.5, pagina 84 de [Lan2]), sabem que 2”:1
P

sén unitats en el cos K,. Suposant que K, C C podem agafar ¢, = ¢’5 . Llavors

-1 o Ta=1) sin(ma/p)
Cp—1 sin(m/p)
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5.2 Extensions ciclotomiques dels racionals TFG

L’element e (*~V) és una arrel 2p-éssima de 'unitat i per tant, és una unitat de K. Per tant, els

elements )
sin(ma/p)
sin(m/p)

son unitats en K, i, de fet, son unitats en K;‘.

pera=2,3,...,p—1

Teorema 5.2.2 Sigui C;‘ el subgrup d’unitats en K;‘ generat per les unitats

75@11(71’(1/1)) per 1 <a< 2,

sin(m/p) 2
i per £1. Sigui Ef el grup sencer d’unitats de K,S. Llavors, hi = [E} : Cf].

La demostracié la podem trobar a [Lan2]|, Capitol 3, Secci6 5.

Sigui 7 € R un nombre real qualsevol. Llavors, hi ha un tnic enter n € Z tal que 0 < r —n < 1.
Definim n = [r], i » —n = (r). La darrera quantitat s’anomena la part fraccional de r. Notem
que si a,m € Z i m # 0, llavors (%) depén només en el residu de classe de @ modul m. Escriurem

Gum = (Z/mZ)* i G, = G /(£1).

Sigui x un caracter senar de (Z/pZ)* i definim el nombre de Bernoulli generalitzat com

p—1
a
Biy =Y x(a)(-).
a=1 p
Com que x(a) i <%> només depén en a modul p podem reescriure com

Biy=Y_ x<a><§>.

acGy

En D'expressio substituim —a per a i utilitzant el fet que x és senar obtenim que

Biy=Y —x(a)(=).

acGy p

Ara, sumant les dues expressions per B; , i trobem

1 a
Bix=5 > x(a)(<};> — (=)

acG, p

Ara com els termes a sumar son invariants sota la substitucié a — —a, obtenim I’expressié final

per BLX’
By = Z X(a)(<5> - <?>)-

a€Gyf

Observacio: Podem trobar una altra formula que es pot obtenir del teorema 5.1.1 i ’expressid que
hem trobat pel nombre de Bernoulli generalitzat, podem veure que

_ 2 a0 —a 5 )
=t [T ¥ x@h - =42 ] Bia=sZr [ B,
2 5 =

X senar aGG; X senar 1<k< P;l

2k+1

on hem utilitzat la notacié de w per designar el caracters senars.

Exemple 5.2.1 Volem calcular el nombre de classes de Q((a3). Per fer-ho utilitzarem que hosz =
hyshds. La rad la veurem a continuacid, amb Uajuda del Magma.
Pel calcul de h2+3, utilitzarem el Magma de la segiient forma:
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5.3 Extensions Carlitz-ciclotomiques TFG

R<z> := PolynomialRing (IntegerRing ());

C<c> := CyclotomicField (23);C;

f = NinimalPolynomial (c + c~-1);

H<m> := NumberField(f);M; //aqui creem el subcos real mazimal

HinkowskiBound (C) ;
HinkowskiBound (M) ;

ClassNumber (M) ;

On obtenim que hgg = 1. Una rad de perqué podem calcular-lo ve donat per la cota de Minkowski.
La cota de Minkowski per Q((as + 42_31) és 90, mentre que la cota per Q((23) és 9324406. Llavors,
amb un ordinador, podem calcular la factoritzacio de primers en el rang en un cas, pero en [’altre
no (tot i que, aquest metode servira fins p=31, on p primer senar).

Per calcular, el nombre de classes relatiu, tenim les formules que hem vist anteriorment. Inclos
podem utilitzar una en termes dels nombrs de Bernoulli generalitzats que s’obté del Teorema 5.1.1
i la definicié d’aquests nombres. Llavors podem veure:

_ 23
h23 == _QTO H B17w2k+1

1<k<11

Tot i aizi, l'implementacio del calcul dels nombres de Bernoulli generalitzats encara no esta feta.
Per obtenir aquest terme he consultat [New], i podem veure que hy; = 3. A [New/ arriba al calcul
fins p < 200, peré hi han altres autors com S. Pajunen o D.H.Lehmer i J.M.Masley, que han
arribar fins p < 521@

Aizi, el nombre de classes de Q((a3) €s hag = hoyzhds =3-1=3.

Teorema 5.2.3 Es té: p{hy, si i nomes sipfh,

Per tant, és molt important pels primers que p { h;, estudiar h,. Considerem la torre K = Q C
K,C...C Kpn C...,on K, =Q(e?/™)*, (fixem-nos Gal(K,»/K) = 7/p"). Twasawa inspirat
pel cas de corbes en caracteristica positiva en l’extensié constant demostra els anys 1960 a 1970
(ho anunciem per K = Q pero ho va demostrar per a qualsevol cos de nombres com a K),

Teorema 5.2.4 (Iwasawa) Donat p un primer enter fiz, existeizen constants fip, Ay i vp naturals
complint

Ordth(EZ’lri/p7L+e727\'i/p‘n) =l D"+ A+ 1
per a n suficientment gran. A més per K = Q tenim p, = 0.
Podeu trobar una prova en el capitol 12 de [Was]. El cas K = Q que és el que treballem tenim

Teorema 5.2.5 (Washington) En el teorema anterior amb K = Q es té que p, = 0, i per tant per
n suficientment gran hy» €és constant la seva p-valoracio.

Podeu consultar una prova en el capitol 10 de [Was].

5.3 Extensions Carlitz-ciclotomiques

L’objectiu d’aquesta seccid serd donar una analeg al Teorema 5.2.1, en el cas de cossos de funcions
ciclotomics.

Sigui A =TF[T), k = F(T), A,,, := els punts de m-torsi6 en el modul de Carlitz (m € A, un polinomi
monic), K., = k(An), 1, Om, la clausura entera de A en K,,,. Tenim un isomorfisme a — o, de
(A/mA)* = Gy, = Gal(K, /k), on 0, estd caracteritzat per o4(A) = Co(N), VA € Ay

16 Aquest terme creix molt rapid, per exemple hiyy = 17 - 1009 - 9431866153
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5.3 Extensions Carlitz-ciclotomiques TFG

Sigui J = {0,]a € F*}. El cos fix de J es denota per K, i s’anomena el subcos real maximal de
K,,. Denotem per O;} la clausura entera de A en K.

Amb la notaci6 ja introduida, donarem uns conceptes i enunciarem un teorema sense demostracio,
previs a l’analeg qgie hem dit. Podem definir el conductor d’un caracter és un enter associat al
caracter d’'una representacié del grup de Galois d’una extensi6 finita en un cos. Ara concretarem
la definici6 per la nostra situacié. Sigui G, (x) C G, el nucli de x i sigui K, () el corresponent
subcos de K,,,. Llavors, el conductor de x ve donat per 'ideal (m, ) C A, on m, és un divisor monic
de m de grau com a minim tal que K,,(x) € K,,, C K,,. Com que Gal(K,,/Kpn, ) € Gm(x)
podem veure x com un caracter en G, = (A/myA)*. Definim M, = grau(m,). Ara podem
enunciar el segiient teorema.

Teorema 5.3.1 Tenim que es verifica:

(i) hi,, = T ( > x@) I« > —grau(a)x(a)).

X senar a monic,grau(a)<M,y X parell,x#xo a monic,grau(a)<My

(i) by, = II ( > —grau(a)x(a)).

X parell,x#xo a monic,grau(a)<My

Podem veure la demostracié al [Ros|, pagina 291, Teorema 16.8. Ara, farem un darrera definicié
abans d’anar al nostre objectiu.

m?’

hm= ]I ( > x(a))-

X senar a monic,grau(a)<My

Definicié 5.3.1 El nombre de classes relatiu, h,,, esta definit com h,, [y .

D’on

Suposem que m = P un monic irreductible de grau d. L’expressié anterior és simplifica a

hp= ] > x(a)).

X senar a monic,grau(a)<d

Per ser precisos, el producte es sobre els caracters senars de (A/PA)*. Definim, ara, t = (¢% —

1)/(g—1). Llavors t és de la mida del conjunt .#, el conjunt de polinomis monics grau menor que
d. Per cada caracter ¢ € F* construim una matriu ¢ X ¢, C(¢), tal que:

C(y) = [(sgn{ab))].

Més conretament, escrivim ab = ¢cP 4+ r, on r € A i grau(r) < grau(d). L’element r no pot ser
zero, ja que, ni a ni b sén divisibles per P. Llavors, sgn({ab)) = sgn(r) := el coeficient principal
de r. Ara enunciem ’analeg que habiem dit.

Teorema 5.3.2 Amb tot lo anterior, tenim que

hp=% [ det(Cw).
YEF* hF,

L’extensio K(C[f"]) (definida com a Iintroduccié D'aplicacié C) amb f irreductible o primer,
ambK = F(T) és tnicament ramificada en l'ideal primer (f) que és totalment ramificada, i en
el primer de infinit 1/7" que és moderadament ramificada amb grup d’inercia i ramificaci6 els
(a, K(C[f"])/K) amb a en F*. En fer fix per J es fixa per la inercia de oo, i per tant, K(C[f™])"
sol ramifica totalment en f i enlloc més.

Sigui, ara, p primer i ¢ una poténcia de p. Sigui F un cos finit amb ¢ elements. Per tot polinomi
Q(T) € F[T] = A un pot utilitzar el modul de Carlitz per construir una extensié abeliana de
F(T) = k, anomenada extensio ciclotomica de Carlitz.
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5.3 Extensions Carlitz-ciclotomiques TFG

Per tot polinomi P € A, utilitzant el modul de Carlitz podem construir una extensié k(P) de k.
Fixem un polinomi P, i sigui n un enter. Les extensions ciclotomiques de k associades a P™ via
moOdul de Carlitz formen una torre

k(P)=k(Ap) C k(P?) = k(Ap2) C - k(P™) = k(Apn) C -

Podem descompondre h(k(P™)) en hT(k(P™)) i h~ (k(P™)). Ara, sigui p I'anic primer que divideix
g. Un resultat principal és el segiient, que podem trobar demostrat a [GuoShu| pagina 4450-4451,
Teorema 2.3 i Teorema 2.4.

Teorema 5.3.3 Si el grau del polinomi P(T) és 1, llavors h* (k(P™)) i h™ (k(P™)) sén congriients
amb 1 modul p.

Proposicié 5.3.1 Sigui P un polinomi de grau 1. El nombre de classes h(k(P?)) és asimptotic a
q19=2/2 per q prou gran.

La demostracié del darrer resultat es pot trobar també a [GuoShu] pagina 4453, corol-lari 2.1.
Podeu consultar la mateixa font per trobar més resultats sobre aquest cas en particular. Presentem
una petita taula d’alguns resultats obtinguts, al calcular h(k(P™)), grau(P) = 1.

n|p|ht h~

1211 1

2131 22

2151 28 .41

21711 29.36.132.118147
313[22.7% [28.7

315

247111 264.3% . 11%- 413 - 612 - 101 - 401 - 701 - 821

En introduir la torre K = F(T') i f un irreductible de F[T] i considerar les torres de K donades per
Ky = K(C[f"]) d’introduir la f™-torsio, es té Cl(K ) estan relacionats amb certs § introduits
en la seccio 4 i es demostra un analeg que l'invariant p és igual a zero (Anglés, Bandini, Bars,
Longhi, Iwasawa main conjecture for the Carlitz cyclotomic extension and applications. Math.
Ann. Journal Profile 376, No. 1-2, 475-523 (2020). No obstant és massa complicat per introduir-
ho en aquest treball.
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Apéndixs

A Extensions ciclotomiques en cossos globals

A.1 Extensions ciclotomiques en cossos numeérics

Comencem per les extensions de Q i recordant notacié. Sigui m > 2 un enter positiu i ¢, € C
una arrel primitiva m-éssima de 'unitat. Tenim K, := (;. una extensié de Galois de Q. Si ¢ €
Gal(K,,/Q, lavors o(¢m) = (%, on és coprimer amb m. Sabem que Gal(K,,/Q) = (Z/mZ)* per
Teoria de Galois. Si a € (Z/mZ)*, denotem per o, el corresponent automorfisme, caracterizat per
0a(Cm) = ¢%,. El segiient teorema conté els resultats necessaris per al treball, la seva demostraci6
es pot llegir a la pagina 194 i 195 de [Ros].

Teorema A.1.1 Sigui m>0 un enter que no és el doble d’un nombre senar. Sigui (,, € C una
arrel primitiva m-éssima de l'unitat i K,, = {s. Llavors K,,/Q és una extensié abeliana de grau
¢(m). El grup de Galois és isomorf a (Z/mZ)*. Un primer racional p és ramificat en K,, si i
nomes si plm. Si p>0 no divideiz m, automorfisme d’Artin corresponent a l'ideal primer P = pZ
porta Cp, a CB. Sigui f Uenter positiu més petit que verifica p¥ = 1 (mod m). Llavors, P = pZ
esplita en ¢(m)/f primers de grau f en K,,. Finalment, sigui O, Uanell d’enters en K,,, llavors
Om = Z[Cm)-

L’extensi6 Q(e%/ pm) és unicament ramificada i totalment en el primer p sobre Q dels primers de
Panell d’enters. Té ramificaci6 en les valoracions dels valors absoluts (inmersions reals). Ara veiem
els primers a l'infinit. El cos dels nombres racionals Q només té un primer arquimedia donat pel
valor absolut usual. El cos K,, és tal que tot embedding en C és complexe, ja que, les iniques
arrels de 1'unitat en els nombres real R soén 1. Considerem el subcos K}, = Q(¢ + ¢,0). Aquest
cos és real i també ho és tot embedding d’aquest cos als nombres complexos. A més, té index 2 en
K., ja que, (,, satisfa equaci6 2%((y, + (') + 1 = 0. Per tant, el primer a linfinit en Q esplita
en ¢(m)/2 primers reals en K, i cadascun d’aquests ramifica en un primer complex en K,,. El
grup de Galois de K,,,/K,}, és generat per o_1, la conjugaci6 complexa. Per tant, o_; pot ser el
generador del grup d’inertia dels dels primers a 'infinit en K,,.

A.2 Extensions ciclotomiques en cossos globals de caracteristica positiva

Comencem recordant notacié. F denota el cos finit amb ¢ = p” elements. Definim A = F[T]
i k = F(T). Comencem amb unes definicions, podeu consultar més informacié d’aquestes en el
Capitol 4 de [Gos].

Definicié A.2.1 Un modul de Drinfeld per A definit sobre k és un morfisme p: A — k(7), amb la
seva imatge no contenida en k, tal que per tot a € A el terme constant de p, €s a.

Definicié A.2.2 Considerem I’A-modul k, i el seu submodul torsio
A, ={\€klpa(\) =0 per algun a € A, a # 0}.
Per qualsevol a € A,a # 0, definim el submodul A,[a] C A, com
Agla) = [ € Flpa(N) = 0},

Proposicié A.2.1 Definim per K, , com el cos k(A,[a]). Llavors K, ,/k és una extensié de Galois

i existeir un morfisme
Gal(K, ./k) = GL,.(A/mA),

on r és el rank del modul de Drinfeld p.

Recordem les definicions del modul de Carlitz, i observem que és un modul de Drinfeld de rank 1.
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Definicié A.2.3 Sigui K una extensié de F(T), definim l'accié de Carlitz de F[T] sobre K fent que
F[T] actui sobre K amb els polinomis de Carlitz, on M € F[T] i o € K,

M- a=Cy(w).

Definim el modul de Carlitz com el F[T|-modul per l’accié de Carlitz C(F(T)), on F(T) és la
clausura separable de F(T).

Definicié A.2.4 Definim la m-torsid del modul de Carlitz com, on m ideal de F[T],
A ={XN€K|C,(\) =0, a €m}.
Definim ara K, = k(A,,), per la segiient proposicio.
Proposicié A.2.2 K,,/k és una extensid de Galois i hi ha un monomorfisme
Gal(K,/k) = GL1(A/mA).

Observem que GL1(A/mA) = (A/mA)*. El nostre objectiu és veure Gal(K,,/k) = (A/mA)*.
De la proposici6 anterior, veiem A,, = A/mA com un A-modul. Sigui A, el generador. Llavors,
Co(Am),a € F[T], és un generador si i nomeés si (a,m) = 1. Aixi A,, té ®(m) generadors (®(m)
és Panaleg de la funcié ¢ d’Euler). Alternativament, ®(m) és el nombre d’elements en (A/mA)*
(recordem Lema 1.1).

Com A, és un generador de A,,, obtenim que K, = k(\,,). Sigui &, la clausura entera de A en
K,,. Sigui ara m € A un polinomi de grau positiu amb m = aP{* - - P{* la seva descomposicié en
primers, on P; € A monics irreductibles i e; enters positius.

Teorema A.2.1 K,,, és el compositum dels cossos Kpei. El inics ideal en A ramificats en Oy,
son P;A amb 1 <i <t. Aleshores, [Kp, : k] = ®(m), i

Gal(Kom/k) = (A/mA)*.

Ara veiem com els primers en A espliten en &,,. Recordem, sigui A, el generador de A,, com un
A-modul. Si o € Gal(K,,/k), llavors o\, és un altre generador. Per tant, existeix a € A amb
(a,m) =1 tal que o(Ap) = Co(Ay). L’automorfisme o queda totalment determinat per aquesta
relacio, ja que, A, genera K,, sobre k. Observem a és determina fins un multiple de m. Escrivim
o = o0,. L’aplicacié o — a és un isomorfisme de Gal(K,,/k) — (A/mA)* (veure apéndix). Pel
Teorema A.2.1 es té que per qualsevol a € A, coprimer amb m, hi ha un unic automorfisme
04 € Gal(Kp, /k) tal que oo\ = Co(Am).

Proposicié A.2.3 Sigui Oy, la clausura entera de A en K, llavors O, = Al\y].

Teorema A.2.2 Sigui m € A un polinomi de grau positiv 1 P € A un polinomi monic irreductible
que no divideiz m. Llavors, Uautomorfisme d’Artin de ideal primer PA en lextensié K,,/k és
l'automorfisme op que porta N\, a Cp(\n). Sigui f Uenter positiu més petit que verifica P¥ =
1 (mod m). Llavors, PO, és el producte de ®(m)/f ideals primers de grau f. En particular, PA
esplita completament en si i nomeés si P =1 (mod m).

Per acabar, veiem com esplita el primer a l'infinit de k en ’extensié K,,. Aqui enunciem el resultat,
la demostraci6 d’aquests i els preliminars es poden trobar a [Ros| pagines 209-213.

Teorema A.2.3 Sigui J = {0, € Gal(K,,/k)|a € F*} i denotem K.}, com el cos fix de J. Llavors
oo esplita completament en K.} i tot primer sobre oo en K\, és totalment ramificat en K,,.

Ara, per acabar la seccio, estudiem breument I’extensié constant K,, = KIF» que és ciclotomica,
on [, és el cos de constant per K. Llavors, K, /K no ramifica enlloc. Podeu trobar la demostracio
d’aquest fet en [Ros], pagina 103, Proposicié 8.5. Podem pensar aquesta darrera extensié com
Pextensié de posar arrels de la unitat sobre una corba algebraica sobre un cos finit (recordem
Pintroducci6 del Capitol 5).
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B Relaci6é de corbes amb cossos de funcions d’una variable

Es conegut que corbes no-singulars projectives algebraiques C' sobre un cos arbitrari k& correspon
a extensions finites L del cos k(z) on x és transcendent sobre k (o pensar x com una variable).
Hi ha tres aproximacions equivalents a l’estudi de corbes algebraiques (o varietats algebraiques)
sobre un cos k:

1. la classica, referent a estudi de conjunt de zeros de polinomis, per exemple si f € k[z,y] un
polinomi en dues variables x,y, considera el conjunt de zeros de f

Zp =V(f) = {(x,y) € K |f(z,y) = 0}

on k és la clausura separable de k amb I’accié de Gal(k/k).

Consulteu el primer capitol del Harshorne “Algebraic Geometry".

2. usant teoria d’esquemes, introduit per Grothendieck els anys 1960, mireu el segon capitol del
Harshorne “Algebraic Geometry".

3. usant teoria de valoracions, introduida per Zariski (anterior a Grothendieck), actualment en
treball de nou, per exemple en geometria tropical.

En aquest treball, usem la versié Zariski, comentant alguna relacié amb la versié classica de corbes
no-singulars.
Podeu trobar les demostracions al capitol 5 §9 i §10 del llibre de’'n Lorenzini.

Proposicié B.1 K un cos arbitrari, i v : K* — 7Z una valoracié no trivial. L’anell O, :=
{a € K*|v(a) > 0} {0} és un domini d’ideals primers amb un inic ideal mazimal 4, = {o €
K*|v(a) > 0} |{0}. L’aplicacio v — O, és una bijeccid entre valoracions no trivials i exhaustives
de K i el conjunt de dominis d’ideals principals que conté K

Proposicié B.2 Sigui A un domini de Dedekind, K el cos de fraccions de A. Hi ha una bijeccio
entre valoracions no trivials i exhaustives de A amb els ideals mazximals de A, més concretament
per cada ideal mazimal m C A defineiz una valoracio vy, e K (la valoracié M-adica) complint que
VUm(A) >0, i m > vy és laplicacio inversa de v — M, N A. A més es té A= Ngyjua)>010y, i €8
té ky, = Oy, | My, = A/m.

m

Definicié B.1 Sigui k un cos i L/k una extensid de cossos (finita o no). Diem que una valoracid
v : L* — Z és trivial en k si v(k*) = {0}. Denotem per ¥ (L/k) el conjunt de valoracions
exhaustives v : L* — 7Z trivials en el cos k.

Definicié B.2 Sigui k un cos. Un cos L contenint k s’anomena un cos de trascendéncia de grau
n si existeizen 1,...,x, en L complinte que L/k(x1,...,z,) és finita i k(x1,...,2,) és isomorf
al cos de fraccions de l'anell de polinomis a coeficients en k amb n variables.

Donem finalment la definicié de corba no-singular projectiva sobre un cos arbitrari k£ que usem en
aquest treball.

Definicié B.3 Sigui k un cos arbitrari. Una corba no-singular completa (o projectiva) sobre k
(denotada per X/k) és una parella (X, k(X)/k) consisting en un cos k(X)/k de grau de trascen-
déncia 1, i un conjunt X que s’identifica via una bijeccié amb el conjunt ¥ (k(X)/k). Un element
P de X s’anomena un punt. El cos k(X) s’anomena el cos de les funcions racionals en X. Per
a cada punt P corresponent a la valoracio vp € ¥ (k(X)/k), té associat un anell d’ideals primers
Op = Oy, C k(X) amb tnic ideal mazimal mp. Una funcié o € Op es diu que s’anul.la en P,
0 té un zero en P, si a € mp. L’enter vp(a) s’anomena l'ordre d’anul.lacié en P. Una funcié
a € k(X)\ Op es diu que té un pol en P i el natural |vp(a)| s’anomena lordre del pol de o en
P. El domini de o € k(X), és el conjunt de punts de X on « es definit. Si U C X, llavors
Ox(U) :=NpcuOp es el domini anomenat l'anell de funcions en X definit a tot U.

Al X introduim la topologia de Zariski, on un conjunt T és tancat si i només si T és buit, tot X o
un conjunt finit de punts de X.
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Definicié B.4 Un conjunt obert U de X s’anomena afi si l’anell Ox (U) es un domini de Dedekind
i una algebra finit generada, és a dir és de la forma k[X1,..., XN]/(f1,..., fm) on X; variables i
fi € k[X1,...,XN], i @ més hi Uaplicacié P — mp N Ox(U) entre U i ideals mazimals de Ox(U)
és una bijeccio.

Definicié B.5 Una linea projectiva sobre k § una corba no-singular completa ]P’llk complint que

el cos de funcions k(PY) és isomorf al cos de les funcions racionals en una variable x1, és a dir
isomorf a k(xy).

Observem si k un cos arbitrari. Sigui IP"lk la linea projectiva associada a I’extensio k(z1)/k. Llavors
P' = {vy(ur)lg(z1) € [21] irreductible monic} |_|{voo}

Efectivament si v € ¥ (k(z1)/k), com v exhaustiva, existeix h(z;) € k[z1] amb v(h(z)) # 0. Si
v(h(z)) < 0 correspon a v (la valoracio del grau o uniformitzant, generador del DIP és 1/x4). Si
v(h(x)) > 0, llavors v = vy(,,) on g és un dels factors irreductibles monics de h(z1).

Abans de posar un exemple que expliquiciti la relacié amb teoria esquemes i el cas classic de
geometria, comentem més coses que es deriven de les definicions anteriors.

Proposicié B.3 Sigui X/k una corba no-singular completa associada a k(X)/k. Sigui 5 € k(X)
complint que K(X)/k(B) és una extensid finita. Denotem per U el domini de x en X. Llavors U
és un obert afi de X i Ox(U) es igual a la clausura entera de k[f] en k(X). El complement de U
en X es el conjunt de punts P complint k[1/83]1/8) € Op. En particular X = U UU" on U’ és el
domini de 1/8 en X, i per tant tota corba no-singular completa X/k és la unid de dos conjunts
oberts afins. A més es té

YV (k(X)/k) = {vy|B,ideal maximal de Ox(U)} |_| {vs,,--- 038, }

on LOx(U") =TI, B

Proposicié B.4 Donada X/k una corba no-singular completa associada a k(X)/k, i sigui v €
k(X)*. Llavors el conjunt {v € ¥ (k(X)/k)|v(y) # 0} és un conjunt finit.

Aquest resultat és clau en definir el divisor d’un element de k(X) en la seccidé 3, on a més si es
compta multiplicitats de zeros i pols, aquesta suma dona zero.

En el treball assumeix en molts casos que el cos de constants de k(X)/k és k, és a dir
que les corbes no-singulars completes k(X)/k satisfant que Ox(X) = k.

Per una petita relacié6 amb la formulacié classica de corbes enunciem-ho el resultat segiient:

Definicié B.6 Definim la corba plana projectiva no-singular com

Xjp=(f(z,y) =0)U{Pr, .., Ps},

on els punts Py,..., Ps s’anomenen els punts a Uinfinit de la corba f(z,y) = 0, que provenen del
polinomi homogeni f(x,y,z) € klz,y, 2] irreductible i no-singular.

Teorema B.1 Sigui f € klxo, 21, x2] un polinomi homogéni. Suposem que la corba plana projectiva
X en P?(k) és no singular, i P € Xy. Llavors Uaplicacio

Xy = V(k(Xf)/k)
P~ vp
és bijectiva.
Recordem el segiient resultat

Teorema B.2 Tota corba plana no-singular projectiva X sobre un cos k de caracteristica zero amb
cos de constants k. Llavors té un model pla afi: f(x,y) =0 amb f(z,y) € k[z,y]. Aquest model
pla usualment és singular.
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Demostracio. Sigui k(X)/k el cos de trascendéncia 1, i per tant triem 8 € K(X) \ k i tenim que
K(X)/k(B) és finita i separable, per estar en caracteristica zero, per tant per teoria de Galois
existeix v € K(X) on K(X) = K(B)[y]) i Irr(v,k(B))[Y] és un polinomi monic a coeficients en
k(B), Y™+ ‘;Z—:Y”fl +...+ ‘g—g amb a;, b; € k[f], per tant la corba ve definida per

n—1
(T bst=ny™ + Hb Nan_1(@)y™ " + ...+ ao(x Hb
=0

O

Fem finalment un exemple, recordo de nou el segiient resultat que ens sera ttil, pels conceptes
anteriors

Un exemple:

Considerem L = Q(x)[y]/(y* — (23 + 2)) o estudiem f(z,y) = 3> — (2 +2) = 0. Fixem-nos que
f(z,y) € Q[z,y] és no singular. Aqui Q(z) és el cos de fraccions en la variable x i y també és una
variable (o element trascendent) sobre Q(z).

Si L és un cos clarament, té grau de trascendencia 1 sobre Q perqué Q C Q(z) C L i z trascendent
sobre Q i [L : Q(z)] = 2, i per tant pensem L = Q(X), i anem a veure aquesta X (observem
y? — (23 + 2) € Q(z)[y] és irreductible en Q(z)[y] ja que 23 + 2 € Q[z] és irreductible i pel criteri
d’Eisenstein finalitzem (també és irreductible a la clausura algebraica de Q o als complexos, ja que
llavors z 4+ 1 trenca en polinomis de grau 1 sense arrels repetides i per tant aplicant Eisenstein és
irreductible y? — (23 + 2) en Q(z)[y]).

Per tant L és un cos de trascendencia 1 sobre Q i per tant defineix una corba no-singular completa
sobre Q (i es facil veure que L no pot ser la recta projectiva sobre Q, exercici al lector).

També es pot demostrar que el cos de constants de L és Q, exercici al lector (és a dir LN Q = Q.
Anem a estudiar qui és X on L = Q(X).

Hem de recordar aquest resultat

Proposicié B.5 Sigui f(z,y) € k[z,y] un polinomi en dos variables irreductible i f(x,y) = 0
no-singular. Suposem que f(x,y) és irreductible en k[x,y], llavors kl[z,y]/f(x,y) és un domini de
Dedekind.

Pel lema de Gauss tenim que y? — (23 + 2) és irreductible en Q|z, y] per tant

Q[z,y]/(y*> — (2® 4+ 2)) C L és un domini de Dedekind i considerant I’extensi6 de grau 2 Q(z) C L
tenim Q[z] C Cy2_(43:9)Qz,y]/(y* — (2® + 2)) amb cos de fraccions L, d’on Cyz_(z349) ¢és la
clausura entera de k[z] en L, y? — (2® +2) = 0 és no-singular, i per tant una corba aff U associada
aXdelLésy?— (22+2)=0on Ox(U) = Q[z,y]/(y?> — (3 + 2)), laltra vindra d’estudiar la
clausura de k[1/z] en L.

Per a determinar els punts de X, val estudiar valoracions pero donat h(x) € Q[z] irreductible tenim

B2 ramafica
h(z)Cy2_(z349) = B1B, esplita
h(m)Cyz,(merQ) =B inert

on ‘B’s son ideals primers de Cy2_(,349) i per tant pel capitol 2 valoracions exhaustives amb Q-
trivial vgs. Finalment falta determlnar les valoracions que falten al conjunt X que provenen de la
factoritzaci6 en primers en C de 1C on C és la clausura entera de Q[1/z] en L, que sera un nombre
finit, les valoracions sobre la valoraci6é de co.

El treball estudia defineix el grup de classes Cl1(Cy2_(y342)) i CI19(L), pero es centra amb cos base I,
enlloc de Q en aquest exemple. Sobre F, sempre que 'anterior sigui correcte (és dir caracteristica
diferent de 21 3) es té Cl1(Cy2_(4342)) és finita i CI°(F7(z)[y]/(y* — (#* +2))) també és finita. Aixo
es demostra en el capitol 3.

Continuant amb I'exemple anterior sobre Q de Cl(Cy2_(4342)) 0 CIO(F7(x)[y]/(y* — (2* 4 2))), bé
relacionat la seva finitut o no en el rank de la corba de génere 1: y? = x4 2, on tenir rang positiu
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implicara que sén grups no finits. El calcul del rang per a corbes el.liptiques és computable i en el
nostre cas té rank 1

Input:Rank(EllipticCurve([0, O, O, 0, 21))
Output: 1 true

i per tant aquests grups de classes no son grups finits com a corba sobre els racionals.
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