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Glossari de Notacions

e R: Designa un anell, usualment commutatiu (en cas que no es digui el contrari).
e N: Designa un cos qualsevol.
e N: és la clausura separable fixada del cos K.

e N, Z,Q,R,C: Designen els conjunts dels naturals, enters, racionals, reals i complexos respectivament. On
designarem per INg := IN U {0}.

e P:={peN : pprimer }.

e p: Un primer fixat (p € P).

e ¢: Denota una poténcia d’un primer fixat (¢ = p™ per p € P).
o Zp={>rpaip’ : a; €{0, 1, -+, p—1} tal que k € Z}.
e Q={>rraip’ : a;€{0, 1, -+, p—1} tal que k € Z}.
e Coo =T, ((%)) = {Z;’ifk aT~" : a; €Fyamb ke Z}.

¢ Soo =Co X Zyp.

e ch(e): Funci6 caracteristica

ch:Z — R
nr— lgp+ --- +1pg
Designarem per ch(R) := Ker(ch) per R un anell, la caracteristica de K.
e deg_tr,(e), deg(e): Grau de trascendéncia respecte K i grau d’un polinomi respectivament.
e exp(e): Funcié exponencial complexa usual.
e ec: Funcié exponencial de Carlitz. Una definici6 d’aquesta es déna en la pagina [7]
e IF;: Grup finit amb ordre q.
o A:=T,[T]. Es 1" anell de polinomis en variable T amb coeficients a F,.
o A(d):={a €A : deg(a) <d} C A. Per conveni Ay = {0}. Observem que A ={J,;-, A(d).
o AT(d):={a € A(d) : amonic} C A(d).
e K : Designa una extensio6 finita de Fy(T") on F,(T) és el cos de fraccions de A.
o [i]:=T9 —T cAambicN,.
o L;:= H;Zl[j], on per conveni Lo =11 per i € INg.

o D, = H;;g T —T7 on per conveni Dy = 11 per 7 € INp.

-5
° | = 3
! DiLgfi

o [](k) := H;Vio D;?j on k; expressi6 g—adica de k € IN. [[(k) s’anomena el factorial de Carlitz.

o A:=Ker(ec) C Coo.

e v: Designa una valoraci6.

e R, := {a€ K(x) : |a| <1} on v és una valoracio i | e | és un valor absolut no arquimedia associat a v.
e R := {a€ K(x) : |a|] =1} on v és una valoracié i | @ | és un valor absolut no arquimedia associat a v.
e M, = {a € K(x) : |a| <1} on v és una valoraci6 i | e | és un valor absolut no arquimedia associat a v. M,

és ideal maximal de R,.



Ky = R,/ p, on v és una valoracio.
K <z >={p(z) e K[z] : plx+y)=px)+p(y) a K[z,y]} on K <z >C K[z] (polinomis lineals de K{z]).
¢, (q¢ denota la funcié ¢ de Riemann i la funcié ¢, de Carlitz-Goss respectivament.

spdg: Sense pérdua de generalitat (en anglés "wlog").
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Introduccio

En la construccié usual (completacioé per séries de Cauchy) dels racionals, apareixen els reals com a cos complet i
aquest conjunt el podem trencar en dos, els nombres algebraics i els nombres trascendents. Els nombres trascendents
sobre un cos K arbitrari, son aquells que no son solucié de cap equacié polinomica amb coeficients a K. Aquest
concepte només depén de cossos, per tant una pregunta natural és que passa si el cos K té catacteristica positiva.

Al llarg del treball presentarem analegs als enters, racionals i als complexos. Per nosaltres I’anileg als enters sera
F,[T]. Com és usual, donat un anell, el que voldrem és el cos de fraccions que per Z és Q i per F,[T] és Fy(T), que
serd ’analeg als racionals. El segiient pas és completar per successions de Cauchy per expandir @ a R, i en la nostre
analogia, el paper de R el fa k. La construccié de C és per completar algeraicament les equacions amb coeficients
a R, i de forma similar, volem un analeg dels complexos pero el problema és que la clausura algebraica separable
de k4 no és completa, per tant, completant la clausura algebraica de k., obtenim un cos complet i algebraicament
tancat que fara el paper de C i el denotarem per C,,. Per veure formalment aquestes construccions pot consultar-se

els apéndixs (C.1).

En aquest treball, per la gran quantitat de conceptes previs per poder demostrar la trascendéncia sobre cossos de
funcions, cal afegir gran quantitat d’apéndixs. Els apéndixs contenen teoria necessaria per la definicid, construccié i
treball sobre aquest cossos de nombres perd que no esta encarada estrictament amb la linea del treball (que s’enfoca
en trascendéncia). Es recomanable que el lector llegueixi els apéndixs préviament (en especial per tenir
un fonament d’analisis no arquimedia que sera utilitzada al llarg del treball.

Ara cal definir els objectius del treball, el treball esta enfocat a la trascendéncia en cossos de caracteristica positiva
pero, en especial en presentar tres conceptes:

1. Trascendéncia de certs elements algebraics sobre IF;(T"): Presentar uns analegs a e i 7 amb propietats similars
i trascendents sobre I (T).

2. Conjectures de trascendéncia a I, (T'): Presentar analegs de conjectures de trascendéncia sobre Q que tenen
una versioé a F,(T") on algunes han sigut provades i fins i tot generalitzades.

3. Presentar el teorema de Yu: Un resultat molt important sobre trascendéncia d’un analeg de la funcié ¢ de
Riemann en caracteristica possitiva i la seva trascendéncia evaluant-la als enters.

Malauradament, per simplicitat, aquest treball obvia la part més purament geomeétrica i també la part topologica
(per exemple, el concepte de topologia limit inferior).

L’estructura del treball comenca atacant el primer objectiu directament, on aconseguim veure que les quantitats &
i ec(1) son els analegs que busquem (secci6 . Aquesta secci6 es basa en els treball ([I1, Wade]) de L. Wade, un
alumne de Carlitz i tambeé en el treball [7, Trascendencia-pi] per provar la trascendéncia de 7.

Proseguim amb la seccié |1} on aprofundim en un analeg de ’exponencial complexa amb molt bones propietats que
permetra definir un analeg als nombres de Bernoulli i un analeg a la funcié ¢ de Riemann, la funcié ¢, de Goss
(secci6 ). Aqui ens basem en els treballs del matematic america David Goss (treball [3, Goss|)

A la secci6 expandirem el concepte de modul de Carlitz (induit per ec(z)), i que fara de pont amb la seccio [4] en
la que, com hem mencionat, tractarem el segon objectiu del treball. Ja que un cop introduida la funcié ¢, de Goss
podrem presentar formalment el teorema de Yu (teorema del qual la demostraci6 es troba en el treball [12], Yu].

El tercer objectiu del treaball és tracta en la seccio abordem directament els resultats analegs que coneixem de
Q com la conjectura de Schunuel i Lindermann-Weisesstrauss i presentem els seus analegs a F(T'). Aquesta part és
basa en els treballs del matematic franges L. Dennis (treball [2, Dennis]) i el seminari de Teoria de Galois impartit
per en Francesc Bars (treball [1 Bars])


Alaejos.2@protonmail.com
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1 Exponencial de Carlitz

El matematic Leonard Carlitz va ser un matematic nortamerica d’origen ucrania que va desemvolupar un analeg
a P’exponencial complexa per cossos de nombres (per coneixer més la biografia consultar [6, Biografia-Carlitz]).
L’objectiu és construir un analeg a la funcié exponencial als complexos, és a dir, que verifiqui la segiient igualtat al
cos adient;:

exp(nz) = (exp(z))N per Vn € Z

Veurem que A fa el paper andleg a 27 per6 a la xarxa de zeros de ec(z). On ec indueix el segiient isomorfisme
Coo/ A = Cu. Per fer-ho caldra introduir els polinomis additius. També veurem resultats sobre ’exponencial
introduits pel matematic americd David Goss en particular i d’altres, que ens permetran factoritzar 1’exponencial
de forma convenient.

1.1 Polinomis Additius i I',—lineals

Aquesta subsecci6 introdueix uns objectes que seran necessaris per treballar els moduls de Carlitz en particular, els
polinomis additius. L’exponencial de Carlitz és limit de polinomis additius i també és un polinomi aditiu (en el
sentit general perqué com a polinomi té grau infinit).

Definicié 1. Polinomis additius:
Direm que un polinomi p(X) € A[X] és additiu si per X,Y indeterminats:

p(X+Y)=pX)+pY)

a K[X, Y.

Observacié 1. Polinomis additius:
Els polinomis a A[X] de la forma:

M .
E ain
i=1

son sempre polinomis additius perqué per la caracteristica p, per cada monomi del polinomi és verifica a;(a —|—B)pi =
a;a? + a; 89 per tot i € No.

Teorema 1. de caracteritzacié dels polinomis additius:

Si ch(K) = 0 llavors p(z) € K(z] és additiu si i només si p(x) = ax per a algun o € K.

Si ch(K) = p > 0 llavors p(x) € K[x] és additiu si i només si p(z) = Zij\io a;z?" per algun o € K.

Demostracié:

Pel cas en ch(K) = 0, la implicacid de si es additiuv diu que el polinomi és de la forma az, ja que si suposem que

no, llavors deg(p) > 1. Pero falla perqué per els monomis de grau = per i > 1 observem que fent induccié sobre i
ens surt el resultat perqué ens porta a contradicio pel binomi de Newton.

Suposem ara ch(K) = p > 0, per l'observacié || tenim una implicacid, per Ualtre, sigui p(z) € Klz| additiu.
Considerem p(z) a la clausura algebraica de K.

Fem induccié sobre F(n) := {p(X) € K[X] : deg(p) = n i p additiu} on p(X) = > a;X". Pern = 1,
a+ Xb = p(X), lavors per ser additiu a +b(a+Y) =a+bX +a+bY d’0j a =0 i per tant p(X) = bX, per tant
és de la forma desitjada ja que és bxP’

Suposem cert per grau n i ho provem per grau n — 1. Fem:

F(X)=na, X" '+ n—1)a, 1 X" 2+ -+« +a; € K[7]
Per l’igualtat dels polinomis additius tenim:
(f(X+Y)=f(X)+ f(Y)) <= f(X+Y) = f(X)

ja que estem diferenciant respecte de x. Fent x = 0 ens queda f'(y) = f'(0) per a tot y, per tant implica que f'(x)
és constant.
Per tant, f(X) es pot expressar com:

f(X)=aX + i hi X'

i=1
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tal que h; =0 sip { i on h; € K.

Recordem que en caracteristica p, un polinomi que tots els coeficients no nuls dels seus mondmis X* amb p | i, en
derivar-lo és el polinomi zero.

Escrivim h(X) com:

n o p

h(X) = (Z th'5> =: (g(x))"

i=1

Assumint que els coeficients pertanyen a la clausura algebraica de K.

D’on f(z) = aX + (g(X))P i (9(X))? = f(X) — aX és additiu perqué és diferéncia de polinomis additius, d’aqui:
(9(X +Y) = g(X) —g(Y))" =0

Com que el endomorfisme de Frobenius és injectiu en K*P[X, X], obtenim que g(X) és additiu i té grau més petit

que n. Per induccid acabem. I

Lema 1. :
Un polinomi f(X) de K[X] és F,—lineal si i només si és de la forma:

f(X):Zaini ,ona; €K
i=0

Demostracio:
Consultar el llibre [8, Papikian].

Lema 2. Caracteritzacié dels Polinomis IF,—lineals:
Un polinomi de K[z és F,—lineal si i només si és de la forma:

n
fX) =) aX" @ €K
=0

Demostracio: v
Veure que f(X) és Fy—lineal és facil ja que a? = a per tot a € F, oni>01 f(X) és additiu.

Ara si f(X) és Fy—lineal llavors és additiu. Pel lema f(X) = Z;n:() ijpj. Per la condicié f(aX) = af(X) per
tot o € Iy implica que bjapj =bjapertot 0 <j<niaclk, Com queb; # 0 llavors o = «a ja que el podem
simplificar (perqué és un element no nul d’un cos i per tant té invers). Per altre banda el fet de que a’ =« ens diu
que IFy és subcos de IF .

Considerant IV, com a I ;-espai vectorial obtenim que p = ¢ per algun i > 0. O

Lema 3. Polinomis IF,—Lineals:
Tot polinomi de ¥ (X) divideiz un polinomi lineal:

i A X7
=l

onA; #0i A, #0 i A; € T [T].

Demostracio: _
Sigui f polinomi de grau m, llavors dividint totes les poténcies t? per f, i ens queda:

1 =c gl 1 O (mod f(1))

On C’j@ € F,(x). Les poténcies 1, t, t*, --- , en el RHS per les primeres v < m congruéncies poden ser eliminades
ien el LHS obtenim un polinomi lineal. Multiplicant per un polinomi apropiat, podem fer que els coeficients siguin
de F[z].

Definicié 2. Anell de polinomis IF,—lineals:
Denotem per K < X >C K[X] el conjunt dels polinomis F,—lineals, on és un anell amb loperacié suma i la
composicid (on X és el neutre de l'operacié composicid). Aquest anell és no commutatiu en general.

Ara definim un analeg ’anell anterior perd que ens sera d’utilitat de cara a construir el modul de Carlitz.
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Definicio 3. Anell de polinomis twistats:
Sigui R una F,—algebra commutativa i 7 indeterminada, llavors R{T} és el conjunt dels polinomis Z?:o a; 7" on
a; € Ri7°:=1. Hem de pensar que T és l’endomorfisme de Frobenius i 7 és ’endomorfisme identitat. La suma
és la natural i la multiplicacio de Uanell és via la segiient definicio:

ar’ - br? = ab? 7t
Aquest anell és no commutatiu i en conseqiéncia, hem de pensar en les operacions (com la divisié) per ’esquerra i
per la dreta. Observem que:

Ta =alr

Poedem relacionar K < X > i K{7}:

l:K{r}+— K< X>
Zaﬂi — Zaini
i=0 =0

Es pot demostrar que ! és un isomorfisme de I -algebras on [(1) = x. L’anic que justificarem aqui és [(f - g) =
I(f) o l(g) suposant vist que [ és IFy-lineal.
Per definici6 del producte a K{7}:

f-9= (Zfﬂ‘i) . Zngj = ZZfiTi giT = ZZfig;?iT”j
i=0 =0

i=0 j=0 i=0 j=0

Per tant, de la [-linealitat:

i

q
m n i n

1) =D D1l 7)) =S8 (X)) =S8 [ Do aXT | = Kl =160 llg)
=0 i=0

i=0 j=0 i=0 ;=0 i=0

3

Definicié 4. Altura d’un polinomi:

Sigut f =ap"+ - Fap,m on0< h<ni
ht(f) o ht(I(f)) respectivament. Definim ht(0)
sobre K|[x].

Siguin f,g € K{r},llavors algunes propietats que verifica ht son:
o ht(fg) = ht(f) + ht(g)

an # 0 i ap # 0 definim Ualtura de f o de I(f), que denotem per
= +oo. Observem que si ht(f) = 0, el polinomi I(f) és separable

Per la definicio de producte, el terme de grau en t més petit per a f o g sera fht(f)gZZ(g)Tht(f)+ht(9), per tant,
el terme de menor grau en x del element producte f o g és de grau en t ht(f) + ht(g).

o Facilment ht(f + g) > min{ht(f), ht(g)}

Lema 4. Algoritme de divisié per la dreta:
Donats f,g € K{t} amb g #0, 3lr,q € K{7} tals que:

f=a9+r

on degi(r) < degi(g) (on deg: €és el grau en t per a polinomis de K{7}).

Observacié 2. :
La divisibilitat de monomis de K{1} queda (per la dreta):

(at™) :q (br™) = Tmon

on surt de:
m—n
m n a m—n m m—n n s . m—n n abq m—n
(at™) : (bT") = qu%T = at™ = qufnT -br™ 4 aiwo val quinT St = e

n m

T =ar

A continuaci6 veurem els graus de certs polinomis a IF,[T] perqué ens seran ttils per calcular de forma més agil certs
resultats de convergéncia de ’exponencial de Carlitz.
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1.2 Exponencial de Carlitz: primers resultats

Definicié6 5. :
Definim i denotem els segiients objectes:

1. [i]:=T9 =T € A (per i>0)

2. Lo:=1iL; :=[['_,[j]

j=1
3. Dy:=1iD;=[[—o(T% —T)

D
/. m N TP
L DiLg—i

Observacié 3. Graus de la definicié [5Gk
Calculem els graus de certs polinomis de A, on deg vol dir el grau en la variable T.

1. deg([i) = deg(T¥ ~T) = ¢

de deg(L) = deg (1,1 1) = Sio dea(l) = iy @ = o=,

¢ -1
2. deg(L;) = q 1
3. deg (H;Zl(Tqi - qu)) =iqt

En les notacions de [5] introduim un nou objecte:

Notacio 1. :

Dy, k—d

[k, d] ::W:[k][k%]q e [dT €A

Siguin D i F polinomis en la variable T' definits en termes de [k] = T?" — T, denotem per € (4, 2) com la poténcia
entera de [j] en D menys la poténcia entera de [j] en E.

Exemple 1. :
Per j < k tenim:

o <(j,Dy) = ¢~
(B =
L] E(k, Lgk) =1
Les demostracions son directes de les definicions. O
Proposicio 1. :
1. [i] = [[{m(z) € Alz] monics irreductibles deg(m) | i }
2. D; =[[{m(z) € Alz] monics deg(m) =i }
3. L = mem {m(x) € Alx] monics deg(m) =1 }
Demostracié:
Només faré la primera. El polinomi [i] té arrels simples (és separable) perqué %[i] =q¢T —1=-1 (proposicio’

de lapéndiz). Ara suposem que [i| és producte d’irreductibles monics on deg(m) | i, on « és una arrel de m, per

deg(m) | i for¢a que I jaecqim) C Fys, @ per tant, és arrel de X4 — X.

Ara si 3 € Fyi és arrel de X4 — X m(X) el polinomi minim de § sobre Iy, llavors:
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[F,: :F(y

6D [#gi7ra]

[W”Fk

F,

per la formula de les torres deg(m) = [Fgi @ Ty (B8)][Fy(B) : ] = i, i per tant, per tenir els dos polinomis arrels
simples, dividir-se i ser del mateizx grau, son el mateiz. [

Definicio 6. : .
14
El nombre e de Carlitz (que denotarem per ec(1)) es defineiz per > po Dr ¢ Cs on la série convergeix perqueé

limg o0 |Di| — 0 (veure el capitol 2 del llibre d’en Goss [3, Goss] o en aquest treball, al apéndiw com a definicid

Lema 5. Série Convergent
z?

La série Z;io o és convergent cap a un element de C, Vo € Cu, per tant, és una funcid entera (com es defineix

una funcio entemj a la definicid .

Demostracio:

Utilitzant que la convergéncia la podem reduir (en andlisi no arquimedia veient el capitol 2 del llibre d’en Goss [3])
a veure que el terme general de la série va cap a 0, calculem la seva valoracio.

- <§Z> = Voo (#7) = o0 (Ds) = Ve (¥) + deg(D;) = ¢ (vao (x) — i)

On vy €s la valoracid assosiada al | e [o en Coo on voo(T) = —1 (veure el apendiz .
q" 74

Com que voo(x) tindra un valor finit fix i v (D — —00 §i 1 — 00 i per tant o) —0sii— o0
i i

o0

Sense dir-ho hem vist que ’exponencial de Carlitz és una funcié entera no constant, IF,-lineal i també és polinomi
additiu. La segiient definicié no és més que posar nom a la série que busquem.

Definicio 7. Exponencial de Carlitz:

J

O 4
ec(z) = Zz : amb z € Copo
j=0

>

J

Es pot demostrar que ec(xz) és una funcié entera de Coo —> Co (on funcié entera vol dir que, com a série,
convergeix per tot x € Co ).

Ara veurem que podem definir ’exponencial de Carlitz com a limit d’uns productes.

Notacié 2. Conjunts A(d) i AT(d):
Per d > 0 denotem els conjunts segiients, on fent un abis de notacié denotem deg(a) el grau en t de certs polinomis
en A:

A(d) ={a € A : deg(a) <d} i A"(d) ={ac A(d) : deg(a) < d amb a monic}

Definicié 8. Multiplicativa per a la funcié de Carlitz:
Per a d > 0 enter:

d

caX)= [[ X-a)= [] xX+a)= (-1 x7

acA(d) acA(d) 1=0

Dy
D; - L?lfi
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On eo(x) = z. Lligualtat [],c 4)(X — @) = [l,ea(a)(X + a) surt de la definicié 3.1.3 del capitol 3 del llibre [3,
Goss/.

Ara si fem el limit de d — oo, en eq(x) amb x € C obtenim per una banda la funcié ec(x), i per Ualtre el
producte de tots els polinomis de A, per tant hem descrit ec(X) com un producte infinit. Aizo pot portar-nos
problemes de convergéncia, ja que, si el terme general del producte fos masa gran_podria divergir. Per evitar
aizd normalitzem dividint pel coeficient X de eq(X), observem que per la proposz'cié D; = Hl l(Tq —T9) =
[T1{m(z) € Alx] monics deg(m) =i }, per tant:

9= 11 g I n| = 11 —gi Tt = (-7 11 gt =-Di!

deg(g)=1 deg(g)=i, g monic neRy deg(g)=i, g monic deg(g)=i, g monic

En conseqiiencia:

H a = (—1)d(D0' 'Dd—l)q_l — (_1) f

acA(d)\{0}

D .
perqué el polinomi [i| dins de L—d esta elevat a la poténcia q@~* — 1 i si calculem el grau del mateiz polinomi pel

d
dfiil

producte Do - --- - Dg_1 obtindrem qil, que per estar (el producte Do - -+ - Dy_1) elevat a la ¢ — 1 tenen el
q-—

mateix exponent.

Surt d’operar inductivament i aplicar D; = [{JD1"] on Dy = 1:

H a=(-1)"(Dg-Dy -+ Dg_g-Dy_y)"" = (-1)* (([d ~1D§"5)Da—z -+ Da- D1>q_1

a€A(d)\{0}
-1
= ([d —1][d — 2]9[d — 3](q—1)() .. [1])q
observem:
Dy _ [dlld—1]7 - (27" [ - 4211
(1) == =ld—1] 2] (1]
Lq [d][d = 1] --- [2][1]
d’on:
d X9 Ly
X H Z(il) Di Lqi
acA(d) =0 d—1
. Bi
On si denotem per f3; ;== [1 ] = 18§ := — podem reescriure l’igualtat anterior com:
X 1< .
X H <1+a> ?Z &gdzD
a€A(d) =0
Lema 6. :
Tenim:
1.

10
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. i .’Eqi gt —
3. Per a tot x € Coo, Y ioo(—1)" ;! o convergeiz a Coo on f3; és 3; := [1] =

K2

i

q

4w llueavioy 1+ 2) =& (1! %-

7

Demostracié:
Per la convergéncia utilitzarem les valoracions,

Voo M = ¢t — ¢ que va cap a infinit quan j — oo
[ +1]

o vy (&4) = Zjl;ll Voo (1 7 [j_] 1]> > Z;l;ll @t —¢7 = ¢ — q' que va cap a oo quan d — co. Per tant tenim

Voo (€4) = 00.

® U ((—1)152.53 D) - _q% +q¢' +i¢t = # + ¢t (z + Voo (z) — ﬁ) que va a infinit quan i — oo, per
K3

tant per les propietats del andlisi no arquimedia, si el terme general d’una successié té valoracid infinita (o
equivalentment el seu valor absolut va a zero), llavors la série convergeiz.

Observem que [j + 1] — [j] = T _p_pd L — T (T7 — T)qj - [1]qj’ per tant:

A AN = e I =
H(l‘mu)‘ rE i ey

=
I

j=1 j=1
d—1 d—1
1 ;e B,
= —_— 1 q = = — =
I, ]1;[1[ ] I T €a

Teorema 2. : - -
Sigui & := Nx € Koo on X és un element de K, tal que N9~' = —[1] =T — T9.
Per a qualsevol x € C:

ec(z) == H (1— &)

ac A\{0}

Demostracié6:
Al llibre [3, Goss] capitol 3 ("The Carlitz Module¢com a col-lorari 3.2.9).

Ara, voldrem poder calcular explicitament els e4, i com veurem a continuacié hi ha una recurréncia que ens permetra
fer-ho.

Lema 7. :
La segiient recurréncia és certa per d > 1:

ea(X) =el_(X)— DI tey 1 (X)

Demostracio:
Els dos costats de ligualtat son polinomis ménics en X de grau q, per tant és suficient veure que |A(d)| = ¢%,
eq(X) = HaeA(d) (X — a) per definicié i argumentant per induccid sobre d.

Per elements o de A(d — 1) s’anul-la e4(X) ja que, eq—1(a) = 0.
Considerem o =nh, onn € Fy i h = h(T) € A mdnic de grau d — 1. Llavors:

eq—1(h) = H (h—a)= H {Pol. monics grau d — 1} = Dg_1
acA(d—1)

Per tant:
el [ (€h) — DY Teq1(€h) = €D%_ |, —DY"1¢€D4 1 =0

perqué n? =n. O
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Grau de Matematiques UAB

Lema 8. :

Tenim les segiients igualtats:

; [d — 1] Dy
- ‘ DiLgliq

Facil a partir de la definicio de [d; 1} .

2. D; =[i{|D}_,
Efectivament:

i—1 i—1
D= [ 1" —17 = (17 ~7) [[ 7% - 17
j=0 j=1

i—1 1

i—1 q
[i] HT'I” O - <H A qu) [i]DY_,
j=1 k=0
2 d _ Dq Dg—l
10| DgLg DoLg_1
D )| DY D?
De la igualtat (2): = Ml 1 iizl..
DoLa Hj:l[]] Hj:1[]]
Teorema 3. de Carlitz:
Tenim l’expressio segiient:
d d
— _1)d—1 q
ealx) = 31 {] x
=0
Lo |d
En conseqiiéncia, ; € A.
Demostracié:
Utilitzem induccid. De eq—1(X) = Zf;&(fl)d’ifl {d ; 1} X7, substituint-ho en el lemaH i les igualtats del lema
[8 veiem:
q q—1 = d—i—1 Dg—l i+l q d—i—1 Di d
ea(X) = eq_1(X) = Dg_jeq—1(X) = Z((—l) JIi— X —Dj ,((-1) ) X1
i=0 DiLy_; 4

—
D™ Lg_; 4
Pels termes de i =0 i1 =d — 1, obtenim (agrupant pel grau):

[dl}_ Diy  Da Dy
0 DoLq—1  [d]Lg—1 Lqg

d—1] _ Dj_, Da _[d] _,
d—1 ~ld| T

DY L§ DaLf
Pel terme de grav i (on1<i<d—1):

Dy 1 1 B o Da( i [d— 4]
= [ﬂ@ﬁw&+mﬁi)(w [ﬂ< " )

DiLgii Di[d - i]qiLg:ifl

_ qya—i—1Da T4 — T+ 74 —T7 i |d
=D M( D.IY >'<1) ]

12
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Definicio 9. Conjunt de zeros de ec:
Definim:

A= Ker(ec)

Gracies al teorema |9 és directe que el nucli és EF,[T] perqué per Vb € EA\ {0}, existeiz 1 — (% =0 en el producte
del teorema[q per a = b.

Teorema 4. :
Sigui € = M, € Co amb N971 = —[1], llavors per Vo € Cy:

1
F I (-2 bete
acA\{0}
Demostracio:
Hem vist que:

< I (D) =g Revney

acA\{0}

ara si definim:

ara:
(_1)iﬁi€gi _ )\qi—lggi—l _ gqi—l
per tant:
x s i 1$qi 1
e I (145) =2 = geelen)
0£acA i=0 v
O

Observacio 4. :

Per A = €A, iVr € C,
x H (1 - z) =ec(x)
aeA\{0}

Demostracio:
Pel teorema , pel canvi de variable y = %, i pel fet que o € A que permet expressar a = £a amb a € A:

o I (1-2)=¢lv ITT (1)) = ¢gect9) = coto

acA\{0} a€cA\{0}
O

Per tant, gracies al col-lorari sabem que A és exactament £A (el nucli de la funci6 exponencial de Carlitz), per
tant fent quocient per A obtindrem un conjunt sobre el que I'exponencial és isomorfisme amb I'imatge, que és pot
demostrar que és Coo.

Observem els segiient diagrama (que conmuta), en els que es pot veure com actua ’exponencial de Carlitz:

Coo/ A 2 Coo/ A

Com es veu en Papeéndix [B] aquest fet és general dels moduls de Drinfeld, on exponencial de Carlitz n’és un cas
particular.

13
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1.3 Modul de Carlitz: Introduccié al modul de Drinfeld

La idea ara, un cop definida i explicada que és la funci6 ec(z), és definir una accié de F,[T] sobre Cs. Aquesta
acci6 és el modul de Carlitz. Aquesta idea és un cas particular d’una familia d’accions més generals que s’anomenan
moduls de Drinfeld (mirar I'apéndix .

L’estructura de la secci6 és introduir ’equaci6 funcional del médul de Carlitz i algunes propietats. També donarem
un métode per calcular de forma (no computacionalment eficient) recurrent pel calcul dels coeficients del "polino-
mi"resultant al aplicar I'accié6 de modul de Carlitz. També introduirem el concepte dels punts de divisi6 i el punt
de divisi6 primitiu.

La primera pregunta que ens podem fer és quina és ’accié que verifica ’exponencial de Carlitz que caracteritza, el
modul de Carlitz, un primer resultat en aquesta direcci6 és el segiient.

1.4 Modul de Carlitz

Proposicié 2. :
Sigui © € Co, llavors:

ec(Tx) =Tec(x) + ec(x)?

Demostracié:
Tenim que per la definicid de l’exponencial de Carlitz, si evaluem en Tz ens queda:

> m:qi
ec(Tx) = ZT‘] .
i=0 v

llavors, si fem:

i

xq
D;

ec(Tx) —Tec(x) = i (Tqi - T)

1=0

per tant, com que D; = [i{]D}_,, ens queda que lo anterior:

i

ec(Tz) — Tec(x) Z °

i=1 D'—l
o0

a
q'i
(2
i\ 4
:Z:q
0 Di)

-(2

i
d’on surt el resultat. O
Ara volem estudiar com quedaria un polinomi arbitrari de IF,[T] sota aquesta equacié funcional.

Corollari 1. :
Sigui a € A, on a = Zj:o a;T7 i els coeficients son de F,, on aq # 0, per tal de garantir que és de grau d. Ara
sigui x € Co, llavors:

d
ec(ax) = aec(x) + Z CWec(x)?
j=1

on C’L(ld) =aqq {Céj)} C A.

Demostracio:
Per1 <1,

ec(T'z) = ec (T(Tiflx))
aizo per la proposicid [3, tot i que anem a veure-ho explicitament pel cas i = 2:
ec(T?z) = Teq(Tx) + ec(Tx)?

=T (Tec(z) + ec(x)?) + (Tec(x) + ec(x)?)?
= T2ec(z) + (T + T)el(x) + ec(z)”

Ara, podem veure que utilitzant la I -linealitat de ec(ax) podem calcular els coeficients C((lj) facilment. O

14
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Observem que la idea del col-lorari anterior és I’aplicacié de ec a Tz i ens queden termes de grau T%ec (), termes

de graus més petits i ec(m)ql, i com que el polinomi a és una combinaci6 lineal d’aquestes poténcies, podem obtenir
una expressio de ec(azx) en termes de ec(T"x) (on clarament és la que dona el col-lorari).

1.5 Equacié Funcional del modul de Carlitz

La segiient definicié no és més que denotar de forma més compacte de ’equacié funcional del col-lorari 1| en termes
de polinomis de ’endomorfisme de Frobenius.

Definicié 10. : Equacié Funcional Elemental del modul de Carlitz:

Siguin {C((zj)} els elements del coml-lari on deg(a) =: d, (grau en la variable T) llavors:

d
Co(T) = ar® + ZC(Sj)Tj

j=1
On 79(X) = X. Per tant tenim la segiient igualtat funcional per Vz € Cu:

ec(ax) = Calec(x))
Ara ja estem en condicions de denotar I'acci6é de A sobre C,, que busquem:

Teorema 5. Modul de Carlitz:
L’aplicacid de A a k{T} que assigna a cada a € A el seu correspondent C, és una injeccid de Iy -algebres.

Demostracio:
Que aquesta aplicacio és injectiva ¢ IF;-lineal €s facil de veure, per tant anem a veure que és aplicacio entre algebras.
Siguin a,b € A, cal veure que

Cab = Ca . Cba

on el producte de l’esquerra és el de k{r}. Per tant:

Cab(ec(x)) = ec(abx)
ec(a(br))
Calec(bx))
Ca(Co(ec(2)))

a
a

d’on surt el resultat. O

Definicié 11. Modul de Carlitz:
L’aplicacio que hem vist en el teorema [5] que la designarem per C és el modul de Carlitz on:

C: A— k{r}
a— Cq,

Per aquesta definicié obtenim directament que C, € A{r} per Va € A.
En els moduls, apareixen punts de divisié (per saber-ne més mirar I’apéndix sobre moduls), i pel modul de
Carlitz els tenim completament caracteritzats.

Definicié 12. Valors de Divisié o Punts de Divisié:
Son els valors {ec(al) : a€ K} C Cyp

Sigui a = % € K per f#0amb f,b € A, llavors ec(a&) és una arrel de Cs(z) = 0 ja que pertany a la clausura de
K en Cy,

Proposicié 3. Resultat feble:
Sigui L C Coo una extensio de K. Sigui a € K i sigui Ly := L(ec(a€)). Llavors Ly és una extensid abeliana de L.

Demostracio:
Sigui a = ? sigui una funcid racional irreductible (b, f € A i (f,b) =1). Llavors:

(7e) =e < (7))

15
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) = co(#)+

%
)) Com que els

perqué per l'identitat de Bezout, existeizen s,h €€ K tals que sb+ fh = 1 i per tant, ec<
£
f

ec (f;af) = C, (ec (b—ff)), per tant L1 C L (ec(g)). Podem assumir que L1 = L (ec(

0
coeficients de Cy(T) son de A per Vg, directament, Ly conté tots els valors de ec (%ﬁ). Es a dir, conté tots els
f-punts de divisié.

Com a A-modul, I’exponencial de Carlitz ens garanteiz que el A-modul de f-punts de divisié és isomorf a (A, (f))”
Com que Ly conté els f-punts de divisio, és facil veure que és Galois sobre L ja que
BC, és irreductible i polinomi separable. Sigui G el grup de Galois, igual que Cy(T) € A{T} per tota g. Observem

que l’accio de G sobre els f-punts de divisié commuta amb l'accié de A. Per tant, per o € G, veiem que o (ec (%))

és també un A-modul generador dels f-punts de divisid, per tant d’aqui obtenim una injeccic G — (A/(f))".

Definicio 13. Modul de g-punts de divisié:
Sigui g € A. Llavors:

Es un A-modul isomorf a A/ (f)

Definicié 14. g-punt de divisié primitiu:
Un generador de Clg] com a A-modul s’anomena primitiu.

Observem que si n € T llavors,

Clgl = Clng]

ja que Clg] depén unicament de ideal en A generat per g. En conseqiiéncia, sigui I C A un ideal. Llavors:

per tot generador ¢ de I.

Ara volem una formula per a calcular els {C((lj)} de Cqo(7).

Sigui a € A i
d
Co() = ar® + ZC,(I])TJ
Jj=1
Notacio 3. :
Per simplificar la notacid introduim:
a; = CY

Per un polinomi a € A voldriem una férmula per calcular els coeficients d’aquest polinomi C,(7), i el segiient resultat
dona una férmula recursiva per calcular-los tots:

Proposicio 4. :
Siguin a, a; com els d’adalt i sequint la notacio’@ llavors:

a? —a
“ETa T

a? —a;
QT e T

a? 1 Qi—1
a; = -

16
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fins i tot sia =nf per f € FX i f és monic de grau d, llavors ag =1 1 aq; = 0 per j > 1.

Demostracio:
Escribim C, = at® + xq on x € A{7}. Com que XT = 7. Ara, C.Cr = CrCqy a k{7} i per tant:

(aTO + XT) Cr=Cr (CLTO + XT)
o analogament operant:

Crat® — ar’Cp = XaCr — CrXa

Ara el resultat surt d’igualar els termes de les dues bandes de ligualtat (els termes de mateiz grau pensant-ho com

a polinomi en la "variabler ).

Exemple 2. Exemple de ec(x):

o PerT? +1:
(T?+1)"—T% -1 T%1 -T2

Podem aplicar el resultat anterior i calculem els coeficients, a1 = = =T9+T.

Ta—T Ta—T
(T94T)"—=T9—T

S = 1. Per tant:
T —T

Per tant as =

ec((T? + 1)) = (T* + Dec(a) + (T + T)et () + et (x)

e Per T3+ T +1:
T3 4+T94+1—-1-T—-T3

Obteni = =147t 4729 4 T2
enmim ay Ta_T + + + 17,
1+ TO+e 4 T20° 4 T2 _ (1 4 T9FL 4 T2 4 T2) )
— — q q ,
az = T =T T4 7T
T 4T 4T — (T4 + T+ T)

5 2
as = = (Tq - T) , per tant:

T —T

2
(T* + T+ Veolw) + (1+ T 4+ T2 4 T)ed(z) + (T7 + T+ T)els (2) + (T* = T) el ()

Aquest exemple mostra que, tot i tenir una formula recursiva per calcular els coeficients, la complexitat computacional

de les operacions augmenta rapidament.
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2 Trascendéncia

En aquesta seccié (que es basa en el article [T1I, Wade]), tractarem la trascendéncia de certes quantitats sense
aprofundir en algunes propietats que tenen més enlla de la seva trascendéncia (que les veurem més a fons en la
secci6 de ’exponencial de Carlitz (seccio . Comengcarem provant la trascendéncia de 7 sobre Q, per veure que la
seva prova té certes similituts amb la prova de que ¢ és trascendent sobre Fy(T") (analeg de imw). També veurem una
demostracio meés general sobre una familia de séries entre les que s’inclou ec(1) (analeg de e).

Aquesta part esta separada de I'ultima part del treball (seccié [3) perqué cal introduir molta teoria prévia que cal
explicar en profunditat abans d’estudiar-ne resultats de trascendéncia analegs als que existeixen sobre els racionals,
com per exemple un analeg de la conjectura de Schanuel.

Comengem remarcant que quant parlem de trascendéncia és molt important parlar sobre on estudiem la trascen-
deéncia, ja que per exemple 7 és trascendent sobre Q[z] per6 és algebraic sobre R[x]. Dels primers nombres sobre els
que es va provar la trascendéncia sobre Q[z] van ser e i 7, tot i que la prova de 7 és més complicada i la farem en
el treball, la prova de e es pot trobar en 'apéndix [A71]

2.1 Trascendéncia de 7 sobre Q)

Teorema 6. Trascendéncia de
El real 7 és trascendent sobre Q.

Demostracio:
Suposem que no, ™ és algebraic, i com que i és algebraic sobre Q, tenim que iw és algebraic sobre Q. Demostrem
que i no €és algebraic sobre Q.

Sigui 01(x) € Q[x] irreductible tal que té per arrel ay =i, ---, a, (onn=deg(61)). Com que €™ +1 = 0:
(e 4+1)- -+ - (e""+1)=0 (1)

Ara construim una equacid polinomica amb coeficients enters on les arrels siguin els exponents del producte anterior,
triem, Oo(x) € Q[x] tenim que les arrels seran oy + o, -+ , Q1 + . Andlogament el polinomi que té per arrels
les sumes de tres arrels (és a dir, la primera arrel sera a; + oo + az etc...) serd 03(x) € Q[x] i aizi succesivament
fins a 0,,(x) € Q[z] de grau 1.

Com que els «; satisfan 61 («;) = 0, llavors els polinomis simétrics de les arrels (determinats pels coeficients de 6, )
son igual a enters i per tant, els polinomis simétrics de les arrels dels 0; també son racionals, i per tant els 0,Q[x].
Considerem:

n

0:=]]0:i(x) =01(x)- -+ 0n(z) € Q]

i=1
Operant:

0(z) =c;a” + 12"+ -+ o+ oo € Qla]
amb ¢, # 0 i Q[z]. Les arrels (que denotarem per B; peri =1, --- ,r) de 0(x) sén els exponents del producte

que mo son zero, i per tant de tenim:
s
g e 4 =0=k (1)) P
i=1

Definim:

0" ()

.— oSpP1

Amb s =rp—1 ip un primer que determinarem més endevant i ¢ un enter a determinar també. Observeu que f(x)
és de grau s + p. Escrivim:

F(z) = f(@)+ f'(x)+ - + fCP) ()

Derivant,
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s’obté en particular que:

Fent un canvi de variable s’obté:
1
F(z)—e "F(0) = —x/ eIV £ (Ay)dX
0

evaluem x sobre les B; i sumem, per obtemir:
T T 1
STFE) + U DFO == 375 [ N 35,0 (2
j=1 =1 70

Ara afirmem que per a p prou gran LHS de (B/ és un enter no nul. Observem que per 0 <t < p, 22:1 f(t)(ﬁj) =0

ja que les successives derivades no eliminen 0 i al evaluar en B; tot es fa zero.

Ara cada derivada de f(z) de ordre p o més gran té p com a factor ¢® i les f(t)(ﬁj) és un polinomi en variable f3;
de grau com a molt s (per la definicié de F(x) i que les primeres t < p derivades de f son zero evaluades sobre
qualsevol B;).

r ‘ e , . P . \

La suma ijl f¢ )(Bj) és simeétrica i per tant és un racional perd triem un c per fer-la entera. Aizé perqué les

funcions simétriques son polinomis amb coeficients iguals al polinomis en — (on ¢; coeficients de 6(x)) de grau < s.
c

D’aqui s’obté:

T

> DB =pKi ont=p, -+ pts

j=1
Com que LHS = enter + (14 1)F(0), que val F(0).

e fO0)=0pert=0,--- ,p—2.
o f=1(0) = c2e® on ¢, #0.

o f®(0) =pL pert>p. On L un enter

Per tant, LHS de (@ és mailtiple de p + c5cPk, que no és divisible per p si triem p prou gran i p > k', c,c.. Per
tant, és un enter no nul. peré el RHS de (@ és arbitrariament petit (tendeiz a zero si p — 00), cosa que indueiz
una contradiccid perqué un enter no nul no pot ser igual a una expressid arbitrariament petita.

2.2 Trascendéncia d’alguns elements de I (7

Ara, passem a treballar sobre la trascendéncia sobre Fy(T") que és I'andleg natural a Q[z]. Com veurem, caldra
introduir tota una notacié prévia per poder treballar de forma més compacte i que ens servird també per la resta del
treball. Recordem que treballem en caracteristica positiva i que ¢ denotard sempre una poténcia fixa d’un primer
fix.

El segiient lema és util per demostrar de que £ i ec(1) son trascendents sobre IF,(T') (analegs a e i 7 veure el capitol
i el capitol |3| per més informaci6 al respecte). Per fer-ho utilitzarem una familia de séries entre elles una amb
propietats analogues a ec(x) que definim a continuacio:

Definicié 15. :

o (DFa
vl =3

=0

On Y verifica:
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o Y(EE) =0 per tot E € A.

o Y(Mz)=3"", (zjil)jwj(M)wqj (x) on M polinomi de graum de Fo(T). On;(z) = Z?:o(_l)j quj
k i J

Lema 9. Reordenacié especial:
La segiient igualtat és pot fer i és coherent amb els subindexs:

>a (S5

k=0

(=1)'A; Dy,
e N {1

Egzisteiz Sy =Y, iy, o7 mb A; € A on:
(= 1V> — Sk
S (X5 S oo
iz Di k=0
Demostracio:
Tenim
S s
Sk (=14, P ko
—k = = EOAj(—1)F7 ~
D, > D7 S M — if m k>t
i+j=k k—j
0 if £>k
FEscrivim

N N A T < N VA
ZAJ<Z Dzj>_ZAJ 2| T

=t k=0

Ara volem intercanviar sumatoris, si ho fem directament surt

ZZA

k=2 —K

pero fem una reordenacid diferent,

Ay < L +-(_1)1 +-(_1)2%—(_1y3+-“.>

Dg D(lli Dgﬁ Dgﬁ
1 (=n'  =n* (=1
A€+1' <D32+1 + D(11Z+1 + Dgl+1 + Dng +...
1 (D' (=1  (=1)°
A£+2' (Dguz + Dguz + Dguz + DgHS t...

1 =D D (1) )
Am (=g + g + i + i + -+
" (I% Di D3 Dy

i reordenant amb diagonal aquests sumatoris, i com tenim m—~£+1 files, a partir de k> m hi ha en D;/D; m—{+1
factors sumands, on s’obté l'igualtat desitjada.

Teorema 7. ec(1) és trascendent sobre I (t):

Suposem que és algebraic i per tant solucio d’un polinomi lineal Alqu 4+ oo + A2 amb A; € A (pel lema @:
(—1)'A; Dy
Sk = Z 3
itj=k Df
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2. Trascendéncia Grau de Matematiques UAB

Similarment a la demostracid de que e és trascendent (veure apéndimper la prova), definim:

I _DﬁZk OD

Sk
Q =Ds> s D

Sk
OnIJrQ:DﬁZ;iof.

Dy,
Per tant, si fem modul [ —1] a I + Q, ens queda que els sumands de Q) son tots zero perqué S’“D% per k > 5,
no es cancel-len al numerador tots els [ — 1], i per I veiem que no tots els sumands son zero. Observem que per
construccid I +Q = 0. Clarament I és de A per la deﬁnicio’ de Dy. A més, l'inic sumand de I no nul modul [3 — 1]

és Diltim (SﬁDﬁ Sg) perqué la resta de quocients de per k < B és un polinomi de A on té l’expressio segiient:
SiD k—1 k—1 k—1
B =[AB =T Bk e

Per tant, per I ens queda:

I=Ss (mod [B—1))
= (=148 - B-1+1)1 = (1) AD £0  (mod [B 1))

per a (B suficientment gran, I # 0. Per l’altre banda, obtenim:

deg(Ss) < maz;(jq° + deg(A;)) = mq® + deg(An)

i per N un terme qualsevol de () obtenim:

deg(N) < B¢” — (B+ 1)¢° T + mg”™ + deg(A;)

Triant B8 que faci que tots els graus dels termes de Q siguin negatius (on hi ha un nombre finit de A;’s) for¢ca una
contradiccid, ja que I # 0 (conté almenys un terme que no té grau negatiu) i contradiuv I +Q = 0. O

Teorema 8. Generalitzacié per més séries:
Sigui { B;}52, polinomis de Iy[z], que satisfan les tres condicions segiients:

1. B; son polinomis.
2. Un nombre infinit dels B;’s no son zero.

3. deg(Bk) < (g —1)(k—1)g"! — brg® per k prou gran, on by, — oo si k — o0o.

llavors la série
< By
> o, € Fal(T))
k=0

és trascendent sobre Ty (t).

Demostracié:
Suposant que és algebraic amb equacié f(X) =", AjX7. Pel lema@ obtenim:
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2. Trascendéncia Grau de Matematiques UAB

m [o'e) qu e’} Mk
S (X 05) -5
J=1 = D}, 1o Dk
On:
A;BY Dy,

M= > (3)

qj
=k Ui

Ara, definim I i Q com en la demostracid de la trascendéncia per la série evaluada en 1. Per construccio I +Q =0,
on (8 sera triant més endavant.

Es evident que I és en F,[t] perqué els By, per la condicid 3 verifiquen:

deg(M) < max (' - deg(By) +jq" + deg(A;)) (4)
< max ((q=1)(i —1)g" " = big" + deg(A;) + jq") (5)
< (g —1)(i —1)g" !t +mg* —bg* (6)

per k suficientment gran, on

!
b, = min  b;
k>j>k—m

Com hem vist abans, estudiem el grau d’un terme arbitrari de Q@ que denotarem per Arb (de arbitrari):

deg(Ard) < Bq”® — (B+ 1)q5+1 + (¢ — 1)Bqﬂ +mgPtt - b;3+1qﬂ+1 (1)
< _q,BH + mqﬁ“ _ b’BHq/BH (8)

que va a —o0 si B — oo. Per tant, per 5 prou gran, tots els termes de QQ tenen grau negatiu, i per tant, per ser I
de A, perquée I +Q =0 caldria I =01 Q = 0.

Ara com que per B prou gran

I = Mg mod <D5>

A més:

D ’
deg (Dgi1> —deg(Mp) > 5615 — (B — l)q,@—l —(qg—-1)(B - 1)(]’6_1 _ mqﬁ i bﬁqﬁ

>’ (1—m+1by)
que si B — oo va cap a co. Ara, per I =01 Q =014 1= Mg forca que Mg = 0.
Com que ezisteiz o > deg(A;) tal que per tot k > o+ 1, My, = 0.
Ara, tenim que per la definicid dels Dy, i per l’equacid (@)

Dy Moy = A BY ¢
Moy = AiBG mod [a]
Da+l
ja que si desemvolupem:

DY A;BY Doy DY
5 My = Z e
a+l itj—atl Di . Da+l

l

. Dq

= Z Angj Zj
i+j=a+tl Dy
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2. Trascendéncia Grau de Matematiques UAB

1

q
Com que j =1, --- ,m si veiem que per j >l aixo és miltiple de [q] : f;l =1ino
. «
. z . : . : &
es cancel-la al aplicar modul [T . Per j > 1 llavors si fem j=1+r, i=a —1r perr > 1, — o ens queda:
a—r
Dql [a]ql . [Oé B 1]ql+l . [Oé B 7/.:Iql,+7‘ . []Jql-%—(y—l
Dql+1‘ - [Oé _ T]qH»r L. [1]qu+l—r+r—1
On clarament tenim sempre un [a}ql no nul.
k, a+l_q

Ara, [a]ql | AlBgf per ser M, = 0. Ara fent induccid, suposem que [k, a] divideiz A, "' BZZ perB—1>k > a:

DY

L
gh—atl_y q gh—atl_; m A B

AIT MﬁJrl A#Z ,BJJFZ B (9)
Dﬁ* = Dhy
qk—a+1171 . .
=4, ' Bj mod [3, «a]? (10)

On per veure Uigualtat[I0] surt de que si agafem un dels termes del sumatori de l'igualtat[9 desenvolupant:

1 I+1 m
Dq Dq Dg
Aqu +Al+1B + A Bq —
B+l -1 l 1 m=34+l—m m
Dﬁ DB Jr1 D%Hfm
Dql+1
Com que F(Biﬁ;wrl) (B8, «a] per la definicid de [k, d], veurem que per Al+1Bgl_:ll_l_1# és zero mod B, a]ql
a—1 B—1
(i el raonament és analeg per la resta de termes):
PN
’+1 - ( ]q"‘2>
141
= ( —1) B - Q]q(q—l) [1}qﬂ’2(q—1))q
a]? @ D[g — 1]¢" @=L @D
gk—atl_y .
d’on surt el que voliem i per tant, mod [f, ] divideiz A, " Bg per tot B > a
Ara, Bg és zero o el seu grau verifica que:
I ! B-atl _ 1
¢' - deg(By) > deg ([8. o]") — deg(A)) - T——— (11)
> (B—a+ 1)t — ¢t deg(4A)) (12)
> (8 —a)g” (13)
> (q—1)(B—1)¢" M —bgg”*! (14)

per 3 prou gran, on anem a detallar les desigualtats, la desigualtat surt de que per ser divisible per [[3, a]ql, llavors

gk—atl_y .
r(z)-[8, } =4, ! Bg
. - . . l .
Per tant, si apliquem graus i aillem el grau de Bg obtenim:
k—a+1 _ 1

deg(r(x)) + ¢ deg([B, a]) — deg(A) - = deg(Bg)q'

Per tant, com que deg(r(x)) > 0, lavors:
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2. Trascendéncia Grau de Matematiques UAB

k—a+1 _ 1

—— < deg(Bp)d’

¢' deg([B, o) — deg(4r) -

La desigualtat surt de calcular explicitament el grau de [5, o] que és:

=B¢" — ¢* 7 a—1)g" !

Per tant, operant i perque el grau de A; és com a minim ¢', acotem i el resultat surt directe.

Per el que utilitzem és que si provem que ¢°T! — ¢#~2F1 . deg(A;) > 0 tindrem que directament treient-li aquesta
quantitat a obtindrem el que volem. Llavors acotant deg(A;) > ¢':

g"t — ¢P o deg(A)) = ¢° (¢ — deg(Ar)g™ )

B+l (1 B —a+1)

=q q

On clarament veiem que per o > 1 aizd és sempre positiu perqué q = p* per algun k i el primer més petit és 2, i nul
per o = 1. Per tant tenim el que voliem.

Ara per la desigualtat [T], veurem que partit de la la linea la podem acotar per superiorment per [13 Per tant
desenvolupant i reagrupant:

(= 1B =gt —bsg” = (B—bs —1)¢" + (1 = B)g”"!
<0

< (B=1-0p)d"*" < (B-03)¢"* < (B—0a)g™
on per l'iltim pas hem utilitzat que o és un valor fizat i bg per [ prou gran superard o, ja que bg — 0o si 3 — oo.

Aizo ja porta a contradiccié amb la segona propietat (perqué seran zero un nombre infinit) i tercera propietat (perqué
el grau dels By, és més petit o igual que la linea (10) pero tenim justament el contrari) que verifiquen els By’s, i per
tant, tenim el resultat. [J

Observacié 5. :
Pel teorema anterior ec(1) és trascendent sobre F,(T)[x] ja que és el cas particular en que:

e B; =1 per tot j € NU{0}.
e Tots son diferénts de zero (en particular un nombre infinit).

e El grau de 0 és més petit igual que la cota que dona el teorema anterior (teorema @

Lema 10. :
Si

@+ <’ (15)
perky> - >k., i a més:

r+1 r+1

<d< +1

q—1 qg—1

llavors
¢+ g <(g-D" T+ (-1
_ qﬁ _ qB—d

Demostracio:
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2. Trascendéncia Grau de Matematiques UAB

Escrivim novament ¢ 4+ - 4+ ¢Fr = og® 0 + .. + 5jq*3’sj. Per tal que la desigualtat romangui certa, cal

que sg = 1, ia que, en cas contrari ¢°~°0 = ¢ i per sequir sumant les poténcies ¢° = aizo trenca la desigualtat. Ara

r+1
el RHS de (15]) té el mazim valor per §; =q—1,is; =i+ 1 (peri € {0, --- , j}). Ara veurem que j + 1 <
q

-1

r+1 r+1
ja que si fem j+1 > com per construccio r+1 > j+ 1, dividint per ¢ — 1 obtindriem j+1 < T i per tant
q— q—

17
. r+1
j+1= .
q—1
Per tant:
) r+1
5o+51+...+5j:(]+1)(q—1)<ﬁ.(q_ngd(q—m (16)

d’on, el resultat és qiiasi directe, ja que 7+ 1 < d, i per tant:

qk0+ +qk7“ g(qfl) (q571+ +qﬂ7(]+1))
<=1+ - +d7 ) =¢" ="

Teorema 9. ¢ és trascendent sobre IF,(¢):
& és trascendent sobre F [T on:

Demostracié:
Suposem que és algebraic. Podem suposar que & verifica un polinomi de la forma

r+1 .
S oyt € (@)l
j=0

onayg=E&iay, - ,a. la resta d’arrels. Suposem que r + 1 = ¢°. Escrivim:
vi = Fa;
peri =0, --- ,r on E és un polinomi irreductible a Fy[t] de grau e > d on d verifica la desigualtat del lema 0

d > deg(Cyy1). Fiquem

S(ko, ,kr) _ (71)k0+ o kg ngko o ~’ygkr
Stho, -+ k) = (=)f* = Fh 3 Tag ol

on les sumes son sumes simeétriques de les quantitats involucrades. Tenim

S(ko, -+ k) =BT TS, e Ky (17)

Per la propietat de v que és zero sobre E£, obtenim

0 = Y(EE) = Y(FEag) = ¥(v0)

Com que:

s s oo k
0=K V=K (=D 18
=Kg[[ () = BHZT (18)
=0 1=0 k=0
o S(kOa 7k7")
=K Z Dy - - - Dy

koz - Zkr °

(19)

on Kg;= Kg(r) := H§:0 Dg_, (per B < r). Per més propietats de Kg mirar els apéndiz . Ara equacio @) la

trenquem en I 1 Q).
En el trog I consisteix en els termes tal que
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i els de QQ son els que
o+ >+ 8T
on B enter per determinar. Ara l’equacio (@)
I+Q=0
Hem provat (pels lemes de Uapéndiz de la seccid) que tots els integrants de I son polinomis de F4[x] (pels lemes

1417 z@) i que per B prou gran tots els integrants de (Q son de grau negatiu. Aizo sumat a que I + Q = 0 for¢a
que I =01iQ =0.

Provem que I # 0 obtenim la contradiccio suposant I = 0. Sigui I = I, + 15 on I és la suma dels termes de l’equacio

(@) complint:
¢+ g <’
i Iy son els termes que:
¢+ T+ 2
Per ser I =0, obtenim I + Io = I = 0. També per M definida en el lema [16 divideiz cada terme de Iy, pero per
altre banda, per B suficientment gran, el deg(M) és més gran que el grau de Is. Per tant, implica que I; = 0 i

I = 0. Pero per una tria adecuada de 3, existeiz H un terme de Iy que mo és zero i té la propietat de ser divisible
per E. O
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3 Conjectures sobre transcendéncia

En aquesta seccid, parlarem sobre resultats que permeten extendre (de forma analoga als cossos de funcions) resultats
i/o conjectures tals com el teorema de Lindermann-Weierstrauss. També, veurem resultats conjecturats sobre Q,
que estan provats sobre cossos de funcions com la conjectura de Schanuel. Per poder veure alguns d’aquest resultats
i generalitzacions més en profunditat, es recomenable llegir el capitol 10 de [I0, Thakur] i 'article [2], Dennis].

Com veurem, resultats de trascendénica que involucren la funcié exponencial evaluada en nombres algebraics (i
supossant la conjectura de Schanuel certa), tenen un analeg per la funcié ec(z) i fins i tot més generals (involucrant
les derivades formals de la funci6 ec(z)) com el teorema Fet que novament reforca les bones propietats dels
cossos de funcions per provar resultats que encara no s’han provat sobre Q. Per veure resultats sobre @ (pagant el
preu de supossar certa la conjectura de Schanuel) es pot veure el treball [I, Bars].

Comencarem introduirem el concepte de grau de trascenencia (definicio , que ens permetra parlar de si un nombre
és trascendent no sobre el cos base sin6 sobre extensions trascendents del cos base. Aquest concepte esta molt
lligat a ser algebraicament independent. Després presentarem Lindemann-Weierstrauss i la conjectura de Schanuel
"originals", i els seus analegs a F (7). Per concluir la seccié, probarem l'independéncia algebraica de ec(1) i £ per
q > 2 sobre Fy(T) (corol-lari [3).

Definici6 16. algebraicament independets sobre F/N: . Sigui F//N una extensid de cossos. Triemay, -+ ,an €
F. Diem que ay, -+ ,am, son algebraicament independents sobre N siVf € N[xq, -+ ,xn] es verifica f(a1, -+ ,am) =
0 lavors f és el polinomi nul.

Definicié 17. grau de trascendéncia:
Definim el grau de trascendéncia de un subconjunt A C L on L/M extensio de cossos com el nombre maxim
d’elements algebraicament independents de A sobre el cos N. Ho denotarem per deg_ tr (A)

Exemple 3. Grau de trascendéncia:

El grau de trascendéncia de 7 i de \/2i és 1 perque /2i és algebraic sobre Q i 7 és trascendent, per tant sip € Q[X,Y]
és un polinomi que té per arrels m i \/2, forca que sigui el polinomi identicament zero, ja que, en cas contrari, T
seria solucid d’un polinomi a Q(v/2i)[Y], cosa que contradiu la trascendéncia de w sobre Q perque per la formula de
les torres, llavors tindriem que [Q(m,v/2i) : Q] = [Q(7,v2i) : Q(V2)][Q(V2i) : Q] = [Q(7,v2i) : Q(7)][Q(T)
Q] < oo 1. Per tant, per un raonament andleg, tenim que el grau de trascendéncia entre un element algebraic i un
trascendent és 1, pel cas que el cos base Q.

Teorema 10. de Lindemann-Weierstrauss:
Siguin «y, -+ ,ap nombres algebraics sobre Q diferents, llavors {e®i };-l:l verifiqguem que son algebraicament inde-
pendents.

En el article [I], podem trobar resultats importants (utilitzant el teorema de Lindermann-Weierstrauss) sobre la
trascendéncia de les funcions trigonométriques i les funcions log() i exp() evaluades sobre nombres algebraics. per6
en aquesta secci6 ens centrarem en la conjectura de Schanuel.

Conjectura 1. de Schanuel: Siguin y1, - - ,ym € C, Q—independents. Llavors com a minim, m dels nombres
Y1, s Ym, €Y, -+ ,eY¥m son algebraicament independents sobre Q.

Aquesta conjectura té un analeg amb £ i ec(1) i en caracteristica positiva és pot demostrar. Novament el cas de
caracteristica zero no podem afirmar-ho perd en caracteristica p si. El resultat no és només I’analeg sino que té una
traduccié d’un enunciat més general i aquest enunciat es pot demostrar.

Per la definicié de série absolutatment convergent de ec(z) podem parlar de la seva derivada (en aquest cas la
considerem respecte la variable z). On hi ha resultats de trascendéncia que relacionen la derivada amb ’exponencial
en un analeg a la conjectura de Schanuel. Per tant primer cal veure com és la derivada j-ésima de I’exponencial de
Carlitz. Té la forma segiient per j € {1, --- p—1}:

D=3 (20)

on per j > p la derivada és nul-la de la caracteristica p de C,,. Fem el calcul de la primera derivada i la segona per
exemplificar la formula (20). Com cal derivar terme a terme:

0 z¢ 79D, z¢ (DI, +0) ZUP  z¢

or D,  DZ D2 D " [iD;

Si tornem a derivar respecte T i aprofitant els calculs anteriors:

74" 2]i] ﬁ] 274"

@207 i D;
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Teorema 11. de Schanuel a F(T):

Siguin a1, - o € Fo(T)  Fy(T)-linealment independents, aleshores:
deg_trFq(T) (z, ec(a1z), - ,ec(apz), - ,egjfl)(alz), e ,e(g*l)(anz)d =np+1

Una pregunta natural sobre transcendéncia és que si m és trascendent sobre Q(e) i viceversa. Si suposem certa la
conjectura de Schanuel podem donar una resposta afirmativa en cas de caracteristica zero.

Corollari 2. :

Sota la conjectura de Schanuel, obtenim que w és trascendent sobre Q(e) i e és trascendent sobre Q(m).

Demostracié: Triem 1 i im que son Q—independents, llavors considerem 1,4, e, €™, llavors com a minim hi han
dos valors algebraicament independents hi per forca han de ser e i im. Per tant 3f € Q[z,y]\ {0} tal que f(e,ir) = 0.
Per tant ja hem acabat perqué si suposem 7 algebraic sobre Q(e) im és producte d’algebraic i per tant algebraic a
Q(e) cosa que acabem de veure que no pasa. O

Un cop més ’analogia entre ’exponencial de Carlitz i ’exponencial complexa és notable perqué podem definir un
analeg del Teorema de Lindemann-Weierstrauss en termes de ec, perd en caracteristica positiva és un teorema.

Teorema 12. Lindemann-Weierstrauss a IF,(T):

Siguin o1, - ,an € Fy(T) Fy(T)-linealment independents, aleshores ec(aq) --- ,ec(ay) son algebraicament
independents sobre T ,(T).

Per probar el segiient teorema (teorema 3 del article d’en L. Denis (]2])), assumirem certs resultats que requeririen
de teoria de t-moduls i que no introduiré en aquest treball perqué és un tema molt extens. Per a un lector que
vulgui més informacié sobre t-moduls es pot consultar el llibre ([3] Goss], capitol 5).

Introduim la seglient notacio.

Notacié 4. :
Sigui m € B, desi_gnem per o, inic automorfisme continu de koo tal que 0, (T) = nT. Aquest automorfisme el
podem extendre a Fy((5)), decretant que oy, = Id.

Recordem que o, (T') = nT (un automorfisme). On n € <.

Lema 11. :
Obtenim:

oy(Ds) = 1'D;

Demostracio:
Per la recurréncia D; = [i]D]_, obtenim el resultat per induccié perd també ho podem provar fent els calculs:

izl i—1 i—1
oy(Di) = oy | [TT7 =77 | = [[on(T") —oy(T*) = [[ 0" 7" — 9" T
j=0 7=0 j=0
i—1 i—1
= n (77q A nqulT‘f) =1 H nd e ¢’ =1pq’
j=0 =0
i—1
= iHTQ’ 77 ::niDi
j=0
O h/ l ;> 1 1 qj_l_nqj_n_l El _O,d [ . _
n hem utilitzat per i = j > 1 que 7 =, =, -t cas j = 0 és directe perqué és o,([i]) =

<77‘1i’1T‘1i - T) n = n[i] tal i com volem. O

Lema 12. :

1. Sigui u una arrel del polinomi X171 — %, aleshores € T, \F, i per Vz € FqZT)OO, obtenim e, (z) = %

2. e,(z) és la funcid exponencial de T-modul ¢,, de rang 1 definit per Uequacid funcional ¢,(T) = T7° +n~'7.

3. oy(ec(z)) = ey(oy(2))
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Demostracio:

1. Observem que p ¢ T, perqué n no és 1 i per tant, pui=t £ 1 i en conseqgiiéncia p ¢ ]qu 1 zero tampoc per raons

1

obvies. Ara estudiem les poténcies de % i per recurréncia trobem que ,uqh_ = n~". Per tant, per el resultat

que hem obtingut per les poténcies de p i % aplicant-ho:

i

ZDn z; *ec(MZ)

1
=0 i ,LL

tal i com voliem.

2. Comprovem que e, (Z) verifica l’equacid funcional:

) qut Tqi Zqi T 0 qu, 1 & qu, 1 & Zq,;
en( ) 617( ) Z < 771Di 77ZDi> Z qu Z 771_1D;_171 E - 77(1_1)qu71

=0 Pt e S 5=

on hem utilitzat que n € T i per tant 0t =11 Ara:
q

1 i z7 1 i A i za 1 i": z¢"\" 1 (7)1
— —_— - _— = — _— = — = —e
n D, g \ D n \ S0V " ¥ Dy, !

k=0

3. Operant i aplicant el lema 11|

[e%S) q [e%S) oy Zqi [eS) P q
on(ec?) =, (Z@) -3 UgD,)=Z L = cofon(2)

i=0 i=0 ¢ =0

Proposicié 5. modul de Carlitz Twistat:

Sigui e5 (per A € Fy[T)\ I, un polinomi irreductible) la série de Carlitz Twistada, és a dir 'exponencial que té per
accio:

eA(TX) = Ae2(X)? + Te5(X)

Demostracié:

A7
Comengem definint e5(Z) = - a4

i=0 . i volem trobar una recurréncia per els coeficients, i per fer-ho utilitzem
1

laccio que volem que verifiqui:

e5(TZ) —Tes(Z Z a;

Z a;At— 7

( (TZ)7' A" TZ° A’) o0 74 (Tq' —T)

Z

i

> araat-on
=AY a4, Al o
=1 D

Agrupant pel grau obtenim:

7 [Z] i— 1 _ i
a; A E:ag_lA( Uﬁlﬁ — ai=af_1A(q 1)(i—1)

Necessariament la condicié inicial de la recurréncia és ag = 1.
Ara estudiem la convergéncia d’aquesta série. Primer calculem la valoracio dels coeficients a;.
i—1 i

Voo (@5) = qUoo (ai—1) + (i — 1)(q — 1vee (A) = q'voo (ag) + qu(i —1)(q— v (A) = (i] __11
j=0

(i —1)(g = v (A)

Ara:
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Voo (aiAinqj — Vs (D) = Voo (a3) + 1000 (A) + —¢" + iq"
= (¢ = 1) — Dt (A) + im0 (A) + (1= 1)g
= (i = 1)q" (o0 (A) + 1) + v (D)

Teorema 13. :

Sigui v € Fo(T') i sigui el grau c >3 a Fy(T), siu € Fo(T)*_ tal que Fq(T)(v) N1/u(Y) = {0}, aleshores:

deg_trp ((ec(u), ec(uy), - cec(uyh)) =2

Teorema 14. :
Siguin o, B € koo \ {0} Si suposem que ezisteiz unn € ¥ i a,b € Z tals que oy(n°a) i 0y(3) = nbB.

1. Sin ¢ {—1,1} aleshores ec(a) és trascendent sobre T ,(T)(3).

2. Sin#11isia és algebraic, aleshores ec(a) és trascendent sobre F,(T)(5).

Demostracio:

Siguin o, 8 € koo no nuls verificant les hipotesis de lenunciat. Suposem que ec(a) és algebraic sobre k(B). Per
provar el primer apartat del teorema, apliqguem el teorema de lapéndix on v = p i a = u. L’hipdtesi sobre
esta ben verificada perqué un element diferent de zero de la zarza de periodes A mo es troba a Fq((%)) perquée q # 2

(per com és la zarza de zeros de l’exponencial de Carlitz). Demostrar que p té grau més gran o igual que 3. S’ha

de demostrar que p no es troba en una extensid de grau 2 de IV, que equival a /ﬂz_l = n%’ n’hi ha prou que n sigui

diferent de 0,+£1.

Per provar el segon apartat, utilitzem que n # 0,1 forca que p ¢ Ty, pel raonament anterior si la conclusio del
teorema és falsa, aleshores ec(a) i ec () son algebraicament dependents. Aizd porta a contradiccid amb el teorema
(’andleg a Lindemann- Weierstrauss). O

Un resultat que surt del teorema[T4] és el segiient:

Corollari 3. :

1. Siq > 3 aleshores £ i ec(1) son algebraicament independents sobre I (T).

2. Siq >4 llavors:
(a) Sigui P € Fy[X] i no nul, llavors ec(P(£)) i & son algebraicament independents sobre F,(T).
(b) VYo € Fy ((75=1)) no nul, ec(c) és trascendent sobre F,(T)(E).

Demostracioé:
Gracies al teorema[I7) les demostracions son directes.

1. Com que & = H;ﬁo (1 - %) i els polinomis en variable T [i] sdn invariants per tot o,, si apliqguem el cas 2
del teorema |14 per a =1 ¢ =& amb a = b =0 obtenim el resultat.
2. Aplicar 1 del teorema amb o = 8 = P(¢).
3. « és invariant per tot o,. Triant 5 = &, pel teorema ec(a) és trascendent sobre lextensio T, (T)(§)/F4(T).
O

Novament hi ha una diferéncia entre el cas de caracterisitca zero i el nostre cas, perqué sobre Q no se sap si e i 7
son algebraicament independents pero els seus analegs si gracies al corol-lari.
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4 Funcié (¢, de Carlitz-Goss, resultats de trascendéncia. Analogia amb
la ( de Riemann

A continuacié, definirem un analeg a la funcié ¢ de Riemann amb caracteristica positiva, la funcié (, de Carlitz-Goss.
Com en el cas de la funcié ¢ de Rienamm, aquestes funcions sén exemples de L—funcions, una familia més general
que s’extén a través d’analegs als caracters de Dirichlet.

Tot i aix0, aquesta seccidé no sortirem de (, i ¢ de Riemann i donarem un analeg als nimeros de Bernulli (els
nombres de Bernulli-Carlitz) que juguen un paper important en la descripcié dels valors en els enters de la funci6 ¢
de Riemann pels parells i els senars.

Un petit conveni que cal remarcar és que seguint ’analogia de l'introduccié del treball, ens referirem molts cops
als enters pensant en els elements de I, [T] ja que son els que fan el paper de Z en aquest treball. Una primera
observaci6 és que Z és pot trencar en dos conjunts disjunts (els parells i els senars) on si ens fixem, el nombre
d’elements invertibles a Z sén dos (41), per tant podem pensar que estem trencant-los en |U(Z)|Z & ({U(Z)|ZD)°
(on ¢ denota el complementari). Aquesta idea de trencar en els parells i els senars Pextendrem també a F,[T], on el
nombre d’unitats de Fy[T] és ¢ — 1 i els parells a [T seran els multiples de ¢ — 1 (veure la notaci6 [3)).

Tancarem la secci6 parlant d’un resultat que torna a posar de relleu les difréncies entre el cas de caracteristica zero
i el de caracteristica positiva, que és el teorema de Yu (teorema [16|) que caracteritza la trascendéncia de (, de Goss
evaluada en el analeg dels enters.

4.1 Funcié ( de Carlitz-Goss

Comencem presentant formalment I’analeg de la ¢ de Riemann a K = F,(T) (en tot aquest capitol).
Definicié 18. Valors especials de (;:
Sigui k € IN, definim:

1
Cq(k) == Z o
aceAt

que convergeix en K. Com per la funcio ( de Riemann, per k € IN la podem reescriure via un producte d’FEuler:

1

G = 1 =

feAt f

De forma analoga a la funcié ¢ de Riemann, la tenim inicialment definida per fRe(z) > 1 per z € C i el que fem
és prolongar-la a tot el pla complex, voldrem extendre la segiient funci6é que, gracies als treballs de David Goss, va
trobar una expressi6 alternativa de (, que extén la funcié inicialment a tot enter:

Definicié 19. Funcié ¢ de Carlitz-Goss per I,[T] extesa als enters:

=Y Y o

dENU{0} ae At

A priori aquesta série no té perqué convergir per n < 0 pero, com veurem més endevant, a partir d’un cert n prou
gran, y .. 4+ a”" =0, per tant hi ha una suma finita i per tant convergéncia.
d

Observaci6 6. :
Per k € N la seérie Y, 4+ aik convergeiz, ja que podem reordenar i la podem expressar com:

1 1
Xoa- 2 X =
a€At deNU{0} \acAf
El segiient resultat és la proposicio [26] de Papéndix perd cal enunciar-la (prova a l’apéndix) per demostrar la con-
vergeéncia de (4.
Proposicioé. :
Sigui k € NU {0}, W un F,—espai vectorial de dimensid finita d sobre un cos F /F,. Si agafem f € F\W, si
L2 lal®)
> —_—

] (on l4(k) = M on M és el superindex de Ziﬂio kiq" (expressié q-adica de k) per ky # 0), llavors:
q—

Y (Frwr=0

weWw
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Teorema 15. sobre la convergéncia de (;:

Ly ()

Sid € NU{0} verifica que d > T aleshores:

Z a* =0

aEAI

Demostracié: Amb les notacions de la proposicid anterior (demostrada com a proposicié del apéndiz):
Agafant W = A4, F =TF,(T) i f =T% € F\ Ay , per la proposicié anterior,

SR SRR
acAf weAd-1
lq(k)
per d > = |

Aquest resultat forca que, a partit d’un cert punt la funci6 ¢, no estigui afegint res (a la seva expressi6 com a série),
per tant és una suma finita i per tant la série numérica és absolutament convergent.

4.2 Numeros de Bernoulli-Carlitz

Notacié 5. :
En aquesta seccio ens referirem a parell i senar per denotar els maltiples de g — 1 0 no, respectivament.

Aizo es deu a que el nimero d’invertibles de I,[t] és igual al nombre d’invertibles de F, que és ¢ — 1. En el cas
de caracteritica zero el nombre d’invertibles de Z és 2 (pels valors £1) i com veurem a continuacié és important
distingir els dos casos.

Cal presentar els numeros de Bernoulli pel cas de caracteristica zero i el seu analeg em caracteristica positiva, els
nombres de Bernoulli-Carlitz.

Definicié 20. Niameros de Bernoulli:
Sigui m € IN{0}, definim els segiients By, € C a través de la segiient funcié (on Uigualtat té sentit al seu radi de
convergéncia) per expandir-la com a série de poténcies en t:

t > tm
et —e0 ;Bmm

On els B,,’s son els coeficients de la série, i es prova que B, € Q

Aquest nombres sén molt importants perqué permeten expressar la funcié ¢ de Riemann per gairabé tot enter:

T 2k N
ook = (-1 VR

i via equacid funcional,

C(1—k)=-——-2 VkeNik>2

Per poder definir els nombres de Bernoulli-Carlitz cal definir un analeg al factorial a ', (T") que permeti expressar-los
de forma compacta.

Definicié 21. Factorial de Carlitz:
Sigui k € IN i k; el coeficient i-éssim de la seva expressid q-adica (Zﬁ\io kqu) Llavors definim:

i
[It) =T 5
j=0
Observem que com el factorial, 0! =1 i [[(0) =1, 1! =14 [[(1) = 1. A més [[(¢/) = D; (perqué D) :=1).

Ara de forma analoga, pel cas de F,(T'), utilitzant I’analeg de ’exponencial (I’exponencial de Carlitz) podem definir
un analeg als numeros de Bernoulli.
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Definicié 22. Numeros de Bernoulli-Carlitz:
Similarment a la definicio anterior, definim els BC(m) € Cs (ndmeros de Bernoulli-Carlitz) com els coeficients de
la série en z segiient,

z z . BC(m
- oy B,
ec(z) —ec(0) ec(z) 2= [I(m)
2@ 2@
Observem que hem utilitzat que ec(x) = 372, o= o @) i es comprova que BC(m) € Fy(T).
J q
-1
) . . ) o ) z ec(z) ec(z)
Podriem preguntar-nos si els coeficients d’aquesta série sén de K, peré observem que B = on
ec(z z z

té coeficient constant invertible, per tant considerar el invers multiplicatiu és una série amb coeficients dins de K
també (per la proposicio’ que dona la condicié necessaria i suficient per tal que una série sigui invertible).

Remarquem que aquesta definici6 depen fortament de I'expressié de 'exponencial de Carlitz, és a dir que si fem un
twistat d’aquesta (de ec(z)) canviara I’expressio de £ (probablement per un ¢ i dels D,;’s que sera & multiplicat per
algun algebraic) i fara que els nombres segiients siguin també diferents.

La segiient pregunta que cal respondre és com calculem aquests BC(m), i la resposta és la segiient observacio.

Observacié 7. Recursivitat dels nombres BC(m): Per la definicié de la série anterior,

Agrupant pel grau obtenim

e BC(0)=1

0_ qj<k+l BC(k‘—i—l—q])

=220 D, Tk +1—q) que si separem la suma en j =0 i la resta i aillem:

TSR BO(k 41— ¢)
BC(k) = —]]*)- ; Dj.n(k+1—qu)

Ara veurem un resultat que relaciona els ntmeros de Bernulli-Carlitz amb la funcio (,:

BCm) o = N Gk@—1) g
Z H(m) ec(z) 1+1<Z::1 €k(fl—1)

m<0

per tant, si agrupem pel grau, obtenim:

Cq(m)
§7n

e BC(m)=0sim# k(qg—1).

e BC(m) = I(m)

per m = k(g —1).

Per tant, si per tot k € IN obtenim (pels valors parells):

BC(k(g — 1)¢*~Y

(21)

Observacio 8. :
Fizem-nos que (,(k(q — 1)) és trascendent a K on, la trascendéncia de (,(k(q — 1)) és per tenir el element ¢*(a~1)
en la seva expressid (mirar equacid (21])).

Als apéndixs sobre la funcié ¢, (apéndix|D.2) es pot trobar algun resultat més general sobre aquesta funcié i la seva
extensi6 tant com algunes proves i resultats sobre convergéncia.
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4.3 Teorema de Yu

El teorema de Yu és un dels resultats més importants de trascendéncia per {,(z) evaluada sobre els enters.

Aquest resultat no té un analeg per la funcié ¢ de Riemann (el cas de caracteristica zero). Un cas famos de la
dificultat de determinar la trascendéncia dels valors ((2k — 1) per k € IN és per ((3) (la constant d’Apéry), de la
qual no sabem si és trascendent sobre Q, només s’ha provat l'irracionalitat. Aquest resultat que enunciem requereix

d’una teoria molt més general que els moduls de Drinfield, els --moduls (per més informacié veure [3, Goss], capitol
5).

Teorema 16. Yu:

Per Vk € NU{0}:

1. (4(k) és trascendent sobre K.

Gq(F)
é’k

Gq(k)

3. & és trascendent sobre K si k és senar.

2.

€ K* sik és parell.

Demostracié:

Per el cas 2 del teorema de Yu, la prova és la observacio @ La prova de 1 i 3 és larticle [I2, Yu] pel qual, és necesari
entendre t-moduls 1 productes tensorials de t-moduls per la demostracio. Els t-mdduls son una generalitzacio dels
mdduls de Drinfeld (veure apendiz @ Els mdduls de Drinfeld son el cas general dels mdéduls de Carlitz (on és un
mddul de Drinfeld de rang 1).
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Detalls de trascendéncia

Els apéndixs estan distribuits en tres blocs:

El primer bloc conté una prova de la trascendéncia de e sobre Q. Després conté una segona part sobr tras-
cendéncia, ja més centrada en els cossos de nombres (en extensions de A), on podem trobar un conjunt de
lemes técnics de Darticle [II, Wade], que son necesaris per les de mostracions del capitol [2| perd que no soén
estrictament resultats per provar la trascendéncia.

En el segiient bloc he ficat dos conceptes interesants perd que s’allunyaven dels objectius del treball com son
les fraccions continues a A i els moduls de Drinfeld (una petita introduccié). En el cas dels moduls de Drinfeld
presentarem com son la generalitzacié natural dels moduls de Carlitz i com pot relacionar-se les xarxes de
zeros, les exponencials i els méduls de Drinfeld.

També introduirem el concepte d’autémata i alguns resultats sobre com discernir si una seqiiéncia és algebraica
0 1o.

L’ultim bloc és un recull de teoria prévia sobre analisis no arquimedia, que hem utilitzat implicitament al llarg
del treball, perd, no aporten directament als objectius del treball. També introuim alguns conceptes sobre
moduls en anells i alguns resultats que sén d’utilitat pel treball. Es recomenable pensar aquest bloc com una
petita introducci6 opcional (si el lector esta familiaritzat amb el tema).

A Apéndix Detalls de trascendéncia

Al

Trascendéncia I

La prova de que e és trascendent sobre @ és gracies al matematic frangés Charles Hermite. La demostracié presentada
en aquest treball esta extreta del llibre [9, Spivak].

Teorema 17. Trascendéncia de ¢
El niimero real e és trascendent sobre Q.

Demostracié6:
Siguin k,n € N i p € P (on la tria de p dependra de n) definim els segiients reals:

e [Ty,
0

i=1
(p—1)!

PR k| LT
k

(p—1)!

observem que M, My, depenen de la tria de p i de n. El segiient real possitiu:

dzx

e [P (T (=) e
*=e /0 (p—1)

On per definicio:

My, + e, ="M (22)
Volem calcular més explicitament M. Denotem:
P
n np A
H(x—z) = ZCm’,
j=1 i=0

on Cnp =11 C; € Z denota el coeficient del terme de grau i. Per tant podem escriure M com:

— ) = p—1+i —x
M%(p_l)!a/o x e Tdx (23)

A
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Ara, integrant per parts iteradament, integral A dona (p — 1 —i)! d’on:

np

MZ—1+ .

Sigui p primer amb p > n llavors no és divisible per p perd sii > 0 tenim:

(p—1419)!

G Ci=Cilp+i—1)- -+ -p

Per tant clarament p | C; (’Ep lJlr)Z,) peri >0 peré p { Co=n!, per tant p { M.

Ara anem a desenvolupar My, :

k xp 1(1_[1 1(x_z))pe—iﬂ _ xp 1(1_[1 l(x_i))pek_z
M’“‘e/k 1) a / 1)

du

/°° (u+ k)P (I (u+ k= )" e
k (p—1)!

On hem fet el canvi de variable w = x — k i aconsequim que My, sigui més similar a M. La gran diferéncia entre My,
i M és que el terme entre paréntesis conté factors u en comptes de k. D’on:

(u+ k)Pt <H(u +k— i))

i=1

és un polinomi de coeficients enters, diguem-los-hi D, amb cadascun dels termes més grans o iguals que p. D’aqui:

np

7np D, e p—1+4+a)!
Mkz(p—l)!/o et = ZD (p—1)

a=1 a=1
i per tant, tots els sumants D, (”(17?,“ son divisibles per p. Per tant p | My, per tot k amb 1 < k < n. De ligualtat

29:

k:Mk+ek

€ M

Per tant si denotem per q(x) = Y i, a;x’ € Z[z] amb a, # 0 el polinomi del que e és una arrel, per l’expressié que
hem trobat de les poténcies de e podem dir:

0= aoM + iaiMi + zn:aiﬁi
i=1 i=1

()

Ara que hem fixat n podem determinar p € P. Volem p que verifiqui p > n i que |ag| < p (per garantir que p 1 ag).
Per tant, p t (x) i per tant (%) # 0.

Ara veurem que Ualtre tro¢ és arbitrariament petit i per aizo el podem fer més pétit que % i aizod ens donard la
contradiccié perqué no hi ha cap enter que restant-li o afegint-li % sigui 0.

k n
IEkKek/ <6”/
0 0

On Miltima desigualtat és perqué els €, sén monotons creizents i xP~1 x € [0,n] té un maxim al extrem de lintérval.
Ara:

P lte—a [ (z — i)
(p—1)!

nP~lte—z [T7 (z — i)

e (p—1)!

dx
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ennp~l (maxze[O,n] (p(x)))p /n e Ydxr < /Oo e~ Tdx nh”len (maxwe[o’n] (p(w)))p
(p—1)! 0 0 (P2
1

(o qualsevol cosa que tendeizi tant rapidament com volguem a 0) i per

s—L ). Lhinica cosa a tenir en compte és la tria de p
2n-max(a;)

Pero per p — 0o va a 0 per tant |eg| < i
aizo Y1 aie;| < n-maz(a;)len| < 5 (si triem |e,| <
prow gran. Per tant tenim la contradiccio. O

A.2 Trascendéncia II

En aquest apéndix expliquem un conjunt de lemes técnics que serveixen per provar la trascendencia de £ sobre
F,(T). Per tant, aquest apéndix sobre trascendéncia hi ha resultats técnics que provenen de l'article [1I, Wade]
(pag. 709-712).

Lema 13. : Suposem que tenim la desigualtat:
¢+ + < P (24)
amb k; enters i B E€Z onky >k > -+ > k.. Sik;>0—1 llavors:

e e A A o G SR o

Demostracio:
Escrivim:
¢+ "+ " =00¢" T 517 e 057
On0<6;<qg—1i0<s9<5s1 -+ <s; <. Ara tenim dos casos:
Si sy =vperve{0, --- j} llavors j<ljaques; <liv=s,<v+1<s,41< - <j—1<s;1<j<sj. 4

més, els 0; han de ser tots 1 perqué en cas contrari, si un fos més gran estricte que 1, llavors per
2 >+ o +¢°

la desigualtat és trenca. Contradient les hipotesis.

En aquest cas el lema és inmediat, perqué v +i < Sy peri =1, --- ,j —wv, i per tant ¢° V71 > ¢P75+i | i per els
sk amb k < v tenim que k < s ja que 0 > sg 1 S < Skr1 (SO creizents) per tant:

50q6—50 + 51q6—81 + -+ 5jq5—8j — qﬁ—so + qﬁ—sl + .. + qﬂ_Sj
:q5+q5—1+ +qﬁ—l

Per el altre cas, sigui s, el primer dels s; tal que s, > v, per ser s, <, forca que v <1 que és el mateiz v+ 1 < [.
Llavors pel mateix argument que avang els §; sén sempre 1 per i < v i peri > v acotem 0; < (¢ — 1), obtenint:

o+ R =60 0P+ 6P
<P+ T @D (@ e
:q3+ _’_qﬂfqul +q57v _q,é’fl
<Pt o+ L g

i ja ho tenim provat. O

Lema 14. :
Si

Dgr=Dpg-Dg—1 -+ Dp—y

1 els estaments del lema@ escrivim les notacions:
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onky> -+ >k Llavors K € F,[T], és diu un polinomi.

Demostracio:
Considerem tots els cops que apareiz [j] en K per tot j, llavors si j < B —r, k; > j i kiy1 < j, obtenim operant
que:

€<ja K/) = qﬁ_j + - +qB_T_j — (qko_j + .- _|_qk'i,_j)
qﬁ_j R +qﬁ—r—j _ (qko—j + .. _|_qkr—j) >0

WV

El que ens permet garantir que és més gran o igual que zero és l’equacio que és ddona per hipotesis. Ara, si
j=B—lperl<r,

G, K)=q"T+ -+ = (¢ 4+ - 4 gMT)
Que torna a ser més gran o igual que zero perqué k; > B —1 i ki1 < B —1, pel lema la diferéncia és possitiva o
zero. Per tant, com que tots els termes que formen K' son de grau possitiu o zero fan que el grau sigui possitiu o
zero i per tant que K € Fy[T]. O

Lema 15. :
Si la desigualtat es verifica i k; = f—1 (onl < d) llavors;

qk0+ +q/€i gqﬂ_qﬁ—l
Demostracio:
Novament escrivim ¢ + - +¢" =§pgP~%0 + ... + (5jq'8_sj, i com que s; <1 z'per tenim s > 1. O

Lema 16. :
Si es dona la desisgualtat llavors K’ (del lema ) és divisible per

on d és la del lema 10

Demostracio:
Hem de veure que

’

K
M’ =~ € Fy[T]

Considerem quans cops surt [j| en M’ i veurem que tots tenen €(j, Ml) > 0 forcant que M sigui enter.
Sigui j < B —d, llavors:

e(j, MY<(g=1) ("1 + o +¢7 ) — (g g

N
o

pel lema[I0 Ara, si j = —1 on recalquem que | < d, llavors:

ey, M)<(g=1) ("7 + -+ = (@ + - M)

onk; =P —11kiy1 <B—1. Aixo novament és més gran o igual que zero pel lema . O

Lema 17. :
Si g, -+, son arrels de l’equacio:

r+1

> Crprit? (25)

j=0
on els Cry1—j € Fy[T] i Co =11 Cryq1 #0. Si c = max (degy(Ch), -+ ,degp(Cria)), lavors la suma simétrica

ko kp
Z ad” o ad

onko > -+ =k, fizat, és un polinomi a 'y [T] i el sew grau estd acotat superiorment per cqho.
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Lema 18. :
Sigho+ o +¢8 =¢f amb ko> --- >k, llavors existeiz i on k; > 3 —d on d és la del Lema .

Demostracio:
Suposem que k; < 3 —d. Com que:

I
ja que sino ¢ + - 4+ ¢* > ¢® cosa que contradiuria una de les hipotesi, i pel lema obtenim:
¢+ g <P -
cosa que porta a contradiccio ja que, llavors:

qko+ +qki—l +qﬁ—d<q5

cosa que no pot ser perqué per ser k; < B—d llavors ¥ < ¢®=% i per tant g0+ - - - +qFi-1 4¢84 > gho ... gk = ¢8
O

Lema 19. :
Si E és polinomi irreductible de grau e en T [T, llavors E divideiz [I] si i només si e divideiz I. A més E }f [I]

(E1[1])-
Demostracio:
Aquest resultat surt de

Lema 20. :
Sigho+ o +q% <P+ - 4¢P per j < r, llavors:

Demostraci6:
Escribim ¢® + -+ +¢* =60¢° 0+ -+ +6;¢° % perd; e {1, -+ ,q—1} on0<s9< -+ < s;. Ara com que
i < jiel RHS de l’equacid anterior té el seuw mazxim per 6o = --- =6;=1,isp,=hperh=0, --- ;iij=1. D'on

surt el resultat. OJ

Lema 21. :
Sigl<qgo+ oo 1 <P+ o +¢P T onkyg = - >k, llavors existeiz un i tal que:
Demostracio:

Com que ko < 8, i com que aquest lema és inmediat pel cas ko = 3, llavors existeix una i tal que:

qk0+ +qki—l <q[3<qko+ +qki

per tant existeiz 2 > 0 tal que:
o+ g =47 -0 (26)
Ara, com que ¢¥i— divideiz als ¢*i per j <i— 1 (perqué els k; son decreixents i q* > q¥-1) forca que g*i-1 | Q.

Pel mateix raonament, com que ¢°i— | Q implica que ¢* | Q
A més,

¢+ - +d"=¢"+B (27)
per B > 0. Ara si restem les equacions [26 i [27) llavors obtenim:
"=Q+B

On per ¢~ | Q forca que Q = ¢* i B =0 i prova el resultat. O
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A.3 Fraccions Continues

Un objecte molt interesant de Paritmética sén les fraccions continues. Aquests objectes permeten donar aproxi-
macions prou bones per racionals dels nombres trascendents i no tant bones per els irracionals algebraics (com
per exemple el nombre ¢). En aquest apéndix introduirem el seu analeg en cossos de nombres i alguns resultats
analegs. A diferéncia de gran part d’aquest treball, aqui els resultats classics, tot i tenir resultats analegs, la teoria
sobre cossos de funcions no esta completament coneguda a diferéncia amb el cas classic. Aquest tema es tracta en
profunditat al llibre [I0, Thakur] durant el capitol 9 (aproximacions diofantiques).

El problema classic, és intentar aproximar nombres algebraics irracionals de forma bona. Implicitament estem
aprofitant que @ és dens en R. Per tant per nosaltres una bona aproximacié serd aquella que estigui aprop i no
augmenti molt la complexitat del denominador.

Pel cas de cossos de funcions el paper analeg dels irracionals algebraics el faran les séries de Laurent i aproximarem
per uncions. Aquesta area d’estudi comenca amb la tesis de Emil Artin.

Notacio 6. :

En aquest apéndiz farem un petit abis de notacio denotant el numerador i denominador d’un nombre racional per
p i@ q respectivament on (p,q) = 1. No confondre-ho amb la notacid del treball on p denota un enter primer i q una
poténcia d’un primer.

Teorema 18. Lagrange-Dirichlet:

Donat Vo € R irracional, existeizen infinites aprorimacions g que satisfan ‘a — %’ < ﬁ
Demostracio:

Teorema 19. Khintchine:
Si (q) és una funcid possitiva decreizent de q i si Y- c;¥(q) < oo (on I = N conjunt d’indezos), llavors la

desigualtat ’oz - 5‘ < @ té unn nombre finit de solucions per quasi tot o (irracional real). Sila sumay_ . 9(q) =
00, llavors hi ha infinites solucions per quasi tot «.

Demostracio:
Al llibre [10, Thakur] al capitol 9, teorema 9.1.2.

Notacio 7. :
Denotem d(«) com el grau algebraic de « on o € R irracional algebraic.

Teorema 20. Liouville:
Per « algebraic, d := d(«) i C(a) una constant possitiva que depent de o, tenim:

‘ap‘>c<a>

ql " gl

(28)

Demostracié:
Pel cas classic , sigui f el polinomi minim de « (f € Q[X]), llavors, per %7 proper perdé no igual a o obtenim:

()5

F@) =1 ()]

q

[£@) -1 ()]

On ‘a -2l = ———— "2 &5 pel teorema del valor mig. Per > Cla) ‘f (BN utilitzem que
i ) 773) @
f(a) =0 i per ser Ct (en particular ja que els polinomis sén C™=) i per ser 3 € (g, a), podem triar un minim de
Cla
[ (B)| en el compacte [g, oc] que denotem per C(a). Per C(«) ‘f (%)’ > | (|d) surt d’operar:
q
d i d d—1 d—1 d

P’ aoq” +ai1pg” "+ --- +aq-1qp” " + aqp 1

Cla a;i—|=>C > Cla)|—

@3 ai| > ce) - @]

Pel cas de cossos de funcions consultar la referéncia [Mah49] del llibre [I0, Thakur|. O
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Definicié 23. :
Sigui F' cos per un « irracional algebraic de R (andlogament per cossos de funcions o un element de F((%)) algebraic
irracional sobre F(T)), definim laprozimacid exponent diofantica E(«) per:

—log ( )
E(a) = limsup

Q| log (1Q1)
on P,Q es mouen pels enters (per cosos de funcions son polinomis de F[T)] i el valor absolut és el usual on prenem
|Q| creizent).

P
o — —

Q

Un resultat directe dels teoremes de Dirichlet i Lioville, és la acotacié 2 < E(a) < d(a). On 2 < E(a) és
conseqiiéncia de p > 2 (notacions del teorema de Dirichlet-Lioville). Per altre és fer || — oo i aplicar la cota del
teorema de Lagrange-Dirichlet (teorema [18), ja que:

~ log (| 515 ) d(a)log (1Q]) — log (IC(a)])
FE < lim = lim =d
(@) B 051D o log (1Q]) (@)

Un resultat interesqant que permet caracteritzar si un nombre és algebraic sobre els nombres reals és el teorema de
Roth (i de forma analoga sobre cossos de funcions el teorema de Uchiyama) afirma que per tot o algebraic, E(a) = 2.

T

Mahler va observar que per ¢ = p™ (on p primer) i p la caracteristica de F, llavors E(a) = d(«) = g per >~ T-9.

A.3.1 Fraccions Continues: bones aproximacions

Notacio 8. :
Denotarem una fraccié continua per a; € Z (de forma andaloga per cossos de funcions a; € F4[T]) com:

1
ao+71 = [ag, a1, a2, -]
a) + ——
1
as + —
Denotem les convergents d’un nombre o per c, = 1{;—” = lag,a1, -+ ,an] on els a; son els quocients parcials o
n

complets (si el nombre és racional existira un cert N € W tal que cy = «). Un petit detall pel cas de cossos de
funcions és que els q;’s son polinomis no constants de grau creizent a mesura que i creiz (no necesariament monics).

Notacio 9. :
Denotarem oy, = [an, Gnt1, -+ ] on per construccid o = ayg.

Observacio 9. :
Si denotem py = ag i qo = 1, llavors:

p1 =aiag+1

qr = a1
1 permn > 1:

Pn = QpPn—1 + Pn—2
Qn = nQn—1 + qn—2

n

Per tant, si fem ppGn—1 — Pn—1qn = (—=1)""1, per Uidentitat de Bezout, (pn, q,) = 1.

Pels cosos de funcions observem que tenim per f € F|[T] no constant, llavors flag, a1, --- ,] = [fao, f ‘ai, fas, ftasz, ---

« + Pn— —-1)" —-1)"
Qn1Pn T Pot llavors o — 22 = (=1 = (=1 . On gp—1¢, = [0, apn, an—1, -+ ,a1.
Ont1Gn + Gn-1 an (an+1 n Qq;l) @ Inlnt

Com que a =

> en el cas de cossos de

Com que tenim = —1 =
a ‘an+1||Qn|

1 Pn 1 Naaie 3 Pn
Y o — — c——— en el cas classic 1 |ov — Bz
(an+1 +2)q% < | dn < An+41 q% ’ dn

funcions, podem afirmar els segiient:
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A. Detalls de trascendéncia: Fraccions continues Grau de Matematiques UAB

Si a1 =11 apqo és molt gran, el error de la convergent és molt proper a ﬁ (cas classic). Per cossos de funcions
no és pitjor que W.

Una conjectura no resolta en aquest camp, és la conjectura de Lehmers. Per poder presentar-la, cal introduir la
mesura de Mahler.

Definicié 24. Mesura de Mabhler:
Sigui P € Z[X] un polinomi de la forma Y ;_,a; X" on 0; denota les arrels i a,, # 0. Aleshores definim la mesura
de Mahler del polinomi P com:

M(P) = |ap| ] [ max(|6:], 1)
i=1
Conjectura 2. de Lehmers:
Si o> 1 tal que la mesura de Mahler del polinomi P és M (P) > 1, llavors M(P) > «.

Un cas trivial de la conjectura és per | e | el valor absolut de ko (per més informacié sobre valors absoluts consultar
I’apéndix . Si M(P) < g llavors |a,| = 11 els coeficients del polinomi son funcions simétriques de les arrels, on
per la desigualtat ultramétrica |a;| < M(P) < ¢ implicant que a; € T, cosa que forca a les arrels a viure dins de I,
i sén arrels de 'unitat.

Paral-lelament al cas classic de Krummer, si M (P) = 1 llavors les arrels de P soén arrels de 'unitat. Pel cas de la
desigualtat triangular normal, els coeficients de a; tenen la segiient acotacio:

a; = Z 0, - -0, < Z 16, - -+ -0;] < Z M(P) = (TZ)M(P)

1< - <jisn 1< - <jisn 1< - <jisn

Observem que pel cas de la desigualtat ultramétrica, en el pas a;| <D0 ;< . cjicn |0 05 <105, -+ 05,] <
M(P).
Definicié 25. Convergent intermitja:
c L TPn—1 +pn—2
e Tqn—1 + qn—2
onre{l,2, -+ ,a, — 1} pel cas classic i pel cas de cossos de funcions r és un polinomi de F[T] on 0 < deg(r) <

deg(an) — 1 per 0 # r # a,. En aquest segon cas, no hi ha ordre en la tria de les convergents i per tant, no podem
dir que triem la convergent intermitja entre dues convergents.

Un altre resultat directe sobre fraccions continues en cossos de nombres és la segiient:
Sigui « de la forma segiient:

o= [AI» A AL A AT AT } (29)
per A; € F[T] polinomis no constants, és un nombre algebraic sobre F'(T') perque satisfa I’equacio:

o = [Ala 7Ak7aq]

Definicio 26. :
Introduim diverses definicions que ens permeten "definir”, com de bona €s una aprozimacio per fraccions continues.

e Bona en un sentit feble: Sifa — L] <|a — %| per |¢'| <|q| st B # fl’—:.

o Justa: Direm que & ho és si|a — L] <]a — Z—:|
e Millor (respectivament bona): Si {ga} := |ga — pl, tenim {ga} < {q'a} per & # Z—: on 0 <|¢| <lql-

A primera vista s’observa que, aquestes definicions estan molt relacionades. Una resposta a aixo és el teorema
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Teorema 21. :

d;
gldi+ -+ +dic1)+di+ -+ +dg

1. Sigui d; el grau del polinomi A; € Fy[T)] i denotem r; := , llavors per «

de la forma de ’equacio (@) obtenim:

E(a) =2+ (¢—1) -max(ry,re, -+ ,7%)

2. Donat qualsevol racional p entre q% + 1 (que tendeiz a 2 si k — 00) i ¢+ 1, podem trobar una familia de o’s
com els de Uequacio (29) amb E(a) = p i d(a) < g+ 1.

Demostracié:
Ficarem una idea de la demostracio. Hem vist que les convergents d’una fraccié continua donen la millor aprozimacio.
A la definicié de E(«) (deﬁm'cio’ utilitzem g donats per les trucacions de les fraccions continues. Per l’equacio

deg(a
‘oz - % = m (vista previament), E(a) = 2 + limsup (M) (per la formula recursiva de g,). Com
el grau de q, és suma dels graus dels a1, --- ,a, 1t per l’equacio el grau de a, = dean_j (on j és el miim

residu no negativ de npoq ). Per un calcul directe surt el resultat (1). La segona es pot consultar a la referéncia
del llibre [10, Thakur] com [Tha99b).

Teorema 22. :
En el cas de cossos de funcions tenim:

1. Les propietats de ser millor, bona, bona en el sentit febles, convergent i aproximacio g amb error més petit
que W son equivalents.

2. L’aprozimacid & és justa perd no bona si i nomes si és una convergent intermitja cn1,; amb [any1—r| < |ani1]
(en particular |r| = |an+1])

Bl = ﬁ st 4 només si existeix n € N tal que cp, » és convergent intermitja amb r € F*.

3. Temim que ’oz ~q

Demostracio:
La demostracid és pot consultar al llibre [I0, Thakur] al capitol 9 com el teorema 9.2.3.

Lema 22. Voloch:

Si ¢ — a on (an, by) =c € F[T] (on ayn,b, € F[T] son polinomis coprimers llevat d’una constant multiplicativa)
i satisfan les segiients condicions:

. deg (anrl)
1. limsup ———= =

deg (by,)

)

log (‘a -

n

log (|bnl)

—a

3. a>bx+1

llavors E(a) = a (definit a la definicid [2).

Demostracio:

La prova esta en la cita [V ol88] del llibre [10), Thakur].

Teorema 23. Voloch: Per a que verifiqui les condicions del teorema E(R(a)) = =Y sGiRe k(X) té
derivada no nul-la i E(a) > d - (q%“),

Demostracio:

Utilitzant el lema amb el teorema del valor mitja aplicat sobre les aprozimacions R(ry) cap a R(«) on les vy, son
aproximacions obtingudes de les truncacions de les fraccions continues de «, que aproximen el exponent, per tant
b=q.
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B Apéndix Mobduls de Drinfield: Petita introduccié

Com hem mencionat en la secci6 [1] el modul de Carlitz és un cas particular de méduls de Drinfield (en particular el
cas més sencill que és un modul de rang 1).

Els mo6duls de Drinfeld per rang 1 reflecteixen certes analogies amb la multiplicacié complexa (pensada com a grup)
i extensions ciclotomiques.

Per rang 2, els analegs al cas classic"pasa a ser la teoria de corbes eliptiques. Per desgracia, per a rangs meés grans
que 2 no tenim un candidat classic pel que proseguir amb les analogies. Per aquest motiu, ’estructura d’aquest
apéndix constard d’una primera part amb definicions basiques sobre que sén i com es construeixen els méduls de
Drinfeld (principalment els capitols 2 i 3 del llibre [10, Thakur] i el capitol 4 del llibre [3, Goss|) que formen part
de la primera meitat del capitol 10 del llibre [I0, Thakur|. La segona part involucra novament teoria de t-moduls
que no tractarem en aquest treball (per un lector interesat mirar la segona meitat del capitol 10 avang mencionat, i
Varticle del teorema de Yu [12, Yu-Article]). Per tancar el apéndix donarem alguns resultats de trascendéncia dels
moduls de rang 2.

Definicié 27. Médul de Drinfeld:
Sigui F' un A-cos (cos sobre A) i: A — F de caracteristica P. Llavors definim el A-mddul de Drinfeld sobre F' de
caracteristica P com el homeomorfisme p : A — F{r} que verifica Dop =1 (on D denota el operador derivada).

Notacié 10. :
Denotem i, la imatge de a € A a traves del homeomorfisme p.

B.0.1 Conceptes Generals dels Méduls de Drinfeld

Notacio 11. :
En aquest apéndi denotarem per M una extensié completa de K C Cx.

Definicié 28. M-Xarxa:
Un A-submodul L C Coo (amb la multiplicacid usual de A) és una M-zarza (o zarza o A-zarza si M no s’especifica)
st 1 momes si:

1. L és finitament generat com A-mddul

2. L és discret sota la topologia usual de C.

3. Sigui M*¢? C Co la clausura separable de M, llavors cal que L C M*P i L estable sota Gal(M®P /M)

El rang de L és el rang com a Cy.-submoédul lliure de torsio.
Exemple 4. Xarxa:
Per Fy[T)] i & és té que L = EF [T és una K-zarza.

A continuacid, i de forma similar al médul de Carlitz, volem assosiar una xarxa amb una exponencial, per tant
definirem una série que sera la nostre candidata a exponencial donat una xarxa L.

Definicio 29. Exponencial assosiada a una xarxa:
Sigui L una zarza (com la de la deﬁm’cio’@) definim la série:

De forma analoga a ’exponencial de Carlitz, convergeix per Vax € Co,, per tant és una funcié entera (per veure la
prova mirar el llibre [3, Goss], capitol 4, la proposici6 4.2.4).

Proposicié 6. :
La funcid er,(X) és F,-lineal.

Demostracio:
Descomposem L com l'unid segiient, L = UL; on L; és un Fy-espai vectorial de dimensid finita. Com que er,(X) =
lim; o0 er, (X) on e, (X) = X[l cr\ 0y El polinomi ep,(X) és Fy-lineal i pel col-lolari@ el resultat surt directe.
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Corollari 4. :
Les funcions er,(X) pujen a un isomorfisme de grups abelians

Coo /L ~(X) €

Demostacio:
El nucli d’una aplicacio Fy-lineal er,(X) és només L. L’exhaustivitat la tenim perque una funcid entera no constant
sobre Cy €és sempre erhaustiva. Veure que és isomorfisme ara €s trivial. [

Ara asosociem un moédul de Drinfeld a una xarxa. En aquest apéndix denotarem d := ranga(L).

Teorema 24. :
Tenim la segiient equacid entre funcions enteres:

er(aX) =aer(X) [ (1—6L(X>> (30)

0#a€a~'L/L eL(a)

Demostracio:
Denotem per P(X) = [[osoca-11/1 (1 _ €L(X))'

er (o)
Com que er,(X) és Fy-lineal, {e;, (a7'L/L)} és un IFy-espai vectorial finit, com que P(X) és un F,-polinomi lineal.
Per tant P'(X) = 1. Ara, les funcions enteres er(aX) i aP(er(X)) tenen el mateix divisor. Per tant tenen la
mateiza derivada, i per el teorema [28 obtenim ligualtat. OJ

Notacié 12. : Denotarem per ¢X si volem remarcar la zarza L o si queda clara pel context, nomes denotarem ¢,

) ) (X)
al polinomi HO#aGa*lL/L (1 — iLL(a) )

Pel teorema [24| ¢, € M {7} (mirar la definici6 3)). Per ser A domini de Dedekind (definicio i L un modul lliure
de torsio finitament generat (mirar apéndix la definici6 [60)), per la referéncia [CuR1] de les referéncies del llibre
[3, Goss], tenim el isomorfisme de A-moduls segiient:

L~A1gT

on I és un ideal no nul de A. Per tant:

d
a'L/L ~ @A/(a)

d- deg(a)

en particular obtenim ¢ elements, per tant deg(¢p, (7)) = d - deg(a).

Proposicio 7. :
L’aplicaciéo a € Av—— ¢, € M{7} t€ les segiients tres propietats:

1. Es IFy-lineal.

2. SiaeF, C A llavors ¢, = at®.
8. Gap(T) = Ga(T)0(T) = Gp(7)Pa(T) = Ppa(T).

Demostracio:
La prova esta en el llibre [3, Goss] al capitol 4, proposicid 4.3.2.

Definicié 30. Médul de Drinfeld associat a una xarxa:
La injeccic A — M{t} definida per a — ¢, assosiada a L és el médul de Drinfeld associat a L. El seu rang és d.

Definicio 31. :

Siguin Ly i Lo dos A-zarxes amb el mateix rang. Definim un morphisme de Ly a Ly com un element ¢ € Co, amb
clLy C Ls.

En cas que els rangs de les dues zares siguin diferents, llavors el unic morphisme permeés és 0 € Cy.

Si a més, Ly i Ly sén M-zarzes per algun cos complet K C M C C, llavors un M-morfisme és un morfisme de
L1 a Ly donat per algin c € M C Cx.
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Proposicio 8. :

Siguin ¢ i 1 dos mdduls de Drinfeld assosciats amb les zarzes Ly i Lo respectivament (on tenen el mateix rang).
Sigui ¢ € Coo un morfisme de Ly a Lo, Llavors vis els isomorfismes ey, : Coo /L1 $— Coo, €r, : Coo/ Lo +— Cw, el
element ¢ correspon al polinomi P(7) := P.(7) € Coo(7) amb la propietat:

P¢a :%P

per tot a € A.

Demostracio:
La demostracié al llibre [3, Goss] a la pagina 68, com a proposicid 4.3.5.

El segiient diagrama mostra que per una xarxa assosiada a ¢ un moédul de Drinfeld, el diagrama conmuta (I’acci6
sobre a € A via ¢, descomposa en el diagrama a través de ’exponencial assosiada a L).

C /1 " C/ /1

Aquesta idea la podem pensar també pel cas que tinguem dos xarxes Lq i Lo i ¢ i % els moéduls de Drinfeld assosciats
a cada xarxa respectivament, on ¢ € Co, és un morfisme de L; en Lo, llavors obtenim la segiient descompossicio:

C/Ll = C/LZ

Observaci6 10. :

Sigui L la zara assossiada a ¢ com la del primer diagrama, si afequim Uhipotesis de que L és una M -zarza per algin
subcos M C Co i existeiz My C M*°P una extensid finita de M que conté la zarza L, llavors My conté tots els punts
de torsid (definicié de punts de torsié a la deﬁnicio’@) de ¢. Observem que els punts de torsid estan caracteritzats
també per {er(ba) : bekia € L}. A més tenim ¢, € M{r}.

En aquest punt introduiré una mica del raonament per generalitzar els méduls de Drinfeld per cossos arbitraris de
forma analitica a traves d’una xarxa (de forma similar al cas del modul de Carlitz (seccié )

Definicié 32. :

Sigui F un A-cos dotat d’un morfisme v : A — F. Si P és el ideal primer generat per Ker(t), direm que P és la
caracteristica de F. Direm que F té caracteristica genérica si i nomes si Ker(1) = (0). En cas contrari diem que P
és finit © que F té caracteristica finita.

Recordem que de forma analoga pel cas A = Fy[T], Df :==ag = f'(7) per f € F
lbracet} (on D és el operador derivada). L’aplicaci6 de F{r} — F donada per f +— Df és morfisme de
IF,-algebras.

Pasem a definir de forma general un médul de Drinfeld (que, obiament casara amb la definici6 de m6dul de Drinfeld
(definici6 [27)) donada anteriorment.

Definicié 33. Médul de Drinfeld sobre A-cosos en general:
Sigui ¢ : A — F{r} un homeomorfisme de I ,-algebras, direm que ¢ és médul de Drinfeld si i nomeés si es verifiquen
les segiients condicions:

1. Dogp=1.

2. Ja € A tal que ¢, # 1(a)T°.
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Definicio 34. :
A traves de ¢ qualsevol extensio L/F és un A-mddul. Denotarem aquest modul per ¢(L).

Definicié 35. Morfismes i isogenies:
Siguin ¢ i 1 dos mdduls de Drinfeld sobre F un A-cos. Un morfisme de ¢ cap a 1 és el polinomi P(1) € F{7} que
verifica:

Pogs=1va0P

per tot a € A. Els morfismes no nuls reven el nom de isogenies.

Notacié 13. :

Sigui ¢ un mddul de Drinfeld sobre F i sigui I C A un ideal. Per ser A domini de Dedekind, sabem que I estara com
a molt generat per dos elements {i1, ia} C I, com que F{r} té divisid per la dreta (mirar divisié per la dreta dins
de la definicio @, llavors existeix el mcd per la dreta a F{1}. Aquest és el generador mdnic del ideal per l’esquerra
de F{7} generat per ¢i, i ¢i,.

Definici6 36. :
Sigui ¢1 un generador monic del ideal per l'esquerra de F generat per ¢;, i ¢,

Definici6 37. : B
Sigui F una claussura algebraica de F fizada, definim ¢[I] C ¢(F) com el grup finit donat per les arrels de ¢r. Si
a € A, llavors denotem ¢a] = ¢[(a)].
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B.1 Automatas

En aquest apéndix introduim el concepte de m-automata (per saber-ne més mirar el capitol 11 del llibre [10, Thakur]),
un concepte molt ttil en 'estudi de la trascendéncia de séries de poténcies.

Una pregunta natural de si R és la completaci6 per successions de Cauchy de Q amb | | arquimedia i com saber si
a € R és trascendent o algebraic sobre Q. Si ens reduim al cas F,[T], podem plantejar-nos la mateixa pregunta de
forma analoga per 8 € F,((T)) (de la completacié amb p = (T')) si és trascendent sobre F,(T) o no.

Observacio 11. :
Podem restringir-nos a estudiar o € Fy[[T]] és algebraic sobre F,(T) ja que & € F,((T)), escrivim & = X *a i
X~k és algebraic sobre F,(T).

Definicié 38. m-autdomata:
Considerem (S,i,%.",t), on:

o S és el conjunt finit de situacions on S; € S rep el nom de situacio.

o t és laplicacio de transicid on:

t:SxZ—)S

on Y. =10, --- ,m—1} rep el nom d’alfabet.

També denotem:
»-Us

On " és el conjunt de seqiiéncies finites d’ordre n d’elements de 3" on per conveni 3.0 = {0} i ' = 3.

o i és lestat inicial.
Sie e > " llavors e € 3." per algun n € NU{0}. Per tant podem definir la longitut d’un element per:

le] =n

0]=0
Denotem també e(i) € > com el element del alfabet que ocupa les primeres i-posicions de la paraula e (per i < |e|).

. S l. k . . .
Ara anem a definir una operacio, siguin u,w € > onu € Y. iw € Y." llavors definim 1’operacié no comutativa de
concatenaci6 com u-w € ), ., definida per:

~w)(n) = u(n) st 0<n <yl
(u - w)(n) {w(n—u|) si Jul <n < |ul + |wl

Per consolidar aquestes notacions introduim el segiient exemple:

Exemple 5. p-automata amb p primer:
Pensem | € N i una expanssio r-adica:

k
| = lerj
j=0

Onlje> =10, --- ,p—1} ily #0. Fizem-nos en que Hf:o li =l lg_1- - -lp€ ZkH (Voperacié concatenar
de Y% ). Aquesta és lexpressid en base r de l.

Pel cas de p = 2 el nombre en base 2: 10110 = H?:o lionlg=0,1l1=1=1s, l3=0, Iy =1.
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Una petita observacio respecte ’operaci6é concatenar no verifica que si m = n -t (producte de naturals per n,t € IN)

—1 -1 t—1 ) .
llavors m = Hlﬂ) m; = (ngo nl> . (HL:‘O ti) on els productes sén 'operacio concatenar.

Ara parlarem de D'aplicacio t, que la podem extendre a >_" per la seva imatge (per [,m € >_):

*
t:Sxy — S
(A, 1-m) — t(t(A,1),m)
Al llarg del apéndix utilitzarem ¢ sense fer distincié entre la ¢ normal o I’extensi6 fent un petit abis de notacions.

Per tant si tenim una paraula més llarga, el que farem és iterar aquest raonament i anar trencat-la paraula lletra a
lletra de esquerra a dreta de forma recursiva. Es a dir (per mida 3), sigui m = mamimy, llavors:

t(A,m) = t(A, mamimg) = t(t(A, ma), mimg) = t(t(t(A,ma), m1), m0)

Definicié 39. Seqiiéncia m-automata:
Sigui (u(n))n>0 una seqiiéncia m-automata si existeiz un m-automata (S, o, ", ,t) i una aplicacio OUT : S — T,
(o en general qualsevol alfabet en comptes de F,), on:

e u(0) =0UT ()
e u(n) = OUT(t(a,npng—1 -+ ng)) onn= Z?:o n;p’ on ny # 0.

Exemple 6. :
Considerem el segiient 2-automata segiient, per S = {S1,52,S53,54} i >, = {0,1} i t donada per:

t S Se S3 S
0181 S Sy 5
118 S4 Se Sy

i amb estat inicial o = S1. Observem que 101 € >." llavors:

t(ar, 101) = t(t(a, 1), 01)
— #(S5,01)
= t(t(52,0),1)
= (53, 1)
— 5,

Ara considerem la seqiiencia de 2-automata via

ouT : S — T,
Sl,Sgl—)l
S3,S4'—>0

Estudiem la successio (w(n))n>o € Fo donada per la 2-seqiiéncia d’autémates anterior:

e 4(0) =0UT(S2) =1
e u(l) =0OUT(t(51,1)) = OUT(S2) =1
e u(2) = OUT(t(S1,10)) = OUT(t(t(S1,1),0)) = OUT(t(S2,0)) = OUT(S3) =0 on 10 és 2 en la concatenacio

(2)
de lexpansid 2-adica de 2.

o u(3) = OUT((S,11)) = OUT(t(t(S1,1), 1)) = OUT(S4) = 0

i aizi podriem continuar per tot n. Anem a intentar determinar de forma general per tot natural u(n). Observem
que:

(Sl [ []

(S [ [ [ ]]
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Observem que si les segiients possicions despres de un So, és a dir:

004>Sg

01*>SQ

S

10*>Sg

AN

11 —— S4
per tant sortiran uns. Per tant sortira un 1 si i només s la seqiiéncia que comeng¢a amb Ss, acaba amb 01 o 00. En
la resta de casos va a 0.

Per tant u(n) = 1 si n té una expressié en base 2 de la forma:

HEEER

On els "quadradets"estan ocupats per 00 o per 01. Aixo ens permet definir el conjunt segient H = {n € IN :
n forma binaria anterior} U {0}.

Teorema 25. Cobhan:
Els segiients enunciats son equivalents:

1.3 50 fn X" € Fy[[X]] és algebraic sobre F),(X).
2. (fu)nzo €s periddica per una seqiéncia p-automata i OUT : S — F),.
3. Hi ha tinicament un nombre finit de subsuccessions de la forma fpr,,, ambr =20, --- ,pF —1.

Per la demostracid, consulteu la referéncia de l’exemple[6]

Exemple 7. :
Considerem la seqiiéncia 2-autémata anterior (el exemple @
Observem que m € H si i només si 4m i 4m+1 € H on recordem H = {n € N : n_forma binaria anterior} U {0}.

Prova:

(=) : Com que m € H, llavors m esta formada per paquets de dos bits de la fomra 00 o 01, per tant, observem
que 4m = 2?m o 4m = 2%m + 1 per tant lespressié en base 2 de 4m i 4m + 1 tenen les segiients representacions
respectivament (movem totes les possicions dos llocs):

[ [ [[o]7]
[ [ [To]0]

que son de les que tenen els elements de H. #

(«<): Sidm,4m + 1 € H cal veure que m és de H. Llavors per 4m tenim:

(1] [---Jo]o]

On lexpressié de m € H son les totes les possicions llevat de les tiltimes 2.

Ara si 4m fés de la forma:

forcaria que 4m + 1 € H fos:
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peré aixd contradiu que 4m + 1 € H cosa que contradiu la hipotesis i for¢d que 4m sigui de la forma anterior.# O

Ara considerem g(X) =3, oy 1-X™ € Fo[[X]] que pel teorema de Cobhan és algebraica sobre Fy(X) (teorema@)
Per la caracteritzacid del conjunt H que hem provat sabem que

=y X"= (Z X4m> (1+X)=g(XH(1+X)=g"(X)(1+ X)

meH meH

perqué ch(K) = 2 i perqué si m € H equival a que 4m,4m + 1 € H. Per tant podem escriure aillant g de forma
compacte g(X) = (1 + X )~ 3. Per tant ens permet escriure de forma tancada.

Teorema 26. de Cobhan:

Per seqiiéncies no periodiques de m-automates no es poden produir per n-automates si m i n son multiplicativament
independents.

Per una prova del teorema consultar la referéncia [10, Thakur] com a teorema 11.1.6.

Exemple 8. :
Siguin I,p € P on |l # p, i pensem la trascendéncia de la segiient série sobre I;(X):

S X7 € Bi[[X]]

n>=0

Anem a veure que €és trascendent. Per fer-ho provem que hi ha una familia infinita de k’s on 0 < p™ — Fp < IF
per algin m € N 1 0 < p <, cosa que fa que tinguem infinites subsubseccions de la forma fi, pm_ix,) que pren
valors 1 per n = u < l. Pel segiient n que es verifica aquesta condicid obtenim:

lkn—i—(p _lk ) pm+zz)

On w > 0 i forca que I* | p¥ — 1 cosa que fa que n = p+ pF(p¥ — 1) > p™. Per tant si fem k — oo hi han infinits.
I pel teorema [25] tenim el resultat. #

Corollari 5. :

Sigui f(x) =3 ,50an X" € Fp[[X]] és algebraica sobre I¥,(X) si i només si X™ és algebraic per tot a € IF).

an=a
Demostracio:
(«): Suposem que g =), _, X" és algebraic sobre ') (X). Llavors fem l’extensié algebraica segiient:
]Fp(a07 e aap—le)
I, (X)
i llavors ag+aq + -+ +ap_1 = f(X) €eFplaw, -+ ,ap_1,X) i per tant és un element algebraic.

(=): Sigui Y50 anX™ algebraic a F((X). Considerem:

dDXT=> (1—(an—a)f HX" =D X" = 1(a, —a)’ ' X"

an=a n=0 n=0 n=0

1
Fixem-nos que formalment ano X" = T—x due és algebraic sobre ), (X), per tant nomeés ens cal provar (per

veure I'implicaci6) que }, - (an — a)P~1X™ és algebraic sobre IF,,(X) i per fer-ho veurem dos resultats que provaran
el que volem:

® > .>o(an —a)X™ és algebraic sobre I, (X).

Aquest punt és directe, ja que si § := Zn>0 an X

i8:= Zn>0 a™ que s6n algebraics, fan que § — 8 sigui
algebraic sobre l’extensié algebraica I, (X )( B)/Fy(X). #
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® > 0 X" 1,50 dn X" sn algebraiques sobre I, (X) llavors 3 -, cndn, X™ és algebraica sobre Fp(X).

Aquesta és una conseqiiéncia del teorema de Cobhan (teorema tercera equivaléncia) ja que si construim
una seqiiéncia c, pel p-autémata (Sl, a1, Zp, t1 ) i OUT} i construim una seqiiéncia d,, pel p-autémata
(SQ, s, va t2) i OUT5, obtenim una seqiiéncia c,d,, pel p-autémata (Sl X So, a1 X ag, Zp, t1 X t2) i
OUT; - OUT,. Aquesta, pel teorema de Cobhen, és algebraica.
Gracies pel que hem provat fins ara, Y-, - (a, —a)?~" és algebraica perqueé Y, - (an —a) és algebraicai ", - (an
a)P~" és el producte terme a terme de Y- - ((an — a) p — 1-cops. # Per tant hem provat el resultat. [J

C Apéndix Analisis no arquimedia

A continuacié veurem un resultat que permet exponenciar amb un enter possitiu en base g:

Lema 23. :

Sigui ke N i k = Z?LO kiq' la seva expressid en base q, llavors per a,b indeterminats (on l’expressid pertany a un
cos de caraceristica p):

N
a+b H(aq +bq)t

t=0

Demostracio:
Primer ho veiem per N = 1:

(a + b)kotha — (aql + bql)kl . (aqo + bqo)

On el resulat és cert, per induccié podem supossar cert per N =n — 1 i ho provem per n = N:

n n

(a+b0)Zi=omd = T](a+b)ke = J[(a® + b7 )"

t=0 t=0
d’on surt el resultat.

Lema 24. :
Sigui A€ Fq i k € N, on ¢ — 1 no divideiz k llavors:

> -

A€EFR,

Demostraci6:
Com que ZAqu A= Z)\equX ¥ llavors sigui B € 5, llavors obenim que:

Bk Z}\k: Z(B)\)k: Zwk

AEFY AeFg wely

O

C.1 Valoracions i valors absoluts no arquimedians

Definim valors absoluts discrets en els anells i cossos. Per fer-ho definim les valoracions que permeten definir aquests
valors absoluts que serdn no arquimedians. El nostre interés en aquest valors absoluts serda dotar aquests cossos
d’una métrica per poder introduir conceptes d’analisis com la convergéncia i completacions per séries de Cauchy
que ens permetren extendre a cossos complets i algebraicament tancats per definir I’exponencial de Carlitz de forma
analoga a l’exponencial complexa.

Definicio 40. Valoracions:
Sigui F cos iv: F — RU{oco} tal que:

e v(z)=c0<=1z=0

e v(z-y)=v(x)+v(y) Yo,y e F
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o v(z +y) = min(v(z), v(y))
Llavors, direm que v és una valoracié del cos F. Direm que v és discreta si v(F) C Z U {oc}.

Llistem algunes propietats que verifiquen les valoracions:

e v(1)=0: v(1) =v(l-1) =2v(1) on v pren valors a R que té caracteristica 0.

) = —v(y), amb y # 0.

< =

e Si v(z) # v(y) lavors v(z + y) = min(v(z),v(y)): Sense pérdua de generalitat, v(z) > v(y) llavors, per ser
v una valoracid, obtenim v(z + y) > v(y). Ara sigui y = (z + y) — z, llavors v(y) = min{v(z + y), v(—z)}
llavors, clarament min{v(z +y), v(—z)} = v(z + y) perqué sino, v(y) = v(—z) = v(z) cosa que contradiu que
v(z) > v(y). Per tant tenim la igualtat provada per doble desigualtat.

e Com aplicacio, v defineix un homeomorfisme de grups v : K* — R de (K,-) a (R, +), on v(K*) = {v(a), :
a € K*} amb estructura de subgrup de R. Aquest subgrup de R rep el nom de grup de valuacié de v.

Exemple 9. Valoracié p-adica:
Sigui F =Q ip € P fix, on x € Q* llavors:
r=p"y

on v(x) =n és la valoracié p-adica pern € Z iy =1 € Q amb (rs,p) = 1. Es a dir v és la segiient aplicacid,

v:Q — ZU {0}
r—n

0+— oo

La valoracié p-adica la denotarem usualment com ord,(z) = non z € Q in € Z és el exponent de la poténcia
p-éssima de la descomposicié anterior.

Donat v un cos i v(K*) = 0 s’anomena valoracié trivial. En cosos finits I'inica valoracié possible és la trivial
perqueé si denotem per K el cos finit, llavors K> és el conjunt d’arrels de unitat de z!*1=1 — 1.

Exemple 10. Valoracié v a K[T]:
Sigui P € K[T| un polinomi monic irreductible fix, llavors per Vf(T) € K[T|\{K} podem factoritzar de forma unica
de la segiient forma:

f(T) =P™(T) - g(T)
on g € K[T) i coprimer amb P, i de forma similar al ememple@ definim:
ordp(f) =n € INU{0}

Facilment v = ord, s’extén a K (T'), cos de fraccions de K[T.

Exemple 11. Valoracié a I, (T):
Sigui g €EK(T)i(f,g)=1o0nf,geF,[T] amb g # 0, llavors definim la valoracié infinita. Si:

e (£) =~ (deg(s) - deg(9))

Voo (0) =0

i correspon a la valoracid associada a p = % en K[%]
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Definici6 41. :
Sigui v una valoracid discreta d’un cos F' que no sigui la trivial, llavors definim:

R, := {a€F : v(a) >0}
On és domini de K, també rep el nom d’anell de valoracid discreta. Denotem també el segiient ideal
M, = {a€F : v(a) >0}
Que és l'ideal mazimal de R, per tant tenim el cos anomenat cos residual de v:
ko = Ry/m,

que rep el nom de cos residu per v.

Exemple 12. :
Sigui v = ordp a K(x) llavors:

= a'—@ X X Tl
R, = { =S f(z),9(z) € K] : PTQ}

on clarament si Pt g llavors ordp(a) := ordp(f) — ordp(g) = ordp(f) € NU {0}.

L’ideal mazimal és M, = P(z)R, on el resultat és directe de que ordp(P - a) per a € R, és ordp(a) + 1 i per tant
tenim v(P - a) > 0.

Definicié 42. Equivaléncia de valoracions:
Siguin v1, ve dos valoracions no trivials sobre F(z), llavors direm que son equivalents si i només si M, = M,,.

Definicié 43. Valoracié discreta:

Direm que v una valoracié de F és discreta si el grup de valoracié v(F*) és discret i no trivial respecte la topologia
usual de R.

Un resultat que no provaré perd es pot veure en el llibre [4), p-adic-numbers] és que una valoracié discreta és equivalent
a una valoracié amb grup de valuacid igual a Z, és a dir v(F>) = Z.

Les valuacions que el seu grup de valoracio és Z. es denotem per valuacions amb grup valuacié normalitzat.

Lema 25. Element uniformador:

Sigui R un DVR respecte la valuacié discreta v, és a dir R = {a € F : v(a) > 0}. Sigui 7 € R algun element
amb el minim valor positiu de v, llavors el denotarem com uniformador de R. Aquest element verifica les segiients
propietats:

1. Qualsevol a € R\ {0} pot descomposar-se de forma tnica com a = 1"u onu € R* in > 0.
2. Qualsevol ideal no nul de R és principal i generat per ©™ per algun n > 0.

3. M = (m) és el unic ideal primer no nul de R.

Demostracié:

1. Després d’escalar v per algin real pensem v amab el grup de valoracié normalitzat i podem asumir que v(mw) = 1.
Suposem que a € R té valoracio v(a) = n, llavors u := = té valoracio 0, d’on u és una unitat de R i tenim
a = 7m"u.

2. Sigui I<4R un ideal. Siguin = min{v(a) >0 : a € I}, que ezisteix perqué v és discreta i I # (0). Siguia € 1
un element amb v(a) = n, llavors per (1) tenim a = 7w"u per u € R*, com que u~*a = 7" € I implica que
(7™) C I. Sigui b € I amb v(b) = m > n, per (1) novament, b = 7™ = 7" (7™ ™u'). Com que 7™ "u' € R,
b e (r™), per tant I = (x™). Cal remarcar que no pot existir m < n per la tria de n.

3. Com que tot element no nul del anell pot expressar-se com a = ©w™u, i tots els ideals de R son generats per
(™) per algun n = 0, lavors I"inic element que els divideix a tots és w. O
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C.1.1 Valors absoluts no arquimedians

Definicio 44. Valor Absolut:
Sigui F cos, diem que |o|: F — R® U {0} és valor absolut de F si compleiz les propietats segiients:

1. |z) =0 z=0
2. |\x| =|A| - |x| per Vo, A€ F
3. Desigualtats (per Va, y € F):
En aquest cas si compleix la primera serd un valor absolut arquimedia i si verifica la segona serd no arquimedia.
(a) Desigualtat Triangular: |z + y| < |z| + |y|
(b) Desigualtat Ultramétrica: |z + y| < max(|z|, |y|) < |z| + |y

Ara redefinim els segiients conjunts en termes del valor absolut no arquimedia i no de les valoracions:

Definici6 45. :
Sigui | | un valor absolut ultrameétric que no sigui la trivial de F, llavors definim:

Ry = {aeF : |aof <1}

Rl == {a€F : |af=1}

M| = {acF : |a| <1}
K| = Ry,

Observaci6 12. :
Els R |, R, M, | de la definicié |{3| coincideizen amb R,, RX, M, si| | associat a una valoracidé. Aquests conjunts
(AR [ v

anteriors, llevat de k, son clopens a K(x) respecte la topologia métrica induida per | e |. (la demostracid d’aquest
resultat es pot trobar al llibre [8, Papikian])

Exemple 13. :
La completacié de K (x) respecte a ord, és K((x)) (el conjunt de les séries de Laurant). L’extensid de ord, a K((x))
que denotarem per vy assigna:

Uz(ﬂ) = Vg < Z an-’En) =-N
n=—N

i|Ble =cN.

Definicié 46. Condicié de Cauchy:
Una série diem que és de Cauchy si verifica la condicid de Cauchy que €s la segiient:

Donat € > 0, Ing, tal que Yn,m > ng, m,n,ng € N, |a, — an| <e€

Proposicié 9. Caracteritzacié dels valors absoluts no arquimedians:
Sigui | e | un valor absolut no arquimedia <= el conjunt {|k| : |1x +---+ 1k|} té cota superior.

Lema 26. Valor absolut induit per una valoracio:
Sigui F' cos i v una valoracid, llavors per ¥c > 1, podem definir | e |, : F — R via:
—v(z)

|x], :==¢

On és no arquimedia.
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De la propossicié anterior anem a provar que verifica la condici6é ultrameétrica:
|.’L' + y|’u — C_U(I"l‘y) < C_min(v(z)m(y)) = max {C_v(x), C_U(y) }
El valor absolut p-adic per K = @ no és més que triar com a ¢ = p € P amb la valoracié p-adica definida en el

exemple

El valor absolut induit en T, [T] per veo és |]o = ¢~ = ®).

Un fet diferencial de ’analisis no arqimedia respecte al analisis usual és que tots els punts d’un disc sén centre, no
existeix un punt "privilegiat". Aix0 és conseqiiéncia de si D = {x : |z —a| < 1}, llavors per a un b € D fixat,
|t —=b] =|(x —a)+a—0b| <1<= z € D, ja que per la desigualtat ultrameétrica maz{|z — al,{|xz —b| } < 1 per tant
la definici6 del disc no depent de un punt en concret.

Definicié 47. Equivaléncia entre normes:

Direm que | o] i | o | son equivalents si per Ya € K i s > 0 fix tenim |a|' = |a|®

Una cosa natural que es déna quant tens un cos i un valor absolut és (com en el cas dels racionals amb el valor
absolut usual que permet la completacié de Q obtenint R) completar per successions, possant-hi els seus limits.

Exemple 14. :

Sigui K un cos complet respecte a un valor absolut no arquimedia @ no trivial. Per simplificar la notacid, ens referim
al anell d’enters de K com R i analogament, M el ideal mazimal de R.

Suposem que | o | és discret i que Ik C R un subcos isomorf a R/M Ara fizem un generador de M. Llavors m és
trascendent sobre k on R = k[[r]] i K = k((r)).

Per veure aixo, com que kNM = {0} llavors |a| = 1 per tot k*. Suposem que 7 és algebraic sobre k, llavors ezisteix
un polinomi amb coeficients a k tal que:

Ty - +ag=0

on ag # 0. Com que 0 < || < 1, els coeficients verifiquen que |a;| < 1 per i > 0 i |ag| = 1. Per la desigualtat
ultrameétrica obtenim que la norma del polinomi evaluat en ™ és 1 cosa que contradiu que sigui O i per tant m €s
trascendent.
Ara anem a veure els segiients resultats:

e Una seqiiéncia {a,}n a (K, |e|) és Cauchy si i només si lim,, o |ant1 — an| = 0.

Podem veure que un limit és convergent cap a zero si per Ve > 0, AN € N tal que lan+1 —an| < €, en particular

_ 1
per € = .

Ara, sila succesid és Cauchy, per Ve > 0, AN € N, tal que per n,m > N, |ay, — ap| < € = %, en particular
per m =n + 1, per tant tenim que fent limit surt el resultat.

Ara si Suposem que el limit tendeiz a zero, cal veure que llavors la successid és Cauchy. Sigui |a,, — a,| per
n,m prou grans i per la desigualtat ultrameétrica:

|am_am—1+am—1+ +a'n+1_an‘ = max {|an+1_an|7 |a'n+2_an+1‘7 am_am—1|} <€

que com per hipotesis |an+1 — ay| tendeiz a zero, per n prou gran |ap4j41 —Gntj| < € pertotj=1, --- ;m—n
on € és el mazim dels €; on €j > |ap4 41 — ngj|. Per tant €5 de Cauchy.

Definicié 48. :

Un cos K és complet per | | si tota succesié de Cauchy en K té limit en K.

e Una série ) -, a, a (K, |e|) convergeix en K si i només si lim,,_, o lan| =0

Si Suposem que lim,,_, o |an| = 0 lavors, 0 = lim,_,oc maz {|ay|, |an+1|A} > |ant1 — ap| per la desigualtat
ultrametrica. Per tant la série és de Cauchy i si la pensem dintre de K (que és complet) for¢a que sigui
convergent a un element de K.

Ara si Suposem que la série convergeix a o € K, obtenim que:

N

=

n=1

N+1 N+1

a—Zan—i—Zan Zan

N+1

a—gan

N+1
= lim Z a Z a
N—oo " "

0= lim

3
N —oc0

}

= lim max {
N—oo
Per tant el resultat.

56



C. Valoracions i valors absoults no arquimedians Grau de Matematiques UAB

Per R = K[r] un DVR on m un uniformitzant, la série de la forma Zn>0 an,™ per a, € k convergeix en R, per

tant k[[x]] C R i és subanell. Per Ualtre inclusid, sigui o € R un element qualsevol, llavors 3lag € k i Jlay € M tals
que o = ag + a1. Ara 7+ € R hi novament tenim que Jla; € k i Jlag € M tals que - = a1 + az o equivalentment
oy = may + way. Expandint iterativament aquest argument obtindrem que o = Zn>0 anm".

Ara normalitzem v per for¢ar que v(m) = 1, llavors si a # 0 = ZH>N an®™ € R amb ay %0 peré ay € k*. Ara

N

“%x = an + (3 on pel que hem vist fins ara 3 = Zn>0 bm™ i per tant al dividir el o anterior per © ens quedard

o

una expressid amb terme independent ay i w3. Ara si calculem la valoracio de & ens queda:
Q .
v () = vlay +Br) = min {v(ay), 1+v(8)} = vlay)

ja que v(an) = 0 perqué ay € k™ i el seu valor absolut és 1 i per tant necesariament la seva valoracid és 0. Per tant
(%) =0iv(a) =N (perque 0 = v(-%) = v(a) — Nv(m)). Per tant poden identificar K amb k(()) i la valoracié
normalitzada és com la del exemple (v ). Per tant tenim el isomorfisme.

Definicio 49. Cos local:
Un cos que és complet respecte a una valoracié no trivial discreta i tingui un cos residual per v finit s’anomena un
cos local.

Hi ha resultats més profunts sobre cosos locals per6 s’allunyen del objectiu del treball, tot i aixo, pel lector interesat
pot mirar-se més resultats al respecte al llibre [5, Local-Fields].

C.1.2 Completacions respecte un valor absolut no arquimedia

Primer de tot introduim com ha de ser el valor absolut que extén el valor absolut | e | no arquimedia en K a un cos
a L amb L/K extensio finita.

Proposicioé 10. Extensié del valor absolut:
Sigui L/ K una extensio de grau n. Aleshores 'aplicacié |e|: L — R* definida per

3=

la| = ‘NTL/K(G,)

és un valor absolut a L/K i extén el de K.

Demostracio:

Per veure que és un valor absolut cal verificar les condicions de la definicié de valor absolut (definicio . Les dos
primeres son directes perqué Nrp i (a) és defineix com el determinant de la K—transformacid lineal a L induida
per multiplicar per a. Com aquesta transformacid és invertible (si a # 0) i el determinant verifica A, B € M, (K),
llavors det(AB) = det(A)det(B), llavors s’obté les propietats (1) i (2).

Per la desigualtat ultramétrica, per Va,b € L, i spdg |a| > |b] llavors:
b
atbl=lal- |14
a

on per la suposicid |2| < 1. Si veiem que |1 + 2| < 1 llavors segur que |a + b| = |a|. Com que assumim |b| < 1 és
suficient veure |1 +b| < 1.

Sigui mp () = ' + -+ + a, el polinomi minim de b sobre K. Pel colomri@, Nrp/k(b) = (=1)"ag . Per ser
bl < 1, implica que |ag| < 1. Per un colorari del lema de Hensel (colorari[7]) obtenim que:

maz {[1],|ar—1|, -+, lao|} = maz {[1], |aol}

Clarament, el polinomi irreductible de 1 +b és my g (xz — 1), per tant:

~J3

Nrpyr(1+0) = (=1)"mp,x(—1)

1 per tant:

|1+ =|Nrp/k(l +0)7 = [(=1)f +ar (-1 4 - +agl

1
< maz{l,|ai_1], -+ ,laol}* = maz{|1],]ao}’ =1

Proposicié 11. Extensié per successions de Cauchy de K:
Sigui F' cos amb | e | un valor absolut, llavors 3F la completacié de la clausura separable de la completacié de F i

|o| en F tals que:
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1. F és complet per | o |
2. F conté F iVz € F, |z| = |z|F

3. F és dens en F

Si (fl, |e|1) i (ﬁg, | @ |2) satisfent les tres condicions anteriors, llavors:

° ﬁl = ﬁg a travées d’un ¢

o |p(z)]2 = |zlx

U

Com podem veure aizo és andleg a F = Q amb el valor absolut usual on s’obté F = R, F=CiF=C.

Ara anem a veure de com construir F , la completaci6 de F per a | |. Per la primera, considerem C(F) l’anell de
successions de Cauchy de F. Sigui Iy(F') 'ideal format per les successions de Cauchy que tendeixen a 0, cal veure
que és maxial on podem incloure F a Iy(F') a traves de la successié constant {z}n per Vo € F.

Construim el segiient anell quocient;:

F:C(F)/IO(F)

Per la segona, fixem-nos que si {z,,}n, {yn}w € C(F) on difereixen per un element de I(F) aleshores lim |z, |r i
lim |y, | existeixen i coincideixen a R, per tant podem definir un valor absolut no arquimedia a F' per:

Hzndnl = lim [z,|F
On per la forma d’incluir F en F obtenim directament que || = |z|p, on | e | és el valor absolut

Definicié 50. Analeg de C per cosos F' arbitraris:
La parell (F‘, | o \) que verifiquin la pmposicz'o’ s’anomena el cos complet i algebraicament tancat de (F, | o |p)

que és unica llevat d’isomorfisme.

Teorema 27. : R
Sigui K un cos amb una valoracié v no trivial i discreta. Sigui K la completacio per v. Si ch(K) = ch(k) :=
ch (R, um,), lavors K = k((m)) on m és un uniformador de R,.

Demostracio:
La demostracid al llibre [8, Papikian], tot i que ja hem vist una mica en l'exemple .

Exemple 15. Cas p-adics sobre Q amb | e |, sobre Q:
Definim els segiients conjunts:

Qp::Q:{Zaipi a;€{0, 1, -+, p—1} talquek:EZ}
i=k

Z,={acQ, : v(a)>0}:{azzaipiper a; € {0, - ,p—l}}

=0

Q, és la completacio p-adica de Q i Z,, anell de valoracio associat a Q.
Per un enter k < 0, Uexpressio p-adica sera per 7 =0 p? +k > 0 on j és el minim enter possitiu que la seva suma
amb k sigui possitiva. Llavors per construccid p’ +k € Z,:

j—1
P tk= Z kip’
i=0
Per tant:

k= +k) -7
J

I
-

o0

= kp'+d (p—1p't
L =0

7=

[}
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Observem que l’ezpansio p-adica de —1 en Z,, és:

oo

1= (p-1p'

=0

Una observacid és que els naturals i els enters son densos en Q i per la proposzczo|7_7| 7, és dens en Q i per tant
els enters son densos en Q.

Observem que un cert enter m € Z on m € Z, és té que els coeficients de la seva expressié p-adica és 0 op—1 a
partir d’un cert natural j.

Sigui ¢ = p! on I > 0, llavors 'expressi6 p-adica de Va € 7, la podem posar en termes de la base ¢ agrupant els
termes de p° fins p'~! de I'expressi6 p-adica i aquest és el primer coeficient de I’expressié q-adica de z, pel segon
terme agrupem del terme p' fins al terme p?'~1, i aixi succesivament.

Exemple 16. Cos de Fraccions de Polinomis i la seva completacio:
Sigui K = Fy(T) amb el valor absolut | e |o. La completacid de K és el conjunt de séries de Laurant definides sobre
F, en la variable 7 on introduim la segiient notacid:

. 1 > ,
KOO::K:EZ((T)):{Z%T% ta; €y ambneZ}

i=—k

Ara, aquest cos és complet per succesions de Cauchy perd no és algebraicament tancat, i considerem K, la clausura
separable de K. Triant la completacio de K, podriem perdre a priori ser separablement tancat pero, com veurem

(proposicio , continua sent separablement tancat i complet i és un andleq de C corresponent per a K és K., que

per comoditat designarem com Co = K.

Proposicié 12. :
Sigui V' un K -espai vectorial de dimensid finita i | ® | una norma a V. Llavors existeizen c1,ca constants positives
tals que:

c1|v]sup < V] < 2]v]sup

per tot v € V. On la norma del suprem agafa el valor absolut del mazim coeficient de v expressat en la base de V.
A més V és complet respecte | e |.

Demostracio:
Al llibre [?, Drinfeld] es pot trobar el resultat.

Proposicié 13. Extensié canonica de v a L:
Sigui L/ F una extensid algebraica finita i F cos complet respecte v, 30 en L tal que v(x) = v(x) per tot x € F.
Aquesta extensio és unica llevat d’isomorfisme. Analogament, podem enunciar el resultat per a valors absouluts.

Demostracié:

Per la propossicio’ aquesta valoracio v (o equivalentment la norma) associada al valor absolut extén v.

Podem pensar el valor absolut extés com una norma a L com K—espai vectorial. Llavors si suposem que | e |1 i
| @ |2 son dos extensions diferents de | o | a K, llavors hi ha a € L* tal que spdg suposem que |a|; < |a|a. Llavors
per ¢, >0 fizades i per m € N suficientment gran obtenim c'|a™|; < c|a™|a. Ara per la proposicid (14 aplicada a
| @1 7| e obtenim c|bla < |b|sup < '|bl1 per ¥b € L. En particular c|a™|s < ¢'|a™]1 que porta a contradiccid. La
completitut és per la proposicié [I4 O

Proposicié 14. :
Els elements de K que son conjugats respecte K tenen el mateix valor absolut.

Demostracié:
Sigui a € L i sigui L = K(a,b), llavors per ser extencié finita i b el conjugat, tenim [k(a) : K] = [K(b) : K] =
deg(m(x)) on m € K|[z] el polinomi minim. Per tant:

1

|a| = |N7’L/K(a)|[L:K] = |NTL/K(b)|W — |b|

d’on surt el resultat. [

Lema 27. de Hensel:
Sigui f(x) € R[z] (on R anell commutativ) un polinomi obtingut de reduir els coeficients modul M, Suposem que:
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1. f(x) = go(x) - ho(x) on go, ho € k[z]
2. go moinic

3. go(x) i ho(x) son coprimers a k[z].

Liavors f(x) = g(z)h(x)x per uns inics g(x), h(x) € Rlx] tals que g és mdnic, g(z) = go(z) i h(x) = ho(x).

Corollari 6. Versié alternativa del Lema de Hensel:
Sigui f(z) € R[z] amb R domini i suposem que f(x) té una arrel simple ag. Llavors 3l € R tal que « és arrel de

f(z) on a =g (mod m)

Lema 28. :
Sigui g(x), h(z) € R[z] tal que g és mdnic i §,g € k[z] son coprimers. Sigui r(z) € R[x] un polinomi no nul amb
deg(r) < deg(gh). Llavors Ju(z), w(zx) € R[z] amb deg(u) < deg(h) i deg(w) < deg(g) tals que:

g9(@)w(z) + h(z)w(z) = r(z)
El parlar del lema de Hensel en aquest treball és per a obtenir el segiient resultat:

Corollari 7. :
Sigui f(x) € K[z] un polinomi irreductible de grau n amb | | en K complet, llavors:

maz {lan|; [an-1l; -~ laol} = maz {lao|, |an|}

Demostracié:
Sigui n > 2, i Suposem que és falg, llavors Ik € N tal que 0 < k < n on:

|am| > maz {|an], aol}
El polinomi a,,} f(z) € R[x] i la seva reduccid go(z) a klx] és ménic de grau m. Possem ho(x) = 1, per el lema

a
a,lf(z) factoritza a Rlx] com a,}f(z) = g(z)h(x) amb g de grau m. Aizo contradiu la hipotesis de que f és
irreductible a K[z]. O

Proposicié 15. Completacié algebraica de cosos complets per succesions:
Sigui F' cos complet respecte v una valoracié. Sigui F' la clausura separable de F' amb v ’extensié canonica de v a

F. Sigui F la completacio respecte al valor absolut induit per v, aleshores F és complet i algebraicament tancat.

Demostracio:
Sigui p(x) un polinomi monic de la forma segiient:

d
plz) =Y pja’ € Fla] onps=1
=0

aleshores hem de veure que p té una arrel a F|x]. Sigui L una extensid de F que contingui una arrel o de p(x).
Fizem m € N, triem un polinomi:

d
pi(x) = Zp}a:j € Flx]
j=0

on pel teorema F és dens en F i aizo ens permet triar |p]1 fpj| < € i tal que m < min; v(p; fpjl-).
Per tant tenim:

p1(a) = pi(a) — p(a)

Sigui x = min; v(a!) = min; j - v(a) i -
lbrace} el conjunt de les arrels de p1(x) que son elements de F' per ser algebraicament tancat, llavors:

60



C. Valoracions i valors absoults no arquimedians Grau de Matematiques UAB

d d

d
d~v(a—aj)221)(a—aj)=v H(a—aj) = Z(p}—pj)aj

Jj=0 Jj=0 Jj=0

> min {v ((p; — p;)o’) } = minv(p; — p;) + jminv(a) > o +m
J j J
En particular per algun j,, tenim que d - v(a — o) implica:

m —+ €,
d

vla—ay,) >
Amb aquest o, construim una succesid de Cauchy a F convergent cap a o. Per tant o € F.O

C.1.3 Analisis No Arquimedia

Per més coneixement sobre funcions enteres en cossos p-adics i conceptes d’analisis no arquimedia sobre C, és molt
recomenable lleguir el capitol 6 del llibre [4, p-adic Numbers].

Observacio 13. Condicié de Cauchy
Una successio és de Cauchy si i només si d(aj,aj41) — 0 si j — 0o. Es a dir, només cal veure-la per a consecutius.

Proposicié 16. Condicié suficient de convergéncia en cosos complets no arquimedians: Sigui F' un cos
complet no arquimedia, llavors:

o0

Zai<oo <= lim a; =0

; T—00
=0

Per tant si provem que una série té terme general tendint cap a 0, llavors convergeix. Aixd contrasta clarament amb
el analisis arquimedia en el que la série harmonica és clarament divergent perd el térme general tendeiz a 0.

Definicié 51. Série de Poténcies Entera:
Sigui N un cos complet no arquimedia i f(x) =Y .0, a;x’ on a; € N, llavors direm que f és entera si convergeix
per a Vx € N (entera als complexos és una funcié holomorfa a tot el pla C).

Teorema 28. Propietat de les funcions enteres:
Sigui F un cos complet no arquimedia i algebraicament tancat i f és entera. Siguin {\1, --+ ,An, -} el conjunt
d’arrels no nul-les de [ indexat pels naturals, aleshores:

f(m)—c-:z”tf[l<1—)i>

on n := ords(yy .—o(f), c € K (on K algebraicament tancat i complet). El reciproc també és cert, és a dir, donats
n € NU{0},c € K i {\}1 (on I conjunt d’indexos) un subconjunt de F i cap d’ells nul, llavors el producte anterior
defineiz una funcié entera. També lim;_, o v(At) = —o0.

Demostracio:

Sigui f*(x) = 2™ [[,¢; (1 — )\it), defim g(x) := ;*((Zx)) que és una funcid entera sense cap zero, llavors és una funcid
constant g(z) =ce K. O

Aquest resultat utilitza conceptes introduits al llibre [3, Goss] al capitol 1, en concret la seccié 1.7 ("The T-adjoint
of an Additive Polynomial”).
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D Apéndix Preliminars d’algebra

Teorema 29. Multinomial:

Sigui x1, -+ ,x, € Klxy, -+ ,24] variables en Uanell de polinomis amb coeficients en K, per a tot k € W llavors:
(x1+...+xd)k: Z k xil.....xid
. N+ i) ¢
i1+ - Fia=k
Demostracié6:

Pel cas d =2 és el teorema del binomi. Provem per d = 3, on per simplicitat denotem K|[z,y, z|:

11:0
k k—i1
— <k> <k‘._21) k 11 ’LgyZQZ’Ll
Z 1 1
i1=01i3=0 N1 2

On clarament si denotem i3 := k — i1 — ia:

kN (k—i\ k! (k—i)! k! R
i1 ia ) al(k—i)liol(k —ia —dp)! dylial(k —ia —dy)! dgliglis!

Gracies a la definicié de i3 i que és una suma finita (per tant podem reordenar com volguem) obtenim:

k k—i1 . k
Z Z ( )( Zl>xk—i1—i2yi2zi1 — Z < v )xzsyizzil

i1,19,1
i1=0i2=0 i tiatig=k N 1172003

) . o d . ) . .
Per induccid, per cas d+1, definim igy1 = k — ijl ij, el mateiz argument del cas anterior i ’hipotesis d’induccio:

k k k—i Td41 k k_zd i ) i
(m1+~--+xd+1 Z (d+1> x1+"'+wdkxill+1 ZZ Z ( Zd)( £-j=0 J)mil,....xfi‘ill

2
11 022 0 'LLH»l_O d+1

=(iy K igy)

Per tant tenim el resultat. O

Definicié 52. Domini de Dedekind:
Es un domini D conmutativ amb el neutre del producte i de la suma diferents, on tot ideal de D s’escriu com a
producte ideal de primers de D.

Proposicié 17. :

Demostracio:

Sigui I un ideal no trivial de D, un domini de Dedekind. Sigui I =P - -+ - P on P, peri € {1,2,--- ,r} son
ideals primers diferents i a; € IN. Denotem per x; € P} \IP’;“'H. Com que els ideals B3; son coprimers dos a dos,
podem aplicar el teorema del reste xinés i afirmar l'existéncia de x € A, tal que:

x=x; mod Pt

en particular:

T T
ze (P =]]®" =
=1 =1

Per tant, podem factoritzar el ideal (z) a D com:

(:I;):: 11)1 ‘Bl;_rgilﬂft

on by, c; € IN i els P; i Q; son ideals primers diferents (on i€ {1,2, --- ,r}ije{1,2, --- ,t}). Com que x € I,
deduim que b; > a;. Per com hem triat els x;’s, forca que v ¢ &]3?”'1, per tant, b; = a;, per tot i € {1,2, --- ,r}.
Com que els ideals T i Q" - --- - Qf* son dos a dos coprimers, el teorema del reste zinés div que Jy € D tal que

=0 modIiy=1 modQj perje{1,2, --- ,t}. En particular y € I. Ara, afirmem que I = (z,y) (la prova
sera per doble inclusid).
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e D:(x)=I1-Q7" -+ -9 C(z,y) CI. #
e C: Denotem (z,y) = I'Q‘f1~ -Qtd" per d; < cj, com quey =1 mod Qj, llavors y ¢ Q; per tant, tots els
di son zero i I-Q7" - --- -Qf* =1. # [

Exemple 17. Dominis de Dedekind:
Ficarem dos exemples, un per extensions de Q i ’altre per cossos de nombres.

1.9y :={aeN : Irr(a, Q)X] € Z[X], amb Irr(a, Q)[X] monic} on Z[X] és el anell d’enters de N i N/Q
és finita. Observem que tenim el segiient diagrama (on i denota la aplicacié inclusio):

Q<2

2. Up,im), v ={a €N : Irr(a, Fy(T))[X] € Fy[T][X], amb Irr(a, T,(T))[X] monic} on N/F,(T) és finita.
Observem que tenim el segiient diagrama (on i denota la aplicacid inclusid):

N, mN

.

on (%) és el ideal generat per %

Teorema 30. :

Sigui P(X) € K[X] separable. Sigui {w1, - - ,wm} C K el conjunt de les arrels de P. Llavors P(X) és aditiu si i
només si {w1, - ,wm} €s subgrup.
Demostracié:

Al llibre [3, Goss] capitol 1 "Aditive Polynomials”, com teorema 1.2.1.

Corollari 8. :
Sigui P(X) € K[X] verificant les hipotesis de[30, Llavors P(X) és Fy-lineal si i nomes si les arrles W (pensant-les
com a subgrup) de P un F,-subespai vectorial de K.

Demostracié:

Només cal provar que W és un I -subespai vectorial de K. Siguin € F, i posem H(X) := P(nX) —nP(X). Sigui
|W| = ¢’, llavors deg (P(X)) = ¢/. Com que n? =1 podem concloure que deg (H (X)) = ¢’, pero també, H(w) =0
per Yw € W. Per tant, for¢a que H(X) =0 d’on surt el resultat. O

D.1 Moduls: petita introduccié

En aquesta apéndix rescriurem alguns resultats vist en cursos anteriors (de Galois, estructures algebraiques i algebra
comutativa) i expandim a altres centrant-nos en A.

Lema 29. Condicié de separabilitat:
Sigui f(X) € K[X] on K cos, llavors sigui f'(X) € K[X] la derivada formal del polinomi, aleshores f(X) és
separable si i només si (f(X), f'(X))=conceK.
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Sigui L/K extensi6 de grau n, pensem L com un K-espai vectorial l’aplicacié K-lineal donada per la multiplicacié
induida per la K —transformaci6 lineal I — ol per un « € L/K. Si fixem una base de L com a K-espai vectorial
obtenim que P’aplicaci6 lineal té assignada una matriu que denotem per T, € M, (K).

Definicié 53. Polinomi caracteristic de « relatiu a K, norma i traga:
XmL/K(I) = det(zldn - Ta)
La norma Nrp i : L — K i la traga Trp i : L — K on:

Nrp k(o) = det(T,)

Trp k(o) =Tr(T,)
On es pot comprovar que no depenen de la tria de la base de L com K -espai vectorial. Es facil demostrar:

NTL/K(aB) = det(Top) = det(Ty,) - det(T) = NrL/K(a) ~N7’L/K(B)

Trix(a+B)=Tr(Ty) +Tr(Ts) = Trr k(o) +Trr k(8)

Proposicié 18. :
Per o € L tenim:

Xa,L/k(X) = Mg, g (X) LK (@)

on me kx(X) és el polinomi irreductible de o amb coeficients a K, també denotat per Irr(a, K)[X].

Demostracio:
Sigui s = [L : K(&)], @ sigui B1, -+ Bs una base de L com a K(«)-espai vectorial. Tenim:
L= @K(Q)ﬂi
i=1
Observem que K(a)B; son K-subespais de L i a—invariants. Si triem una base v1, -+ ,v de K(«a). Llavors

{Bivj hicicsi<i<t €s base de L sobre K. En aquesta base la matriu Ty, (la de la K—transformacid lineal de 8 — )
té estructura de blocs diagonal:

M, 0 - 0
0 M, --- 0
T, =
0 0 0
0 0 M,
On M, sén matrius t X t on és laccid de o actuant sobre la base de K(«), v; per j = 1, --- ,t, i per tant

deg (Xa, k() (X)) = [K(a) : K] = deg(ma,x (X)).
D’on obtenim Xa,1/x(X) = X3, i (a)/x (X)-
Llavors:

deg(Xa,r k(X)) = [K(a) : K] = deg(ma,k (X))
Ara per . O

Corollari 9. :

Tenim per o € L:
Nrpyg(@) = (=1)"ma,w (0)F K

Demostracio6:
Per definicio:

Xo,L/K(0) i= det(0 - Idy — Ty) = (=1)"det(Ta) = (=1)"Nrpx(a)

i per la proposici(i Xa,L/k(0) = ma7K(0)[L:K(O‘)], 0
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D.1.1 Moduls sobre anells de polinomis
Els moduls sén la generalitzacié del concepte de K —espai vectorial.

Notacié 14. Denotarem un anell commutatiu arbitrari per R.

Definicié 54. R—modul en un anell commutatiu:

Un modul sobre un anell R és una generalitzacié del concepte de K—espai vectorial (on K és un cos). Definim la
segtient accio de grup - : R x M — M. Direm que un conjunt M amb estructura de grup abelia amb [’operacio
suma €s un R—maodul si es verifican les segiients propietats:

o (rs)xz =r(sx)
e (r+s)x=rx+sx
o r(x+y) = (re+ry)
o lprx==x
Onr,se Rixz,ye M ilg és l'unitat multiplicativa del anell.

Proposicié 19. Anell de séries formals:
Sigui R un anell commutatiu, llavors definim el segiient anell:

RI[X]) = {f(X)GR[X] : f(X)zZaixi}

=0

on per conveni X° = 1r. Les operacions del anell son:

e suma:
=0 =0 =0

e producte:

(i aiXi> : (i b,»Xi> = i ( Y ambn_m> xn
1=0 1=0 n=0 \m=0

Un element f(X) € R[[X]] és unitat si i només si ag € R*.

Demostracio:

Per veure que és unitat trobem de forma recursiva un invers de f(X) amb coefients a; € R. Sigui g(X) € R[[X]]
(on denotem per b; € R els seus coeficients) tal que f(X) - g(X) = 1, llavors obtenim el segiient sistema d’equacions
dels coeficients:

aobo =1 (31)
Per n fix obtenim:
> ambpm =0 (32)
m=0
Per tant aillant ens queda:
by =ag" > ambn_m (33)
m=1

On la recursivitat surt de que per calcular el coeficient n-éssim necesitem els n — 1 anteriors. Per tant obtenim el
resultat. [J
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Proposicié 20. :
Sigui K un cos, llavors K[[X]] és domini d’integritat.

Demostracio:

Hem de veure que si multipliquemn dos séries i el producte dona zero, llavors forca que almenys una sigui zero. Sigui
a,b e K[[X]] onb#0:

a-b= (iaiXi) : (gbzxi) =0

Agrupem per grau els coeficients de la série resultant. Pel grau 0 obtenim que agbg = 0 i per ser K cos forca que
spdg ag = 0.

Pel grau 1 obtenim agby + a1bg = 0 per tant bgay = 0 for¢a que ay = 0. Iterant el argument obtindrem que a; =0
per tot i i en conseqiéncia a = 0. O

Observacié 14. El cos de fraccions de K[[X]] el denotarem per K((X)) que conté K(X). Veiem que aquest conjunt
és el de les séries de Laurant.

Per definicid del cos de fraccions si o € K((X)), llavors a = p(X;’
q

@ #0iq; =0 per j <i, podem reescriure q(X) =zF>",_, ¢; X" = p(X)(¢(X))~! on és invertible a K[[X]] la suma
perqueé gy # 0. Per tant tenim que o = X *p(X)g(X))™' =372, ¢;X7. O

ara si definim k com el minim enter tal que

Proposicié 21. :

Sigui f(X) € N[X] un polinomi, llavors és separable si i només si (f,f') =c€ N a N[X].
Demostracio:

Resultat vist a teoria de Galois.

Corollari 10. :

Un polinomi f irreductible a N[X| és no separable si i només si f'(X) =0. En particular si ch(N) = 0, els polinomis
irreductibles a N son separables.

Si ch(N) = p > 0 llavors un polinomi irreductible f és separable si i només si f(X) # g(XP) per Vg € N[X]\ N.

Demostracio:

Per la propossicio si f és irreductible, llavors mo és coprimer a f' si i només si f divideiz f'. peré com que
deg(f") < deg(f) lavors f | f' si i només si f' = 0. En caracteristica 0, deg(f’) = deg(f) — 1, i per tant f' no
és el polinomi nul. Per ch(N) =p > 0, f/(X) = 0 si i només si f(z) = g(XP), perquée si f(X) = g(XP) llavors
la derivada és O i per tant no sén coprimers i si la derivada és 0, llavors si f = Z?:o Xta; (on a; no tots nuls )
obtenim que derivant formalment, ens queda f' =%, i-a; X1 =0 per tant, cal que a;-i = 0 per toti =1, --- ,n.
Per ser un cos, pels a; # 0 podem multiplicar pel invers multiplicatiu i ens queda i = 0 per tot i, per tant, aizo forca
que p | i 1 per tant i = p - j per algin j € N. Per tant f = Zj:O a; XPI = g(XP). O

Proposicié 22. :
Sigui K cos de ch(K) = p > 0. Sigui f € K[X] irreductibe. Llavors hi ha un unic polinomi separable i irreductible
9(X) € K[X] i un dnic k € NU{0} tal que f(X) = g(ka).

Demostracio:

Si f(X) € K[X] és no separable, pel colorari [1(] existeiz f1(X) € K[X] tal que f(X) = f1(XP). Si el polinomi
f1 €és no separable, iterant el argument 3fs € K[X] tal que f1(X) = fo(XP) i per tant f(x) = fa(xP). Procedim
iterativament fins a que f(x) = g(xpk) per g € K|z] separable. Si g(X) fos no irreductible, llavors f(X) = g(ka) =
hl(ka) . hg(ka) on aizd contradiu que f és irreductible, per tant g també és irreductible. (]

Definicié 55. : Producte Directe de R-moduls:
Siguin My, -+ , M, una col-leccid finita de R-moduls, llavors el producte directe dels moduls es defineix com:

My x - x M, := {(mq, -~ ,m;) : my € M;;1<i<r}
On és R-modul via:
a(my, --- ,my) = (amy, --- ,am,) ona€R
També ens podem referir al producte directe com a suma directa on la notacié canvia a:

Ml@ @Mr

66



D. Preliminars d’algebra Grau de Matematiques UAB

Definicié 56. R-modul lliure:
Un R-modul M és lliure si M és isomorf a R" per cert r € N, r s’anomena el rang de M.

Proposicié 23. :
Un R—modul lliure M de rang r estd inicament determinat pel seu rang. Es a fir que dos R-moduls lliures son
isomorfs com a R-moduls si i només si tenen el mateix rang.

Demostracio:
Suposem que R™ = R™. Sigui I un ideal mazimal de R, llavors:

R"/1pn = (R/1)" = (R/1)" = R™/pm
Com que els dos quocients dels extrems son isomorfs i son espais vectorials sobre el cos R/ de dimensid finita,

llavors han de tenir la mateixa dimensid, i aizo succeeix si t només si n =m. [

Definicié 57. R-modul finitament generat:
Un R-modul M és finitament generat si existeizen y1, - - ,yr» € M tals que perVy € M, existeizen ai y, -+ ,ary € R
tals que:

Yy=ai1yy1+ - +aryYr

Teorema 31. :
Un R—maodul lliure M ho és si i només si é€s finitament generat i les R—combinacions lineals dels elements que
generen M son uniques.

En el cas del teorema {y1, -+ ,yr} rep el nom de R-base de M.

Definicié 58. R—modul ciclic:
Un R—modul és ciclic si existeix un element y € M tal que M = Ry.

Un R-modul

Definicié 59. Annhilator:
Definim per un R-modul i un element de y € M com el conjunt de valors de R tal que per l'accio sobre M donen
zero:

Anng(y) == {reR : ry=0}

Un resultat interesant és que un R-modul M és lliure i ciclic generat per y € M si i només si el Anng(y) = {0}
(pensat com el ideal zero del anell).

Definicié 60. Elements de Torsié i R-modul de Torsio:
Diem que y € M on M un R-mddul és de torsid si ry =0 per algun r € R amb r # 0.

Denotarem el conjunt d’elements de torsié per el conjunt:

Mior == {yeM : ry=0,onre R\ {0}}

Direm que M és un R-modul de torsié si M = My,, i que és lliure de torsid si Mo, = {0}.

Proposicio 24. :
Sigui N un A—modul lliure de rang n. Sigui M C N un submodul, llavors M és lliure i el rang de M és m amb
m < n.

Demostracio:
Sigui n el rang de N, si M = 0 llavors el rang és 0 i ja estd. Sigui N # 0, fitem una A—base que denotem per
e1, -+ yen i la A—combinacid lineal (les coordenades respecte la base) com el vector (a1, -+ ,a,). Considerem

M C A™ (formalment seria a traves del isomorfisme perd farem un abis de notacid).
Sigui I el conjunt d’elements de A on la primera coordenada és un element de M. Com que I és DIP I = (a) per

algin a € A. Fizem y' = (a,a2, -+ ,a,) € M i considerem M' = Ay'. Sigui My el submodul de M que son els
elements amb primera coordenada nul-la. Provarem que M = M’ & My:
Siy= (b1, -+ ,n,) € M llavors a | a1 i by = ab per algun a € A, per tant y — by € My, i per tant y = y1 + y2 on

ya € My i y1 € M'. A més aquesta representacié és inica ja que sty = y1 + y2 = yi + yb llavors y1 — yy = y2 — vh
on aquestes diferencies son de linterseccié de Mo N M’ = {0}, d’on surt l'unicitat de la representacid i obtenim que
M =M & M,.

Observem que M' és un A—modul lliure de rang 1. Sin = 1 llavors M = M’ sino fem induccid. Sigui n =
rang(N) > 1 i per hipotesis d’induccié Suposem cert per rang(N) <n —1 i que My C No = R"~! on Ny submodul
de N amb primera coordenada nul-la. Tenim que My és lliure de rang < n — 1. Llavors M = M’ & My és lliure de
rang < 1+n —1, tal © com voliem. O
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Proposicio 25. :

Sigui N un A—modul lliure de rang n © M C N un submodul lliure de rang m. Llavors existeix una A—base
{e1, -+ ,en} de N tal que {are1, --+ ,amem} és una A—base de M per a; € A no nuls tals que verifiquen
ai | “e |am'

Teorema 32. Descomposicié de A—maoduls finits:
Un A—modul finitament generat M és isomorf a la suma directa segiient:

M%A@TEBA/(al)EB o DA (an)

onr>0ésunenterim=0o0ay| - |am amb a; € A i tots de grau possitiu.
El enter v rep el nom de rang de M i els a; son els factors invariants de M on els escollim monics.

Demostracié:
Al llibre [8, Papikian] hi ha la prova formal.

Observacié 15. :
En general My, no és submodul i encara que ho sigui, no té perqué existir un M' C M tal que M = My, & M'.
Per ilustrar aizo resolem el segiient exercici del llibre [8, Papikian/:

o Sigui R=7,pqz onp,q €P i p#q. Sigui M = R. Determinar el grup de torsio i veure que no és submodul.

En aquest cas es veu que el grup de torsio és My, = {0,pM,qM}, per tant si fés submodul verificaria les
propietats de ser R—modul pero clarament no verifica ser tancat ja que, p + q ¢ Mo, perd p,q € Mior. Un
exemple d’aizo és per p =2 i q =3, el grup de torsié és {0,272,37Z} i 2+ 3 =5 ¢ M. En general pgtp+q,
ptp+qiqtp+q, per tant no esta contingut en el modul de torsid tot i ser suma d’elements del modul.

o Sigui R =7,/ pnz pern = 2 on M = R, provar que Mo, és submodul de R perd no existeix cap M' C M
submodul tal que M = M, & M.

Podem veure facilment que M, = {0, pZ,p*Z, --- p"~1Z} on clarament, la suma d’elements de My, és de

Moy, ja que six = plwy iy = plws onwi, ws € Z, la seva suma és pmi”(i’j) (p i ) w1 —l—pmi"]“vf) wg) € Mo,
Les propietats que verifican els moduls son directes perqué com que el anell i el modul son el mateix, hereda
les propietats del producte del anell.

Ara per veure que no existeiz el M', Suposem que si, llavors p — 1 i 1 han de ser elements de M' perqué no
pertanyen a My, i per estar en suma directe han de estar a M'. Aizo porta a contradiccié amb el fet de que
p—1+4+1=pé€& M, i per tant M’ no té estructura de grup abelia contradient el fet de ser modul. O

D.2 Funcié (, de Carlitz-Goss: Resultats extra

Aquest resultat permet provar un resultat general de la funcié (, sobre els enters que ens ajuda a demostrar la
convergéncia de la série, com a funcié en un analeg del pla complex en caracteristica positiva.

Definici6 61. :
Definim el segiient grup additiu:
Seo = CL X Zy

amb loperacio (x1,z2)+ (y1,y2) = (T1Y1, Y1 +Yy2). Seo t€ una copia injectiva de Z a traves de l'aplicacié n — (T™,n).

Proposicié 26. :
Sigui k € NU{0}, W un F,—espai vectorial de dimensid finita d sobre amb un W C F, F' cos. Si agafem f € F\W,

ly(k )
sid> qq(_ i (on ly(k) = M on M és el superindex de la g-espresid de k = Zil\io kiq* amb kar #0), llavors:
S (f+whr=0
weW
Demostracio:

Provarem 3 casos on la suma s’anul-la:
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e Sid>k:

Sigui {w;}¢_o una F,—base de W, aleshores aplicant el teorema multinomial:

(f+w)k = Z (f+>\1w1 + - +)\dwd)k
A1, oo ,AdG]Fq
= Z Z . ) o (M) - (Aqwa)™
) . 11, " 5
A1, oo ,AdG]Fq o+ - +ig=k
La suma esta formada per mailtiples de )\il C e -)\fi‘i, perd per ser d > k en cada terme sempre hi ha algun i;
nul perqué in + -+ +iq < k. Si apliquem la suma sobre \; estem sumant el segient (on spdg suposem i; = 0):

k/’ i i 7 i1 7
(f +w)* = Z Z (i1 id)fm)‘f' e Afwy e g

o+ o +ig=k A1, - A€F,

— k RN R N T

- Zl P /Ld 1 d 1 d
iot o +ia=k X2, - ,Aa€Fg M\ ETF, ’ ’

) Z Z (7;17 k 77;d>fi0Alf- ,)\fid,wzil .wz,ld. Z X

i+ -+ +ig=k A2, -+ ,Ag€F, A€l
—_————
=q
=0

o Sid>1,(k):
Per aquest cas utilitzarem el lema[23 que aplicant-ho:

ke

—-

(Frw) =TL(r" + AT wf + o 2] wf)

~
i
=]

t t t kt
(f‘? +Mwd + - +/\dw§)

—-

~
I
o

Ky
ja que X! = X\. Al producte (fqt + )xlw(ft + -+ )\dwgt) " hi ha com a molt ki termes sumant i per tant

el producte d’ells té com a molt Z?io ke := l,(k) amb lambdes multiplicant, que per ser d > l,(k) i pel cas
anterior 3 i (f + w)* suma zero.

l,(k
o Sid> al );
q—1

Pel lema ZAqu A=0 siq— 111, per tant si expandim la suma

M
S TL( ol + )"

A1, o ,AdEFq t=0

pel teorema multinomial (teorema @) estem sumant termes multiples de )\Zf Coeee )\Zf amb iy + -+ +ig <
l4(k) < d(q—1) (per hipotesis). Per tant sempre hi ha un i; que no és divisible per ¢ — 1 i al aplicar la suma
respecte \; obtindrem 0 d’on surt el resultat. [

Ara definirem com s’extén un nimero combinatori a Z,:
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Definicié 62. Numeros combinatoris a Z,: Sigui o € Z,, llavors definim per a = Y~ aipt € Zy i a =
k .
Y i @ip* € Z:

(O;k):ak'(ak_l)' J' '(ak_j+1)€Z

Que és el numero combinatoris usual de Z.. Aquests nimeros combinatoris si fem limit a k — oo tendeizen a (‘;‘)
que €és:

o ala—1) - -+ (a—7+1
() - -1 ) e q
J J:
Per veure que (‘;) € 7, provem que la succesid (O;k> € 7 és de Cauchy utilitzant que Z, és la completacio respecte

la valoracio p-adica de 7.

Utilitzem que a4 = ak+1pk+1 + ag 1 com que

(677 Qe 1 .
’( J‘H) - < Jfrl)‘ 5 (o + 1™ ) (e + apap™ = 1) o (ar — 5+ 1+ appap™)
B,

L k+1

=5 (arxBy + 19" By)
1 k+1 k+1

= ﬁ (Oész(Oék: +app™ = 1) + agp1p Bl)
1 k+1

= ﬁ (ak(ak —1)Bs + ag41p" (B1 + akBg))
1 k+1

= ﬁ (ak(ak — D(ax — 1)Bs + ag1p"" (B1 + apBs + ag(ay — 2)B3)

on B; = (ag +apap" —i) - (ap +app1pP Tt —i—1) - (ap +app"tt =i+ 1) peri=1, --- k—j+1. Tambe

els podem pensar com B; = (o + ayp*t! —4)B;_1.
iterant el argument:

k—j+1 1-2
1 . an
T aglog —2) -+ (g — 7+ 1)+ gy <Bl+ Z Hak—mBz>pk“ _‘<j>+pk+1u
. =2 m=0

=u' €%,

On u = ’j‘—,,
. a ap
Per tant hem obtingut (“*') = ( ,
! J
~—— €Zyp
€z

) +p**Yu per tant és de Cauchy ja que p™ té valor absolut molt petit per m
——

prou gran.

Definicié 63. :
Sigui a € AT (un polinomi mdnic):

< a>= gl

Observem que < a > és de la forma 1+ ag_1T~ '+ -+ +agT~%9) § per tant:
<a>=1 04 71

i Voo(< a>)=0.

Ara podem exponenciar a Su.:
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Definicio 64. Exponenciacié de polinomis monics:
. . . L d
Sigui z = (21, 22) € Seo i a € AY, definim elevar a a la poténcia z com a* = a(*1?2) .= zleg(a) < a>* on:

<a>*= i (2]2) (<a>—1)

j=0
que esta ben definit perqué < a > és 1 modul T~'. Observem que (ij) és lextensio dels nombres convinatoris a Z,,.

Ara veiem que operar amb exponenciar polinimis moénics és analeg al complex:

Proposicié 27. :
Siguin a,b € AT i z = (21,22) € S, aleshores (ab)* = a®b*.

Siguin z,w € Sy i a € AY, aleshores a*T* = a*b¥

Demostracié:
Tenim deg(ab) = deg(a) + deg(b), i < ab >=< a >< b >, lavors (ab)* := 299" < gp >z2= deg(a) dea®)
a >*2< b >2:= a®b®.

Per Ualtre, utilitzem Uoperacid aditiva de Soo, llavors a*tv := g(:1wiz2twa) .— (1 -wl)deg(“) <a > a >M=
a*a".
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