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1 Introducció

La classi�cació dels subgrups �nits de GLn(K) i PGLn(K) és un problema clàssic que s'inicia al
voltant dels anys 1870 quan Klein (1875) [Kle75] classi�ca per mitjans geomètrics els subgrups �nits
de PGL2(C). Més endavant Gordan (1877) [Gor77] s'allunya de l'enfocament geomètric donant una
visió depenent de les solucions d'una certa equació per PGL3(C). Un dels articles més coneguts del
camp és publicat per Jordan el 1878 [Jor78] on es demostra el Teorema de Jordan dels grups �nits
lineals. Els esforços en aquesta àrea continuen de la mà de Valentiner (1889) [Val89] i Frobenius
(1896) [Fro68], el darrer donant inici al que avui en dia es coneix com la teoria de representa-
cions lineals dels grups �nits. Uns anys més tard, Schur dona inici en una sèrie de tres articles
(1904 [Sch04], 1907 [Sch07], 1911 [Sch11]) a la teoria de representacions projectives de grups �nits,
menys present en la literatura que la seva contrapart lineal. L'esforç per la classi�cació és conti-
nuat per Blichfeldt en la sèrie d'articles �On the order of linear homogenious groups� (1904-1911)
[Bli03][Bli04][Bli06][Bli11] que culminen en el llibre �Finite collineation groups� (1917) [Bli17] on es
presenta la classi�cació de PGL4(C) i GL4(C) juntament amb un recull de les tècniques desenvolu-
pades �ns al moment, recollint els diversos resultats dispersos en articles i revistes �ns al moment.

Posteriorment a Blichfeldt, l'interès matemàtic de l'època en aquest àmbit es desplaça majoritàri-
ament al desenvolupament de la teoria de representacions lineals de grups �nits i l'esforç de més
d'un segle que portarà a la classi�cació dels grups �nits simples. Cal esperar �ns a Brauer (1942)
[Bra42a] [Bra42b] que amplia el treball de Blichfeldt mentre, paral·lelament, desenvolupa la teo-
ria de caràcters de grups �nits sobre cossos de característica positiva. El 1967 [Bra67] publica la
classi�cació dels subgrups �nits de PGL5(C) i GL5(C). Quatre anys més tard (1971) Feit [Fei71]
recull en un article la classi�cació dels PGLn(C) i GLn(C) per n = 3 �ns a n = 7 la qual es trobava
dispersa en diversos articles de diferents autors.

Situant-nos ja a �nals del segle XX, els avenços en la teoria de representacions projectives dels
grups �nits simples i la classi�cació d'aquests porten a la classi�cació, el 1998, dels subgrups �nits
de SL(p,C) amb p primer, deguda a Dixon i Zalesskii [DZ98], amb una correcció publicada el 2008
[DZ08]. Pel que fa a la classi�cació sobre cossos de característica positiva, la millor referència que
coneixem actualment és de B.S. Huggins (2005) [Hug05] en la seva tesi doctoral �Fields of Moduli
and Fields of De�nition of Curves�, on es dona la classi�cació de PGL2(K) i PGL3(K) per cossos
algebraicament tancats de característica p ≥ 0.

La classi�cació dels subgrups �nits de PGLn(K) és encara d'ampli interès avui en dia. En el context
de la geometria algebraica, el famós teorema de Hurwitz [FCB17, Teorema 1.1] enuncia que si C
és una corba algebraica no singular de gènere g ≥ 2 sobre K aleshores el seu grup d'automor�smes
Aut(C) és �nit. A més a més, és conegut que si C té gènere g ≥ 2 i no és hiperel·líptica, aleshores
admet un model d'equació a Pg−1(K) en g variables i Aut(C) ≤ PGLg(K) [FCB17, Teorema 1.1.7].
És a dir, conèixer els subgrups �nits de PGLn(K) ens permet saber quins són els possibles grups
d'automor�smes Aut(C).

Conèixer els subgrups �nits de PGLn(K) també ens permet preguntar-nos si tots aquests són grup
d'automor�smes d'alguna corba C. Trobem avenços recents en aquest sentit deguts a Harui en
[Har19] per corbes planes i a Avila, Ortiz i Troncoso per superfícies quàrtiques [AOT24] emprant la
classi�cació de PGL4(C) de Blichfeldt [Bli17].

Essent novells en aquest camp d'estudi, hem recorregut cronològicament els avenços descrits per
tal de descobrir �ns a quin punt s'havia desenvolupat la classi�cació. És per aquest motiu que
un dels principals objectius d'aquest treball és servir com a recull dels diferents articles que, més
enllà del llibre d'en Blichfeldt [Bli17], es troben dispersos en la literatura matemàtica. Es destaca
especialment que s'aporten les taules amb els subgrups primitius �nits de SLn(C) per n = 4, 5, 6, 7,
donats per Feit en [Fei71]. Es poden consultar en el teorema (5.1).
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Alhora, és també l'objectiu d'aquest document proveir de de�nicions bàsiques uni�cades i actua-
litzades, tot aclarint-les respecte l'ús que se'n fa en la literatura tant de �nals del segle XIX, com
actualment. Aquest procès comprèn les seccions 2 i 3. En la secció 2 també es pretén posar llum
a la diferència entre classi�car GLn(K) i PGLn(K), sovint sobreentesa i que rarament es comenta
més enllà dels treballs originals de Schur. Finalment, també es considera rellevant la modernització
d'alguns dels resultats clàssics més àmpliament acceptats, en particular, en la secció 4 es dona una
demostració en llenguatge actual del teorema de Blichfeldt [Bli17, �64, Thm. 5], estenent-la de C a
un cos K algebraicament tancat de característica 0.

L'últim objectiu del treball és contribuir a la classi�cació dels grups �nits primitius de PGLn(C). En
la secció 5.2 s'aporta un programa que permet determinar una llista de grups �nits simples entre els
quals apareixen tots els possibles grups �nits simples primitius de PGLn(C), per un n �x, però que
no permet determinar quins dels grups donats són els primitius. La descripció del programa es dona
en la secció 5.2.1. Els resultats obtinguts pel programa per PGLn(C) per n = 8, 9, 10 es comenten
en 5.2.2. Les taula de candidats a grups �nits simples primitius de PGLn(C) per 12 ≤ n ≤ 20 es
pot consultar en l'annex D taula 7.
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2 De�nicions i resultats preliminars

2.1 Convenis i de�nicions bàsiques per la classi�cació

En primer lloc, cal donar algunes de�nicions, convenis i notacions que s'empraran al llarg de tot el
document.

� La lletra K sempre denotarà un cos. Les propietats del cos K varien en funció de la secció i
resultat.

� Es de�neix GL(V ) com el grup dels isomor�smes lineals f : V → V . Notem que si dim(V ) = n
aleshores sempre es poden prendre coordenades sobreKn i treballar amb GLn(K) := GL(Kn).
Per tant, parlarem sempre de GLn(K).

� Siguin A,B ∈ GLn(K), aleshores es de�neix la relació d'equivalència A ∼ B ⇔ A = kB per
algun k ∈ K. Aleshores, es de�neix el grup quocient PGLn(K) := GLn(K)/∼.

� Es denotarà el centre d'un grup G com Z(G). El centre de GLn(K), Z(GLn(K)), és el grup
de les matrius diagonals amb diagonal constant, és a dir, els múltiples de la identitat.

� Des del punt de vista de teoria de grups es pot donar una de�nició equivalent de PGLn(K)
emprant el centre: PGLn(K) := GLn(K)/Z(GLn(K)).

� El concepte classi�cació d'un grup G fa referència al conjunt dels subgrups �nits de G quocient
una relació d'equivalència. Hi ha dues relacions d'equivalència que es consideren: la isomor�a
i la conjugació.

� La classi�cació que volem determinar és llevat d'isomor�a. Ara bé, per tal que el problema
sigui viable és necessari estudiar una classi�cació llevat conjugació. Així, en general, quan es
parla de classi�cació d'un grup és fa referència a la classi�cació llevat conjugació.

� Quan K és algebraicament tancat, PGLn(K) i PSLn(K) són isomorfs [JS87, p.20]. En aquest
cas, tant una classi�cació de GLn(K) com una classi�cació de SLn(K) indueixen una classi�-
cació de PGLn(K).

Al llarg d'aquest document es farà servir diverses tècniques i notació de teoria de representacions
lineals i projectives dels grups �nits. Pels detalls sobre la diferència entre ambdues vegeu la secció
2.2, aquí �xem algunes primeres nocions.

� A no ser que es digui el contrari, sempre que es faci referència a una representació d'un grup
G, ρ : G → GLn(K) (ρ : G→ PGLn(K)) o es parli de �representar�, es considera una repre-
sentació injectiva (faithfull) de tal manera que el grup ρ(G) ≤ GLn(K) (ρ(G) ≤ PGLn(K))
on ρ(G) és isomorf a G.

� Habitualment es prescindirà d'escriure ρ(G) per denotar la representació (lineal o projectiva)
del grup G. En aquests casos es de�nirà G com a subgrup de GLn(K) o PGLn(K) i es parlarà
indistintament de grup o representació.

Per tal de dur a terme una classi�cació de GLn(K), clàssicament es divideixen els possibles grups
en tres tipus disjunts. A continuació es dona la de�nició clàssica d'aquests tipus de grups prenent-se
com a referència les de�nicions de [Bli17, �14, �60]. Les de�nicions per a PGLn(K) és donen en la
secció 2.2.

De�nició 2.1 (Grup transitiu/intransitiu). Sigui G ≤ GLn(K) un grup �nit, es diu que G és
intransitiu si existeix una conjugació del grup B ∈ GLn(K), GB = B−1GB tal que tots els elements
de GB s'escriuen com a matrius bloc diagonals amb almenys dos blocs. En cas contrari, es diu que
el grup és transitiu.
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De�nició 2.2 (Grup primitiu/imprimitiu). Sigui G ≤ GLn(K) un grup �nit transitiu, es diu que
G és imprimitiu si existeix una conjugació del grup B ∈ GLn(K), GB = B−1GB tal que es pot
realitzar la mateixa divisió per blocs en totes les matrius A ∈ GB de manera que si

A =


A11 A12 · · · A1m

A21 A22 · · · A2m
...

...
. . .

...
Am1 Am2 · · · Amm

 (1)

on els Aii són matrius quadrades, per cada j = 1, . . . ,m existeix un únic ij ∈ {1, . . . ,m} tal que
Aij = 0 si i ̸= ij , on 0 és la matriu de zeros de les dimensions corresponents, i

⋃m
i=1{ij} = {1, . . . ,m}.

Si G és transitiu i no és imprimitiu es diu que G és primitiu.

La de�nició anterior de grup imprimitiu és equivalent a dir que es poden separar per blocs totes
les matrius de GB de tal forma que per cada matriu existeix una reordenació dels blocs tal que el
resultat és una matriu bloc diagonal, en altres paraules, hi ha un únic bloc no nul per �la i columna.
La separació per blocs ha de ser la mateixa per tots els elements de GB però la posició dels blocs
no nuls no ha de ser la mateixa. A més, els blocs en què es separen totes les matrius no estan
restringits a tenir la mateixa dimensió.

Es donen a continuació diverses nocions bàsiques de teoria de representacions lineals. El lector es
pot dirigir a [Ser77] per aprofundir en aquest tema.

De�nició 2.3 (Representació irreductible). [Ser77, �1.4, p.7] Sigui ρ : G→ GLn(K) una represen-
tació lineal del grup G. Es diu que ρ és irreductible si no existeix cap subespai vectorial de Kn que
sigui invariant per ρ excepte el trivial 0 i ell mateix Kn.

Teorema 2.4. Tota representació lineal és una suma directa de representacions irreductibles.

Demostració. [Ser77, �1.4, p.7, Thm 2]

De�nició 2.5 (Representació reduïble). Sigui ρ : G → GLn(K) una representació lineal del grup
G. Es diu que ρ és reduïble si és la suma directa de dos o més representacions irreductibles.

A partir de les nocions anteriors es té la següent caracterització dels grups intransitius i transitius.

Lema 2.6. Sigui G un grup �nit i ρ : G → GLn(K) una representació de G. Aleshores ρ(G) ≤
GLn(K) és un grup intransitiu si i només si ρ és una representació reduïble.

Demostració. Suposis que ρ(G) és intransitiu, aleshores existeix una base en la qual totes les ma-
trius de ρ(G) són bloc-diagonals. Per tant, si el nombre de blocs en que descomponen és k, aleshores
existeix una descomposició de Kn = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk on Vi és el subespai vectorial associat al bloc i.
Notis que per construcció si g ∈ ρ(G) aleshores g(Vi) = Vi per tot i = 1, . . . , k i per tot g ∈ ρ(G),
per tant, són espais invariants i la representació ρ és reduïble.

Si ρ és una representació reduïble aleshores existeix almenys un subespai vectorial V de Kn tal que
ρ(G)(V ) = V , a més, existeix un complement V ′ de V tal que Kn = V ⊕V ′ i que també és invariant
sota ρ [Ser77, �1.3, p.6, Thm 1]. Així, triant com a base la suma directa de dues bases de V i V ′

les matrius de ρ(G) descomponen en dos blocs diagonals, és a dir, ρ(G) és intransitiu.

Corol·lari 2.7. Sigui ρ : G → GLn(K) una representació de G. Aleshores ρ(G) ≤ GLn(K) és un
grup transitiu si i només si ρ és una representació irreductible.

Igual que amb la noció d'intransitiu, la noció de representació imprimitiva també permet caracte-
ritzar la noció de grup imprimitiu. Ara bé, a diferència del cas anterior, si ρ és una representació
imprimitiva de G, ρ(G) no té perquè ser un grup imprimitiu. Això és perquè la de�nició donada
d'imprimitivitat requereix que ρ(G) sigui transitiu, és a dir, que ρ sigui irreductible. En general,
però, aquesta restricció no està lligada a una representació imprimitiva.
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De�nició 2.8 (Representació imprimitiva). Sigui ρ : G → GLn(K) una representació lineal del
grup �nit G, siguin V1, . . . , Vk subespais vectorials disjunts de Kn tals que Kn = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk.
Es diu que ρ és una representació imprimitiva si per cada g ∈ G i per cada 1 ≤ i ≤ k es té que
ρ(g)(Vi) = Vj per algun 1 ≤ j ≤ k.

Observació 2.9. Notem que en ser ρ(g) invertible, l'aplicació que associa cada i amb una j tal que
ρ(g)(Vi) = Vj és bijectiva i, per tant, cada ρ(g) té associada una certa permutació de Sk. Els detalls
sobre aquestes permutacions i com formen un grup es discuteix en �3.2.

Un esperaria per coherència amb el llenguatge clàssic que si el grup de permutacions associat a G
fos transitiu, aleshores la representació fos irreductible, però això no és cert.

Exemple 2.10. Sigui ρ la representació per matrius de permutació de A5 a GL5(C). Aquesta
representació té associats dos caràcters irreductibles d'ordres 1 i 4 , per tant, no és irreductible. De
fet, es possible donar un resultat més general. Si ρ : G → GLn(C) és la representació amb matrius
de permutació d'un grup G ≤ Sn aleshores ρ és la suma de la representació trivial i la representació
estàndard1 [Ful91, �4.3, p.55].

És per aquest motiu que potser no es convenient emprar els termes intransitiu i transitiu per fer
referència a reduïble i irreductible respectivament. Amb aquest comentari, la caracterització de
grup imprimitiu queda com el següent.

Lema 2.11. Sigui G un grup �nit i ρ : G → GLn(K) una representació lineal de G. Aleshores ρ
és imprimitiva i irreductible si i només si ρ(G) és imprimitiu.

Demostració. Si ρ és imprimitiva i irreductible aleshores ρ és transitiu. En ser ρ imprimitiva exis-
teixen V1, . . . , Vk subespais vectorials disjunts de Kn tals que Kn = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk i que per cada
g ∈ G i per cada 1 ≤ i ≤ k es té que ρ(g)(Vi) = Vj per algun 1 ≤ j ≤ k. Per veure la unicitat de les
parelles (i, j) demanada en la de�nició de grup imprimitiu, notem que si ρ(g)(Vi) = ρ(g)(Vi′) = Vj
aleshores com ρ(g−1) = ρ(g)−1 es té que Vi = Vi′ = ρ(g)−1(Vj). En ser els Vl, 1 ≤ l ≤ k disjunts dos
a dos forçosament i = i′. Triant com a base la suma directa de bases dels Vi s'obté la descomposició
en blocs donada en la de�nició de grup imprimitiu.
Si ρ(G) és imprimitiu i es prenen com a subespais vectorials V1, . . . , Vk aquells associats als diferents
blocs, s'obté que la representació és imprimitiva.

Corol·lari 2.12. Sigui ρ : G→ GLn(K) una representació de G. Aleshores ρ(G) ≤ GLn(K) és un
grup primitiu si i només si ρ és una representació irreductible i no imprimitiva.

A partir d'aquestes caracteritzacions queda establert el següent fet:

Observació 2.13. Com a grup abstracte G pot tenir per un n �x representacions que resultin en
grups reduïbles, imprimitius o primitius. Aquestes representacions, tot i ser isomorfes, no seran
conjugades entre sí i, per tant, a nivell de classi�cació llevat conjugació es consideren diferents.

2.2 Les diferències entre GLn(K) i PGLn(K)

En aquesta secció es pretén respondre essencialment dues preguntes.

1. Quina és la relació entre una classi�cació de GLn(K) i una classi�cació de PGLn(K)? �2.2.1

2. Com s'estenen adequadament les de�nicions dels diferents tipus de grups a PGLn(K)? �2.2.2

2.2.1 Relació entre les classi�cacions

Per tal de respondre la primera pregunta es nota el següent fet bàsic.

Observació 2.14. Una classi�cació de GLn(K) indueix una classi�cació de PGLn(K), simplement
cal considerar la projecció dels grups classi�cats per la de�nició donada de PGLn(K).

1Per més informació sobre què és la representació estàndard i exemples podeu consultar https://groupprops.

subwiki.org/wiki/Standard_representation_of_the_symmetric_group
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El fet anterior planteja una primera qüestió molt bàsica.

Pregunta 2.15. És la classi�cació de GLn(K) la mateixa que PGLn(K)?

La resposta és que no. Sigui G ≤ GLn(K) un grup �nit i sigui π : GLn(K) → PGLn(K) la
projecció canònica, aleshores π(G) ∼= G/ (Z(G) ∩ Z(GLn(K))). Si la intersecció de centres és trivial,
π(G) ∼= G indueix una representació projectiva de G sobre PGLn(K), de tal manera que com a
grup abstracte G es pot representar tant en GLn(K) com en PGLn(K). En canvi, si el centre no
és trivial, aleshores π(G) no és isomorf a G i no s'indueix una representació projectiva de G.

Pregunta 2.16. És la classi�cació de PGLn(K) un subconjunt de la classi�cació de GLn(K)?

El que planteja aquesta pregunta és si hi pot haver grups abstractes que puguin ser representats
a PGLn(K) però no a GLn(K). Això és equivalent a preguntar-se si totes les representacions
projectives venen induïdes per representacions lineals projectades a PGLn(K). La resposta és que
no, vegis el següent exemple.

Exemple 2.17. El grup A5 no té cap caràcter irreductible lineal complex d'ordre 2 [GAP]. Ara bé,
el grup A5 és també conegut clàssicament com el grup icosahedral, de les simetries de l'icosahedre.
Klein [Kle75] va emprar aquesta descripció per mostrar que A5 té una representació projectiva irre-
ductible en PGL2(C) i, per tant, A5 té un caràcter irreductible projectiu d'ordre 2. Una descripció
computacional més detallada d'aquest fet es pot trobar en la secció de l'annex A.2.2.

Fins ara s'ha conclòs que, tot i que la classi�cació de GLn(K) es projecta a una classi�cació de
PGLn(K), ni són iguals ni una és subconjunt de l'altra a nivell del grups abstractes que contenen.
Aleshores és convenient preguntar-se què succeeix en el cas contrari.

Pregunta 2.18. Quina informació dona una classi�cació de PGLn(K) sobre la classi�cació de GLn(K)?

La resposta ve donada per la teoria de representacions projectives. Per tal de dur-ne a terme
una discussió és necessari conèixer alguns conceptes bàsics d'aquesta teoria, una introducció més
completa es pot trobar en l'annex A.1 o en [Kar85]. Principalment es requereixen les de�nicions
dels conceptes de grup de representació (A.5) i multiplicador de Schur (A.4). Se'n dona un breu
resum a continuació.

� El multiplicador de Schur d'un grup G es de�neix com M(G) = H2(G,K×) el segon grup de
cohomologia de G.

� Els grups de representació, habitualment denotats G∗, són extensions centrals de G per un
grup A tal que |G∗| = |G||M(G)|. En el cas que K sigui de característica p ∤ |A|, p ≥ 0 i
algebraicament tancat aleshores A ∼=M(G) (Teorema A.6).

� En la teoria de representacions projectives de grups �nits es demostra que tota representació
projectiva d'un grup G es pot obtenir a partir de les representacions lineals dels grups de
representació G∗.

Observació 2.19. En la literatura el multiplicador de Schur M(G) s'acostuma a donar segons el seu
ordre, i.e. |M(G)|, atès que en molts casos aquest ordre és un primer petit, però en la majoria dels
casos per poder realitzar les extensions és necessari conèixer l'estructura explícita del grup abelià
M(G). Quan M(G) és trivial, aleshores les representacions lineals de G són totes les possibles
representacions projectives.

Observació 2.20. La representació lineal de G∗ que indueix la representació projectiva de G no té
perquè ser injectiva. És possible que la imatge ρ(G) correspongui a una extensió central menor.
Per exemple, en el cas de A6 el grup de representació és 6A6. Ara bé, si no és injectiva és possible
que ρ(6A6) ∼= 3A6, ρ(6A6) ∼= 2A6 o ρ(6A6) ∼= A6. En aquesta situació, el grup que projecta a A6

en PGLn(K) des de GLn(K) seria ρ(6A6).
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Així doncs, una classi�cació de PGLn(K) no indueix de forma directa una classi�cació de GLn(K),
atès que l'únic que es pot a�rmar és que si G ≤ PGLn(K) aleshores algun grup G∗ de representació
de G o subgrup de G∗ es pot pensar com a subgrup de GLn(K). En canvi, això permet entendre
la classi�cació de GLn(K) com un conjunt de grups de representació (o subgrups d'aquests) dels
subgrups �nits de PGLn(K).

2.2.2 Nocions anàlogues pel grup projectiu lineal

En la literatura clàssica, principalment [Bli17], les de�nicions relatives a la primitivitat i a la tran-
sitivitat donades pels grups lineals s'empren indistintament per parlar també dels grups de col-
lineacions. La idea implícita (no aclarida en cap moment) és que en donar-se les de�nicions en
forma matricial és el mateix considerar la matriu com la seva classe. Així, les de�nicions clàssiques
(2.1), (2.2) són exactament les mateixes canviant GLn(K) per PGLn(K).

De�nició 2.21 (Grup transitiu/intransitiu). Sigui G ≤ PGLn(K) un grup �nit, es diu que G
és intransitiu si existeix una conjugació del grup B ∈ PGLn(K), GB = B−1GB tal que tots els
elements de GB s'escriuen com a matrius bloc diagonals amb almenys dos blocs. En cas contrari,
es diu que el grup és transitiu.

De�nició 2.22 (Grup primitiu/imprimitiu). Sigui G ≤ PGLn(K) un grup �nit transitiu, es diu
que G és imprimitiu si existeix una conjugació del grup B ∈ PGLn(K), GB = B−1GB tal que es
pot realitzar la mateixa divisió per blocs en totes les matrius A ∈ GB de manera que si

A =


A11 A12 · · · A1m

A21 A22 · · · A2m
...

...
. . .

...
Am1 Am2 · · · Amm

 (2)

on els Aii són matrius quadrades, per cada j = 1, . . . ,m existeix un únic ij ∈ {1, . . . ,m} tal que
Aij = 0 si i ̸= ij , on 0 és la matriu de zeros de les dimensions corresponents, i

⋃m
i=1{ij} = {1, . . . ,m}.

Si G és transitiu i no és imprimitiu es diu que G és primitiu.

Ara bé, traslladar directament les de�nicions de GLn(K) a PGLn(K) suggereix que un grup projec-
tiu serà intransitiu/transitiu o primitiu/imprimitiu si i només si ho és el seu grup de representació.

Lema 2.23. Sigui G ≤ PGLn(K) un grup �nit i sigui G∗ ≤ GLn(K) un grup de representació
de G tal que π(G∗) = G. Aleshores G és intransitiu (imprimitiu) si i només si G∗ és intransitiu
(imprimitiu).

Demostració. Suposem que G∗ és intransitiu (imprimitiu), aleshores es pot assumir sense pèrdua
de generalitat que G∗ ja disposa de l'estructura per blocs donada en les de�nicions, aleshores és clar
que la classe de cada element de G∗ conserva aquesta estructura de blocs, per tant, π(G∗) = G és
intransitiu (imprimitiu). Pel mateix argument, en el cas que G sigui intransitiu (imprimitiu) tots
els representants de cada element de G tindran aquesta estructura, atès que el producte per un
múltiple de la identitat no l'altera, per tant, G∗ també és intransitiu (imprimitiu).

Per donar el concepte de representació projectiva reduïble i imprimitiva és convenient descriure la
següent acció.

Lema 2.24. Sigui ρ : G → PGLn(K) una representació projectiva del grup �nit G, sigui V un

subespai vectorial de Kn. Sigui g ∈ G i ρ̃(g) ∈ GLn(K) un aixecament de ρ(g). Es de�neix l'acció

de ρ(g) sobre V com ρ(g)(V ) := ρ̃(g)(V ). Aquesta acció està ben de�nida i és independent del
representant.

Demostració. En efecte, notem que si ρ̃(g) i ρ̃(g)
′
són dos aixecaments diferents de ρ(g) aleshores

existeix d ∈ K× una constant tal que ρ̃(g) = d ρ̃(g)
′
. Així, si es consideren W = ρ̃(g)(V ) i
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W ′ = ρ̃(g)
′
(V ), s'observa que si v ∈ Kn aleshores ρ̃(g)(v) ∈ W però ρ̃(g)(v) = d ρ̃(g)

′
(v) ∈ W ,

per tant, W ′ ⊆ W . D'altra banda, ρ̃(g)
′
(v) ∈ W ′ però ρ̃(g)

′
(v) = (1/d)ρ̃(g)(v) ∈ W ′ i, per tant,

W =W ′.

Per tal de donar unes caracteritzacions similars a les de (2.6) i (2.11) i que respectin la propietat
del lema (2.23) s'introdueixen diverses de�nicions sobre representacions projectives.

De�nició 2.25. Sigui ρ : G → PGLn(K) una representació projectiva del grup G. Es diu que ρ
és irreductible si no existeix cap subespai vectorial de Kn tal que sigui invariant per ρ excepte el
trivial 0 i ell mateix Kn.

De�nició 2.26. Sigui ρ : G → PGLn(K) una representació projectiva del grup �nit G, siguin
V1, . . . , Vk subespais vectorials disjunts de Kn tals que Kn = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk. Es diu que ρ és una
representació imprimitiva si per cada g ∈ G i per cada 1 ≤ i ≤ k es té que ρ(g)(Vi) = Vj per algun
1 ≤ j ≤ k.

Lema 2.27. Sigui G un grup �nit, sigui ρ : G → PGLn(K) una representació projectiva induïda
per τ : G∗ → GLn(K). Aleshores ρ és irreductible si i només si ho és τ , ρ és imprimitiva si i només
si ho és τ .

Demostració. És conseqüència de l'equivalència entre les de�nicions A.1 i A.2 juntament amb la
de�nició de grup de representació A.5.

Essencialment, es dirà que un grup G ≤ PGLn(K) és reduïble, irreductible, imprimitiu o primitiu
en funció de quines d'aquestes propietats tingui la representació lineal del grup de representació que
indueix la representació projectiva G, donant lloc a les dues següents caracteritzacions.

Lema 2.28. Sigui G un grup �nit i sigui ρ : G→ PGLn(K) una representació projectiva de G. Es
diu que ρ(G) és irreductible si ρ és irreductible, en cas contrari es diu que ρ(G) és reduïble.

Demostració. El lema és conseqüència directa del lema (2.23) i el lema (2.27).

Per tal de tenir la unicitat donada en la de�nició de grup imprimitiu cal el següent lema.

Lema 2.29. Sigui G ≤ PGLn(K) un grup �nit imprimitiu amb una descomposició per blocs asso-
ciada Kn = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk, sigui g ∈ G aleshores per cada 1 ≤ j ≤ k existeix un únic 1 ≤ i ≤ k tal
que g(Vi) = Vj.

Demostració. Suposem que existeixen dos nombres 1 ≤ i, i′ ≤ k tals que g(Vi) = Vj i g(Vi′) = Vj .
Atès que g és invertible es té que g−1(Vj) = g−1g(Vi) = Vi i alhora g−1(Vj) = g−1g(Vi′) = Vi′ , per
tant, Vi = Vi′ i, com els Vl, 1 ≤ l ≤ k són disjunts dos a dos, necessàriament es té que i = i′.

I la caracterització corresponent als grups imprimitius és:

Lema 2.30. Sigui G un grup �nit i sigui ρ : G → PGLn(K) una representació projectiva de G.
Es diu que ρ(G) és imprimitiu si ρ és imprimitiva i irreductible, en cas contrari és diu que ρ(G) és
primitiu.

Demostració. El lema és conseqüència directa del lema (2.23), el lema (2.27) i el lema (2.29).

Dos exemples de com es relacionen aquestes de�nicions i caracteritzacions en el cas de les propie-
tats de ser irreductible es detallen extensament en A.2. És especialment d'interès l'exemple A.2.2
sobre A5, que mostra com el seu grup de representació, SL(2, 5), disposa d'una representació lineal
irreductible d'ordre 2 que indueix una representació projectiva de A5 d'ordre 2 irreductible.

Altres exemples també es poden trobar en la secció següent, on es tracten els grups intransitius i
els grups imprimitius de PGLn(K).
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3 Els grups no primitius

3.1 Grups intransitius

Es comença per donar una descripció completa de com són els grups �nits intransitius a PGLn(K)
per qualsevol n. Atès que tots els grups intransitius són conjugats a un grup amb totes les matrius
bloc diagonals, s'estudiaran només com són els grups �nits d'aquesta forma. Es comença per �xar
notació i de�nir alguns subgrups de PGLn(K) particulars.

De�nició 3.1. Sigui λ ⊢ n una partició decreixent no trivial de n, és a dir, una r-tupla (n1, n2, . . . , nr)
amb r > 1, n1 + n2 + · · · + nr = n i ni ≥ ni+1 per tot i = 1, . . . , r − 1. Es de�neix PBDn(λ) ≤
PGLn(K) com el subgrup de les matrius bloc diagonals amb blocs de dimensions donats per λ.

Observació 3.2. Notem que sempre que es disposi d'un grup �nit intransitiu es pot triar una conju-
gació d'aquest grup de tal manera que els blocs apareguin ordenats conformant una certa partició
decreixent de n i, per tant, tot grup intransitiu �nit de PGLn(K) és conjugat a un subgrup �nit de
PBDn(λ) per algun λ ⊢ n.
Les dues proposicions següents emfatitzen que si coneixem els grups �nits dels PGLm(K) amb
m < n aleshores també es coneixen els grups �nits intransitius de PGLn(K) en termes de successions
exactes.

Proposició 3.3. Sigui n > 2, λ ⊢ n una partició de n amb λ = (n1, n2, . . . , nr) i nr = 1, G ∈
PBDn(λ) un subgrup �nit de PGLn(K), aleshores existeix un diagrama commutatiu

1 K∗ PBDn(λ) PBDn−1(λ̃) 1 (exacta)

1 C G G′ 1 (exacta)

ι σ

(3)

on C és un grup cíclic, λ̃ ⊢ n− 1 és la partició λ̃ = (n1, n2, . . . , nr−1) que pot ser trivial.

Demostració. Considerem G ∈ PBDn(λ) i el mor�sme de grups ι : K∗ → PBDn(λ) que satisfà

ι(α) =

(
In−1 0

0 α

)
, α ∈ K∗ (4)

Sigui C ≤ K∗ un grup cíclic que té com a imatge el subgrup normal de G donat pels elements de la
forma anterior. Notem que C sempre té almenys un element, la identitat, i que en alguns casos pot
ser el grup trivial. Considerem σ : PBDn(λ) → PBDn−1(λ̃) el mor�sme de grups natural de�nit per(

A 0

0 α

)
7→ A ∈ PBDn−1(λ̃), α ∈ K∗ (5)

Notem que Ker(σ) = ι(K∗) per construcció i en la restricció Ker(σ|G) = ι(C). A més, σ i σ|G són
exhaustives i, per tant, s'obtenen les successions exactes.

La següent proposició tracta el cas en què no hi ha blocs de dimensió 1.

Proposició 3.4. Sigui n > 2, λ ⊢ n una partició de n amb λ = (n1, n2, . . . , nr) i nr > 1, G ∈
PBDn(λ) un subgrup �nit de PGLn(K), aleshores existeix un diagrama commutatiu

1 PGLnr(K) PBDn(λ) PBDn−nr(λ̃) 1 (exacta)

1 H G G′ 1 (exacta)

ι σ

(6)

on λ̃ ⊢ n− 1 és la partició λ̃ = (n1, n2, . . . , nr−1).

9



Demostració. La construcció de les aplicacions del diagrama és anàloga al cas de la proposició
anterior ara amb

ι(α) =

(
In−nr 0

0 A′

)
, σ

[(
A 0

0 A′

)]
= A, A ∈ PBDn−nr(λ̃), A

′ ∈ PGLnr(K) (7)

Notem que separar els casos nr = 1 i nr > 1 és necessari atès que PGL1(K) = {1} i no s'estaria
tenint en compte la possibilitat d'estendre els grups �nits de PBDn−1(λ̃) per un grup cíclic �nit.

3.1.1 Exemple: Els grups intransitius de PGL5(K)

Per tal de descriure els possibles grups intransitius de PGL5(K), notem que les possibles particions
de 5 (llevat de la trivial) són {

(4, 1), (3, 2), (3, 12), (22, 1), (2, 13), (15)
}

(8)

i, per tant, es té la següent classi�cació.

Proposició 3.5. Sigui G ∈ PGL5(K) un subgrup �nit intransitiu amb una partició associada λ, i
sigui Gλ el grup conjugat a G tal que Gλ ∈ PBD5(λ). Aleshores es compleix una de les següents:

(a) λ = (4, 1) i es té un diagrama commutatiu

1 K∗ PBD5(λ) PGL4(K) 1 (exacta)

1 C G G′ 1 (exacta)

ι σ

ϕ (9)

on C és un grup cíclic.

(b) λ = (3, 2) i es té un diagrama commutatiu

1 PGL2(K) PBD5(λ) PGL3(K) 1 (exacta)

1 H G G′ 1 (exacta)

ι σ

ϕ (10)

(c) λ = (3, 12), (22, 1), (2, 13), (15) i per cada λ̃ = (3, 1), (22), (2, 12), (14) respectivament es té un
diagrama commutatiu

1 K∗ PBD5(λ) PBD4(λ̃) 1 (exacta)

1 C G G′ 1 (exacta)

ι σ

ϕ (11)

on C és un grup cíclic.

Demostració. Els apartats (a), (b) i (c) són directes de les proposicions (3.3) i (3.4) tenint en compte
ϕ l'isomor�sme que donat per la conjugació de G i Gλ.

3.2 Grups imprimitius

L'estudi dels grups imprimitius es centra en estudiar l'acció de�nida en el lema (2.24) i la caracterit-
zació emprant representacions projectives donada en el lema (2.11). Es comença per una descripció
de com és l'acció del grup imprimitiu.
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Lema 3.6. Sigui G ≤ GLn(K) un grup �nit imprimitiu amb una descomposició per blocs associada
Kn = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk, aleshores l'acció de G sobre el conjunt dels espais vectorials X = {V1, . . . , Vk}
és transitiva, és a dir, per tot (i, j) amb 1 ≤ i, j ≤ k existeix g ∈ G tal que g(Vi) = Vj.

Demostració. Suposem que l'acció de G és intransitiva, aleshores existeix un Vi tal que g(Vi) = Vi
per tot g ∈ G. Sigui V = V1 ⊕ . . . Vi−1 ⊕ Vi+1 ⊕ . . . Vk i considerem la descomposició Kn = Vi ⊕ V ,
es té que g(Vi) = Vi i g(V ) = V per tot g ∈ G, és a dir, G és reduïble, que contradiu que sigui
imprimitiu.

Observació 3.7. Com ja s'ha comentat anteriorment en l'exemple (2.10) el recíproc del lema anterior
no és cert.

El següent resultat descriu com són les dimensions dels espais vectorials de la descomposició Kn =
V1 ⊕ · · · ⊕ Vk.

Lema 3.8. Sigui G ≤ GLn(K) un grup �nit imprimitiu amb una descomposició associada Kn =
V1 ⊕ · · · ⊕ Vk, aleshores dim(V1) = · · · = dim(Vk) = m tal que n = mk.

Demostració. Pel lema (3.6) existeix g ∈ G tal que g(Vi) = Vi+1, 1 ≤ i < k. En ser g un isomor�sme
lineal es té que dim(Vi) = dim(Vi+1). Per tant, es té que dim(V1) = · · · = dim(Vk). Si s'anomena
m = dim(V1) aleshores notem que n =

∑k
j=1 dim(Vj) =

∑k
j=1m = km.

Observació 3.9. En termes de la de�nició clàssica de grup imprimitiu el lema anterior demostra que
els blocs en que descomponen les matrius són quadrats i tots de la mateixa dimensió.

De�nició 3.10. Sigui G ≤ GLn(K) un grup �nit imprimitiu amb una descomposició associada
Kn = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk tal que dim(V1) = m. Aleshores es diu que G te forma m-nomial.

Corol·lari 3.11. Sigui G ≤ GLp(K) un grup �nit imprimitiu amb p primer, aleshores G és 1-nomial
també anomenat monomial.

Demostració. Atès que m|p implica m = 1 o m = p, pel lema 3.8 la descomposició associada de Kp

ha de ser Kp = V1 ⊕ · · · ⊕ Vp amb dim(V1) = 1.

EL següent teorema fou donat en la notació clàssica per Blichfeldt en [Bli17, �60, Thm 1].

Teorema 3.12. Sigui G ≤ GLn(K) un grup �nit imprimitiu amb forma m-nomial, aleshores existeix
un mor�sme de grups φ : G→ Sk tal que Im(φ) = S, i S és transitiu. S'anomenarà S ≤ Sk el grup
de permutacions associat a G.

Demostració. Sigui g ∈ G amb descomposició associada Kn = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk, considerem l'aplicació
τg : {1, . . . , k} → {1, . . . , k} tal que τg(i) = j si i només si g(Vi) = Vj . Notem que aquesta aplicació és
invertible amb inversa τg−1 ja que τg−1(τg(i)) = τg−1(j) = i atès que g−1(Vj) = Vi ⇐⇒ g(Vi) = Vj .
Pel mateix argument τg(τ−1

g (j)) = τg(i) = j. Així, τg és una permutació.
Cal veure ara que S = {τg | g ∈ G} és un grup sota composició. Notem a priori que S està
tancat per inverses com a conseqüència de la discussió anterior i conté la identitat, així només és
necessari comprovar que està tancat pel producte. Siguin g, h ∈ G, i considerem τg, τh, aleshores
com g(h(Vi)) = (gh)(Vi) es té que (τg ◦ τh)(i) = τg(τh(i)) = τgh(i) per tot 1 ≤ i ≤ k. Així, S és un
grup de permutacions en k nombres, S ≤ Sk. Finalment, es de�neix φ : G→ Sk tal que φ(g) = τg,
clarament és mor�sme de grups i Im(φ) = S per construcció.

Observació 3.13. El cas PGLn(K) és el mateix emprant el lema (2.24).

3.2.1 Grups �nits imprimitius monomials de GLn(K) i PGLn(K)

Pel corol·lari (3.11) es sap que tots els grups imprimitius de GLp(K) i PGLp(K) amb p primer tenen
forma monomial, així, descriure com són aquests grups permet descriure tots els grups imprimitius
dels GLp(K) i PGLp(K). En l'article [DZ04] Dixon i Zalesski presenten la classi�cació dels grups
�nits imprimitius de GLp(C), extensible també a K algebraicament tancat i amb car(K) ≥ 0 llevat
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d'algunes modi�cacions.

Nosaltres en aquest treball farem un tractament més clàssic dels grups imprimitius monomials, i
sense restringir-nos a n = p primer. Farem servir la següent notació:

� Sigui e1, . . . , en la base canònica de Kn, aleshores la matriu de permutació d'una permutació
σ ∈ Sn es de�neix com la matriu Pσ tal que Pσ(ei) = eσ(i). Es denota per Pn ≤ GLn(K) el
subgrup de les matrius de permutació de Sn en GLn(K).

� S'anomena D ≤ GLn(K) al subgrup de les matrius diagonals de GLn(K).

� Quan es parli de grup imprimitiu monomial ja pren el grup en la base adequada per a què es
trobi en la forma de blocs de la de�nició clàssica (2.2).

Matricialment, en la base adequada els elements del grup prenen una forma similar a la de les matrius
de permutacions. Així doncs, l'objectiu d'aquesta subsecció és descriure els grups imprimitius
monomials a partir de matrius de permutacions.

Lema 3.14. Sigui G ≤ GLn(K) un grup �nit imprimitiu monomial i sigui S el seu grup de per-
mutacions associat, aleshores existeix un mor�sme de grups ψ : G→ Pn tal que Im(ψ) = P són les
matrius de permutacions de S. En particular, existeixen P ∈ Pn i D ∈ D tals que si g ∈ G tenim
que g = PD.

Demostració. Notem que el mor�sme associat a G donat en el teorema (3.12) es pot estendre a
través de l'isomor�sme natural ϕ : Sn → Pn a un mor�sme ψ : G → Pn tal que ψ = ϕ ◦ φ i
que satisfà ψ(G) = P = ϕ(S). Notem que per de�nició de φ les posicions no nul·les de g ∈ G
correspondran a les posicions no nul·les de ψ(g), així doncs, es pot escriure g = PD on P = ψ(g) i
D = ψ(g)−1g és una matriu diagonal.

A partir d'aquesta descripció dels elements del grup es vol donar un conjunt de generadors per
aquests grups.

Lema 3.15. Sigui G ≤ GLn(K) un grup �nit imprimitiu en forma monomial, sigui ψ(G) = P ≤ Pn

la representació del grup de permutacions de Sn associat a G. Aleshores, existeix un subgrup de
matrius diagonals Y ≤ G ∩ D i per cada Pi ∈ P, 1 ≤ i ≤ |P| una matriu diagonal Di ∈ D tals que
G = ⟨Y, P1D1, . . . , P|P|D|P|⟩.

Demostració. Es parteix de G = ⟨G⟩ com a conjunt de generadors i es procedeix a reduir-lo pel
següent procediment:
Sigui g ∈ G i ψ(g) = P , suposem que existeix un altre g′ ∈ G tal que ψ(g′) = P , aleshores, notem
que g = PD, g′ = PD′ on D,D′ ∈ D són matrius diagonals. Aleshores, g−1g′ = (DP )−1D′P =
D−1PP−1D′ = D−1D′ ∈ D ∩ G. Iterant aquest procès per cada P ∈ P i considerant Y com el
subgrup normal Y = G ∩D de les matrius diagonals de G, s'obté el conjunt de generadors donat
en el lema.

La següent proposició redueix encara més el conjunt de generadors considerant un conjunt de gene-
radors de P.

Proposició 3.16. Sigui G ≤ GLn(K) un grup �nit imprimitiu en forma monomial, sigui ψ(G) =
P ≤ Pn la representació del subgrup de permutacions de Sn associat a G, i sigui un subconjunt
L ⊆ P tal que ⟨L⟩ = P. Aleshores, existeix un subgrup de matrius diagonals Y ≤ G ∩ D tal que
G = ⟨Y, L1D1, . . . , L|L|D|L|⟩, on 1 ≤ i ≤ |L|, Li ∈ L i Di ∈ D són matrius diagonals.

Demostració. Del lema anterior (3.15) es té que G = ⟨Y, P1D̃1, . . . , P|P|D̃|P|⟩, notem que com

L ⊆ P aleshores hi ha certs Pj que es corresponen als Li generadors, es tria com a Di els D̃j

associats a aquests Pj . Aleshores notem que com L genera P, cada element Pj es pot escriure com
Pj =

∏
α L

δα
α un producte �nit dels Li i els seus inversos, on els δα ∈ {−1, 1}. Considerem ara

el producte P̃j =
∏

α(LαDα)
δα ∈ G i observem que φ(P̃j) = φ(Pj) tenen la mateixa permutació
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associada. Així, el producte P̃−1
j PjDj ∈ G, notem que φ(P̃−1

j PjDj) = id i, per tant, és diagonal.

Així, P̃−1
j PjDj ∈ Y i P̃j(P̃

−1
j PjDj) = PjDj , per tant, es pot obtenir PjDj a partir dels LiDi i un

element de Y, així, es pot treure del conjunt de generadors sense alterar el grup.

Aquesta darrera reducció del conjunt de generadors és signi�cativa, considerem el següent exemple.

Exemple 3.17. Sigui n ≥ 3 i considerem els grups de permutacions Sn i An els grups simètric i
alternat. Aquests grups són 2-generats [Cona, Thm. 2.5, Thm 3.5] i transitius. Sigui G ≤ GLn(K)
un grup imprimitiu tal que φ(G) = Sn o bé φ(G) = An, per tant, és su�cient considerar el subgrup
de les matrius diagonals Y = G ∩ D i dos elements de G tals que tinguin per imatge de φ els
corresponents generadors. Per contra, en el cas del lema (3.15) s'havien de donar n! generadors a
part del grup diagonal per Sn i n!/2 per An.

Observació 3.18. El cas PGLn(K) és el mateix emprant el lema (2.24).

El següent resultat és exclusiu a PGLn(K). Quan un dels generadors del grup en qüestió té associat
un cicle d'ordre n aleshores es pot simpli�car més el conjunt de generadors via conjugació.

Lema 3.19. Sigui G ≤ PGLn(K) un grup �nit imprimitiu, Y = G ∩ D el subgrup de les matrius
diagonal de G i un conjunt H ⊆ G tal que G = ⟨Y, H⟩. Sigui h ∈ H tal que φ(h) és un cicle d'ordre

n i considerem h = DT on D ∈ D és diagonal i ψ(h) = T , aleshores si γ =
(∏n−1

i=1 ai

)− 1
n ∈ K

existeix B ∈ PGLn(K) tal que G̃ = B−1GB i G̃ = ⟨Ỹ, T, H̃⟩ on H̃ = B−1(H\{h})B i Ỹ = B−1YB.

Demostració. En primer lloc notem que si T és un cicle d'ordre n aleshores existeix una matriu de
permutació P tal que P−1TP = Tn [McK13, Prop. 6.6].

Tn =

(
0 1

In−1 0

)
(12)

A més a més, P−1YP continua essent un grup de matrius diagonals i P−1GP manté la forma
monomial. Per tant, només cal veure que si φ(h) = Tn aleshores existeix una conjugació que
transformi TnD en Tn. Considerem la matriu diagonal B = diag(1, a1γ, a1a2γ, . . . , γ

∏n−1
i=1 ai) on

γ =
(∏n−1

i=1 ai

)− 1
n
. Una simple computació mostra que BTnB−1 = 1

γDTn = DTn i, per tant,

B−1DTnB = Tn.

3.2.2 Exemple: Els grups imprimitius de GL5(K) i PGL5(K)

Per tal de comprendre com poden ser els grups imprimitius de GL5(K) i PGL5(K) primer és
necessari conèixer quins són els subgrups transitius de S5. Aquests subgrups són coneguts llevat
conjugació i es poden trobar en la base de dades sobre grups de permutacions transitius del [GAP].

Lema 3.20. Sigui S ≤ S5 un subgrup transitiu, aleshores és conjugat a un dels grups següents:

(a) S5 = ⟨(1, 2, 3, 4, 5), (1, 2)⟩.

(b) A5 = ⟨(1, 2, 3, 4, 5), (1, 2, 3)⟩.

(c) H5 = ⟨(1, 2, 3, 4, 5), (2, 3, 5, 4)⟩ ∼= GA(1, 5) ∼= Sz(2).

(d) D5 = ⟨(1, 2, 3, 4, 5), (2, 5)(3, 4)⟩

(e) C5 = ⟨(1, 2, 3, 4, 5)⟩ ∼= Z/5Z.

Es �xa la següent notació relativa a les matrius de permutació dels generadors anteriors.

13



T =


0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

 , R1 =


0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 , R2 =


0 0 1 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 , (13)

R3 =


1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 1 0 0

 , R4 =


1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0

 (14)

Es dona primer una classi�cació reduïda pel cas PGL5(K) amb K algebraicament tancat.

Proposició 3.21. Sigui K algebraicament tancat, sigui G ≤ PGL5(K) un subgrup imprimitiu �nit
en forma monomial i considerem Y = G ∩ D el subgrup de les matrius diagonals, aleshores G és
conjugat a un dels següents grups G′.

(a) Si φ(G) = S5 aleshores G′ = ⟨Y, T,D1R1⟩.

(b) Si φ(G) = A5 aleshores G′ = ⟨Y, T,D2R2⟩.

(c) Si φ(G) és conjugat a H5 aleshores G′ = ⟨Y, T,D3R3⟩.

(d) Si φ(G) és conjugat a D5 aleshores G′ = ⟨Y, T,D4R4⟩.

(e) Si φ(G) és conjugat a C5 aleshores G′ = ⟨Y, T ⟩

On D1, D2, D3, D4 són matrius diagonals d'ordre �nit.

Demostració. Pel lema (3.20) tots els grups φ(G) han de ser conjugats a un dels donats en aquest,
a més, com A5 i S5 són normals a S5 es té la igualtat. Aleshores per la proposició (3.16), es sap que
G = ⟨Y,L⟩ on Y és el subgrup de matrius diagonals de G, L és un conjunt de generadors de ψ(G) =
P. Prenent els generadors donats en el lema (3.20) es construeix el L = {T,Ri} corresponent. A
més, pel lema (3.19) existeix una conjugació B que porta ⟨Y, DT ⟩ a ⟨Y, T ⟩, així, emprant la mateixa
conjugació sobre G es pot passar de ⟨Y, DT, D̃iRi⟩ a ⟨Y, T, B−1D̃iRiB⟩, notem però que com B
és diagonal φ(B−1D̃iRiB) = φ(Ri) i, per tant, existeix Di tal que B−1D̃iRiB = DiRi. Finalment
s'obté G′ = ⟨Y, T,DiRi⟩.

Proposició 3.22. Sigui G ≤ GL5(K) o bé G ≤ PGL5(K) un subgrup imprimitiu �nit en forma
monomial i considerem Y = G ∩ D el subgrup de les matrius diagonals, aleshores G és conjugat a
un dels següents grups G′.

(a) Si φ(G) = S5 aleshores G′ = ⟨Y, DT,D1R1⟩.

(b) Si φ(G) = A5 aleshores G′ = ⟨Y, DT,D2R2⟩.

(c) Si φ(G) és conjugat a H5 aleshores G′ = ⟨Y, DT,D3R3⟩.

(d) Si φ(G) és conjugat a D5 aleshores G′ = ⟨Y, DT,D4R4⟩.

(e) Si φ(G) és conjugat a C5 aleshores G′ = ⟨Y, DT ⟩

On D,D1, D2, D3, D4 són matrius diagonals d'ordre �nit.

Demostració. La demostració és anàloga però sense poder fer ús del lema (3.19).
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3.3 Identi�cació de grups imprimitius i intransitius

El teorema (3.24) degut a Blichfeldt dona condicions su�cients per decidir que un grup no és primitiu.
La demostració requereix el lema següent:

Lema 3.23. Sigui G ≤ GLn(K) un grup �nit d'ordre g, sigui T ∈ G una transformació qualsevol
del grup i considerem K tal que té totes les arrels g-èssimes de la unitat i (car(K), g) = 1 . Aleshores
es compleixen les següents propietats:

(a) Existeix B ∈ GLn(K) tal que T̃ = B−1TB és diagonal.

(b) Els valors propis de T són arrels de la unitat.

Demostració. Si T té ordre m | g aleshores el polinomi mínim de T divideix Xm − 1 que, com K
té totes les arrels g-èssimes de la unitat i (car(K), g) = 1 totes les arrels de Xm − 1 són diferents i,
per tant, el polinomi mínim descompon completament en arrels diferents, per [Conb, Thm. 4.11] es
té que T diagonalitza. Sigui B la matriu tal que T = BΛB−1 amb Λ la matriu de valors propis de
T , notem que Tm = BΛmB−1 = I i, per tant, Λm = I que implica que els valors propis λi satisfan
λmi − 1 = 0 i, per tant, són arrels de la unitat.

Teorema 3.24. [Bli17, �61, Lemma 1, p.79] Sigui G ≤ GLn(K) un grup �nit on K amb les
condicions del lema (3.23), sigui H ⊴ G un subgrup normal abelià de G no format únicament per
múltiples de la identitat, aleshores G és imprimitiu o intransitiu.

Demostració. Pel lema 3.23 tots els elements de H diagonalitzen en alguna base, en ser H abelià
aquests diagonalitzen simultàniament. Siguin Kn = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk subespais propis tals que H
diagonalitza simultàniament, és a dir, per tot h ∈ H, v ∈ Vi, h(v) = λi(h)v on λi(h) ∈ K n'és el
valor propi associat. Aleshores, si V ⊆ Kn és un subespai vectorial que compleix per tot h ∈ H, v ∈
V, h(v) = µ(h)v, µ(h) ∈ K necessàriament V ⊆ Vj per algun 1 ≤ j ≤ k. Sigui ara g ∈ G, atès que
H és un subgrup normal es compleix que per tot h ∈ H, g−1hg = h̃ ∈ H. Notem aleshores que
si v ∈ Vi, g−1hg(v) = h̃(v) = λi(h̃)v per tot 1 ≤ i ≤ k, fet que implica que h(g(v)) = λi(h̃)g(v).
De�nint Ui := g(Vi) obtenim que per tot u ∈ Ui es compleix h(u) = λi(h̃)u, per tant, λi(h̃) és valor
propi de h i Ui ⊆ Vji per algun 1 ≤ ji ≤ k. Com l'anterior és cert per tot 1 ≤ i ≤ k veiem que g
permuta els espais vectorials Vi, per tant, G és imprimitiu o intransitiu.

Corol·lari 3.25. Sigui G ≤ PGLn(K) un grup �nit, sigui H ⊴ G un subgrup normal abelià de G
no trivial, aleshores G és imprimitiu o intransitiu.

La condició que dona el teorema és su�cient, per veure que no és necessària es dona un exemple
d'un grup simple imprimitiu.

Exemple 3.26. Considerem el grup simple de Mathieu M11. Aquest grup simple té una única
representació irreductible de grau 11 sobre Z [GAP] i, a més, aquesta representació és imprimitiva
i es pot posar en forma monomial emprant els següents dos generadors2:

M1 =



0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



,M2 =



−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0


2Es poden consultar més detalls sobre aquesta representació en l'enllaç https://brauer.maths.qmul.ac.uk/

Atlas/v3/matrep/M11G1-Zr11B0
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En estar en forma monomial els generadors es poden donar com a matrius de permutació producte
una matriu diagonal, en aquest cas observem que

φ(M1) = (1, 2)(3, 4)(6, 7)(9, 10) ∈ S11, φ(M2) = (2, 6, 5, 3)(7, 11, 9, 8) ∈ S11 (15)

La matriu M1 ja és una matriu de permutació, per tant té associada la identitat com a matriu
diagonal D1 = I, en canvi, M2 presenta dos nombres diferents de 1, la matriu diagonal

D2 = diag(−1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,−1, 1)

tal que M2 = ψ(M2)D2 =⇒ ψ(M2) =M2D2.

Observació 3.27. En la introducció de l'article [Wal69] es dona la condició del Teorema (3.24) com
a condició equivalent a ser grup primitiu, però l'anterior exemple demostra que no és cert.
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4 Cotes sobre l'ordre de grups primitius

4.1 Primers que poden dividir l'ordre d'un grup primitiu

L'objectiu d'aquesta secció és donar una demostració en llenguatge actual del teorema (4.1) de
Blichfeldt. La demostració original per K = C es pot consultar en [Bli17, �64, Thm. 5] o bé en
[Bli03, Thm. 4].

Teorema 4.1. [Bli17, �64, Thm. 5] Considerem K algebraicament tancat de car(K) = 0. Sigui
G ≤ SLn(K) grup �nit primitiu, sigui ℓ un nombre primer, aleshores ℓ ∤ |G| si ℓ > (2n+ 1)(n− 1).

La demostració segueix una estructura similar a la de Blichfeldt:

1. Trobar una equació F = 0 sobre K on F és una expressió formada per sumes i productes
d'arrels de la unitat.

2. Descriure una congruència mòdul ℓ a partir de F = 0.

3. Trobar un grup abelià normal H ⊴ G amb |H| = ℓk per algun k > 0.

Abans però, són necessaris diversos resultats previs.

4.1.1 Resultats previs

Teorema 4.2 (Kronecker/Rédei, Bruijn, Schoenberg). Considerem un cos K de característica zero
algebraicament tancat. Sigui A = {αi, i = 1, . . . , n} un conjunt d'arrels de la unitat de K tals que

n∑
i=1

αi = 0 (16)

aleshores existeixen subconjunts disjunts Apj , j = 1, . . . , k tals que |Apj | = pj primers,

Apj = {ξmpj ,m = 0, . . . , pj − 1}

on ξp és una arrel primitiva de la unitat que satisfà xp − 1 = 0 i {ηpj , j = 1, . . . , k} arrels de la
unitat tals que la suma anterior descompon en

k∑
j=1

ηj ∑
α∈Apj

α

 = 0 (17)

Demostració. La demostració d'un teorema més general es discuteix en [LL00], que en particular
tracta aquest cas al principi. Blichfeldt en [Bli17, §132] atribueix el teorema a Kronecker en [Kro54]
i tot que és Blichfeldt qui el demostra explícitament en [Bli03].

Corol·lari 4.3. Sota les hipòtesis i notació del teorema (4.2), la suma d'arrels de la unitat que
s'anul·la es pot escriure com

k∑
j=1

ηj ∑
α∈Apj

α

 = 0 (18)

on ηpj té ordre mj tal que o bé és coprimer amb pj o bé p2j | mj.

Demostració. Denotem l'ordre de ηpj per β, β =
∏k

i=1 l
mi
i la descomposició en factors primers de

β, aleshores ηpj es pot escriure com a producte d'arrels primeres de la unitat ζli d'ordres l
mi
i de

tal manera que ηpj =
∏k

i=1 ζli . Suposem que pj | m però p2j ∤ m, aleshores existeix un ζli , que es
denotarà ζ, que satisfà ζ ∈ Apj . Notem que en conseqüència,

ζ
∑

α∈Apj

α =
∑

α∈Apj

α (19)
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atès que només permuta les arrels de posició en la suma, per tant, es pot escriure ηpj = η̃pjζ amb
l'ordre de η̃pj coprimer amb pj i

ηpj
∑

α∈Apj

α = η̃pj
∑

α∈Apj

α (20)

A continuació s'introdueix una estructura que resultarà de gran utilitat per executar el segon pas
de la demostració.

De�nició 4.4. Sigui Z ⊂ K subanell de K tal que Z ∼= Z isomor�sme d'anells. Sigui U ≤ (K, ·)
el subgrup multiplicatiu de K format per totes les arrels de la unitat. S'anomena ZU = Z[U ] al
grup-anell que pren Z com anell i U com a grup multiplicatiu.

Observació 4.5. Notem que l'estructura de grup-anell implica que ZU és alhora un Z-mòdul amb
base U i un anell. A més a més, com Z,U són subestructures de K, es pot de�nir un mor�sme
φ : ZU → K tal que si t ∈ ZU , aj ∈ Z, αj ∈ U , m ∈ N

t =

m∑
j=1

ajαj , φ(t) =

m∑
j=1

i(aj)ι(αj) (21)

on i : Z → K, ι : U → K són les inclusions de Z i U a K. Aquesta aplicació és mor�sme d'anells i
no és injectiva. En particular, observem que Kerφ estarà format per totes aquelles sumes d'arrels
de la unitat tals que siguin nul·les en K, per exemple, si ξk = 1, ξ ∈ ZU aleshores es pot construir
s =

∑k−1
i=0 ξ

i ∈ ZU i φ(s) = 0 on s ̸= 0.

Del Teorema (4.2) s'obté de forma directa el següent lema.

Lema 4.6. Kerφ és l'ideal de ZU generat per les sumes
∑p−1

i=0 ξp on p primer i ξpp − 1 = 0 arrel
primitiva de la unitat.

Es pot interpretar aquest lema com una traducció del Teorema (4.2) i del Corol·lari (4.3) a ZU en
relació a com descomponen els elements del Ker(φ). Per últim, considerem el següent lema.

Lema 4.7. Sigui T ∈ GLn(K) una transformació d'ordre �nit m, aleshores el caràcter χ(T ) es pot
expressar com una suma d'arrels de la unitat.

Demostració. El caràcter χ(T ) és la traça de T com endomor�sme lineal en Kn. A més a més,
la traça d'una matriu és correspon amb la suma dels seus valors propis i, pel lema 3.23, els valors
propis de T són arrels de la unitat.

El lema anterior permet donar la següent de�nició.

De�nició 4.8. Sigui un grup �nit G ∈ GLn(K), es de�neix el caràcter Ψ : G → ZU amb Ψ(T ) =∑n
i=1 λi on T ∈ G i λi són els valors propis de T com a elements de ZU .

Observació 4.9. El mor�sme φ permet recuperar el caràcter habitual χ : G → K de G a través de
χ = φ ◦Ψ.

4.1.2 Obtenció de l'equació F = 0

A partir d'aquí s'adopta la notació descrita en el Teorema (4.1) i es considera ℓ > n. En primer
lloc, observem que pel primer teorema de Sylow, si ℓ | |G| aleshores existeix T ∈ G tal que l'ordre
de T és ℓ i es pot considerar G com el grup en el qual T és diagonal i té determinant 1. Aleshores,
pel lema (3.23) es compleix que

T = (α1, . . . , αn), αℓ
i = 1,

n∏
i=1

αi = 1 (22)
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Observació 4.10. T no pot ser múltiple de la identitat, so ho fos, es tindria que det(T ) = αn
i = 1

i alhora αℓ
i = 1, com ℓ > n primer es té que els αi han de ser 1. Per tant, es pot assumir que es

tenen almenys dos elements diferents en la diagonal. Per simplicitat es considera que els αi són tots
diferents, en cas que no ho fossin la discussió és equivalent.

Sigui V ∈ G una altra transformació d'ordre ℓ. Es denota per v1, v2, . . . , vn els valors de la diagonal
de V . Es considera ara els productes de la forma V T k, k ∈ N i els seus corresponents caràcters
χ(V T k) =

∑n
i=1 viα

k
i . Es pren ara el conjunt d'expressions{

χ(V T k) =

n∑
i=1

viα
k
i | k = 0, . . . , n− 1

}
∪

{
χ(V Tm) =

n∑
i=1

viα
m
i

}
(23)

on s'ha pres un 0 ≤ m ≤ ℓ − 1 natural. Aquest conjunt d'expressions es pot codi�car de forma
matricial com

Ãv⃗ =


χ(V ) 1 1 . . . 1
χ(V T ) α1 α2 . . . αn

...
...

χ(V Tn−1) αn−1
1 αn−1

2 . . . αn−1
n

χ(V Tm) αm
1 αm

2 . . . αm
n




−1
v1
v2
...
vn

 =


0
0
0
...
0

 (24)

Fixant-nos ara només en la matriu Ã, observem que la primera columna és combinació lineal de la
resta (emprant el vector de l'expressió com a aquesta combinació lineal) i així, det(Ã) = 0. Ara bé,
observem que els elements de la matriu Ã es troben tots en Im(φ), en el cas de la traça a través de
χ = φ◦Ψ. Per tant, s'anomena A ∈ Mn+1(ZU) la matriu que té els mateixos coe�cients que Ã però
pensats sobre ZU . Observem que el que ens interessa no és tant la matriu sinó el seu determinant,
així que de�nim

D(Ã) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ψ(V ) 1 1 . . . 1
Ψ(V T ) α1 α2 . . . αn

...
...

Ψ(V Tn−1) αn−1
1 αn−1

2 . . . αn−1
n

Ψ(V Tm) αm
1 αm

2 . . . αm
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∈ ZU (25)

Notem que en ser φ un mor�sme d'anells podem entrar-lo dins el determinant i es recupera
(φ ◦ D)(A) = det(Ã) = 0, en particular, D(A) ∈ Kerφ.

Es procedeix a continuació a reescriure D(A). En primer lloc, es desenvolupa el determinant per la
primera columna i es denoten els menors corresponents a cada columna Ai.

D(A) =
n−1∑
i=0

Ψ(V T i)Ai +Ψ(V Tm)An (26)

Observem que An = (−1)nV on V és el determinant de Vandermonde en α1, . . . , αn i la resta
de menors Ai són el mateix determinant però on s'ha eliminat la i-èssima �la i s'han afegit en
l'última �la αm

1 , . . . , α
m
n . Els determinants que prenen la forma dels menors Ai es poden escriure

com Ai = VBi = AnBi on els Bi ∈ ZU són uns certs polinomis de Schur avaluats en α1, . . . , αn que
es discuteixen en detall a l'annex B, així, es pot reescriure:

D(A) = V

(
Ψ(V Tm)Bn +

n−1∑
i=0

Ψ(V T i)Bi

)
= VF (27)

Ara notem que (φ◦D)(A) = φ(V)φ(F) = 0 però φ(V) =
∏

1≤i<j≤n(αj−αi) i com s'ha pres αi ̸= αj

aquest terme no s'anul·la, és a dir, φ(F) = 0 ⇒ F ∈ Ker(φ). Així, pel Lema (4.6), F admet la
reordenació següent

F = a1

ℓ1−1∑
i=0

ξiℓ1 + a2

ℓ2−1∑
i=0

ξiℓ2 + · · ·+ ak

ℓk−1∑
i=0

ξiℓk =
k∑

j=1

aj

ℓj−1∑
i=0

ξiℓj (28)
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on k > 0 és un nombre natural desconegut, ℓj són primers diferents dos a dos, ξℓj són arrels de la
unitat primitives que satisfan xℓj − 1 = 0 i els coe�cients aj ∈ ZU tal que satisfan les condicions
del Corol·lari (4.3).

Notem ara que les imatges φ(Bi) es corresponen als menors de det(Ã) desenvolupats de la mateixa
manera que els Ai, els anomenem Ãi. Així, es té que Ãn = φ(V) ̸= 0 i es correspon que φ(Bi) =
Ãi/Ṽ = B̃i. Així, es de�neix l'expressió F com

F = φ(F) = (φ ◦Ψ)(V Tm)φ(Bn) +

n−1∑
i=0

(φ ◦Ψ)(V T i)φ(Bi) = χ(V Tm)B̃n +

n−1∑
i=0

χ(V T i)B̃i = 0 (29)

4.1.3 Obtenció d'una congruència mòdul ℓ a partir de F

L'objectiu d'aquesta part de la demostració és crear f : ZU → Z de tal forma que f(F) ≡ 0 mod ℓ.
Per fer-ho s'introdueixen les següents de�nicions:

� S'anomena Uℓ ⊂ U al subconjunt que conté totes les arrels de la unitat d'ordre ℓ (inclosa la
identitat 1).

� S'anomena B ⊂ U un subconjunt que per cada primer p ̸= ℓ conté una única arrel ξp d'ordre
p, és a dir, de les ξjp, j = 1, . . . , p− 1 el conjunt B en conté únicament una d'elles.

� Donats X,Y ∈ U dos conjunts es denota per X · Y = {xy | x ∈ X, y ∈ Y }.

A partir de les de�nicions anteriors es construeix una partició en tres conjunts de U : U1,U0,U−1 ⊂ U
disjunts dos a dos:

Uℓ ⊆ U1 = Uℓ ·

∏
ξ∈X

ξ

∣∣∣∣∣ X ⊂ B, |A| <∞ i parell

 ,
∏
ξ∈∅

ξ := 1

U−1 = Uℓ ·

∏
ξ∈X

ξ

∣∣∣∣∣ X ⊂ B, |A| <∞ i senar


U0 = U\(U1 ⊎ U−1)

(30)

on el símbol ⊎ denota la unió disjunta.

Observació 4.11. El conjunt Uℓ és de fet un subgrup Uℓ ≤ U , mentre que U1,U−1,U0 són simplement
conjunts.

A continuació, es de�neix l'aplicació g : U → {−1, 0, 1} tal que

g(ξ) =


1 si ξ ∈ U1

−1 si ξ ∈ U−1

0 si ξ ∈ U0

(31)

A partir d'aquesta aplicació g es de�neix l'aplicació f : ZU → Z.

De�nició 4.12. Sigui t ∈ ZU , bj ∈ Z, βj ∈ U ,

t =
k∑

j=1

bjβj , f(t) =
k∑

j=1

i(bj)g(βj) (32)

On i és la inclusió donada en l'observació (4.5)

Observació 4.13. f preserva l'estructura de Z-mòdul en el sentit que f(t+ s) = f(t)+ f(s), s ∈ ZU
i si a ∈ Z aleshores f(at) = af(t). Ara bé, com g no preserva l'estructura de grup f tampoc. Per
tant, f no és mor�sme d'anells i en general f(ts) ̸= f(t)f(s).
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Els dos següents lemes ens donen condicions sobre quan f(ts) = f(t)f(s).

Lema 4.14. Sigui t ∈ ZU i s ∈ ZUℓ aleshores f(ts) = f(s)f(t)

Demostració. Considerem aj , br ∈ Z, αj ∈ U , βr ∈ Uℓ aleshores descrivim

ts =

 k∑
j=1

ajαj

( h∑
r=1

brβr

)
=

k∑
j=1

h∑
r=1

ajbrαjβr =⇒ f(ts) =
k∑

j=1

h∑
r=1

i(aj)i(br)g(αjβr) (33)

Observem que si g(αjβr) = g(αj)g(βr) aleshores f també es separa, així, és su�cient veure que
donats α ∈ U , β ∈ Uℓ es compleix que g(αβ) = g(α)g(β). Es consideren els tres casos α ∈ U1,
α ∈ U−1 i α ∈ U0:

(i) Si α ∈ U1 aleshores com β ∈ Uℓ, αβ ∈ U1 per de�nició de U1, per tant, g(αβ) = 1 i g(α)g(β) =
1 · 1 = 1.

(ii) Si α ∈ U−1 aleshores com β ∈ Uℓ, αβ ∈ U−1 per de�nició de U−1, per tant, g(αβ) = −1 i
g(α)g(β) = 1(−1) = −1.

(iii) Si α ∈ U0, en primer lloc observem que α no pot ser un element de Uℓ. Sigui N l'ordre de α,
aleshores N = q1 . . . ql on qi = pNi

i i pi primers diferents, és a dir, el desenvolupament de N
en factors primers. Aleshores α = ξq1 · · · ξql on ξqi són arrels primitives de la unitat d'ordre
qi. Atès que α ∈ U0 existeix algun d'aquests factors que no pertany a B ni a Uℓ, aleshores αβ
també conté aquest factor i, per tant, no pertany ni a U1 ni a U−1, és a dir, αβ ∈ U0 i tenim
g(αβ) = 0, g(α)g(β) = 0 · 1 = 0.

Lema 4.15. Si t =
∑k

r=1 brβr ∈ ZU tal que br ∈ Z, βr ∈ U satisfent que si mr és l'ordre

de βr aquest sigui coprimer amb p primer o p2 | mr, i s =
∑p−1

j=0 ξ
j on ξp − 1 = 0, aleshores

f(ts) = f(t)f(s).

Demostració. En la notació anterior i pel mateix argument que en el Lema (4.14) és su�cient veure
que g(αξj) = g(α)g(ξj) on α ∈ Uξ = U\(U · {ξ, . . . , ξp−1}). En primer lloc observem que un dels
ξj ∈ B, sense pèrdua de generalitat podem suposar que ξ ∈ B. Al llarg de la demostració es fa
referència a la descomposició d'una arrel, aquesta descomposició és la que s'empra en el Lema (4.14)
part (iii) on s'expressa una arrel com el producte d'arrels d'ordre potències de primers. Així, es
vol veure que si es té α ∈ Uξ i β = ξj per algun j = 1, . . . , p − 1 aleshores g(αβ) = g(α)g(β). Els
primers dos casos que cal separar són

(a) β = ξ, és a dir, β ∈ U−1 i g(β) = −1.

(b) β = ξj , j ̸= 1, és a dir, β ∈ U0 i g(β) = 0.

Dins de cada cas s'han de considerar 3 casos més: α ∈ U1 ∩ Uξ, α ∈ U−1 ∩ Uξ i α ∈ U0 ∩ Uξ. Es
comença per provar (a):

(a.i) Si α ∈ U1∩Uξ aleshores α és un producte parell o zero de diferents elements de B que no conté
ξ i producte d'elements de Uℓ, notem doncs que αβ = ξα és un producte senar d'elements
diferents de B i producte d'elements de Uℓ, per tant, αβ ∈ U−1. Així, g(αβ) = −1, g(α)g(β) =
1(−1) = −1.

(a.ii) Si α ∈ U−1∩Uξ, com α és producte senar d'elements de B i producte d'elements de Uℓ que no
conté β, similarment a l'anterior en fer el producte αβ obtenim que ara el producte d'elements
de B és parell, per tant, αβ ∈ U1 i g(αβ) = 1, g(α)g(β) = (−1)(−1) = 1.

(a.iii) Si α ∈ U0 ∩ Uξ aleshores α conté en la seva descomposició algun factor que no pertany a B o
Uℓ. Observem que el factor en qüestió tampoc és ξj per cap j = 1, . . . p− 1 per de�nició. Per
tant, αβ = ξα també conté aquest factor i αβ ∈ U0. Així, g(αβ) = 0, g(α)g(β) = 0(−1) = 0.
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Es demostra ara el cas (b) quan β = ξj per algun j ̸= 1.

(b.i) Si α ∈ U1∩Uξ aleshores és un producte parell o zero de diferents elements de B que no conté ξ
i producte d'elements de Uℓ. Observem que com β = ξj ∈ U0 el producte αβ deixa de complir
els requisits de U1 i no compleix els de U−1, per tant, αβ ∈ U0. Així, g(αβ) = 0, g(α)g(β) =
1 · 0 = 0.

(b.ii) Si α ∈ U−1∩Uξ, com α és producte senar d'elements de B i producte d'elements de Uℓ que no
conté β, similarment a l'anterior en fer el producte αβ aquest deixa de complir els requisits
de U−1 i no compleix els de U1, per tant, αβ ∈ U0. Així, g(αβ) = 0, g(α)g(β) = −1 · 0 = 0.

(b.iii) Si α ∈ U0 ∩ Uξ l'única forma de que αβ no estigui a U0 és que α sigui producte d'elements
diferents de B i elements de Uℓ i un ξk tal que ξkβ = 1, ξ. D'aquesta manera passaria a
formar part de U1 o U−1, però per de�nició α no conté tal ξk i, per tant, αβ ∈ U0. Així,
g(αβ) = 0, g(α)g(β) = 0 · 0 = 0.

De l'últim lema es té immediatament el següent resultat.

Proposició 4.16. Si t ∈ Ker(φ) aleshores f(t) ≡ 0 mod ℓ.

Demostració. Pel Lema (4.6) tot element t ∈ Ker(φ) es pot expressar com una suma d'elements

que satisfan les hipòtesis del Lema (4.15). Així, si veiem que f
(∑p−1

j=0 ξ
j
)
≡ 0 mod ℓ, ξp − 1 = 0

aleshores es compleix l'enunciat. Suposem que ξ /∈ Uℓ, aleshores

f

p−1∑
j=0

ξj

 =

p−1∑
j=0

f(ξj) = 1− 1 = 0 (34)

atès que tenim f(ξ0) = f(1) = 1, tenim una j = k tal que ξk ∈ B i, per tant, f(ξk) = −1 mentre
que per les altres j ̸= 0, k que es troben en U0 tenim f(ξj) = 0. Ara només queda comprovar què
succeeix quan ξ ∈ Uℓ, és a dir, si ξ té ordre ℓ. Aleshores observem que f(ξj) = 1,∀j = 0, . . . , ℓ− 1
i, per tant,

f

ℓ−1∑
j=0

ξj

 =
ℓ−1∑
j=0

f(ξj) =
ℓ−1∑
j=0

1 = ℓ (35)

D'aquesta manera tenim que f(t) és múltiple de ℓ i, per tant, es té l'enunciat.

Corol·lari 4.17. Sigui F l'expressió donada en (27), aleshores f(F) ≡ 0 mod ℓ.

4.1.4 Les conseqüències de la transformació f

Recordem que de (27) es té

F = Ψ(V Tm)Bn +
n−1∑
i=0

Ψ(V T i)Bi (36)

L'objectiu d'aquesta secció és inferir propietats de Ψ(V T i), Ψ(V Tm) i Bi emprant f . Per fer-ho
notem que els Bi provenien de Ai = VBi = (−1)nAnBi i Ai ∈ ZUℓ,∀i = 0, . . . , n ja que estaven
formades únicament per sumes i productes d'arrels de la unitat d'ordre ℓ, així, Bi ∈ ZUℓ. Per tant,
en aplicar f a la suma, pel Lema (4.14) es té que

f(F) = (f◦Ψ)(V Tm)f(Bn)+

n−1∑
i=0

f
(
Ψ(V T i)Bi

)
= (f◦Ψ)(V Tm)f(Bn)+

n−1∑
i=0

(f◦Ψ)(V T i)f (Bi) (37)

Lema 4.18. Per tot 0 < i < ℓ es té −n ≤ (f ◦Ψ)(V T i) ≤ n i per i = 0 es té (f ◦Ψ)(V ) = n, on n
és el grau de SLn(K).
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Demostració. Pel Lema (4.7) els caràcters de la forma Ψ(V T i) són la suma de n arrels de la unitat.
Per tant, com aquestes arrels són desconegudes i poden caure en qualsevol dels conjunts U−1,U0,U1

l'únic que es pot dir és que han estat canviades per 1, 0,−1, així, el valor de (f ◦Ψ)(V T i) ha d'estar
entre n i −n. En el cas de (f ◦ Ψ)(V ) sabem que V és d'ordre ℓ i, per tant, els valors propis són
arrels de la unitat d'ordre ℓ que han estat canviades per 1. Així, (f ◦Ψ)(V ) = n.

Pel que fa als Bi, recordem que provenien d'avaluar polinomis de Schur a arrels de la unitat αi

d'ordre ℓ. Observem a més que l'aplicació f |ZUℓ
és un mor�sme d'anells que envia els αi a 1, per

tant, és el mateix que avaluar directament els polinomis de Schur a 1 en cada variable, el qual es
realitza en detall a l'annex B. S'obtenen els valors:

f(Bi) = (−1)i(−1)⌊n/2⌋
m(m− 1) · · · (m− i+ 1) ̂(m− i)(m− i− 1) · · · (m− n+ 1)(

n−1
i−1

)
(n− 2)!

(38)

f(B0) = (−1)⌊n/2⌋
(m− 1) . . . (m− n+ 1)

(n− 1)!
(39)

si 0 ≤ i < n i m ≥ n. Si m < n,m ̸= i aleshores clarament f(Bi) = 0 ja que tenim dues �-
les iguals, fet que també es compleix emprant la fórmula anterior. Si m = i aleshores f(Bi) =
(−1)i(−1)n−i−1 = (−1)n−1. Es pot concloure que l'expressió de f(Bi) és o bé constant o bé un
polinomi en m de grau n− 1.

Finalment, observem que com f(F) ≡ 0 mod ℓ tenim

(f ◦Ψ)(V Tm) ≡ (−1)n
n−1∑
i=0

(f ◦Ψ)(V T i)f (Bi) mod ℓ (40)

i es pot de�nir:

Pn−1(m) = (−1)n
n−1∑
i=0

(f ◦Ψ)(V T i)f (Bi) (41)

Que és un polinomi constant o de grau n− 1 amb coe�cients a Q i que pren valors enters per cada
m ∈ {0, . . . , ℓ− 1}. S'obté �nalment l'expressió

(f ◦Ψ)(V Tm) ≡ Pn−1(m) mod ℓ (42)

Lema 4.19. Si ℓ > (2n+ 1)(n− 1) aleshores necessàriament Pn−1(m) ha de ser constant.

Demostració. Sabem que (f ◦Ψ)(V Tm) pren valors entre −n i n i, per (42), els valors de Pn−1(m)
també ho han de fer mòdul ℓ. Si Pn−1(m) no és constant, donat k ∈ {−n, . . . , n} com a molt
existeixen n − 1 valors diferents de m pels quals Pn−1(m) = k. Per tant, com a molt podem tenir
(2n+1)(n−1) valors diferents de m. Si ℓ > (2n+1)(n−1) forçosament necessitem que el polinomi
sigui constant.

Demostració (Teorema (4.1)). Suposem que ℓ > (2n+ 1)(n− 1). Aleshores Pn−1(m) = c constant,
en particular, per m = 0 tenim que (f ◦ Ψ)(V ) ≡ c mod ℓ i, per tant, pel lema (4.18) c = n. En
particular, això també implica que (f ◦ Ψ)(V T ) = n i, per tant, ha de ser suma d'1 o arrels de
la unitat d'ordre ℓ. És a dir, V T és d'ordre ℓ o 1 ja que els seus valors propis ho són. Així, com
V era una transformació d'ordre ℓ qualsevol de G, tenim que el producte de dues transformacions
d'ordre ℓ en G és d'ordre ℓ. El conjunt de totes les transformacions d'ordre ℓ juntament amb la
identitat formen un subgrup H ≤ G amb |H| = ℓk per algun k. Atès que una la conjugació d'una
transformació d'ordre ℓ té ordre ℓ, H ⊴ G és subgrup normal. A més, H ∼= (Z/(q))k que és abelià.
Pel Lema (3.23), G no pot ser primitiu, per tant, ℓ no pot ser major a (2n+ 1)(n− 1).

Corol·lari 4.20. Sigui G ∈ GLn(K) tal que ℓ ≥ 2(n + 1)(n − 1) primer divideix l'ordre de G,
aleshores els productes dels elements de G d'ordre ℓ tenen ordre ℓ i formen un subgrup normal
abelià d'ordre ℓk per algun k > 0.
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4.2 Millores del teorema i altres cotes

En aquesta secció s'exposen diversos resultats pel que fa als nombres primers que poden dividir l'or-
dre d'un grup primitiu de GLn(K) o PGLn(K) en funció de n i quines són les potències màximes de
cada primer que poden dividir l'ordre. No es donen les demostracions, simplement es fa referència
a l'article on es poden trobar.

Després de generalitzar el resultat del teorema (4.1) a K cos algebraicament tancat car(K) = 0,
resseguir la demostració de Brauer en [Bra42b], i analitzar els resultats usats de Feit [Fei64] i de
Feit-Thompson [FT61], podem a�rmar (comunicació personal del tutor) que es pot enunciar el
següent resultat per K algebraicament tancat amb car(K) = 0 enlloc de C.

Teorema 4.21 (Brauer). [Bra42b] [Bra67, p.75, 2B, 2C] Sigui G ≤ SLn(K) un grup �nit primitiu
on K és un cos algebraicament tancat amb car(K) = 0. Sigui p un nombre primer que divideix
|G| l'ordre de G aleshores p ≤ 2n + 1. A més a més, si p > n + 1 aquest és l'únic nombre primer
major a n+ 1 que pot dividir l'ordre del grup i p2 ∤ |G|. En el cas que p = 2n+ 1 primer aleshores
G/Z(G) ∼= PSL2(Fp).

Brauer en [Bra67] usant la tesi de Hayden [Hay63] i el treball de Tuan [Tua44] obté el següent
teorema.

Teorema 4.22 (Brauer-Hayden-Tuan). [Bra67, p.75, 2D] Sigui G ≤ SLn(C) un grup �nit primitiu
amb 5 ≤ n ≤ 10, sigui p un nombre primer que divideix |G| l'ordre de G aleshores p ≤ n excepte en
el cas que G/Z(G) ∼= PSL2(Fp).

El següents teoremes donen cotes superiors per les potències dels primers que divideixen l'ordre
d'un grup �nit primitiu.

Teorema 4.23. [Bli17, �74] Sigui G ≤ SLn(C) un grup �nit primitiu, sigui p un nombre primer
que divideix |G| l'ordre de G aleshores si pk | |G| aquest compleix pk ≤ (n!)p6

n−1 on (n!)p denota la
potència màxima de p que divideix n!.

Observació 4.24. En [Bli17, �74] la cota que es presenta és pk ≤ (n!)p5
n−1 enlloc de l'anterior, ara

bé, com indica Brauer en [Bra67, p.74] la reducció de la cota de 6 a 5 és presenta com un fet pendent
de publicació, no se'n dona la demostració i la suposada futura publicació no s'ha trobat.

Teorema 4.25. [Bli11, p.42, Cor.] Sigui G ≤ SLn(C) un grup �nit primitiu, sigui p un nombre
primer tal que p ∤ n i que divideix l'ordre de G. Sigui k > 0 tal que pk | |G| l'ordre de G aleshores
pk | n!pn−1.

Observació 4.26. En el cas del teorema (4.22), no tenim accés a la tesi [Hay63] de Hayden, per
tant, no podem estudiar-ne la demostració. En el cas de (4.23) i (4.25), alguns dels resultats
empren funcions de variable complexa, fet pel qual una generalització a K algebraicament tancat
de característica 0 no sembla clara.
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5 Sobre la classi�cació grups �nits primitius d'ordre n

5.1 Classi�cacions de grups primitius per a n ≤ 7

En aquesta secció es donen diverses llistes dels grups �nits primitius de SLn(C) per diferents valors
de n, juntament amb les referències d'on s'han extret. Per n �x les classi�cacions que donem són
les úniques conegudes en la literatura, sota el nostre coneixement.

Abans de donar els resultats, són necessàries les següents de�nicions:

� Sigui G un grup �nit, s'anomena G′ = [G,G] el grup generat pels commutadors de G, és a
dir, els elements [g, h] = ghg−1h−1.

� Es de�neix l'exponent d'un grup �nit G com el mínim comú múltiple de l'ordre de tots els
elements del grup.

� Es diu que un grup G és una extensió d'un grup H per Q si existeix una successió curta exacta

1 H G Q 1 (exacta)ι π (43)

es diu que aquesta extensió és de separació si existeix un mor�sme de grups s : H → G tal
que π ◦ s = idH .

� Per un p > 2 primer anomenem Hp a l'extensió de separació d'un grup no abelià P per SL2(p),
on P és un grup d'ordre p3 i exponent p.

1 P Hp SL2(p) 1 (exacta)ι π (44)

Es denota per Ip la classe de tots els subgrups primitius de Hp que contenen P . La descripció
explícita d'aquest grups es pot trobar en [Kan+09], en particular, I3 correspon a [Kan+09,
Teorema 1.2], I5 correspon a [Kan+09, Teorema A.3] i I7 correspon a [Kan+09, Teorema A.6].

� Siguin A,B dos grups �nits, A×B denota el producte directe dels grups A i B.

� Es denoten per 2Am, 5 ≤ m ∈ N els dobles recobriments de Schur Am. Per m = 6, 7, 3Am

i 6Am denoten els triple i sèxtuple recobriments de Schur de Am. Es denoten per S+
m, S

−
m,

m ≥ 4 els dobles recobriments de Schur de Sm. Per més informació sobre aquests grups vegeu
[Hof92, �1].

� Per informació sobre les diferents nomenclatures emprades per denotar els grups simples de
tipus Lie vegeu la taula 6 de l'annex D.

A continuació es resumeixen les classi�cacions per 2 ≤ n ≤ 7 extretes de [Fei71, �8.5].

Teorema 5.1. Sigui G ≤ SLn(C) un subgrup �nit primitiu amb Z(G) ⊆ G′ i sigui z = |Z(G)|.
Aleshores G és isomorf a un dels següents grups o famílies:

n = 2 G |G| z

(i) S±
4 , SL2(3), SL2(5) ∼= 2A5 24z, 12z, 60z 2

n = 3 G |G| z

(i) I3 - -
(ii) A5, PSL2(7) 60, 168 1

(iii) 3A6 360z 3
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n = 4 G |G| z

(i)
A × B/Z on A,B són grups primitius per n = 2
i Z és el subgrup central d'ordre 2 que no està
contingut ni en A ni en B

- -

(ii)
A subgrup d'índex 2 en GL2(3) × GL2(3)/Z que
no apareix en (i)

288z 2

(iii)
Sigui G el grup de (ii), hi ha dues possibles exten-
sions de G que intercanvien els factors

576z, 576z 2

(iv)
Una extensió de SL2(3)×SL2(3)/Z que intercan-
via els factors i amb Z com (i)

288z 2

(v) A5, S5 60, 120 1
(vi) 2A5, 2A6, S

±
6 , 2A7 60z, 360z, 720z, 7!2 z 2

(vii) SL2(7) 168z 2
(viii) 2PSU4(2) 26345z 2

(ix)
G és un subgrup primitiu que conté T de l'extensió
d'un grup extra especial T d'ordre 25 pel seu grup
d'automor�smes

- -

n = 5 G |G| z

(i) I5 - -
(ii) A5, A6, S5, S6 60, 360, 120, 720 1

(iii) PSL2(11) 660 1
(iv) PSU4(2) 26345 1

n = 6 G |G| z

(i)
A×B on A és grup primitiu per n = 2 i B és grup
primitiu per n = 3

- -

(ii) 2A5, S
±
5 60z, 120z 2

(iii)
3A6

∼= 3PSL2(9), una extensió per un automor�s-
me d'ordre 2 que és el producte de l'automor�sme
del cos per l'automor�sme de GL2(9)

360z, 720z 3

(iv) 3A7
7!
2 z 3

(v) A7, S7
7!
2 , 7! 1

(vi) 6A6, 6A7 360z, 7!2 z 6
(vii) PSL2(7), PGL2(7) 168, 336 1

(viii)
SL2(7) i una extensió per un automor�sme d'or-
dre 2 de GL2(7)

168z, 336z 2

(ix) SL2(11), SL2(13) 660z, 1092z 2

(x)
PSU2(4) i una extensió per un automor�sme d'or-
dre 2

26345, 27345 1

(xi) SU3(3) i una extensió per l'automor�sme del cos 6048, 12096 1

(xii)
6PSU4(3) i una extensió per un automor�sme
d'ordre 2

27365171z, 28365171z 6

(xiii) 2J2 604800z 2

(xiv)
6PSL3(4) i una extensió per un automor�sme
d'ordre 2 que és el producte d'un automor�sme
de grafs i un automor�sme de cossos

20160z, 40320z 6
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n = 7 G |G| z

(i) I7 - -
(ii) A8, S8

8!
2 , 8! 1

(iii) PSL2(13), PSL2(7), PGL2(7), PSp6(2) 1092, 168, 336, 29345171 1
(iv) PSU3(3), G2(2) 6048, 12096 1
(v) PSL2(8), R(3) 504, 1512 1

Demostració. La demostració dels casos n = 2, 3, 4 es pot trobar en [Bli17]. La demostració del cas
n = 5 és de Brauer i es pot consultar en [Bra67]. La demostració de n = 6 es deguda a Lindsey i es
pot trobar en [Lin71]. La demostració de n = 7 és deguda a Wales i es pot trobar en [Wal70].

Observació 5.2. Les classi�cacions per n = 2, 3 són problemes clàssics i estan més presents en la
literatura que la resta de casos. En la tesi [Hug05, �2] es poden consultar la classi�cació dels
subgrups �nits de PGL2(K) i PGL3(K) on K és un cos de característica p ≥ 0 algebraicament
tancat.

En els articles [DZ98] i [DZ08] es pot trobar una classi�cació menys explícita de tots els grups
primitius de SLp(C) on p primer. Aquesta classi�cació només descriu quins són els grups primitius
simples i quins són els subgrups imprimitius que poden ser subgrups normals d'un grup primitiu.
Aquesta classi�cació està fonamentada en la classi�cació dels grups �nits simples i en l'article [LS74]
i la seva versió revisada [SZ93]. Aquests dos darrers articles proporcionen cotes inferiors sobre el
grau mínim de les representacions projectives dels grups simples de tipus Lie.

Un dels passos més importants en la determinació de totes les classi�cacions donades és l'obtenció
dels possibles grups primitius simples, vegeu [Bli17, ��102-117]. A més a més, la llista dels grups
primitius simples de SLn(C) és subconjunt de la llista de subgrups primitius simples de PGLn(C),
vegeu el següent exemple:

Exemple 5.3. En la taula del Teorema (5.1) els grups que es mostren són grups de representació,
és a dir, són extensions centrals dels grups primitius de PGLn(C). Així, en el cas de SL2(C) es veu
que no hi ha grups simples primitius, mentre que en PGL2(C) s'hi té A5, que té com a grup de
representació 2A5

∼= SL2(5). En el cas n = 3, A6 no és grup simple primitiu de SL3(C) però si que
és present en PGL3(C), atès que 3A6 és grup de representació de A6.

Aquest fet motiva un estudi computacional de quins poden ser els grups primitius simples de
PGLn(C), en els casos fora del nostre coneixement, és a dir, n ≥ 8 no primer.

5.2 Classi�cació dels grups simples primitius d'ordre n �xat

Com a novetat per la comunitat matemàtica, en aquesta secció presentem un programa que, donat
n �x, és capaç de determinar una llista �nita de grups simples que conté tots els possibles grups
�nits primitius de PGLn(C).

El programa no és capaç de decidir quins dels grups tenen representacions primitives en PGLn(C),
però garanteix que els que en tinguin hi són presents. Pels n més petits és possible reduir les llistes
i determinar representacions irreductibles comparant amb les bases de dades del [GAP].

Per a la presentació i exemples de com s'empra el programa, referiu-vos a la secció 5.2.1. El pro-
grama està disponible a GitHub en https://github.com/GeraGC/FiSGO.

Per a la discussió dels resultats del programa sobre els grups simples �nits primitius de PGLn(C)
amb 8 ≤ n ≤ 10 referiu-vos a la secció 5.2.2.

Finalment, en l'annex D es pot consultar la taula 7 amb els candidats a grups �nits simples primitius
de PGLn(C) per 12 ≤ n ≤ 20.
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5.2.1 FiSGO: Finite Simple Groups by Order

El programa dissenyat per determinar una llista �nita de grups simples candidats a ser grups sim-
ples primitius s'anomena FiSGO: Finite Simple Groups by Order. Actualment el programa està
escrit en SageMath Notebook i està pensat per a ser utilitzat en l'entorn de Jupyter Notebook. Al
llarg d'aquesta secció en descrivim els seus objectius, les seves funcions i altres programes que el
complementen.

L'objectiu principal del FiSGO és respondre la següent pregunta:

Pregunta 5.4. Donat un nombre b = pn1
1 p

n2
2 · · · pnk

k on p1, p2, . . . , pk són nombres primers diferents
i n1, . . . , nk són nombres naturals positius, quins són els grups �nits simples els ordres dels quals
divideixen b?

Respondre a aquesta pregunta és necessari emprar la classi�cació dels grups �nits simples i les
fórmules que donen els ordres d'aquests grups simples. Així, les funcionalitats que incorpora el
programa són les següents:

� La classe principal SimpleGroupsOrder permet, donat un diccionari detallant els nombres
primers i les seves potències pi : ni, determinar per cada família de grups simples quins
divideixen l'ordre b donat.

� La classe SimpleGroupsOrder també inclou la funció full_check() que permet determinar
tots els grups simples d'ordre que divideix b de totes les famílies simultàniament.

� La notació emprada per defecte per descriure els grups �nits simples és la del paquet [Wil+22]
de [GAP]. Aquesta notació no és estàndard actualment però permet el processament de la llista
de grups obtinguda amb [GAP] sense haver de canviar els noms. La funció standard_notation()
permet llegir els resultats en una notació alternativa.

� Els noms de les funcions associades a cada família de grups simples corresponen als noms
donats en la llista de grups simples de [Wik24].

� Alguns dels grups entre famílies es solapen, el programa elimina per defecte els duplicats quan
s'empra la funció full_check().

� Habilitant la opció multipliers = True la cerca retorna els possibles grups i el multiplicador
de Schur de cada grup calculat emprant les expressions de [Wik24].

A part de la classe principal SimpleGroupsOrder el programa també inclou altres funcions diverses:

� Una cel·la amb una taula de conversió entre els noms de les famílies emprats en [Wil+22] i en
[Wik24].

� Funcions que generen l'ordre d'un grup simple de la família triada a partir dels paràmetres i
les fórmules donades en [Wik24] (exceptuant els esporàdics). El resultat es retorna com una
llista preparada per ser usada per la classe SimpleGroupsOrder.

� La funció report(simplegroups: SimpleGroupsOrder, filename: str) que donat un ob-
jecte SimpleGroupsOrder i un nom crea un arxiu de text amb un resum dels grups obtinguts
per l'ordre especi�cat, juntament amb l'ordre d'aquests grups emprant la notació alternati-
va. També presenta diverses llistes dels grups obtinguts per a ser emprades directament amb
[GAP].

� La funció build_bound(n) que donat n ≥ 2 natural genera una cota per l'ordre dels grups
primitius simples de PGLn(C) a partir dels teoremes (4.21), (4.23) i (4.25).

Observació 5.5. La funció build_bound(n) tria per cada primer p quina de les dues cotes dels
teoremes (4.23) i (4.25) és més �na en cada cas, sempre que es puguin emprar ambdues.
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A continuació es dona un exemple de com s'empraria el programa per determinar els candidats a
grups simples primitius de PGL6(C) emprant tant la cota proporcionada per la funció build_bound(6)
com la reducció donada pel Teorema (4.22).

Exemple 5.6. Es comença calculant les dues diferents cotes per l'ordre dels grups simples primitius
de PGL6(C).

In[1]: order6 = build_bound(6); order6

Out[1]: {2: 16, 3: 10, 5: 6, 7: 4, 11: 3, 13: 3}

In[2]: order6extra = order6;

for prime in list(order6extra.keys()):

if prime > 7:

del order6extra[prime]

order6extra

Out[2]: {2: 16, 3: 10, 5: 6, 7: 4}

Notem que order6extra conté la cota reduïda en el·liminar els primers majors a n+1 = 7. Podem
procedir a calcular els grups simples que divideixen les cotes:

In[3]: boundSimpleGroups = SimpleGroupsOrder(multipliers=False)

boundSimpleGroups.set_order(order6)

boundSimpleGroups.full_check()

print(boundSimpleGroups.get_calculated_groups())

Out[3]: ['A5', 'A6', 'A7', 'A8', 'A9', 'A10', 'A11', 'A12', 'A13', 'A14', 'A15',

'A16', 'M11', 'M12', 'M22', 'J2', 'HS', 'McL', 'Suz', 'L3(2)', 'L3(4)',

'L2(8)', 'L2(64)', 'L3(3)', 'L4(3)', 'L5(3)', 'L3(9)', 'L2(27)', 'L2(25)',

'L2(49)', 'L2(11)', 'L2(13)', 'O7(2)', 'O5(8)', 'O7(3)', 'S6(3)', 'O5(5)',

'O5(7)', 'O8+(2)', 'G2(4)', 'G2(3)', 'U4(2)', 'U5(2)', 'U6(2)', 'U3(4)',

'U3(3)', 'U4(3)', 'U3(5)', 'U4(5)', '3D4(2)', 'Sz(8)', "2F4(2)'"]

↪→

↪→

↪→

↪→

↪→

In[4]: bound2SimpleGroups = SimpleGroupsOrder(multipliers=False)

bound2SimpleGroups.set_order(order6extra)

bound2SimpleGroups.full_check()

print(bound2SimpleGroups.get_calculated_groups())

Out[4]: ['A5', 'A6', 'A7', 'A8', 'A9', 'A10', 'J2', 'L3(2)', 'L3(4)', 'L2(8)',

'L2(49)', 'O7(2)', 'O5(7)', 'O8+(2)', 'U4(2)', 'U3(3)', 'U4(3)', 'U3(5)']↪→

En cas de voler els multiplicadors de Schur de cada grup es pot canviar la opció multipliers=True,
s'obté el següent (només ho fem pel cas reduït).

In[5]: bound2SimpleGroups.set_multipliers(True)

bound2SimpleGroups.full_check()

print(bound2SimpleGroups.get_calculated_groups())

Out[5]: {'A5': 2, 'A6': 6, 'A7': 6, 'A8': 2, 'A9': 2, 'A10': 2, 'J2': 2, 'L3(2)': 2,

'L3(4)': 48, 'L2(8)': 1, 'L2(49)': 2, 'O7(2)': 2, 'O5(7)': 2, 'O8+(2)': 4,

'U4(2)': 2, 'U3(3)': 1, 'U4(3)': 36, 'U3(5)': 3}

↪→

↪→

En el cas de voler la resposta en la notació alternativa es pot escriure:

In[6]: print(boundSimpleGroups.standard_notation())

Out[6]: {'A5': 2, 'A6': 6, 'A7': 6, 'A8': 2, 'A9': 2, 'A10': 2, 'J2': 2, 'PSL3(2)': 2,

'PSL3(4)': 48, 'PSL2(8)': 1, 'PSL2(49)': 2, 'PSO7(2)': 2, 'PSO5(7)': 2,

'PSO8+(2)': 4, 'PSU4(2)': 2, 'PSU3(3)': 1, 'PSU4(3)': 36, 'PSU3(5)': 3}

↪→

↪→

Si es vol generar un arxiu de text amb tota la informació de bound2SimpleGroups es pot emprar la
funció report de la següent manera:
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In[7]: bound2SimpleGroups.set_multipliers(True)

bound2SimpleGroups.full_check()

report(boundSimpleGroups, 'PGL6_autobuild.txt')

Out[7]: True

En la versió actual del FiSGO la funció report només està implementada quan s'empra l'opció
multipliers=True.

Observació 5.7. El programa FiSGO únicament és capaç de determinar els candidats als grups
simples primitius de PGLn(C) donat un n. En cap cas assegura que els grups obtinguts tinguin les
representacions corresponents.

A partir dels grups que proporciona el programa FiSGO es pot estudiar si aquests grups tenen
representacions lineals o projectives irreductibles primitives de grau corresponent al n que s'estigui
estudiant. Per grups �nits simples d'ordre petit la base de dades del [GAP] té molta informació ja
disponible sobre les representacions lineals i projectives d'aquests grups. Així, conjuntament amb el
FiSGO també s'ha programat un script3 de [GAP] que per cada grup obtingut comprovi si existeix
una representació (lineal o projectiva) irreductible del grau desitjat.

Aquest script en [GAP] intenta fer el següent:

1. Donada la llista de grups simples segons si tenen multiplicador de Schur trivial o no trivial,
comprova si hi ha informació existent sobre els caràcters irreductibles del grup donat en la
seva base de dades, principalment en [Wil+22] i [Bre22].

2. Si no existeix informació sobre el grup, noti�ca que no ha estat trobat i passa al següent. En
cas de disposar d'informació sobre el grup, comprova si hi ha caràcters lineals irreductibles
del grau desitjat i ho retorna.

3. Si el multiplicador de Schur del grup no és trivial, comprova si hi ha informació sobre les
representacions projectives o del grup de representació. En cas d'haver-ne, comprova si hi ha
caràcters projectius del grau desitjat i ho retorna.

4. Si hi ha diversos caràcters compatibles amb els criteris desitjats, el grup serà retornat per més
d'un cop.

Observació 5.8. El procès descrit anteriorment determina l'existència de representacions irreducti-
bles en funció de si existeixen caràcters irreductibles del grau desitjat. No és capaç de decidir si els
caràcters en qüestió admeten representacions primitives o imprimitives.

Com major l'ordre del grup més probable és que no hi hagi informació sobre aquest. En aquesta
situació es poden emprar les cotes sobre el mínim grau de les representacions projectives dels grups
de tipus Lie donades en els articles [LS74] i [SZ93]. Aquest procès de comparació es podria programar
com a un �ltre addicional en FiSGO, i es pretén implementar-ho de cara a futures versions.

Observació 5.9. En el cas particular dels grups alternats An, les representacions projectives d'aquests
grups estan àmpliament estudiades en la literatura, vegeu [Hof92] pel cas complex i [Kle05] pel cas
K algebraicament tancat i de característica p ≥ 0.

5.2.2 Discussió de l'algoritme per ordres 8,9 i 10

En aquesta secció comentarem els resultats obtinguts per n = 8, 9, 10. En la taula 1 es mostren les
cotes emprades per determinar els candidats a grups primitius simples emprant FiSGO i la reducció
de Brauer del teorema (4.21). La taula mostra per cada n i per p ≤ 11 primers els exponents màxims
corresponents a cada primer.
A partir de les cotes anteriors s'obtenen les llistes de grups �nits simples candidats a ser grups
simples primitius de PGLn(K), es mostren en la taula 2.
La notació emprada per descriure els grups �nits simples emprada en la taula 2 no és completament
estàndard, com a referència, es dona la correspondència amb els noms donats en [Wik24]:

3Aquest script també està disponible a GitHub: https://github.com/GeraGC/FiSGO
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Taula 1: Cotes superiors als ordres dels grups primitius simples de PGLn(C)
n 2 3 5 7 11

8 25 9 8 7 0
9 15 17 9 8 0
10 31 13 12 9 6

Taula 2: Candidats a grups simples primitius de PGLn(K)
n Grups simples candidats

A5, A6, A7, A8, A9, A10, J2
8 PSL3(2), PSL3(4), PSL2(8), PSL2(49),Ω7(2),Ω5(7), O

+
8 (2),

PSU4(2), PSU3(3), PSU4(3), PSU3(5)

A5, A6, A7, A8, A9, A10, J2,
9 PSL3(2), PSL3(4), PSL2(8), PSL2(49),Ω7(2),Ω5(7), O

+
8 (2),

PSU4(2), PSU3(3), PSU4(3), PSU3(5)

A5, A6, A7, A8, A9, A10, A11, A12,M11,M12,M22, J2, HS,McL,
10 PSL3(2), PSL3(4), PSL2(8), PSL2(49), PSL2(11),Ω7(2),Ω5(7),

O+
8 (2), PSU4(2), PSU5(2), PSU6(2), PSU3(3), PSU4(3), PSU3(5)

� Els grups J2, HS,McL són grups esporàdics, respectivament són el segon grup de Janko
(també conegut com el grup de Hall-Janko-Wales), el grup de Higman-Sims i el grup de
McLaughlin.

� Els grups PSLn+1(q) són els grups projectius especials lineals de dimensió n + 1 sobre els
cossos �nits Fq. També es coneixen com els grups clàssics de Chevalley de tipus An(q).

� Els grups Ω2n+1(q) són els grups de Chevalley de tipus Bn(q), els grups O
+
2n(q) són els grups

de Chevalley de tipus Dn(q).

� Els grups PSUn+1(q) són els grups projectius especials unitaris de dimensió n+1 sobre el cos
�nit Fq. També es coneixen com els grups clàssics de Chevalley de tipus 2An(q

2)

� Per més informació sobre les diferents nomenclatures dels grups simples de tipus Lie vegeu la
taula 6 de l'annex D.

A partir de les llistes de la taula 2 es contrasten els grups obtinguts amb les bases de dades del
[GAP]. Els grups �nalment obtinguts es classi�quen segons si la representació projectiva obtinguda
és d'una extensió trivial (és a dir, és una representació lineal del grup) o si són representacions
projectives obtingudes d'un grup de representació amb extensió central no trivial. Els resultats es
mostren en la taula 3.

Taula 3: Grups simples amb representacions irreductibles candidats a ser primitius en PGLn(C)
n Trivials No trivials

8 A6, A9, PSL3(2), PSL2(8) A6, A8, A9, PSL3(2), PSL3(4),Ω7(2), O
+
8 (2)

9 A6, A10, PSL2(8) A6

10 A6, A7, A11,M11, PSL2(11), PSU4(2), A6,M12,M22, PSL3(4), PSL2(11)
PSU5(2)

Distingir entre si les representacions projectives provenen del propi grup o d'un grup de representació
donat per una extensió central no trivial permet decidir si els grups simples tenen representacions
a GLn(C) o no. Vegeu el següent exemple:

Exemple 5.10. Per n = 8 el grup A6 té ambdós tipus de representacions, per tant, la representació
trivial és una representació lineal que projecta a PGL8(C), mentre que la representació no trivial
en aquest cas prové del doble recobriment de Schur 2A6, per tant, el grup present a GL8(C) és 2A6
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i no A6. En el cas de PSL2(4), la representació és únicament no trivial, per tant, el grup simple
PSL2(4) no té representacions lineals en GL8(C), per tant, no pot ser un grup primitiu simple, ara
bé, el seu 6-recobriment de Schur 6PSL3(4) sí que té una representació lineal a GLn(C) que indueix
una representació projectiva de PSL3(4). Pel mateix motiu, tot grup que tingui multiplicador de
Schur trivial sempre que es pugui representar en PGLn(C) també es podrà representar en GLn(C).

Observació 5.11. En els tres casos n = 8, 9, 10 el grup Ω5(7) apareix com a candidat a grups simple
primitiu (vegeu taula 2). En comprovar les representacions projectives en [GAP] el script emprat
retorna que no hi ha informació sobre les representacions projectives, només sobre les lineals. Per
poder descartar aquest grup de la llista s'ha comprovat en [LS74, Thm.1] que la cota inferior al
grau mínim per les representacions projectives d'aquest grup és 24.

Finalment, en la taula 4 es resumeixen els grups �nits simples candidats a ser primitius a GLn(C)
i els que projecten a candidats a grups simples primitius a PGLn(C), que serien grups primitius de
GLn(C).

Taula 4: Candidats a grups primitius simples de GLn(C) i grups de representació
n Grups

8 A6, A9, PSL3(2), PSL2(8),
2A6, 2A8, 2A9, 2PSL3(2), 4PSL3(4), 2Ω7(2), 2O

+
8 (2)

9 A6, A10, PSL2(8),
3A6

10 A6, A7, A11,M11, PSL2(11), PSU4(2), PSU5(2),
2A6, 2M12, 2M22, 2PSL3(4), 2PSL2(11)

Per acabar, en l'annex C es poden consultar les cotes calculades pels exponents dels grups primitius
de PGLn(C) per 8 ≤ n ≤ 32, calculades emprant la funció build_bound de FiSGO. En l'annex D
es poden trobar les llistes dels grups simples candidats a ser primitius en PGLn(C) per 8 ≤ n ≤ 20,
n no primer, un cop comparats amb la base de dades del [GAP].

Tots els codis i arxius resultants dels programes emprats per l'elaboració de totes les taules es poden
consultar en https://github.com/GeraGC/FiSGO. El seu ús és lliure.
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A Teoria de representacions projectives i exemples

A.1 Introducció a la teoria de representacions projectives

La teoria de representacions de grups �nits sobre el grup lineal ha estat desenvolupada àmpliament
en el darrer segle, en part, degut a l'esforç realitzat per la classi�cació dels grups simples. En aquest
annex es pretén introduir la seva contrapart projectiva, és a dir, una teoria que faci el mateix
paper que l'anterior però aplicada a entendre com poden representar-se grups �nits dins els espais
PGLn(K). Al llarg de tota la secció es treballarà sobre un cos K de característica 0 algebraicament
tancat.

De�nició A.1. Sigui V un espai vectorial de dimensió �nita amb cos K, sigui G un grup �nit, es
diu que ρ : G→ PGL(V ) és una representació projectiva del grup G en PGL(V ) si ρ és un mor�sme
de grups.

Si un és coneixedor de la teoria de representacions lineals de grups �nits, i tenint en compte el
mor�sme projecció π : GL(V ) → PGL(V ), és clar que qualsevol representació lineal d'un grup
�nit indueix una representació projectiva d'aquest via composició amb la projecció, la pregunta és
si totes les representacions projectives són d'aquesta tipologia, essencialment reduint-se a l'estudi
de la contrapart lineal. Un dels exemples més senzills de que aquest no és el cas ve donat per les
representacions del grup alternat A5. A través del [GAP] es poden obtenir els ordres dels caràcters
irreductibles lineals de A5 que són 1, 3, 4, 5, per tant, A5 no té cap representació injectiva (�faith-
ful�) a GL2(K). Si la tingués, aquesta hauria de ser resultat de la suma directa de l'únic caràcter
irreductible d'ordre 1, que és el trivial. Per tant, no es té cap subgrup de GL2(K) isomorf a A5,
també és diu que no té cap realització en GL2(K). Ara bé, és conegut que A5 és un subgrup de
PGL2(K) ja que A5 representa les simetries d'un icosaedre. Així, es té una representació projectiva
de A5 que no ve induïda per una representació lineal.

Per poder relacionar completament les representacions lineals i les representacions projectives és
convenient la següent de�nició equivalent de representació projectiva donada en [Kar85] i [Hof92]:

De�nició A.2. Sigui V un espai vectorial de dimensió �nita amb cos K, sigui G un grup �nit,
es diu que ρ : G → GL(V ) és una representació projectiva del grup G si existeix una aplicació
α : G×G→ K× tal que

(a) ρ(x)ρ(y) = α(x, y)ρ(xy) ∀x, y ∈ G.

(b) ρ(1) = 1V on 1 és la identitat a G i 1V és la identitat de GL(V ).

La demostració de l'equivalència entre les de�nicions es pot trobar en [Men17].
Notem que si α(x, y) = 1∀x, y ∈ G aleshores la representació projectiva ρ és de fet una representació
lineal. S'observa que l'aplicació α satisfà les propietats del que és coneix com un 2-cocicle:

Lema A.3. Sigui ρ : G→ GL(V ) una representació projectiva amb una aplicació α : G×G→ K×

associada, aleshores compleix ∀x, y, z ∈ G:

(a) α(x, 1) = α(1, x) = 1.

(b) α(x, yz)α(y, z) = α(x, y)α(xy, z)

Sense entrar en molt de detall, les representacions donades directament sobre PGL(V ) com en la
primera de�nició no donen una única tria de α per obtenir una representació en el sentit de la
segona de�nició, és a dir, donada ρ : G → PGL(V ) es poden trobar 2-cocicles diferents α1, α2 tals
que es tinguin representacions ρ1, ρ2 diferents en el sentit de la segona de�nició però que indueixen
el mateix mor�sme ρ en projectar-se. Per tal que això passi, els 2-cocicles han de ser cohomòlegs,
que constitueix una relació d'equivalència. Així, es pot de�nir el grup M(G) = H2(G,K×) com el
grup de les classes d'equivalència dels 2-cocicles de G a K×.

Proposició A.4. Sigui G un grup �nit, s'anomena al grup M(G) = H2(G,K×) el multiplicador
de Schur de G. Aquest és un grup �nit i abelià.
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El multiplicador de Schur és un dels objectes més importants en la teoria de representacions pro-
jectiva, és l'objecte que dicta com són els grups que donaran les representacions projectives. Cal
remarcar que habitualment en la literatura es fa referència al multiplicador de Schur com a un nom-
bre, indicant simplement l'ordre del grup. La següent de�nició descriu com s'utilitza el multiplicador
de Schur en aquesta teoria.

De�nició A.5. Sigui G un grup �nit, es diu que G∗ és un grup de representació de G si existeix
una extensió central �nita

1 A G∗ G 1 (exacta) (45)

tal que |G∗| = |G||M(G)|.

Les extensions centrals i les possibles diferents extensions no equivalents estan relacionades amb
el segon grup de cohomologies H2(G,K×), per això la de�nició anterior. Per més informació es
pot consultar [Kar85, �2]. La següent caracterització acaba de per�lar el que es vol d'un grup de
representació.

Teorema A.6 (Schur, 1907). Sigui K un cos algebraicament tancat de característica p ≥ 0. Ales-
hores G∗ és un grup de representació de G sobre K si i només si

(a) Existeix A ≤ G subgrup tal que A ⊆ Z(G∗) ∩ (G∗)′.

(b) G ∼= G∗/A.

(c) |A| = |M(G)|.

A més a més, per qualssevol A i G∗ satisfent (a),(b) i p ∤ |A| aleshores A ∼=M(G).

Observació A.7. En el teorema, si G és un grup �nit aleshores (G∗)′ = [G∗, G∗] és el grup generat
pel conjunt de commutadors de G∗.

Demostració. Es pot trobar en [Kar85, �3.3, Teorema 3.7]

Notem que en característica zero, el grup pel qual es duu a terme les extensions del grup que es
vol representar és isomorf al multiplicador de Schur. El resultat anterior s'interpreta considerant el
següent diagrama de successions exactes:

1 A G∗ G 1 (exacta)

1 K× GL(V ) PGL(V ) 1 (exacta)

(46)

L'anterior diagrama commuta sota les condicions del teorema, aleshores les representacions lineals
dels grups de representació indueixen representacions projectives del grup que representen i són
només els grups de representació els que juguen aquest paper. Així, en característica zero, conèixer
les representacions projectives d'un grup es redueix a calcular el multiplicador de Schur i els grups
de representació, també anomenats els recobriments pel multiplicador de Schur.

El problema de conèixer A i G i trobar els grups G∗ no isomorfs que satisfan la successió exacta pot
provar molt complex i està relacionat amb els productes semidirectes de grups. Afortunadament,
el següent resultat dona una cota superior a la quantitat de grups de representació no isomorfs que
pot tenir un grup.

Teorema A.8 (Schur, 1907). Sigui G un grup �nit i K un cos tal que G∗ és un grup de representació
de G sobre K. Siguin

G/G′ = Zα1 × · · · × Zαn , M(G) = Zβ1 × · · · × Zβm (47)
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les descomposicions en factors cíclics, aleshores el nombre de grups de reprensentació de G no
isomorfs és menor o igual que ∏

1≤i≤n
1≤j≤m

(αi, βj) (48)

En particular, si les ordres de G/G′ i M(G) són coprimers aleshores només hi ha un grup de
representació G∗ llevat isomor�sme.

Demostració. Es pot consultar en [Kar85, �3.4, Teorema 4.4]

Aquest resultat és especialment útil si G/G′ és el grup trivial, atès que aleshores es pot parlar
d'un únic grup de representació. Un grup que satisfà la condició G/G′ = {id} s'anomena un grup
perfecte, en particular, tot grup simple no abelià és un grup perfecte, per tant, aquest fet facilita
molt l'estudi de les representacions projectives dels grups simples.

A.2 Exemples de representacions projectives

En aquesta secció l'objectiu és desenvolupar alguns exemples concrets de representacions projectives
i grups de representació. En particular es centraran els esforços en els grups simètrics i els grups
alternats. Els grups alternats An a partir de n ≥ 5 són simples i no abelians, per tant, són grups
perfectes i només tindran un únic grup de representació, ara bé, la resta dels An i els Sn no són
grups perfectes, per determinar quants grups de representació no isomorfs tenim caldrà conèixer el
multiplicador de Schur.

Teorema A.9. Si n ≥ 4 aleshores M(Sn) = Z2 mentre que si n < 4 aleshores M(Sn) = 1. Si
n ≤ 3 aleshores M(An) = 1, si n = 4, 5 o n > 7 aleshores M(An) = Z2, en els casos n = 6, 7 es té
que M(An) = Z6.

Demostració. Es poden consultar en [Hof92, �2, Teoremes 2.9, 2.11].

A partir del multiplicador de Schur es pot deduir el següent resultat.

Proposició A.10. Si n ≥ 4 aleshores Sn té com a molt dos grups de representació no isomorfs i
An en té únicament un (llevat d'isomor�a). Si n ≤ 4 només hi ha un únic grup de representació
en ambdós casos, que és el propi grup.

Demostració. Pel que fa als An amb n ≥ 5 aquests són grups perfectes. Pel que fa a n ≤ 3
tant per An i Sn, en ser el multiplicador de Schur trivial només hi pot haver un únic grup de
representació que és el propi grup. En el cas A4, es pot veure que |A′

4| = 4 és el grup de Klein, la
instrucció DerivedSubgroup(AlternatingGroup(4)) del GAP ho dona. Així, com l'índex del grup
és 3, coprimer a 2, només existeix un únic grup de representació. Pel que fa als Sn quan n ≥ 4, és
conegut que S′

n = An i, per tant, la cota superior indica que es poden tenir com a molt dos grups
de representació no isomorfs.

La construcció explicita dels dos grups de representació de Sn no isomorfs i el fet que no són isomorfs
excepte per n = 6 es pot trobar en [Hof92, �2, Teoremes 2.8, 2.11]. Per n = 6 els grups són isomorfs
i, per tant, resulta només haver-hi un grup de representació.

A.2.1 Representacions projectives de S4

A continuació es procedirà a construir i estudiar algunes de les característiques de les representaci-
ons projectives de S4 emprant el GAP. En principi el GAP no té perquè conèixer a priori quines són
les representacions projectives d'un grup, ara bé, la quantitat d'informació i algoritmes del GAP
sobre representacions lineals fa que es pugui treballar amb els grups de representació si són coneguts.

En el cas del grup simètric, la funció S4p:=SchurCoverOfSymmetricGroup(4,0,1) retorna un dels
recobriments de S4 i l'anomena S4p, mentre que si es canvia 1 per −1 s'obté l'altra que s'anomenarà
S4m.

35



1 gap> S4p := SchurCoverOfSymmetricGroup(4,0,1);

2 Group(

3 [ [ [ 2/3*E(8)+1/3*E(8)^2-2/3*E(8)^3, -2/3+1/3*E(8)+1/3*E(8)^3 ],

4 [ 1/3+1/3*E(8)+1/3*E(8)^3, 1/3*E(8)-1/3*E(8)^2-1/3*E(8)^3 ] ], [ [ E(4), -1 ],

5 [ 0, -E(4) ] ] ])

6 gap> S4m := SchurCoverOfSymmetricGroup(4,0,-1);

7 Group(

8 [ [ [ 1/3-2/3*E(8)-2/3*E(8)^3, 1/3*E(8)+2/3*E(8)^2-1/3*E(8)^3 ],

9 [ 1/3*E(8)-1/3*E(8)^2-1/3*E(8)^3, -1/3-1/3*E(8)-1/3*E(8)^3 ] ], [ [ -1, -E(4) ],

10 [ 0, 1 ] ] ])

11 gap> Order(S4p);

12 48

13 gap> Order(S4m);

14 48

La primera cosa que es pot comprovar és que, en efecte, no són isomorfs. En aquest cas, com els
grups són d'ordre prou petit es pot mirar si estan en la base de dades de grups d'ordre petit del
GAP amb la instrucció IdGroup i, en efecte, aquesta fa referència a dos grups diferents.

1 gap> IdGroup(S4p);

2 [ 48, 28 ]

3 gap> IdGroup(S4m);

4 [ 48, 29 ]

Si l'objectiu fos saber per quins n es pot representar S4 en PGLn(K), el primer que es consideraria
és mirar quins són els ordres dels caràcters lineals irreductibles i quins d'ells són injectius. Els
caràcters irreductibles injectius són els que donen representacions injectives del grup en les matrius
de l'ordre corresponent, i és el que interessa per fer una classi�cació. Es detalla a continuació.

1 gap> IrrTableS4 := Irr(CharacterTable(SymmetricGroup(4)));

2 [ Character( CharacterTable( Sym( [ 1 .. 4 ] ) ), [ 1, -1, 1, 1, -1 ] ),

3 Character( CharacterTable( Sym( [ 1 .. 4 ] ) ), [ 3, -1, -1, 0, 1 ] ),

4 Character( CharacterTable( Sym( [ 1 .. 4 ] ) ), [ 2, 0, 2, -1, 0 ] ),

5 Character( CharacterTable( Sym( [ 1 .. 4 ] ) ), [ 3, 1, -1, 0, -1 ] ),

6 Character( CharacterTable( Sym( [ 1 .. 4 ] ) ), [ 1, 1, 1, 1, 1 ] ) ]

7 gap> List(IrrTableS4, DegreeOfCharacter);

8 [ 1, 3, 2, 3, 1 ]

9 gap> List(IrrTableS4, i->Order(KernelOfCharacter(i)));

10 [ 12, 1, 4, 1, 24 ]

Notem que el primer caràcter de la llista IrrTableS4 és el signe de la permutació i el darrer és el
caràcter trivial, aquest dos caràcters no són injectius en ser d'ordre 1 i S4 no abelià, la resta de
caràcters són d'ordre 2 i 3. Notem però que els únics que són injectius són els d'ordre 3, mentre
que el d'ordre 2 té un nucli d'ordre 4 que es correspon al grup de Klein, subgrup normal dins de
S4. En aquest cas es pot intentar ser més explícits i construir la representació per alguns d'aquests
caràcters, així es pot veure computacionalment que el nucli és, en efecte, el grup de Klein i quina
és la imatge. S'empraran funcions del paquet [DG19].

1 gap> IrrRep1 := IrreducibleAffordingRepresentation(IrrTableS4[3]);

2 [ (1,2,3,4), (1,2) ] -> [ [ [ 0, E(3) ], [ E(3)^2, 0 ] ], [ [ 0, 1 ], [ 1, 0 ] ] ]

3 gap> IrrRep2 := IrreducibleAffordingRepresentation(IrrTableS4[2]);

4 [ (1,2,3,4), (1,2) ] -> [ [ [ 0, 0, -1 ], [ 0, 1, 0 ], [ 1, 0, 0 ] ],
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5 [ [ 0, -1, 0 ], [ -1, 0, 0 ], [ 0, 0, -1 ] ] ]

6 gap> Kernel(IrrRep1);

7 Group([ (1,3)(2,4), (1,4)(2,3) ])

8 gap> Image(IrrRep1);

9 Group([ [ [ 0, E(3) ], [ E(3)^2, 0 ] ], [ [ 0, 1 ], [ 1, 0 ] ] ])

10 gap> StructureDescription(Image(IrrRep1));

11 "S3"

12 gap> Kernel(IrrRep2);

13 Group(())

14 gap> Image(IrrRep2);

15 Group([ [ [ 0, 0, -1 ], [ 0, 1, 0 ], [ 1, 0, 0 ] ],

16 [ [ 0, -1, 0 ], [ -1, 0, 0 ], [ 0, 0, -1 ] ] ])

17 gap> StructureDescription(Image(IrrRep2));

18 "S4"

19 gap> Center(SymmetricGroup(4));

20 Group(())

Sobre si les representacions injectives lineals constituiran representacions injectives projectives, No-
tem que com el centre de S4 és trivial aleshores no es té cap representació amb elements múltiples
de la identitat (elements del centre de GL) i, per tant, la injectivitat es preservarà via la projec-
ció. Com ja es sap però, aquests no tenen perquè ser els únics caràcters irreductibles que donin
representacions projectives de S4, per conèixer la resta s'estudien de la mateixa manera els dos
recobriments.

1 gap> IrrTableS4p := Irr(CharacterTable(S4p));

2 (...)

3 gap> IrrTableS4m := Irr(CharacterTable(S4m));

4 (...)

5 gap> List(IrrTableS4p, DegreeOfCharacter);

6 [ 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 4 ]

7 gap> List(IrrTableS4p, i->Order(KernelOfCharacter(i)));

8 [ 48, 24, 8, 1, 1, 2, 2, 1 ]

9 gap> List(IrrTableS4m, DegreeOfCharacter);

10 [ 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 4 ]

11 gap> List(IrrTableS4m, i->Order(KernelOfCharacter(i)));

12 [ 48, 24, 8, 1, 1, 2, 2, 1 ]

Notem que en els dos casos s'obtenen caràcters dels mateixos ordres i amb nuclis del mateix ordre.
En ambdós casos els primers caràcters són el trivial i l'induït pel signe en S4, el tercer és el caràcter
induït pel grup de Klein i �nalment els dos caràcters irreductibles amb nucli d'ordre dos i dimensió
3 són els que venen induïts dels caràcters irreductibles injectius de S4. Ara bé, notem que aparei-
xen tres caràcters irreductibles injectius nous en cada cas, dos de dimensió 2 i un de dimensió 4.
Aquests tres caràcters irreductibles donaran representacions projectives injectives sobre PGL. Com
a detall rellevant, observem que S4 no tenia cap representació irreductible injectiva sobre GL2(K),
per tant, si es tingués una representació lineal de dimensió 2 injectiva hauria de ser suma directa
de les representacions de dimensió 1, però això no pot ser, atès que un grup format únicament per
representacions de dimensió 1 és abelià. Per contra, s'acaba de veure que en PGL2(K) sí que es pot
trobar una representació injectiva del grup S4.

Finalment, s'apro�tarà la representació irreductible de dimensió 4, que s'anomenarà ρ, per calcular
computacionalment la representació projectiva τ de S4 a PGL4(K) i veure que el següent diagrama
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commuta i obtenir:
S∗
4 S4

GL4(K) PGL4(K)

ρ

π̃

τ

π

(49)

1 gap> Center(S4p);

2 Group([ [ [ -1, 0 ], [ 0, -1 ] ] ])

3 gap> piTilde := NaturalHomomorphismByNormalSubgroup(S4p, Center(S4p));

4 CompositionMapping( [ (1,2,4,8,7,10,5,9)(3,6,11,15,13,16,12,14),

5 (1,3,7,13)(2,5,10,4)(6,12,16,11)(8,14,9,15) ] ->

6 [ f1, f1*f2*f3*f4 ], <action isomorphism> )

7 gap> rho := IrreducibleAffordingRepresentation(IrrTableS4p[8]);

8 CompositionMapping( [ (1,2,4,8,7,10,5,9)(3,6,11,15,13,16,12,14),

9 (1,3,7,13)(2,5,10,4)(6,12,16,11)(8,14,9,15) ] ->

10 [ [ [ 0, 0, 0, E(4) ], [ 0, 0, E(4), 0 ], [ 1, 0, 0, 0 ], [ 0, 1, 0, 0 ] ],

11 [ [ 0, 0, -1/2*E(12)^8-1/2*E(12)^11, 1/2*E(12)^8+1/2*E(12)^11 ],

12 [ 0, 0, -1/2*E(12)^8+1/2*E(12)^11, -1/2*E(12)^8+1/2*E(12)^11 ],

13 [ 1/2*E(12)^4-1/2*E(12)^7, 1/2*E(12)^4+1/2*E(12)^7, 0, 0 ],

14 [ -1/2*E(12)^4+1/2*E(12)^7, 1/2*E(12)^4+1/2*E(12)^7, 0, 0 ] ] ], <action isomorphism>)

15 gap> Center(Image(rho));

16 <group of 4x4 matrices over Cyclotomics>

17 gap> GeneratorsSmallest(Center(Image(rho)));

18 [ [ [ -1, 0, 0, 0 ], [ 0, -1, 0, 0 ], [ 0, 0, -1, 0 ], [ 0, 0, 0, -1 ] ] ]

19 gap> pi := NaturalHomomorphismByNormalSubgroup(Image(rho), Center(Image(rho)));

20 CompositionMapping( [ (1,2,4,8,7,10,5,9)(3,6,11,15,13,16,12,14),

21 (1,3,7,13)(2,5,10,4)(6,12,16,11)(8,14,9,15) ] ->

22 [ f1, f1*f2*f3*f4 ], <action isomorphism> )

23 gap> piRho := CompositionMapping(pi,rho);

24 CompositionMapping( CompositionMapping( [ (1,2,4,8,7,10,5,9)(3,6,11,15,13,16,12,14),

25 (1,3,7,13)(2,5,10,4)(6,12,16,11)(8,14,9,15) ]->[ f1, f1*f2*f3*f4 ],<action isomorphism>),

26 CompositionMapping(

27 [ (1,2,4,8,7,10,5,9)(3,6,11,15,13,16,12,14), (1,3,7,13)(2,5,10,4)(6,12,16,11)(8,14,9,15) ]

28 -> [ [ [ 0, 0, 0, E(4) ], [ 0, 0, E(4), 0 ], [ 1, 0, 0, 0 ], [ 0, 1, 0, 0 ] ],

29 [ [ 0, 0, -1/2*E(12)^8-1/2*E(12)^11, 1/2*E(12)^8+1/2*E(12)^11 ],

30 [ 0, 0, -1/2*E(12)^8+1/2*E(12)^11, -1/2*E(12)^8+1/2*E(12)^11 ],

31 [ 1/2*E(12)^4-1/2*E(12)^7, 1/2*E(12)^4+1/2*E(12)^7, 0, 0 ],

32 [ -1/2*E(12)^4+1/2*E(12)^7, 1/2*E(12)^4+1/2*E(12)^7, 0, 0 ] ] ], <action isomorphism> ) )

33 gap> StructureDescription(Image(piRho));

34 "S4"

35 gap> tau := GroupHomomorphismByImages(Image(piTilde),Image(piRho));

36 [ f1, f1*f2*f3*f4 ] -> [ f1, f1*f2*f3*f4 ]

37 gap> tauPiTilde := CompositionMapping(tau,piTilde);

38 CompositionMapping( [ f1, f1*f2*f3*f4 ] -> [ f1, f1*f2*f3*f4 ], CompositionMapping(

39 [ (1,2,4,8,7,10,5,9)(3,6,11,15,13,16,12,14), (1,3,7,13)(2,5,10,4)(6,12,16,11)(8,14,9,15) ]

40 -> [ f1, f1*f2*f3*f4 ], <action isomorphism> ) )

41 gap> tauPiTilde = piRho;

42 true

Notem que el GAP per fer les diverses projeccions canvia com representa els grups, atès que no sap
treballar a PGL com a tal, fet que di�culta obtenir directament les matrius per aquesta via. Si es
volgués obtenir un representant de cada generador de S4 en PGL4(K) el que es podria fer és

1 gap> iso := GroupHomomorphismByImages(Image(piRho), SymmetricGroup(4));

2 [ f1, f1*f2*f3*f4 ] -> [ (1,2,3,4), (1,2) ]

3 gap> matrixMap := CompositionMapping(iso,pi);

4 CompositionMapping( [ f1, f1*f2*f3*f4 ] -> [ (1,2,3,4), (1,2) ], CompositionMapping(

5 [ (1,2,4,8,7,10,5,9)(3,6,11,15,13,16,12,14),
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6 (1,3,7,13)(2,5,10,4)(6,12,16,11)(8,14,9,15) ] -> [ f1, f1*f2*f3*f4 ],

7 <action isomorphism> ) )

8 gap> PreImagesRepresentative(matrixMap,(1,2));

9 [ [ 0, 0, 1/2*E(12)^8+1/2*E(12)^11, -1/2*E(12)^8-1/2*E(12)^11 ],

10 [ 0, 0, 1/2*E(12)^8-1/2*E(12)^11, 1/2*E(12)^8-1/2*E(12)^11 ],

11 [ -1/2*E(12)^4+1/2*E(12)^7, -1/2*E(12)^4-1/2*E(12)^7, 0, 0 ],

12 [ 1/2*E(12)^4-1/2*E(12)^7, -1/2*E(12)^4-1/2*E(12)^7, 0, 0 ] ]

13 gap> PreImagesRepresentative(matrixMap,(1,2,3));

14 [ [ -1/2*E(12)^8+1/2*E(12)^11, -1/2*E(12)^8+1/2*E(12)^11, 0, 0 ],

15 [ 1/2*E(12)^8+1/2*E(12)^11, -1/2*E(12)^8-1/2*E(12)^11, 0, 0 ],

16 [ 0, 0, -1/2*E(12)^4-1/2*E(12)^7, -1/2*E(12)^4+1/2*E(12)^7 ],

17 [ 0, 0, 1/2*E(12)^4+1/2*E(12)^7, -1/2*E(12)^4+1/2*E(12)^7 ] ]

Notem que iso únicament identi�ca el grup en lletres amb la representació de permutacions de S4
per tal que sigui més fàcil de consultar i es de�neix un nou mor�sme matrixMap que va de la imatge
de S∗

4 per ρ en matrius al grup S4 representat en permutacions via π i iso. Així, es poden obtenir
els representants en la forma matricial.

A.2.2 Representacions projectives de A5

A continuació s'inspeccionaran quines són les representacions projectives del grup A5. Com s'ha
comentat anteriorment, A5 és un dels grups simples més petits que no té un multiplicador de Schur
trivial i que evidencia la necessitat d'anar més enllà de la teoria de representacions lineal. També
es sap que en ser A5 simple només es té un únic grup de representacions (llevat isomor�sme). En
aquest cas, la base de dades del GAP, que integra l'Atlas dels grups �nits simples, ja incorpora
informació sobre les representacions projectives d'aquest grup i el seu recobriment. En particular,
el grup de representació de A5 s'acostuma a anomenar 2 ·A5 el doble recobriment de A5 i és isomorf
al grup SL(2, 5). Aquest fet té prou de sentit atès que es coneix que PSL(2, 5) és isomorf a A5.

1 gap> ProjectivesInfo(CharacterTable("A5"));

2 [ rec( chars :=

3 [ [ 2, 0, -1, E(5)+E(5)^4, E(5)^2+E(5)^3 ],

4 [ 2, 0, -1, E(5)^2+E(5)^3, E(5)+E(5)^4 ],

5 [ 4, 0, 1, -1, -1 ], [ 6, 0, 0, 1, 1 ] ], name := "2.A5" ) ]

6 gap> Irr(CharacterTable("A5"));

7 [ Character( CharacterTable( "A5" ), [ 1, 1, 1, 1, 1 ] ),

8 Character( CharacterTable( "A5" ), [ 3, -1, 0, -E(5)-E(5)^4, -E(5)^2-E(5)^3 ] ),

9 Character( CharacterTable( "A5" ), [ 3, -1, 0, -E(5)^2-E(5)^3, -E(5)-E(5)^4 ] ),

10 Character( CharacterTable( "A5" ), [ 4, 0, 1, -1, -1 ] ),

11 Character( CharacterTable( "A5" ), [ 5, 1, -1, 0, 0 ] ) ]

Notem que ProjectivesInfo només dona els caràcters irreductibles que són injectius corresponents
al recobriment. Els caràcters induïts directament per caràcters lineals de A5 s'han de consultar a
part. Observem que A5 adquireix dos caràcters irreductibles de dimensions diferents dels lineals, de
dimensions 2 i 6. Els caràcters que apareixen de dimensió 2 corresponen a la representació que s'obté
geomètricament en considerar A5 com el grup de simetries d'un icosaedre. Per inspeccionar tots els
possibles caràcters, inclosos els no injectius es pot construir el doble recobriment i calcular-ne els
caràcters irreductibles.

1 gap> 2A5 := DoubleCoverOfAlternatingGroup(5);

2 <matrix group of size 120 with 2 generators>

3 gap> StructureDescription(2A5);

4 "SL(2,5)"
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5 gap> Table2A5 := CharacterTable(2A5);

6 CharacterTable( SL(2,5) )

7 gap> Irr(Table2A5);

8 [ Character( CharacterTable( SL(2,5) ), [ 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 ] ),

9 Character( CharacterTable( SL(2,5) ),

10 [ 2, -E(5)-E(5)^4, -E(5)^2-E(5)^3, 1, E(5)^2+E(5)^3, E(5)+E(5)^4, 0, -1, -2 ] ),

11 Character( CharacterTable( SL(2,5) ),

12 [ 2, -E(5)^2-E(5)^3, -E(5)-E(5)^4, 1, E(5)+E(5)^4, E(5)^2+E(5)^3, 0, -1, -2 ] ),

13 Character( CharacterTable( SL(2,5) ),

14 [ 3, -E(5)^2-E(5)^3, -E(5)-E(5)^4, 0, -E(5)-E(5)^4, -E(5)^2-E(5)^3, -1, 0, 3 ] ),

15 Character( CharacterTable( SL(2,5) ),

16 [ 3, -E(5)-E(5)^4, -E(5)^2-E(5)^3, 0, -E(5)^2-E(5)^3, -E(5)-E(5)^4, -1, 0, 3 ] ),

17 Character( CharacterTable( SL(2,5) ), [ 4, -1, -1, 1, -1, -1, 0, 1, 4 ] ),

18 Character( CharacterTable( SL(2,5) ), [ 4, 1, 1, -1, -1, -1, 0, 1, -4 ] ),

19 Character( CharacterTable( SL(2,5) ), [ 5, 0, 0, -1, 0, 0, 1, -1, 5 ] ),

20 Character( CharacterTable( SL(2,5) ), [ 6, -1, -1, 0, 1, 1, 0, 0, -6 ] ) ]

21 gap> CharacterDegrees(Table2A5);

22 [ [ 1, 1 ], [ 2, 2 ], [ 3, 2 ], [ 4, 2 ], [ 5, 1 ], [ 6, 1 ] ]

23 gap> CharacterDegrees(CharacterTable("A5"));

24 [ [ 1, 1 ], [ 3, 2 ], [ 4, 1 ], [ 5, 1 ] ]

25 gap> List(Irr(Table2A5), i->Order(KernelOfCharacter(i)));

26 [ 120, 1, 1, 2, 2, 2, 1, 2, 1 ]

27 gap> List(Irr(Table2A5), DegreeOfCharacter);

28 [ 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 6 ]

Així doncs, notem que no n'hi ha cap més a part dels que ja s'havien vist.

Una de les primeres comprovacions que es poden fer és veure que en efecte la imatge d'una de les
representacions projectives de dimensió 2, quan la projectem a PGL2(K), és isomorfa al grup A5.
Es mostra en el codi següent.

1 gap> 2A5 := Image(IsomorphismPermGroup(DoubleCoverOfAlternatingGroup(5)));;

2 gap> Table2A5 := CharacterTable(2A5);;

3 gap> IrrTable2A5 := Irr(Table2A5);;

4 gap> IrrDim2 := IrreducibleAffordingRepresentation(IrrTable2A5[2]);;

5 gap> IrrDim2Group := Image(IrrDim2);

6 Group(

7 [ [ [ 1/3*E(15)-2/3*E(15)^2+1/3*E(15)^4-1/3*E(15)^7-2/3*E(15)^8

8 -1/3*E(15)^11-1/3*E(15)^13-1/3*E(15)^14, -1/3*E(3)-2/3*E(3)^2 ],

9 [ 2/3*E(3)+1/3*E(3)^2, -1/3*E(15)-1/3*E(15)^2-1/3*E(15)^4-2/3*E(15)^7

10 -1/3*E(15)^8+1/3*E(15)^11-2/3*E(15)^13+1/3*E(15)^14 ] ],

11 [ [ E(3), 0 ], [ 0, E(3)^2 ] ] ])

12 gap> GeneratorsOfGroup(Center(IrrDim2Group));

13 [ [ [ -1, 0 ], [ 0, -1 ] ] ]

14 gap> IrrDim2Quotient := FactorGroup(IrrDim2Group,Center(IrrDim2Group));

15 Group([ (2,3,4,6,5), (1,2,4)(3,5,6) ])

16 gap> StructureDescription(IrrDim2Quotient);

17 "A5"

Notem que per tal que la funció IrreducibleAfforndingRepresentation funcioni correctament
cal assegurar-se de que el grup de�nit com 2A5 estigui un una representació per permutacions. Fi-
nalment, observem que es recupera A5 en fer quocient pel centre del grup que és un múltiple de la
identitat i, per tant, és el mateix que projectar a PGL2(K).
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Finalment es pot estudiar com es relacionen les representacions irreductibles obtingudes amb la
representació natural de A5 en PGL5(K) en forma de matrius de permutacions. El que es voldria
veure és essencialment si aquesta representació és la irreductible de dimensió 5 obtinguda o si és
reduïble i, en tal cas, quines representacions irreductibles la conformen. Per tal de fer-ho, es pot
crear la representació manualment i calcular-ne el seu caràcter. Un cop es tingui el caràcter es pot
demanar al GAP que faci les comprovacions pertinents.

1 gap> A5 := AlternatingGroup(5);

2 Alt( [ 1 .. 5 ] )

3 gap> GeneratorsOfGroup(A5);

4 [ (1,2,3,4,5), (3,4,5) ]

5 gap> PermMatA5 := Group(PermutationMat((1,2,3,4,5),5),PermutationMat((3,4,5),5));

6 <matrix group with 2 generators>

7 gap> ConjugacyClasses(PermMatA5);;

8 gap> ConjClassReps := List(ConjugacyClasses(PermMatA5), Representative);

9 [ [ [ 1, 0, 0, 0, 0 ], [ 0, 1, 0, 0, 0 ], [ 0, 0, 1, 0, 0 ], [ 0, 0, 0, 1, 0 ],

10 [ 0, 0, 0, 0, 1 ] ],

11 [ [ 0, 0, 0, 0, 1 ], [ 0, 0, 0, 1, 0 ], [ 0, 1, 0, 0, 0 ], [ 1, 0, 0, 0, 0 ],

12 [ 0, 0, 1, 0, 0 ] ],

13 [ [ 0, 0, 0, 0, 1 ], [ 0, 0, 1, 0, 0 ], [ 0, 0, 0, 1, 0 ], [ 1, 0, 0, 0, 0 ],

14 [ 0, 1, 0, 0, 0 ] ],

15 [ [ 0, 0, 0, 0, 1 ], [ 0, 1, 0, 0, 0 ], [ 0, 0, 1, 0, 0 ], [ 1, 0, 0, 0, 0 ],

16 [ 0, 0, 0, 1, 0 ] ],

17 [ [ 0, 0, 0, 0, 1 ], [ 0, 0, 0, 1, 0 ], [ 0, 0, 1, 0, 0 ], [ 0, 1, 0, 0, 0 ],

18 [ 1, 0, 0, 0, 0 ] ] ]

19 gap> CharValuesRep := List(ConjClassReps, TraceMat);

20 [ 5, 0, 0, 2, 1 ]

21 gap> RepCharacter := Character(PermMatA5,CharValuesRep);

22 Character( CharacterTable( <matrix group of size 60 with 2 generators> ),

23 [ 5, 0, 0, 2, 1 ] )

24 gap> Norm(RepCharacter);

25 2

26 gap> ConstituentsOfCharacter(RepCharacter);

27 [ Character( CharacterTable( <matrix group of size 60 with 2 generators> ),

28 [ 1, 1, 1, 1, 1 ] ),

29 Character( CharacterTable( <matrix group of size 60 with 2 generators> ),

30 [ 4, -1, -1, 1, 0 ] ) ]

La primera comprovació que es duu a terme un cop obtingut el caràcter és si la seva norma és 1, que
voldria dir que el caràcter és irreductible, ara bé, es troba que la norma és 2, per tant, el caràcter no
és irreductible i es demana la seva descomposició. S'obté que el caràcter associat a la representació
amb matrius de permutacions és la suma del caràcter trivial i el caràcter irreductible de dimensió
4. Així, sota un canvi de base, la representació en matrius de permutacions es pot escriure com una
representació de matrius bloc-diagonals amb un bloc de dimensió 1 que conté 1 sempre i un bloc de
dimensió 4 que conté la representació associada al caràcter irreductible de dimensió 4.
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B Determinants de Vandermonde generalitzats i els polinomis de
Schur

Els polinomis de Schur [Per] són una família de polinomis simètrics que es de�neixen com

sλ(x1, . . . , xn) =
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj)
−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xλ1+n−1
1 xλ1+n−1

2 . . . xλ1+n−1
n

xλ2+n−2
1 xλ2+n−2

2 . . . xλ2+n−2
n

...
...

. . .
...

xλn
1 xλn

2 . . . xλn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (50)

on d ∈ N i λ ⊢ d és una partició. Notem que

V −1 =
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj)
−1 (51)

és l'invers del determinant de Vandermonde i el determinant que es mostra en (50) correspon al que
s'anomena un determinant de Vandermonde generalitzat. Si es pren la partició

Λm
i = (m− n+ 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n−i−1

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i

)

considerant 1 ≤ i < n,m ≥ n aleshores el polinomi sΛm
i
(x1, . . . , xn) satisfà

sΛm
i
(α1, . . . , αn) = (−1)i(−1)⌊n/2⌋Bi (52)

en la notació de la secció (4.1). Segons [Per, Specializations] es té la següent expressió:

sλ(1, . . . , 1) =
∏

1≤j<k≤n

λk − λj + j − k

j − k
(53)

Per Λm
i es té que si k, j ∈ {n, . . . , n − (i − 1)} o bé k, j ∈ {n − i, . . . , 2} aleshores λk−λj+j−k

j−k = 1.
Atès que j < k el valor del terme del productori serà diferent de 1 quan k ∈ {n, . . . , n − (i − 1)} i
j ∈ {n− i, . . . , 2}. En aquest cas, λk = 0 mentre que λj = 1, per tant,

λk − λj + j − k

j − k
= 1− 1

j − k
=
j − k − 1

j − k
(54)

Fixat un j i considerant els termes donats per n ≤ k > j s'obté el producte

j − n− 1

j − n

j − n− 2

j − n− 1
· · · j − (n− (i− 1))− 1

j − (n− (i− 1))
=
j − n+ i− 1− 1

j − n
=
j − n+ i− 2

j − n
(55)

A continuació, fent el producte de tots els termes anteriors per 2 ≤ j ≤ n− i s'obté

(n− i)− n+ i− 2

(n− i)− n

(n− i− 1)− n+ i− 2

(n− i− 1)− n
· · · 2− n+ i− 2

2− n
=

2

i

3

i+ 1
· · · n− i

n− 2
= (56)

=
(n− i)!(i− 1)!

(n− 2)!
=

(
n− 1

i− 1

)−1

(n− 1) (57)

Falta ara considerar els termes del producte corresponents a k ∈ {2, . . . , n} i j = 1 ⇒ λj = m−n+1.
Els dividim en dos grups, si k ∈ {n, . . . , n− (i− 1)} ⇒ λk = 0 i si k ∈ {n− i, . . . , 2} ⇒ λk = 1. En
el primer dels casos:

−(m− n+ 1) + 1− n

1− n

−(m− n+ 1) + 1− (n− 1)

1− (n− 1)
· · · −(m− n+ 1)− (n+ 1− i)

1− (n+ 1− i)
= (58)

=
m(m− 1) · · · (m− i+ 1)

(n− 1)(n− 2) · · · (n− i)
(59)
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El el segon cas:

1− (m− n+ 1) + 1− (n− i)

1− (n− i)

1− (m− n+ 1) + 1− (n− i− 1)

1− (n− i− 1)
· · · 1− (m− n+ 1) + 1− 2

1− 2
=
(60)

=
(m− i− 1)(m− i− 2) · · · (m− n+ 1)

(n− i− 1) · · · 2 · 1
(61)

Fent el producte dels dos casos s'obté

m(m− 1) · · · (m− i+ 1) ̂(m− i)(m− i− 1) · · · (m− n+ 1)

(n− 1)!
(62)

Finalment, si s'ajunten totes les diferents components calculades el resultat és

sΛm
i
(1, . . . , 1) =

m(m− 1) · · · (m− i+ 1) ̂(m− i)(m− i− 1) · · · (m− n+ 1)(
n−1
i−1

)
(n− 2)!

(63)

Seguint un procès similar pel cas i = 0 s'obté:

sΛm
0
(1, . . . , 1) =

(m− 1) . . . (m− n+ 1)

(n− 1)!
(64)
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C Taules de cotes subgrups primitius

Taula 5: Potència màxima dels primers que poden dividir l'ordre dels grups �nits primitius de
PGLn(C) i GLn(C)

n 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61

2 2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

3 3 3 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 10 4 3 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

5 7 5 5 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

6 16 10 6 4 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

7 10 8 7 6 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

8 25 9 8 7 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

9 15 17 9 8 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

10 31 13 12 9 6 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

11 18 14 12 10 8 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

12 38 22 13 11 9 7 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

13 22 17 14 12 9 9 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

14 44 18 15 13 10 10 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

15 25 28 18 14 11 10 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0

16 53 21 18 15 12 11 9 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0

17 31 22 19 16 12 12 11 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0

18 59 35 20 17 13 12 11 10 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

19 34 26 21 18 14 13 12 11 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

20 67 27 25 19 15 14 13 12 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

21 38 41 24 21 15 14 13 13 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

22 73 30 25 22 17 15 14 13 12 1 1 1 1 1 0 0 0 0

23 41 31 26 23 18 16 14 14 13 1 1 1 1 1 1 0 0 0

24 81 47 27 24 19 17 15 14 14 1 1 1 1 1 1 0 0 0

25 46 34 32 25 19 17 16 15 14 1 1 1 1 1 1 0 0 0

26 87 35 31 26 20 19 16 16 15 1 1 1 1 1 1 1 0 0

27 49 55 32 26 21 20 17 16 15 1 1 1 1 1 1 1 0 0

28 94 40 33 28 22 20 18 17 16 14 1 1 1 1 1 1 0 0

29 53 41 34 29 22 21 18 18 17 15 1 1 1 1 1 1 1 0

30 100 61 39 30 23 22 19 18 17 16 15 1 1 1 1 1 1 1

31 56 44 37 31 24 22 19 19 18 16 16 1 1 1 1 1 1 1

32 111 45 38 32 25 23 20 19 18 17 17 1 1 1 1 1 1 1
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D Taules de candidats a subgrups simples primitius

Taula 6: Nomenclatures dels grups simples de tipus Lie [Wik24]

Família Wikipedia Clàssic [GAP] Altres Obs.

Classical Chevalley A An(q) PSLn+1(q) L[n+1](q) Ln+1(q) 1, 4

Classical Chevalley B Bn(q) Ω2n+1(q) O[2n+1](q) O2n+1(q) 1, 4, 5, 6

Classical Chevalley C Cn(q) PSp2n(q) S[2n](q) S2n(q), PSpn(q) 1, 4

Classical Chevalley D Dn(q) O+
2n(q) O[2n]+(q) PΩ+

2n(q) 1, 4

Exceptional Chevalley
E6

E6(q) � E6(q) � 2

Exceptional Chevalley
E7

E7(q) � E7(q) � 2

Exceptional Chevalley
E8

E8(q) � E8(q) � 2

Exceptional Chevalley
F4

F4(q) � F4(q) � 2

Exceptional Chevalley
G2

G2(q) � G2(q) � 2, 4

Classical Steinberg A 2An(q
2) PSUn+1(q) U[n+1](q)

Un+1(q), 2An(q),
2An(q, q

2)
1, 4

Classical Steinberg D 2Dn(q
2) O−

2n(q) O[2n]-(q) PΩ−
2n(q),

2Dn(q) 1, 4

Exceptional Steinberg
E6

2E6(q
2) � 2E6(q) 2E6(q) 2

Exceptional Steinberg
D4

3D4(q
3) � 3D4(q) 3D4(q), D2

4(q
3) 2

Suzuki 2B2(q) Sz(22n+1) Sz(22n+1) Suz(22n+1) 3

Ree-Tits 2F4(2
2n+1) � 2F4(22n+1) � 3

Tits 2F4(2)
′ � 2F4(2)' �

Ree 2G2(3
2n+1) R(32n+1) R(32n+1)

Ree(32n+1),
E∗

2(3
2n+1)

3

Observacions:

1. Paràmetres n ≥ 1 natural i q potència d'un primer p, q = pk, k ≥ 1.

2. Paràmetre q potència d'un primer p, q = pk, k ≥ 1.

3. Paràmetre n ≥ 1 natural.

4. Consulteu excepcions, duplicats i restriccions sobre n en [Wik24]

5. No es recomana l'ús de la notació O2n+1(q), pot donar a confusió amb el grup ortogonal sobre
Fq: O(2n+ 1, q) = On(Fq).

6. Notació clàssica i alternativa equivalent a la notació Wikipedia només en el cas q senar.
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Taula 7: Candidats a grups simples primitius de PGLn(C)

n Representacions con�rmades Representacions no con�rmades

12 A6, A13, M12, Suz, PSL2(25),
PSL2(11), PSL2(13), PSL2(23),
Ω5(5), G2(4), PSL3(3), PSU3(4)

A20, A21, A22, A23, A24, A25, A26, A27, A28,
PSL3(16), PSL6(3), PSL4(7), PSL2(169), Ω5(13),
2E6(3), PSU4(8), A14, A15, A16, A17, A18, A19, Ω5(7),
PSU4(5), PΩ

−
8 (2)

13 A14, PSL2(27), PSL2(25), PSL2(13),
PSp6(3), Ω5(5), PSL3(3), PSU3(4)

A20, A21, A22, A23, A24, A25, A26, A27, PSL3(16),
PSL6(3), PSL4(7), PSL2(169), Ω5(13), PSU4(8),
A15, A16, A17, A18, A19, Ω5(7), PSU4(5), PΩ

−
8 (2)

14 A7, A8, A15, J2, PSL2(27), PSL2(13),
PSp6(3), G2(3), Sz(8), PSU3(3)

A20, A21, A22, A23, A24, A25, A26, A27, PSL3(16),
PSL6(3), PSL4(7), PSL2(169), Ω5(13), PSU4(8),
A14, A16, A17, A18, A19, Ω5(7), PSU4(5), PΩ

−
8 (2)

15 A6, A7, A16, PSL3(4), Ω7(2), PSU4(2),
PSU4(3), PSL2(16)

A20, A21, A22, A23, A24, A25, A26, A27, PSL3(16),
PSL6(3), PSL4(7), PSL2(169), Ω5(13), PSU4(8),
A14, A15, A17, A18, A19, Ω5(7), PSU4(5), PΩ

−
8 (2)

16 A10, A11, A17, M12, PSL2(17), M11,
PSL2(16), PSL3(3)

A20, A21, A22, A23, A24, A25, A26, A27, PSL3(16),
PSL6(3), PSL4(7), PSL2(169), Ω5(13), PSU4(8),
A14, A15, A16, A18, A19, Ω5(7), PSU4(5), PΩ

−
8 (2)

17 A18, PSL2(17), PSL2(16) A20, A21, A22, A23, A24, A25, A26, A27, PSL3(16),
PSL6(3), PSL4(7), PSL2(169), Ω5(13), PSU4(8),
A14, A15, A16, A17, A19, Ω5(7), PSU4(5), PΩ

−
8 (2)

18 A19, J3, PSL2(17), PSL2(19), Ω5(4) A20, A21, A22, A23, A24, A25, A26, A27, PSL3(16),
PSL6(3), PSL4(7), PSL2(169), Ω5(13), PSU4(8),
A14, A15, A16, A17, A18, Ω5(7), PSU4(5), PΩ

−
8 (2)

19 PSL2(19) A20, A21, A22, A23, A24, A25, A26, A27, PSL3(16),
PSL6(3), PSL4(7), PSL2(169), Ω5(13), PSU4(8),
A14, A15, A16, A17, A18, A19, Ω5(7), PSU4(5), PΩ

−
8 (2)

20 A7, A8, PSL3(4), PSL2(19), PSU4(2),
PSU4(3), PSU3(5)

A20, A21, A22, A23, A24, A25, A26, A27, PSL3(16),
PSL6(3), PSL4(7), PSL2(169), Ω5(13), PSU4(8),
A14, A15, A16, A17, A18, A19, Ω5(7), PSU4(5), PΩ

−
8 (2)

Observacions:

1. La taula mostra els grups simples candidats a ser primitius en cada PGLn(C).
2. La columna Representacions con�rmades denota que s'ha con�rmat que el grup indicat té

una representació irreductible en PGLn(C), NO denota que la representació sigui primitiva.

3. La columna Representacions no con�rmades indica els grups que satisfan la cota donada en
5 però que no s'ha pogut con�rmar si té una representació irreductible.

4. Les representacions projectives del grup alternat (i del grup simètric) són conegudes a la
literatura [Hof92]. Així doncs, seria possible reduir signi�cativament els grups alternats donats
en la llista.

5. És possible reduir la quantitat de grups simples de tipus Lie que apareixen en la llista a partir
de les taules donades en [SZ93]. Aquestes taules indiquen una cota inferior al grau mínim de
les representacions projectives dels grups simples de Lie.

6. En el cas dels n primers, els grups simples primitius de PGLn(C) estan completament deter-
minats en [DZ98].
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