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1 Introduccio

La classificacio dels subgrups finits de GL,(K) i PGL,(K) és un problema classic que s’inicia al
voltant dels anys 1870 quan Klein (1875) [Kle75] classifica per mitjans geomeétrics els subgrups finits
de PGLy(C). Més endavant Gordan (1877) [Gor77] s’allunya de l'enfocament geométric donant una
visi6 depenent de les solucions d’una certa equacié per PGL3(C). Un dels articles més coneguts del
camp és publicat per Jordan el 1878 [Jor78| on es demostra el Teorema de Jordan dels grups finits
lineals. Els esforgos en aquesta area continuen de la ma de Valentiner (1889) [Val89] i Frobenius
(1896) [Fro68], el darrer donant inici al que avui en dia es coneix com la teoria de representa-
cions lineals dels grups finits. Uns anys més tard, Schur dona inici en una série de tres articles
(1904 [Sch04], 1907 [Sch07], 1911 [Sch11]) a la teoria de representacions projectives de grups finits,
menys present en la literatura que la seva contrapart lineal. L’esfor¢ per la classificacié és conti-
nuat per Blichfeldt en la série d’articles “On the order of linear homogenious groups” (1904-1911)
[B1i03][Bl1i04]|Bli06][Bli11] que culminen en el llibre “Finite collineation groups” (1917) [Blil17] on es
presenta la classificaci6 de PGL4(C) i GL4(C) juntament amb un recull de les técniques desenvolu-
pades fins al moment, recollint els diversos resultats dispersos en articles i revistes fins al moment.

Posteriorment a Blichfeldt, I'interés matematic de I’época en aquest ambit es desplaga majoritari-
ament al desenvolupament de la teoria de representacions lineals de grups finits i I'esfor¢ de més
d’un segle que portara a la classificacio dels grups finits simples. Cal esperar fins a Brauer (1942)
[Brad2a| [Bra42b| que amplia el treball de Blichfeldt mentre, paral-lelament, desenvolupa la teo-
ria de caracters de grups finits sobre cossos de caracteristica positiva. El 1967 [Bra67| publica la
classificaci6 dels subgrups finits de PGL5(C) i GL5(C). Quatre anys més tard (1971) Feit [Fei71]
recull en un article la classificacié dels PGL,,(C) i GL,(C) per n = 3 fins a n = 7 la qual es trobava
dispersa en diversos articles de diferents autors.

Situant-nos ja a finals del segle XX, els avencos en la teoria de representacions projectives dels
grups finits simples i la classificacié d’aquests porten a la classificacid, el 1998, dels subgrups finits
de SL(p,C) amb p primer, deguda a Dixon i Zalesskii [DZ98|, amb una correcci6é publicada el 2008
[DZ08]. Pel que fa a la classificacié sobre cossos de caracteristica positiva, la millor referéncia que
coneixem actualment és de B.S. Huggins (2005) [Hug05] en la seva tesi doctoral “Fields of Moduli
and Fields of Definition of Curves”, on es dona la classificacié de PGLy(K) i PGL3(K) per cossos
algebraicament tancats de caracteristica p > 0.

La classificaci6 dels subgrups finits de PGL,,(K) és encara d’ampli interés avui en dia. En el context
de la geometria algebraica, el famés teorema de Hurwitz [FCB17, Teorema 1.1] enuncia que si C
és una corba algebraica no singular de génere g > 2 sobre K aleshores el seu grup d’automorfismes
Aut(C) és finit. A més a més, és conegut que si C té génere g > 2 i no és hiperel-liptica, aleshores
admet un model d’equaci6 a P9~1(K) en g variables i Aut(C) < PGL,(K) [FCB17, Teorema 1.1.7].
Es a dir, conéixer els subgrups finits de PGL,,(K) ens permet saber quins son els possibles grups

d’automorfismes Aut(C').

Congixer els subgrups finits de PGL,,(K) també ens permet preguntar-nos si tots aquests séon grup
d’automorfismes d’alguna corba C. Trobem avencos recents en aquest sentit deguts a Harui en
[Har19] per corbes planes i a Avila, Ortiz i Troncoso per superficies quartiques [AOT24] emprant la
classificaci6 de PGL4(C) de Blichfeldt [Blil17].

Essent novells en aquest camp d’estudi, hem recorregut cronologicament els avencos descrits per
tal de descobrir fins a quin punt s’havia desenvolupat la classificaci6. Es per aquest motiu que
un dels principals objectius d’aquest treball és servir com a recull dels diferents articles que, més
enlla del llibre d’en Blichfeldt [Blil7], es troben dispersos en la literatura matematica. Es destaca
especialment que s’aporten les taules amb els subgrups primitius finits de SL,,(C) per n =4,5,6,7,
donats per Feit en [Fei7l|. Es poden consultar en el teorema (5.1).



Alhora, és també 'objectiu d’aquest document proveir de definicions basiques unificades i actua-
litzades, tot aclarint-les respecte I'tis que se'n fa en la literatura tant de finals del segle XIX, com
actualment. Aquest procés compreén les seccions 2 i 3. En la seccié 2 també es pretén posar llum
a la diferéncia entre classificar GL,,(K) i PGL, (K), sovint sobreentesa i que rarament es comenta
més enlla dels treballs originals de Schur. Finalment, també es considera rellevant la modernitzacié
d’alguns dels resultats classics més ampliament acceptats, en particular, en la seccié 4 es dona una
demostraci6 en llenguatge actual del teorema de Blichfeldt [Blil7, §64, Thm. 5|, estenent-la de C a
un cos K algebraicament tancat de caracteristica 0.

L’altim objectiu del treball és contribuir a la classificacié dels grups finits primitius de PGL,,(C). En
la secci6 5.2 s’aporta un programa que permet determinar una llista de grups finits simples entre els
quals apareixen tots els possibles grups finits simples primitius de PGL,(C), per un n fix, pero que
no permet determinar quins dels grups donats sén els primitius. La descripcié del programa es dona
en la seccié 5.2.1. Els resultats obtinguts pel programa per PGL,,(C) per n = 8,9, 10 es comenten
en 5.2.2. Les taula de candidats a grups finits simples primitius de PGL,(C) per 12 < n < 20 es
pot consultar en ’annex D taula 7.



2 Definicions i resultats preliminars

2.1 Convenis i definicions basiques per la classificaci6

En primer lloc, cal donar algunes definicions, convenis i notacions que s’empraran al llarg de tot el
document.

e La lletra K sempre denotara un cos. Les propietats del cos K varien en funcié de la secci6 i
resultat.

e Es defineix GL(V') com el grup dels isomorfismes lineals f : V' — V. Notem que si dim(V') = n
aleshores sempre es poden prendre coordenades sobre K™ i treballar amb GL,, (K) = GL(K™").
Per tant, parlarem sempre de GL,,(K).

e Siguin A, B € GL,(K), aleshores es defineix la relacié d’equivaléncia A ~ B < A = kB per
algun k € K. Aleshores, es defineix el grup quocient PGL,,(K) := GL,(K)/~.

e Es denotara el centre d'un grup G com Z(G). El centre de GL,(K), Z(GL,(K)), és el grup
de les matrius diagonals amb diagonal constant, és a dir, els multiples de la identitat.

e Des del punt de vista de teoria de grups es pot donar una definici6 equivalent de PGL,,(K)
emprant el centre: PGL,,(K) := GL,(K)/Z(GL,(K)).

e Kl concepte classificacié d’un grup G fa referéncia al conjunt dels subgrups finits de G quocient
una relacié d’equivaléncia. Hi ha dues relacions d’equivaléncia que es consideren: la isomorfia
i la conjugaci6.

e La classificacio que volem determinar és llevat d’isomorfia. Ara bé, per tal que el problema
sigui viable és necessari estudiar una classificacié llevat conjugacié. Aixi, en general, quan es
parla de classificacié d’un grup és fa referéncia a la classificacié llevat conjugacio.

e Quan K és algebraicament tancat, PGL, (K) i PSL, (K) son isomorfs [JS87, p.20]. En aquest
cas, tant una classificaci6 de GL,,(K) com una classificacié de SLy,(K) indueixen una classifi-
caci6 de PGL,,(K).

Al llarg d’aquest document es fard servir diverses técniques i notacié de teoria de representacions
lineals i projectives dels grups finits. Pels detalls sobre la diferéncia entre ambdues vegeu la seccié
2.2, aqui fixem algunes primeres nocions.

e A no ser que es digui el contrari, sempre que es faci referéncia a una representacié d’un grup
G, p:G— GL,(K) (p: G — PGL,(K)) o es parli de “representar”, es considera una repre-
sentacié injectiva (faithfull) de tal manera que el grup p(G) < GL,(K) (p(G) < PGL,(K))
on p(G) és isomorf a G.

e Habitualment es prescindira d’escriure p(G) per denotar la representacio (lineal o projectiva)
del grup G. En aquests casos es definird G com a subgrup de GL,,(K) o PGL,,(K) i es parlara
indistintament de grup o representacié.

Per tal de dur a terme una classificacié de GL, (K), classicament es divideixen els possibles grups
en tres tipus disjunts. A continuacié es dona la definici6 classica d’aquests tipus de grups prenent-se
com a referéncia les definicions de [Blil7, §14, §60]. Les definicions per a PGL, (K) és donen en la
secci6 2.2.

Definicié 2.1 (Grup transitiu/intransitiu). Sigui G < GL,(K) un grup finit, es diu que G és
intransitiu si existeix una conjugaci6 del grup B € GL,,(K), Gp = B~'GB tal que tots els elements
de G'p s’escriuen com a matrius bloc diagonals amb almenys dos blocs. En cas contrari, es diu que
el grup és transitiu.



Definicié 2.2 (Grup primitiu/imprimitiu). Sigui G < GL,(K) un grup finit transitiu, es diu que
G és imprimitiu si existeix una conjugacié del grup B € GL,(K),Gp = B~'GB tal que es pot
realitzar la mateixa divisié per blocs en totes les matrius A € Gg de manera que si

An A o A
I )

At Amz - Amm
on els Aj; son matrius quadrades, per cada j = 1,...,m existeix un unic i; € {1,...,m} tal que
A;j = 0sii # ij, on 0 ésla matriu de zeros de les dimensions corresponents, i [ J;~,{i;} = {1,...,m}.

Si G és transitiu i no és imprimitiu es diu que G és primitiu.

La definicié anterior de grup imprimitiu és equivalent a dir que es poden separar per blocs totes
les matrius de G de tal forma que per cada matriu existeix una reordenacié dels blocs tal que el
resultat és una matriu bloc diagonal, en altres paraules, hi ha un dnic bloc no nul per fila i columna.
La separacio per blocs ha de ser la mateixa per tots els elements de Gp pero la posicid dels blocs
no nuls no ha de ser la mateixa. A més, els blocs en qué es separen totes les matrius no estan
restringits a tenir la mateixa dimensi6.

Es donen a continuacié diverses nocions basiques de teoria de representacions lineals. El lector es
pot dirigir a [Ser77| per aprofundir en aquest tema.

Definicié 2.3 (Representacio irreductible). [Ser77, §1.4, p.7] Sigui p : G — GL,,(K) una represen-
taci6 lineal del grup G. Es diu que p és irreductible si no existeix cap subespai vectorial de K™ que
sigui invariant per p excepte el trivial 0 i ell mateix K".

Teorema 2.4. Tota representacid lineal és una suma directa de representacions irreductibles.
Demostracio. [Ser77, §1.4, p.7, Thm 2| O

Definicié 2.5 (Representacio reduible). Sigui p : G — GL,,(K) una representaci6 lineal del grup
G. Es diu que p és reduible si és la suma directa de dos o més representacions irreductibles.

A partir de les nocions anteriors es té la segiient caracteritzacio dels grups intransitius i transitius.

Lema 2.6. Sigui G un grup finit i p : G — GL,(K) una representacic de G. Aleshores p(G) <
GL,(K) és un grup intransitiu si i només si p és una representacid reduible.

Demostracié. Suposis que p(G) és intransitiu, aleshores existeix una base en la qual totes les ma-
trius de p(G) son bloc-diagonals. Per tant, si el nombre de blocs en que descomponen és k, aleshores
existeix una descomposicié de K" =V; @ --- ® Vi on V; és el subespai vectorial associat al bloc i.
Notis que per construccio si g € p(G) aleshores g(V;) = V; per tot i = 1,...,k i per tot g € p(G),
per tant, sén espais invariants i la representacié p és reduible.

Si p és una representacié reduible aleshores existeix almenys un subespai vectorial V' de K™ tal que
p(G)(V) =V, ames, existeix un complement V' de V tal que K™ = V&V’ i que també és invariant
sota p [Ser77, §1.3, p.6, Thm 1]. Aixi, triant com a base la suma directa de dues bases de V i V'
les matrius de p(G) descomponen en dos blocs diagonals, és a dir, p(G) és intransitiu. O

Corol-lari 2.7. Sigui p : G — GL,(K) una representacio de G. Aleshores p(G) < GLyp(K) és un
grup transitiv si © només si p és una representacid irreductible.

Igual que amb la nocié d’intransitiu, la nocié de representacié imprimitiva també permet caracte-
ritzar la noci6é de grup imprimitiu. Ara bé, a diferéncia del cas anterior, si p és una representacio
imprimitiva de G, p(G) no té perqué ser un grup imprimitiu. Aixo és perqué la definicié donada
d’imprimitivitat requereix que p(G) sigui transitiu, és a dir, que p sigui irreductible. En general,
pero, aquesta restriccié no esta lligada a una representacié imprimitiva.



Definicié 2.8 (Representacié imprimitiva). Sigui p : G — GL,(K) una representaci6 lineal del
grup finit G, siguin Vi, ..., Vi subespais vectorials disjunts de K" tals que K" = Vi1 & --- @ V.
Es diu que p és una representacié imprimitiva si per cada g € G i per cada 1 < i < k es té que
p(g)(Vi) = Vj per algun 1 < j < k.

Observacié 2.9. Notem que en ser p(g) invertible, 'aplicacié que associa cada ¢ amb una j tal que
p(g)(Vi) = Vj és bijectiva i, per tant, cada p(g) té associada una certa permutacio de Sy. Els detalls
sobre aquestes permutacions i com formen un grup es discuteix en §3.2.

Un esperaria per coheréncia amb el llenguatge classic que si el grup de permutacions associat a G
fos transitiu, aleshores la representacio fos irreductible, perd aixo no és cert.

Exemple 2.10. Sigui p la representacié per matrius de permutacié de As a GL5(C). Aquesta
representacié té associats dos caracters irreductibles d’ordres 11 4 , per tant, no és irreductible. De
fet, es possible donar un resultat més general. Si p : G — GL,,(C) és la representaci6 amb matrius
de permutacié d’un grup G < S, aleshores p és la suma de la representaci6 trivial i la representaci6
estandard’ [Ful91, §4.3, p.55].

Es per aquest motiu que potser no es convenient emprar els termes intransitiu i transitiu per fer
referéncia a reduible i irreductible respectivament. Amb aquest comentari, la caracteritzacié de
grup imprimitiu queda com el segiient.

Lema 2.11. Sigui G un grup finit i p : G — GL,(K) una representacid lineal de G. Aleshores p
és imprimitiva 1 irreductible si i només si p(G) és imprimitiu.

Demostracié. Si p és imprimitiva i irreductible aleshores p és transitiu. En ser p imprimitiva exis-
teixen V1,..., Vi subespais vectorials disjunts de K™ tals que K" = V1 & --- & Vi i que per cada
g€ Gipercadal <i<kestéquep(g)(V;) =V peralgun 1 < j < k. Per veure la unicitat de les
parelles (i, j) demanada en la definici6 de grup imprimitiu, notem que si p(g)(V;) = p(9)(Vir) =V}
aleshores com p(g~1) = p(g) ™! es té que V; = Vi = p(g)~1(V;). En ser els V}, 1 <1 < k disjunts dos
a dos forcosament 7 = /. Triant com a base la suma directa de bases dels V; s’obté la descomposicio
en blocs donada en la definicié de grup imprimitiu.

Si p(G) és imprimitiu i es prenen com a subespais vectorials Vi, ..., Vi aquells associats als diferents
blocs, s’obté que la representacié és imprimitiva. ]

Corol-lari 2.12. Sigui p: G — GL,(K) una representacié de G. Aleshores p(G) < GL,(K) és un
grup primitiu si 1 nomeés si p €s una representacio irreductible i no imprimitiva.

A partir d’aquestes caracteritzacions queda establert el segiient fet:

Observacid 2.13. Com a grup abstracte G pot tenir per un n fix representacions que resultin en
grups reduibles, imprimitius o primitius. Aquestes representacions, tot i ser isomorfes, no seran
conjugades entre si i, per tant, a nivell de classificacié llevat conjugacié es consideren diferents.

2.2 Les diferéncies entre GL,(K) i PGL,(K)

En aquesta seccid es pretén respondre essencialment dues preguntes.
1. Quina és la relacié entre una classificacié de GL,,(K) i una classificacié de PGL,(K)? §2.2.1

2. Com s’estenen adequadament les definicions dels diferents tipus de grups a PGL, (K)? §2.2.2

2.2.1 Relacio entre les classificacions

Per tal de respondre la primera pregunta es nota el seglient fet basic.

Observacid 2.14. Una classificacié de GL,(K) indueix una classificaci6 de PGL,(K), simplement
cal considerar la projeccio dels grups classificats per la definicio donada de PGL,(K).

'Per més informacié sobre qué és la representacié estandard i exemples podeu consultar https://groupprops.
subwiki. org/wiki/Standard_representation_of_the_symmetric_group


https://groupprops.subwiki.org/wiki/Standard_representation_of_the_symmetric_group
https://groupprops.subwiki.org/wiki/Standard_representation_of_the_symmetric_group

Fl fet anterior planteja una primera qiiestié molt basica.
Pregunta 2.15. Es la classificacié de GL,(K) la mateixa que PGL, (K)?

La resposta és que no. Sigui G < GL,(K) un grup finit i sigui 7 : GL,(K) — PGL,(K) la
projeccié canonica, aleshores 7(G) = G/ (Z(G) N Z(GL,(K))). Sila intersecci6 de centres és trivial,
m(G) = G indueix una representacié projectiva de G sobre PGL,(K), de tal manera que com a
grup abstracte G es pot representar tant en GL,,(K) com en PGL,(K). En canvi, si el centre no
és trivial, aleshores 7(G) no és isomorf a G i no s’indueix una representaci6 projectiva de G.

Pregunta 2.16. Es la classificacié de PGL, (K) un subconjunt de la classificacié de GL,,(K)?

El que planteja aquesta pregunta és si hi pot haver grups abstractes que puguin ser representats
a PGL,(K) perd no a GL,(K). Aixd és equivalent a preguntar-se si totes les representacions
projectives venen induides per representacions lineals projectades a PGL,,(K). La resposta és que
no, vegis el segiient exemple.

Exemple 2.17. El grup As no té cap caracter irreductible lineal complex d’ordre 2 [GAP]. Ara bé,
el grup As és també conegut classicament com el grup icosahedral, de les simetries de 1'icosahedre.
Klein [Kle75] va emprar aquesta descripcio per mostrar que As té una representacié projectiva irre-
ductible en PGLg(C) i, per tant, A5 té un caracter irreductible projectiu d’ordre 2. Una descripcio
computacional més detallada d’aquest fet es pot trobar en la secci6 de 'annex A.2.2.

Fins ara s’ha conclos que, tot i que la classificacié de GL,,(K) es projecta a una classificacio de
PGL,,(K), ni son iguals ni una és subconjunt de I'altra a nivell del grups abstractes que contenen.
Aleshores és convenient preguntar-se qué succeeix en el cas contrari.

Pregunta 2.18. Quina informaci6 dona una classificacié de PGL,,(K') sobre la classificacié de GL,, (K)?

La resposta ve donada per la teoria de representacions projectives. Per tal de dur-ne a terme
una discussié és necessari conéixer alguns conceptes basics d’aquesta teoria, una introduccié més
completa es pot trobar en 'annex A.1 o en [Kar85|. Principalment es requereixen les definicions
dels conceptes de grup de representacié (A.5) i multiplicador de Schur (A.4). Se’n dona un breu
resum a continuacio.

e El multiplicador de Schur d’un grup G es defineix com M(G) = H?(G, K*) el segon grup de
cohomologia de G.

e Kls grups de representaci, habitualment denotats G*, sén extensions centrals de G per un
grup A tal que |G*| = |G||M(G)|. En el cas que K sigui de caracteristica p 1 |[A],p > 01
algebraicament tancat aleshores A = M(G) (Teorema A.6).

e En la teoria de representacions projectives de grups finits es demostra que tota representacié
projectiva d’un grup G es pot obtenir a partir de les representacions lineals dels grups de
representacié G*.

Observacio 2.19. En la literatura el multiplicador de Schur M (G) s’acostuma a donar segons el seu
ordre, i.e. |M(G)|, atés que en molts casos aquest ordre és un primer petit, perd en la majoria dels
casos per poder realitzar les extensions és necessari conéixer l'estructura explicita del grup abelia
M(G). Quan M(G) és trivial, aleshores les representacions lineals de G soén totes les possibles
representacions projectives.

Observacio 2.20. La representacid lineal de G* que indueix la representacié projectiva de G no té
perque ser injectiva. Es possible que la imatge p(G) correspongui a una extensié central menor.
Per exemple, en el cas de Ag el grup de representaci6 és 6A4g. Ara bé, si no és injectiva és possible
que p(6Ag) = 34, p(646) = 246 0 p(646) = Ag. En aquesta situacio, el grup que projecta a Ag
en PGL,(K) des de GL,(K) seria p(6A4¢).



Aixi doncs, una classificaciéo de PGL,,(K) no indueix de forma directa una classificacié de GL,,(K),
atés que I'nic que es pot afirmar és que si G < PGL,, (K) aleshores algun grup G* de representacio
de G o subgrup de G* es pot pensar com a subgrup de GL,(K). En canvi, aixo permet entendre
la classificaci6 de GL,(K) com un conjunt de grups de representacié (o subgrups d’aquests) dels
subgrups finits de PGL,,(K).

2.2.2 Nocions analogues pel grup projectiu lineal

En la literatura classica, principalment [Blil7], les definicions relatives a la primitivitat i a la tran-
sitivitat donades pels grups lineals s’empren indistintament per parlar també dels grups de col-
lineacions. La idea implicita (no aclarida en cap moment) és que en donar-se les definicions en
forma matricial és el mateix considerar la matriu com la seva classe. Aixi, les definicions classiques
(2.1), (2.2) s6n exactament les mateixes canviant GL,,(K) per PGL,(K).

Definicié 2.21 (Grup transitiu/intransitiu). Sigui G < PGL,(K) un grup finit, es diu que G
és intransitiu si existeix una conjugacié del grup B € PGL,(K),Gp = B 'GB tal que tots els
elements de Gp s’escriuen com a matrius bloc diagonals amb almenys dos blocs. En cas contrari,
es diu que el grup és transitiu.

Definicié 2.22 (Grup primitiu/imprimitiu). Sigui G < PGL,(K) un grup finit transitiu, es diu
que G és imprimitiu si existeix una conjugaci6 del grup B € PGL,(K),Gp = B~'GB tal que es
pot realitzar la mateixa divisié per blocs en totes les matrius A € G de manera que si

An A o A
| A A 2)

At Amz - Amm
on els Aj; son matrius quadrades, per cada j = 1,...,m existeix un unic i; € {1,...,m} tal que
A;j = 0sii # ij, on 0 ésla matriu de zeros de les dimensions corresponents, i [ J;~,{i;} = {1,...,m}.

Si G és transitiu i no és imprimitiu es diu que G és primitiu.

Ara bé, traslladar directament les definicions de GL,,(K) a PGL,, (K) suggereix que un grup projec-
tiu sera intransitiu/transitiu o primitiu/imprimitiu si i només si ho és el seu grup de representacio.

Lema 2.23. Sigui G < PGL,(K) un grup finit i sigut G* < GL,(K) un grup de representacid
de G tal que w(G*) = G. Aleshores G és intransitiu (imprimitiu) si i només si G* és intransitiu
(imprimitiu).

Demostracié. Suposem que G* és intransitiu (imprimitiu), aleshores es pot assumir sense pérdua
de generalitat que G* ja disposa de I'estructura per blocs donada en les definicions, aleshores és clar
que la classe de cada element de G* conserva aquesta estructura de blocs, per tant, 7(G*) = G és
intransitiu (imprimitiu). Pel mateix argument, en el cas que G sigui intransitiu (imprimitiu) tots
els representants de cada element de GG tindran aquesta estructura, atés que el producte per un
multiple de la identitat no l’altera, per tant, G* també és intransitiu (imprimitiu). O

Per donar el concepte de representacié projectiva reduible i imprimitiva és convenient descriure la
segiient accio.

Lema 2.24. Sigui p : G — PGL,(K) una representacid projectiva del grup finit G, sigui V un
subespai vectorial de K™. Sigui g € G 1 p(g9) € GL,(K) un aizecament de p(g). Es defineix l'accid

de p(g) sobre V- com p(g)(V) = p(g)(V). Aquesta accid esta ben definida i és independent del
representant.

— —

Demostracié. En efecte, notem que si p(g) i p(g) son dos aixecaments diferents de p(g) aleshores

!/ —
existeix d € K* una constant tal que p(g) = dp(g). Aixi, si es consideren W = p(g)(V) i



W' = pA(/g)/(V), s’observa que si v € K" aleshores pA(/g)(v) € W perd ;@(v) = dpA(/g)/(v) e w,

per tant, W' C W. D’altra banda, p(g)/(v) e W' pero p(g)/(v) = (l/d)pr(vg)(v) € W' i, per tant,
W =Ww. O

Per tal de donar unes caracteritzacions similars a les de (2.6) i (2.11) i que respectin la propietat
del lema (2.23) s’introdueixen diverses definicions sobre representacions projectives.

Definicié 2.25. Sigui p : G — PGL,(K) una representaci6 projectiva del grup G. Es diu que p
és 1rreductible si no existeix cap subespai vectorial de K™ tal que sigui invariant per p excepte el
trivial 0 i ell mateix K™.

Definicié 2.26. Sigui p : G — PGL,(K) una representaci6 projectiva del grup finit G, siguin
Vi, ...,V subespais vectorials disjunts de K" tals que K" = V; & --- @ V. Es diu que p és una
representaci6 imprimitiva si per cada g € G i per cada 1 <1i < k es té que p(g)(Vi) = V; per algun
1<j<k

Lema 2.27. Sigui G un grup finit, sigui p : G — PGL,(K) una representacid projectiva induida
per 7 : G* — GL,(K). Aleshores p és irreductible si i només si ho és T, p és imprimitiva si i nomeés
st ho és T.

Demostracié. Es conseqiiéncia de I’equivaléncia entre les definicions A.1 i A.2 juntament amb la
definici6 de grup de representacié A.5. O

Essencialment, es dird que un grup G < PGL,,(K) és reduible, irreductible, imprimitiu o primitiu
en funci6 de quines d’aquestes propietats tingui la representacié lineal del grup de representacid que
indueix la representacié projectiva G, donant lloc a les dues segiients caracteritzacions.

Lema 2.28. Sigui G un grup finit i sigui p : G — PGL,(K) una representacié projectiva de G. FEs
diu que p(G) és irreductible si p és irreductible, en cas contrari es diu que p(G) és reduible.

Demostracio. El lema és conseqiiéncia directa del lema (2.23) i el lema (2.27). O
Per tal de tenir la unicitat donada en la definicié de grup imprimitiu cal el segiient lema.

Lema 2.29. Sigui G < PGL,(K) un grup finit imprimitiu amb una descomposicid per blocs asso-
ciada K" =V1 @ --- @ Vi, sigui g € G aleshores per cada 1 < j < k existeix un unic 1 < i < k tal
que g(Vi) = Vj.

Demostracié. Suposem que existeixen dos nombres 1 < 4,7" < k tals que g(V;) = V; 1 g(Vir) = Vj.
Ateés que g és invertible es té que g~ *(V;) = g tg(V;) = Vi i alhora g 1(V;) = g tg(Vi) = Vi, per
tant, V; = Vi i, com els V},1 <1 < k son disjunts dos a dos, necessariament es té que i = 7’ O

I la caracteritzacié corresponent als grups imprimitius és:

Lema 2.30. Sigui G un grup finit i sigui p : G — PGL,(K) una representacié projectiva de G.
Es diu que p(G) és imprimitiu si p és imprimitiva i irreductible, en cas contrari és diu que p(G) és
primitiu.

Demostracié. El lema és conseqiiéncia directa del lema (2.23), el lema (2.27) i el lema (2.29). O
Dos exemples de com es relacionen aquestes definicions i caracteritzacions en el cas de les propie-
tats de ser irreductible es detallen extensament en A.2. Es especialment d’interés I’'exemple A.2.2

sobre As, que mostra com el seu grup de representacio, SL(2,5), disposa d'una representacié lineal
irreductible d’ordre 2 que indueix una representacié projectiva de Az d’ordre 2 irreductible.

Altres exemples també es poden trobar en la secci6 segiient, on es tracten els grups intransitius i
els grups imprimitius de PGL,,(K).



3 Els grups no primitius

3.1 Grups intransitius

Es comenca per donar una descripcié completa de com son els grups finits intransitius a PGL,,(K)
per qualsevol n. Atés que tots els grups intransitius sén conjugats a un grup amb totes les matrius
bloc diagonals, s’estudiaran només com s6n els grups finits d’aquesta forma. Es comenca per fixar
notacio i definir alguns subgrups de PGL,,(K) particulars.

Definici6 3.1. Sigui A - n una partici6 decreixent no trivial de n, és a dir, una r-tupla (n1, na,...,n,)
amb r > 1, ny+no+---+n, =nin; >njpq per tot ¢ = 1,...,r — 1. Es defineix PBD,(\) <
PGL, (K) com el subgrup de les matrius bloc diagonals amb blocs de dimensions donats per A.

Observacio 3.2. Notem que sempre que es disposi d’un grup finit intransitiu es pot triar una conju-
gacié d’aquest grup de tal manera que els blocs apareguin ordenats conformant una certa particié
decreixent de n i, per tant, tot grup intransitiu finit de PGL,,(K) és conjugat a un subgrup finit de
PBD,,(A) per algun A - n.

Les dues proposicions segiients emfatitzen que si coneixem els grups finits dels PGL,,(X) amb
m < n aleshores també es coneixen els grups finits intransitius de PGL,,(K) en termes de successions
exactes.

Proposicio 3.3. Sigui n > 2, A b n una particié de n amb X = (ny,n2,...,n.) in, =1, G €
PBDy(\) un subgrup finit de PGL,(K), aleshores ezisteiz un diagrama commutatiu

1 K* —— PBD,(\) —2— PBD,_1(\) —— 1 (ezxacta)
| ] J ®
1 C G G 1 (ezacta)
on C és un grup ciclic, AbEn—1¢ésla particio A= (n1,n9,...,nr—1) que pot ser trivial.

Demostracié. Considerem G € PBD,,(\) i el morfisme de grups ¢ : K* — PBD,,()\) que satisfa
oa) = 0y ek ()
L0 al’

Sigui C' < K* un grup ciclic que té com a imatge el subgrup normal de G donat pels elements de la
forma anterior. Notem que C sempre té almenys un element, la identitat, i que en alguns casos pot

ser el grup trivial. Considerem o : PBD,,(A) — PBD,,_1(\) el morfisme de grups natural definit per

%‘% — AePBD, 1(\), a € K* (5)

Notem que Ker(o) = ¢(K™) per construccié i en la restriccié Ker(o|,) = ¢(C). A més, 0 i 0|, son
exhaustives i, per tant, s’obtenen les successions exactes. O

La segiient proposicié tracta el cas en qué no hi ha blocs de dimensi6 1.

Proposicio 3.4. Sigui n > 2, A b n una particié de n amb X = (ny,ng,...,n.) in, > 1, G €
PBD,(\) un subgrup finit de PGL,(K), aleshores existeiz un diagrama commutatiu

1 —— PGL, (K) —~— PBD,(\) —%— PBD,_,, (\) —— 1 (ezacta)

J J J o

1 H G G 1 (ezacta)

on A n—1 és la particié X = (n1,n2,...,Np—1).



Demostracid. La construccié de les aplicacions del diagrama és analoga al cas de la proposicié
anterior ara amb

o) = (fo=ne | 0 [/A 0,\]:/1, AE€PBD, (), A € PGL, (K)  (7)

Vo [’
O

Notem que separar els casos n, = 11 n, > 1 és necessari atés que PGL1(K) = {1} i no s’estaria
tenint en compte la possibilitat d’estendre els grups finits de PBD,,_1(\) per un grup ciclic finit.

3.1.1 Exemple: Els grups intransitius de PGL;(K)

Per tal de descriure els possibles grups intransitius de PGL5(K), notem que les possibles particions
de 5 (llevat de la trivial) son

{(4,1),(3,2),(3,1%),(2%,1),(2,1%),(19)} (8)
i, per tant, es té la seglient classificacio.

Proposicio 3.5. Sigui G € PGL5(K) un subgrup finit intransitiv amb una particid associada N, i
sigui Gy el grup conjugat a G tal que G\ € PBD5()). Aleshores es compleiz una de les segiients:

(a) A= (4,1) i es té un diagrama commutatiu

1 K* —— PBD5(\) —=— PGL4(K) —— 1 (ezacta)
[ | ®
1 C G G’ 1 (ezacta)

on C és un grup ciclic.

(b) A= (3,2) i es té un diagrama commutatiu

1 —— PGLy(K) —— PBDs(\) ——— PGL3(K) —— 1 (ezacta)

R o

1 H G’ 1 (ezacta)

(c) A= (3,12),(22,1),(2,13), (1°) i per cada X = (3,1),(22),(2,12), (1*) respectivament es té un
diagrama commutatiu

1 K* —— PBD5(\) —%>— PBDy(\) —— 1 (ezacla)
[ | )
1 C G G’ 1 (exacta)

on C és un grup ciclic.
Demostracid. Els apartats (a), (b) i (c) son directes de les proposicions (3.3) i (3.4) tenint en compte
¢ 'isomorfisme que donat per la conjugacié de G i G. O
3.2 Grups imprimitius

L’estudi dels grups imprimitius es centra en estudiar ’accié definida en el lema (2.24) i la caracterit-
zacio emprant representacions projectives donada en el lema (2.11). Es comenga per una descripcio
de com és ’acci6 del grup imprimitiu.
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Lema 3.6. Sigui G < GL,(K) un grup finit imprimitiv amb una descomposicid per blocs associada
K"=Vi @@ Vi, aleshores l'accié de G sobre el conjunt dels espais vectorials X = {Vi,...,Vi}
és transitiva, €s a dir, per tot (i,7) amb 1 <i,j < k existeiz g € G tal que g(V;) = Vj.

Demostracié. Suposem que accié de G és intransitiva, aleshores existeix un V; tal que g(V;) = V;
pertot g€ G. Sigui V=V1&...Vi_1®V;41&... Vi i considerem la descomposici6 K" =V; ¢V,
es té que g(V;) = V; i g(V) =V per tot g € G, és a dir, G és reduible, que contradiu que sigui
imprimitiu. [

Observacié 3.7. Com ja s’ha comentat anteriorment en ’exemple (2.10) el reciproc del lema anterior
no és cert.

El segiient resultat descriu com sén les dimensions dels espais vectorials de la descomposicié K" =
Vi - @ V.

Lema 3.8. Sigui G < GL,(K) un grup finit imprimitiu amb una descomposicid associada K™ =
Vi@ - @& Vi, aleshores dim(Vy) = --- = dim(Vy) = m tal que n = mk.

Demostracié. Pel lema (3.6) existeix g € G tal que g(V;) = Viy1, 1 < i < k. En ser g un isomorfisme
lineal es té que dim(V;) = dim(V;41). Per tant, es té que dim(V;) = --- = dim(V}). Si s’anomena

m = dim(V}) aleshores notem que n = Z?Zl dim(Vj) = 2?:1 m = km. O

Observacid 3.9. En termes de la definici6 classica de grup imprimitiu el lema anterior demostra que
els blocs en que descomponen les matrius sén quadrats i tots de la mateixa dimensié.

Definicié 3.10. Sigui G < GL,(K) un grup finit imprimitiu amb una descomposicié associada
K'"=Vi&--- &V tal que dim(V;) = m. Aleshores es diu que G te forma m-nomial.

Corol-lari 3.11. Sigui G < GLy(K) un grup finit imprimitiu amb p primer, aleshores G és 1-nomial
també anomenal monomaial.

Demostracié. Atés que m|p implica m =1 o m = p, pel lema 3.8 la descomposici6 associada de KP
ha de ser KP =V @ --- @V, amb dim(V;) = 1. O

EL segiient teorema fou donat en la notacié classica per Blichfeldt en [Blil7, §60, Thm 1].

Teorema 3.12. Sigui G < GL,(K) un grup finit imprimitiv amb forma m-nomial, aleshores existeiz
un morfisme de grups ¢ : G — Si tal que Im(p) =S, i S és transitiv. S’anomenara S < Sy el grup
de permutacions associat a G.

Demostracid. Sigui g € G amb descomposicié associada K™ =V & - - - @ Vi, considerem 'aplicacié
T :{1,...,k} = {1,...,k} tal que 74(¢) = j siinoméssi g(V;) = V;. Notem que aquesta aplicacio és
invertible amb inversa 7,-1 ja que 7,-1(74(i)) = 7,-1(j) =i atés que g~ H(V;) = V; <= g(V;) = V;.
Pel mateix argument 74(7, ' (j)) = 74(i) = j. Aixi, 74 és una permutacio.

Cal veure ara que S = {7y, | g € G} és un grup sota composici6. Notem a priori que S esta
tancat per inverses com a conseqiiéncia de la discussié anterior i conté la identitat, aixi només és
necessari comprovar que estd tancat pel producte. Siguin g,h € G, i considerem 7,4, 7, aleshores
com g(h(V;)) = (gh)(Vi) es té que (14 0 m3,)(i) = T4(7h(3)) = Tgn(7) per tot 1 <i < k. Aixi, § és un
grup de permutacions en k nombres, S < Sj,. Finalment, es defineix ¢ : G — S}, tal que ¢(g) = 74,
clarament és morfisme de grups i Im(yp) = S per construccio. O

Observacié 3.13. El cas PGL,,(K) és el mateix emprant el lema (2.24).

3.2.1 Grups finits imprimitius monomials de GL,(K) i PGL,(K)

Pel corol-lari (3.11) es sap que tots els grups imprimitius de GL,(K) i PGL,(K) amb p primer tenen
forma monomial, aixi, descriure com sén aquests grups permet descriure tots els grups imprimitius
dels GL,(K) i PGL,(K). En l'article [DZ04] Dixon i Zalesski presenten la classificacié dels grups
finits imprimitius de GL,(C), extensible també a K algebraicament tancat i amb car(K) > 0 llevat
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d’algunes modificacions.

Nosaltres en aquest treball farem un tractament més classic dels grups imprimitius monomials, i
sense restringir-nos a n = p primer. Farem servir la segiient notaci6:

e Sigui ey,..., e, la base candnica de K™, aleshores la matriu de permutacié d’una permutacié
o € Sy es defineix com la matriu P, tal que P (e;) = e,(;). Es denota per P, < GL,(K) el
subgrup de les matrius de permutacié de S, en GL,,(K).

e S’anomena D < GL, (K) al subgrup de les matrius diagonals de GL,,(K).

e Quan es parli de grup imprimitiu monomial ja pren el grup en la base adequada per a qué es
trobi en la forma de blocs de la definicio classica (2.2).

Matricialment, en la base adequada els elements del grup prenen una forma similar a la de les matrius
de permutacions. Aixi doncs, I'objectiu d’aquesta subseccid és descriure els grups imprimitius
monomials a partir de matrius de permutacions.

Lema 3.14. Sigui G < GL,(K) un grup finit imprimitiu monomial i sigui S el seu grup de per-
mutacions associat, aleshores existeiz un morfisme de grups v : G — Py, tal que Im(vp) = P son les
matrius de permutacions de S. En particular, existeizen P € P, 1 D € D tals que si g € G tenim
que g = PD.

Demostracié. Notem que el morfisme associat a G donat en el teorema (3.12) es pot estendre a
través de I’isomorfisme natural ¢ : S, — P, a un morfisme ¢ : G — P, tal que ¥» = po ¢ i
que satisfa ¥(G) = P = ¢(S). Notem que per definici6 de ¢ les posicions no nul-les de g € G
correspondran a les posicions no nul-les de 1(g), aixi doncs, es pot escriure g = PD on P = (g) i
D = 1(g)'g és una matriu diagonal. O

A partir d’aquesta descripcié dels elements del grup es vol donar un conjunt de generadors per
aquests grups.

Lema 3.15. Sigui G < GL,(K) un grup finit imprimitiu en forma monomial, sigui Y(G) =P < P,
la representacid del grup de permutacions de S, associat a G. Aleshores, eristeiz un subgrup de
matrius diagonals Y < GND i per cada P; € P, 1 <i < |P| una matriu diagonal D; € D tals que
G=(Y,PLDy,...,PpDpp).

Demostracié. Es parteix de G = (G) com a conjunt de generadors i es procedeix a reduir-lo pel
segilent procediment:

Sigui g € G i v¢(g) = P, suposem que existeix un altre ¢’ € G tal que ¢(¢') = P, aleshores, notem
que g = PD, ¢’ = PD' on D,D’' € D sén matrius diagonals. Aleshores, g~'¢’ = (DP)"'D'P =
D7'PP~'D' = D7D’ € DN G. Tterant aquest procés per cada P € P i considerant ) com el
subgrup normal Y = G N D de les matrius diagonals de G, s’obté el conjunt de generadors donat
en el lema. O

La segiient proposicié redueix encara més el conjunt de generadors considerant un conjunt de gene-

radors de P.

Proposicio 3.16. Sigui G < GL,(K) un grup finit imprimitiu en forma monomial, sigui V(G) =
P < P, la representacid del subgrup de permutacions de S, associat o G, i sigui un subconjunt
L C P tal que (L) = P. Aleshores, existeiz un subgrup de matrius diagonals Y < G N D tal que
G =Y, L1D1,...,LigDig)), on 1 <i < |L], L; € L i D; € D s6n matrius diagonals.

Demostracié. Del lema anterior (3.15) es té que G = <y,P1D1,...,P|7>‘l~)|p|>, notem que com
L C P aleshores hi ha certs P; que es corresponen als L; generadors, es tria com a D; els Dj
associats a aquests P;. Aleshores notem que com £ genera P, cada element P; es pot escriure com
P; =[], L% un producte finit dels L; i els seus inversos, on els d, € {—1,1}. Considerem ara

el producte P; = [[,(LaDa)’ € G i observem que ¢(P;) = ¢(P;) tenen la mateixa permutacio
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associada. Aixi, el producte P 1P D; € G, notem que <p(P 1P Dj) = id i, per tant, és diagonal.

Aixi, P 1P Dje)Yi P; ( 1P D;) = P;Dj, per tant, es pot obtenir P;D; a partir dels L;D; i un
element de y aixi, es pot treure del conjunt de generadors sense alterar el grup. O

Aquesta darrera reduccié del conjunt de generadors és significativa, considerem el segiient exemple.

Exemple 3.17. Sigui n > 3 i considerem els grups de permutacions S, i A, els grups simétric i
alternat. Aquests grups son 2-generats [Cona, Thm. 2.5, Thm 3.5] i transitius. Sigui G < GL,,(K)
un grup imprimitiu tal que p(G) = S, 0 bé ¢(G) = A, per tant, és suficient considerar el subgrup
de les matrius diagonals Y = G N D i dos elements de G tals que tinguin per imatge de ¢ els
corresponents generadors. Per contra, en el cas del lema (3.15) s’havien de donar n! generadors a
part del grup diagonal per S, i n!/2 per A,,.

Observacic 3.18. El cas PGL,,(K) és el mateix emprant el lema (2.24).

El segiient resultat és exclusiu a PGL,,(K). Quan un dels generadors del grup en qiiesti6 té associat
un cicle d’ordre n aleshores es pot simplificar més el conjunt de generadors via conjugacio.

Lema 3.19. Sigui G < PGL,(K) un grup finit imprimitiu, Y = G N'D el subgrup de les matrius
diagonal de G i un conjunt H C G tal que G = (Y, H). Sigui h € H tal que p(h) és un cicle d’ordre
1

n i considerem h = DT on D € D és diagonal i 1p(h) = T, aleshores si vy = (H?;ll ai)7E e K
existeiz B € PGL,(K) tal que G = B-'\GB i G = (Y, T,H) on H= B Y(H\{h})B iy = B~'YB.

Demostracio. En primer lloc notem que si T' és un cicle d’ordre n aleshores existeix una matriu de
permutacié P tal que P~!TP = T, [McK13, Prop. 6.6].

T, = 5 (12)

A més a més, P~'YP continua essent un grup de matrius diagonals i P~'GP manté la forma
monomial. Per tant, només cal veure que si ¢(h) = T, aleshores existeix una conjugacié que
transformi 7,,D en T,,. Considerem la matriu diagonal B = diag(1, a1, ara2y,...,v[[/= 11 a;) on

_1
v = <H?:_11 ai> " . Una simple computacié mostra que BT,B~' = %DTn = DT, i, per tant,
B~DT,B =T,. O
3.2.2 Exemple: Els grups imprimitius de GL5(K) i PGL5(K)

Per tal de comprendre com poden ser els grups imprimitius de GL5(K) i PGL5(K) primer és
necessari conéixer quins son els subgrups transitius de Ss. Aquests subgrups sén coneguts llevat
conjugacio i es poden trobar en la base de dades sobre grups de permutacions transitius del [GAP].

Lema 3.20. Sigui S < S5 un subgrup transitiu, aleshores és conjugat a un dels grups segiients:

(a) S5 =1((1,2,3,4,5),(1,2)).

(b) As ={((1,2,3,4,5),(1,2,3)).

(c) Hs={(1,2,3,4,5),(2,3,5,4)) = GA(1,5) = S2(2).
(d) D5 = <(1’2)374’5)7( )( )>

(e) Cs=1{((1,2,3,4,5)) =~ Z/5Z.

Es fixa la segiient notacié relativa a les matrius de permutacié dels generadors anteriors.
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0000 1 01000 00100
1000 0 10000 10000
T=]0 100 0|,Re=[00100[,Re=|0100 0], (13)
00100 00010 00010
00010 0000 1 0000 1
10000 10000
00010 00001
Rs=]0 100 0f,Re=]0 00 1 0 (14)
0000 1 00100
00100 01000

Es dona primer una classificacié reduida pel cas PGL5(K) amb K algebraicament tancat.

Proposicio 3.21. Sigui K algebraicament tancat, sigui G < PGL5(K) un subgrup imprimitiu finit
en forma monomial i considerem Y = G N'D el subgrup de les matrius diagonals, aleshores G és
conjugat a un dels segiients grups G'.

(a) Si p(G) = S5 aleshores G' = (¥, T, D1Ry).

(b) Si p(G) = As aleshores G' = (Y, T, DaRy).

(¢c) Si o(G) és conjugat a Hs aleshores G' = (Y, T, D3R3).

(d) Si o(G) és conjugat a D5 aleshores G' = (Y, T, DyRy).
( .T)

On D1, Dy, D3, Dy son matrius diagonals d’ordre finit.

(e) Si p(G) és conjugat a Cs aleshores G' =

Demostracid. Pel lema (3.20) tots els grups ¢(G) han de ser conjugats a un dels donats en aquest,
amés, com As i S5 son normals a S5 es té la igualtat. Aleshores per la proposicié (3.16), es sap que
G = (Y, L) on Y és el subgrup de matrius diagonals de G, £ és un conjunt de generadors de (G) =
P. Prenent els generadors donats en el lema (3.20) es construeix el £ = {T, R;} corresponent. A
més, pel lema (3.19) existeix una conjugaci6 B que porta (¥, DT) a (Y, T, aixi, emprant la mateixa
conjugacio sobre G es pot passar de (¥, DT, D;R;) a (¥, T, B~'D;R;B), notem perd que com B
és diagonal @(B_IDZRZ-B) = p(R;) i, per tant, existeix D; tal que B~ 'D,R; B = D;R;. Finalment
s’obté G/ = <y,T, Dsz> O]

Proposicio 3.22. Sigui G < GL5(K) o bé G < PGL5(K) un subgrup imprimitiu finit en forma
monomial i considerem )Y = G ND el subgrup de les matrius diagonals, aleshores G és conjugat a
un dels segiients grups G'.

(a) Sip(G
(b) Si (G

Ss aleshores G' = (Y, DT, D1Ry).
As aleshores G' = (Y, DT, D2 Rs).

) =

) =

(¢) Si p(G) és conjugat a Hs aleshores G' = (Y, DT, D3R3).

(d) Si p(G) és conjugat a Dy aleshores G' = (Y, DT, D4yRy).
)

(
(
(
(e) Sip(G) és conjugat a Cs aleshores G' = (Y, DT)

On D, Dy, Do, D3, Dy son matrius diagonals d’ordre finit.

Demostracié. La demostracio és analoga perd sense poder fer us del lema (3.19). O
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3.3 Identificacié de grups imprimitius i intransitius

El teorema (3.24) degut a Blichfeldt dona condicions suficients per decidir que un grup no és primitiu.
La demostraci6 requereix el lema segiient:

Lema 3.23. Sigui G < GL,(K) un grup finit d’ordre g, sigui T € G una transformacié qualsevol
del grup i considerem K tlal que té totes les arrels g-éssimes de la unitat i (car(K),g) = 1. Aleshores
es compleizen les segiients propietats:

(a) Egzisteiz B € GL,(K) tal que T = B~'TB és diagonal.
(b) Els valors propis de T' son arrels de la unitat.

Demostracié. Si T té ordre m | g aleshores el polinomi minim de 7" divideix X™ — 1 que, com K
té totes les arrels g-éssimes de la unitat i (car(K), g) = 1 totes les arrels de X™ — 1 s6n diferents i,
per tant, el polinomi minim descompon completament en arrels diferents, per |[Conb, Thm. 4.11] es
té que T diagonalitza. Sigui B la matriu tal que 7= BAB™! amb A la matriu de valors propis de
T, notem que 7™ = BA™B~! =T i, per tant, A™ = I que implica que els valors propis \; satisfan
A" —1 =01, per tant, son arrels de la unitat.

O

Teorema 3.24. [Blil7, §61, Lemma 1, p.79] Sigui G < GLn(K) un grup finit on K amb les
condicions del lema (3.23), sigui H < G un subgrup normal abelia de G no format unicament per
maltiples de la identitat, aleshores G és imprimitiv o intransitiu.

Demostracio. Pel lema 3.23 tots els elements de H diagonalitzen en alguna base, en ser H abelia
aquests diagonalitzen simultaniament. Siguin K" = V) ® --- @ Vi subespais propis tals que H
diagonalitza simultaniament, és a dir, per tot h € H, v € V;, h(v) = Ai(h)v on A\i(h) € K n’és el
valor propi associat. Aleshores, si V' C K™ és un subespai vectorial que compleix per tot h € H, v €
V, h(v) = p(h)v, p(h) € K necessariament V' C V; per algun 1 < j < k. Sigui ara g € G, atés que
H és un subgrup normal es compleix que per tot h € H, g~'hg = h € H. Notem aleshores que
sive Vi, g hg(v) = h(v) = Xi(h)v per tot 1 < i < k, fet que implica que h(g(v)) = \i(h)g(v).
Definint U; := g(V;) obtenim que per tot u € U; es compleix h(u) = A;(h)u, per tant, A;(h) és valor
propi de h i U; C Vj; per algun 1 < j; < k. Com l'anterior és cert per tot 1 < i < k veiem que g
permuta els espais vectorials V;, per tant, G és imprimitiu o intransitiu. O

Corol-lari 3.25. Sigui G < PGL,(K) un grup finit, sigui H < G un subgrup normal abelia de G
no trivial, aleshores G és imprimitiu o intransitiu.

La condicié que dona el teorema és suficient, per veure que no és necessaria es dona un exemple

d’un grup simple imprimitiu.

Exemple 3.26. Considerem el grup simple de Mathieu Mi;. Aquest grup simple té una tUnica
representacio6 irreductible de grau 11 sobre Z |GAP] i, a més, aquesta representaci6 és imprimitiva
i es pot posar en forma monomial emprant els segiients dos generadors?:

o
o

My My =

I
R R e S e Rl e B e i e il e B e B S R
R N e S e i e B e B e B o R Y
OO0 o000 O R OOO
[ R e i e e e i e i e e B S e B e
coocococoor~roOoOoCOO
CoooORrRrOoOO0O0COoCOCO
coocorr oo OoO
= R N R S e i e i el e B e B e B
= IS e i e R e B e i e i e B e B el
R S N e R e i el e B e B e i
—HO OO0 O OO
o N e i e e e i e i el e B e B B =
CoococorRrOoOO0OCOO
R N R R e B e e i e B e B S R
= e e e e i e i e i e B S e B e
coocococoor~roOoOoOO
—O 0000000 OO
o0 OoOR OO0 O OO
= N R S e i e i el e B e B B
= IS i R i e i el o B e B i
OO OO0 OO

O OO OO OO OO

o

’Es poden consultar més detalls sobre aquesta representacié en l’enlla¢ https://brauer.maths.qmul.ac.uk/
Atlas/v3/matrep/M11G1-Zr11BO
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En estar en forma monomial els generadors es poden donar com a matrius de permutacioé producte
una matriu diagonal, en aquest cas observem que

e(My) =(1,2)(3,4)(6,7)(9,10) € S11, »(M2)=(2,6,5,3)(7,11,9,8) € S1; (15)

La matriu M; ja és una matriu de permutacid, per tant té associada la identitat com a matriu
diagonal Dy = I, en canvi, Ms presenta dos nombres diferents de 1, la matriu diagonal

Dy = diag(~1,1,1,1,1,1,1,1,1,~1,1)
tal que Mo = (Ma)Dy = (Mz) = M3 Ds.

Observacio 3.27. En la introducci6 de l'article [Wal69| es dona la condici6 del Teorema (3.24) com
a condici6 equivalent a ser grup primitiu, perd I'anterior exemple demostra que no és cert.
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4 Cotes sobre ’ordre de grups primitius

4.1 Primers que poden dividir ’ordre d’un grup primitiu

L’objectiu d’aquesta seccié és donar una demostracié en llenguatge actual del teorema (4.1) de
Blichfeldt. La demostraci6 original per K = C es pot consultar en [Blil7, §64, Thm. 5] o bé en
[Bli03, Thm. 4].

Teorema 4.1. [Blil7, §64, Thm. 5] Considerem K algebraicament tancat de car(K) = 0. Sigui
G < SL,(K) grup finit primitiu, sigui £ un nombre primer, aleshores (1 |G| si £ > (2n+1)(n —1).

La demostraci6 segueix una estructura similar a la de Blichfeldt:

1. Trobar una equaci6 F' = 0 sobre K on F' és una expressié formada per sumes i productes
d’arrels de la unitat.

2. Descriure una congruéncia modul ¢ a partir de F' = 0.

3. Trobar un grup abelia normal H < G amb |H| = ¢* per algun k > 0.

Abans pero, son necessaris diversos resultats previs.

4.1.1 Resultats previs

Teorema 4.2 (Kronecker/Rédei, Bruijn, Schoenberg). Considerem un cos K de caracteristica zero

algebraicament tancat. Sigui A = {ai,i =1,...,n} un conjunt d’arrels de la unitat de K tals que
n
D ai=0 (16)
i=1
aleshores ezisteizen subconjunts disjunts Ay, j =1,...,k tals que |Ay,| = p; primers,
Ap, = {§g,m =0,...,p; — 1}
on &, €s una arrel primitiva de la unitat que satisfa 2P —1 = 0 4 {npj,j = 1,...,k} arrels de la

unitat tals que la suma anterior descompon en

Z anoz =0 (17)

j=1 a€Ap,

Demostracié. La demostracio d’un teorema més general es discuteix en [LL00|, que en particular
tracta aquest cas al principi. Blichfeldt en [Blil7, §132| atribueix el teorema a Kronecker en [Kro54]
i tot que és Blichfeldt qui el demostra explicitament en [Bli03]. O

Corol-lari 4.3. Sota les hipotesis i notacio del teorema (4.2), la suma d’arrels de la unitat que
s’anul-la es pot escriure com

n; Z al =0 (18)

k
=1 a€Ap;

J
on np; t€ ordre m; tal que o bé és coprimer amb p; o bé p? | m;.
Demostracid. Denotem V'ordre de 7, per 3, 8 = Hle 1" la descomposicié en factors primers de
B, aleshores 7, es pot escriure com a producte d’arrels primeres de la unitat (;, d’ordres " de

tal manera que 7, = Hle ;- Suposem que p; | m pero p? 1 m, aleshores existeix un ¢, que es
denotara ¢, que satisfa ¢ € A,;. Notem que en conseqiiéncia,

CZa:Za (19)

a€Ap; a€Ap;
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atés que només permuta les arrels de posici6 en la suma, per tant, es pot escriure 7, = 7,,¢ amb

lordre de 7, coprimer amb p; i
Mp; Z a = ﬁpj Z « (20)
Q€Ap; a€Ap;

O

A continuaci6 s'introdueix una estructura que resultarda de gran utilitat per executar el segon pas
de la demostracié.

Definici6é 4.4. Sigui Z C K subanell de K tal que Z = Z isomorfisme d’anells. Sigui U < (K, -)
el subgrup multiplicatiu de K format per totes les arrels de la unitat. S’anomena ZU = Z[U] al
grup-anell que pren Z com anell i I/ com a grup multiplicatiu.

Observacio 4.5. Notem que 'estructura de grup-anell implica que ZU és alhora un Z-modul amb
base U i un anell. A més a més, com Z,U sén subestructures de K, es pot definir un morfisme
p:ZU = Ktalquesite ZU,a; € Z,aj €U, m €N
m m
b= ajag, () = ia)ay) (21)
i=1 '

J=1

oni:Z — K,1:U — K son les inclusions de Z i U a K. Aquesta aplicacié és morfisme d’anells i
no és injectiva. En particular, observem que Ker ¢ estara format per totes aquelles sumes d’arrels
de la unitat tals que siguin nul-les en K, per exemple, si ¥ = 1,¢ € ZU aleshores es pot construir
S:Zf:_olﬁieZL{icp(s):Oons%O.

Del Teorema (4.2) s’obté de forma directa el segiient lema.

Lema 4.6. Ker és l'ideal de ZU generat per les sumes Zf;ol & on p primer i &5 —1 =0 arrel
primitiva de la unitot.

Es pot interpretar aquest lema com una traducci6 del Teorema (4.2) i del Corol-lari (4.3) a ZU en
relacié a com descomponen els elements del Ker(p). Per ultim, considerem el segiient lema.

Lema 4.7. Sigui T € GL,(K) una transformacid d’ordre finit m, aleshores el caracter x(T') es pot
expressar com una suma d’arrels de la unitat.

Demostracio. El caracter x(T') és la traga de T com endomorfisme lineal en K™. A més a més,
la traca d’una matriu és correspon amb la suma dels seus valors propis i, pel lema 3.23, els valors
propis de T' s6n arrels de la unitat. O

El lema anterior permet donar la seglient definicio.

Definicié 4.8. Sigui un grup finit G € GL,,(K), es defineix el caracter ¥ : G — ZU amb ¥(T) =
S dionT e Gi )\ son els valors propis de T com a elements de ZU.

Observacid 4.9. El morfisme ¢ permet recuperar el caracter habitual y : G — K de G a través de

X=@oV.

4.1.2 Obtencié de ’equacié F =0

A partir d’aqui s’adopta la notacié descrita en el Teorema (4.1) i es considera ¢ > n. En primer
lloc, observem que pel primer teorema de Sylow, si ¢| |G| aleshores existeix T' € G tal que Pordre
de T és £ i es pot considerar G com el grup en el qual T és diagonal i té determinant 1. Aleshores,
pel lema (3.23) es compleix que

T=(o,...,an), of=1, HOzi:l (22)
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Observacid 4.10. T no pot ser miltiple de la identitat, so ho fos, es tindria que det(T) = of =1
i alhora ozf =1, com £ > n primer es té que els o; han de ser 1. Per tant, es pot assumir que es
tenen almenys dos elements diferents en la diagonal. Per simplicitat es considera que els «; s6n tots
diferents, en cas que no ho fossin la discussié és equivalent.

Sigui V' € G una altra transformaci6é d’ordre ¢. Es denota per vy, vs,...,v, els valors de la diagonal
de V. Es considera ara els productes de la forma VT* k € N i els seus corresponents caracters
x(VT*) = > v, Es pren ara el conjunt d’expressions

{VT’f szk]k—o n—l}U{ VT™) sz } (23)

on s’ha pres un 0 < m < ¢ — 1 natural. Aquest conjunt d’expressions es pot codificar de forma
matricial com

x(V) 1 1 1 ~1 0
x(VT) o e o, 1 0

A = v2 | =0 (24)
(VT ot ot an—t : :
x(VT™) ot o ... a) Un 0

Fixant-nos ara només en la matriu fl, observem que la primera columna és combinacid lineal de la
resta (emprant el vector de I'expressio com a aquesta combinacio lineal) i aixi, det(A) = 0. Ara be,
observem que els elements de la matriu A es troben tots en Im(p), en el cas de la traga a través de
X = @oW. Per tant, s’anomena A € M,,,1(ZU) la matriu que té els mateixos coeficients que A perd
pensats sobre ZU. Observem que el que ens interessa no és tant la matriu sin6 el seu determinant,
aixi que definim

(V) 1 1.1
U(VT) oq ay ... Oy
D(A) = : L |ezu (25)
VT ot gt L !
wvTm)  of* oyt ...oal

Notem que en ser ¢ un morfisme d’anells podem entrar-lo dins el determinant i es recupera
(poD)(A) = det(A) = 0, en particular, D(A) € Ker ¢.

Es procedeix a continuaci6 a reescriure D(.A). En primer lloc, es desenvolupa el determinant per la
primera columna i es denoten els menors corresponents a cada columna A;.

n—1
D(A) =) U(VTHA + T(VT™)A, (26)
i=0
Observem que A, = (—=1)"V on V ¢és el determinant de Vandermonde en ai,...,q, i la resta

de menors A; son el mateix determinant perd on s’ha eliminat la i-éssima fila i s’han afegit en
I'altima fila of?, ..., o). Els determinants que prenen la forma dels menors A; es poden escriure
com A; = VB; = A,B; on els B; € ZU s6n uns certs polinomis de Schur avaluats en aq, ..., a, que

es discuteixen en detall a 'annex B, aixi, es pot reescriure:

n—1

D(A) =V (\I/(VTm)Bn +) \I/(VTi)Bi> —VF (27)
i=0

Ara notem que (poD)(A) = p(V)p(F) = 0 perd p(V) = [[1<;j<n(@j — i) i com s’ha pres a; # a;

aquest terme no s’anul-la, és a dir, ¢(F) = 0 = F € Ker(yp). Aixi, pel Lema (4.6), F admet la

reordenacié segiient

(1—1 ZQ—]. Zk—l k ej_l

f:alZ;géleaQZ;fé?erjLa’“Z;gék:;ajz;&j (28)
1= 1= 1= ]= 1=
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on k > 0 és un nombre natural desconegut, £; sén primers diferents dos a dos, §, son arrels de la
unitat primitives que satisfan 2% — 1 = 0 i els coeficients a; € ZU tal que satisfan les condicions
del Corol-lari (4.3).

Notem ara que les imatges ¢(B;) es corresponen als menors de det(A) desenvolupats de la mateixa
manera que els A;, els anomenem A;. Aixi, es té que A,, = ©(V) # 01 es correspon que p(B;) =
A;/V = B;. Aixi, es defineix I'expressio F' com

n—1 n—1
F=@(F)=(poW)(VT™@(Bn) + > (o) (VT)p(B:) = x(VI™)Bu+ >  x(VT')B; =0 (29)
=0 1=0

4.1.3 Obtencié d’una congruéncia modul ¢ a partir de F

L’objectiu d’aquesta part de la demostracio és crear f : ZU — Z de tal forma que f(F) =0 mod /.
Per fer-ho s’introdueixen les segiients definicions:

e S’anomena U; C U al subconjunt que conté totes les arrels de la unitat d’ordre ¢ (inclosa la
identitat 1).

e S’anomena ‘B C U un subconjunt que per cada primer p # ¢ conté una unica arrel &, d’ordre
p, és adir,deles &,7=1,...,p— 1 el conjunt B en conté tnicament una d’elles.

e Donats X,Y € U dos conjunts es denota per X - Y = {ay |z € X,y € Y}.

A partir de les definicions anteriors es construeix una particio en tres conjunts de U: Uy, Uy, U_1 C U
disjunts dos a dos:

U Cth=U- [][€] X B A <ooiparelly, [[¢ =1
fex 1357

U1 =Uy- Hf X C B, |A| < oo i senar
feX

Uy =U\UL W U_1)

on el simbol W denota la unié disjunta.

Observacié 4.11. El conjunt U, és de fet un subgrup U, < U, mentre que Uy, U_1,Uy sén simplement
conjunts.

A continuacio, es defineix I'aplicacio g : U — {—1,0,1} tal que

1si€&elh
g(§) = -1sifel (31)
0sié el

A partir d’aquesta aplicacié g es defineix 'aplicacio f : ZU — Z.
Definicio 4.12. Siguit € ZU, b; € Z, B; € U,
k
t=Y bif  fO) = i(b)9(5)) (32)
j=1 j=1
On i és la inclusi6 donada en 'observacié (4.5)

Observacié 4.13. f preserva l'estructura de Z-modul en el sentit que f(t+s) = f(t)+ f(s),s € ZU
isiae€ Z aleshores f(at) = af(t). Ara bé, com g no preserva l'estructura de grup f tampoc. Per
tant, f no és morfisme d’anells i en general f(ts) # f(t)f(s).
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Els dos segiients lemes ens donen condicions sobre quan f(ts) = f(¢t)f(s).
Lema 4.14. Sigui t € ZU i s € ZUy aleshores f(ts) = f(s)f(t)

Demostracio. Considerem a;,b, € Z, aj € U, 3, € Uy aleshores descrivim

k h
> aja; (Z b@) ZZa]b @B = f(ts)=>_> i(a;)i(b-)g(e;B;)  (33)
j=1 r=1 j=1r=1 j=1r=1
Observem que si g(a;3.) = g(o)g(B,) aleshores f també es separa, aixi, és suficient veure que
donats o« € U, 8 € Uy es compleix que g(af) = g(a)g(B). Es consideren els tres casos o € Uy,
aEU_ 11 aelU:

(i) Si « € Uy aleshores com 8 € Uy, af € Uy per definicio de Uy, per tant, g(aB) = 11 g(a)g(B) =
1-1=1.

(ii) Si a € U_; aleshores com B € Uy, af € U_1 per definicié de U_1, per tant, g(af) = —1 1
9(@)g(B) = 1(-1) = -1.

(iii) Si o € Up, en primer lloc observem que o no pot ser un element de U,. Sigui N 'ordre de «,
aleshores N =¢q1...q on ¢; = pZN “ 1 p; primers diferents, és a dir, el desenvolupament de NV
en factors primers. Aleshores a = &, -+ &, on &, son arrels primitives de la unitat d’ordre
q;- Atés que a € Uy existeix algun d’aquests factors que no pertany a 8B ni a Uy, aleshores af
també conté aquest factor i, per tant, no pertany ni a Uy ni a U_1, és a dir, a8 € Uy i tenim

g(aB) =0, g(a)g(B)=0-1=0.
O

Lema 4.15. Sit = Zle b.Br € ZU tal que b, € Z, B, € U satisfent que si m, és lordre
de B, aquest sigui coprimer amb p primer o p* | m,, i s = ?;é & on & —1 = 0, aleshores

f(ts) = f(£)f(s).

Demostracié. En la notacié anterior i pel mateix argument que en el Lema (4.14) és suficient veure
que g(ag?) = g(a)g(&?) on a € Us = U\U - {&,...,£P71}). En primer lloc observem que un dels
&) € B, sense pérdua de generalitat podem suposar que £ € B. Al llarg de la demostracié es fa
referéncia a la descomposicié d’una arrel, aquesta descomposicié és la que s’empra en el Lema (4.14)
part (iii) on s’expressa una arrel com el producte d’arrels d’ordre poténcies de primers. Aixi, es
vol veure que si es té o € Ug i B = & per algun j = 1,...,p — 1 aleshores g(afB) = g(a)g(B). Els
primers dos casos que cal separar son

(a) B=¢ ¢sadir, €U ig(B) =1
(b) B=E,j#1,6sadir, B €U ig(B)=0.

Dins de cada cas s’han de considerar 3 casos més: o € Uy NUe, « € U1 NUg 1 € Uy NUe. Es
comenga per provar (a):

(a.i) Sia € UiNUg aleshores o és un producte parell o zero de diferents elements de B que no conté
£ i producte d’elements de Uy, notem doncs que aff = £a és un producte senar d’elements
diferents de B i producte d’elements de Uy, per tant, aff € U_1. Aixi, g(af) = —1,g(a)g(B) =
1(—-1) =-1.

(a.ii) Sia € U_1NUg, com a és producte senar d’elements de 9B i producte d’elements de U, que no
conté 3, similarment a l’anterior en fer el producte a8 obtenim que ara el producte d’elements
de B és parell, per tant, af € U; i g(af) = 1,9(a)g(B) = (-1)(—-1) = 1.

(a.dii) Sia € Uy NUg aleshores o conté en la seva descomposici6 algun factor que no pertany a B o
U,. Observem que el factor en qiiestié tampoc és &/ per cap j = 1,...p — 1 per definici6. Per
tant, af = {a també conté aquest factor i aff € Up. Aixi, g(af) =0, g(a)g(8) = 0(—1) = 0.
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Es demostra ara el cas (b) quan 3 = & per algun j # 1.

(b.i) Sia €U NU; aleshores és un producte parell o zero de diferents elements de B que no conté £
i producte d’elements de U;. Observem que com 8 = & € Uy el producte a3 deixa de complir
els requisits de U i no compleix els de U_1, per tant, aff € Uy. Aixi, g(af) = 0, g(a)g(B) =
1-0=0.

(b.ii) Si o€ U_1NUe, com « és producte senar d’elements de B i producte d’elements de U, que no
conté 3, similarment a ’anterior en fer el producte af aquest deixa de complir els requisits
de U_; i no compleix els de Uy, per tant, af € Uy. Aixi, g(aB) =0,g(a)g(5) =—1-0=0.

(b.iii) Si @ € Uy NUg "inica forma de que o no estigui a Uy és que a sigui producte d’elements
diferents de B i elements de U, i un €F tal que ¥4 = 1,£. D’aquesta manera passaria a
formar part de U; o U_q, perd per definicié a no conté tal €F i, per tant, af € Uy. Aixi,

g9(ap) =0,9(a)g(8) =0-0=0.
O
De I’altim lema es té immediatament el segiient resultat.
Proposicio 4.16. Sit € Ker(yp) aleshores f(t) =0 mod ¢.

Demostracid. Pel Lema (4.6) tot element ¢ € Ker(y) es pot expressar com una suma d’elements
que satisfan les hipotesis del Lema (4.15). Aixi, si veiem que f (Z?;é §j> =0 mod ¢,P —1=0

aleshores es compleix ’enunciat. Suposem que & ¢ Uy, aleshores

p—1 A p—1 ‘
Y| => fE)=1-1=0 (34)
j=0 j=0

atés que tenim f(£9) = f(1) = 1, tenim una j = k tal que &* € B i, per tant, f(£F) = —1 mentre
que per les altres j # 0,k que es troben en Uy tenim f(&/) = 0. Ara només queda comprovar qué
succeeix quan & € Uy, és a dir, si € té ordre £. Aleshores observem que f(¢/) =1,Vj =0,...,0—1
i, per tant,

/-1 l—1
pS Zf gy=> 1= (35)
j=0 Jj=0

D’aquesta manera tenim que f(t) és multiple de £ i, per tant, es té ’enunciat. ]

Corol-lari 4.17. Sigui F Uezpressid donada en (27), aleshores f(F) =0 mod .

4.1.4 Les conseqiiéncies de la transformacio6 f

Recordem que de (27) es té

n—1
F=9VIT™B,+ Y ¥(VT)B (36)
i=0
L’objectiu d’aquesta secci6 és inferir propietats de W(VT?), W(VT™) i B; emprant f. Per fer-ho
notem que els B; provenien de A; = VB; = (=1)"A,B; i A; € ZUy,Vi = 0,...,n ja que estaven
formades Gnicament per sumes i productes d’arrels de la unitat d’ordre ¢, aixi, B; € ZU,. Per tant,
en aplicar f a la suma, pel Lema (4.14) es té que

n—1 n—1
FF) = (foR)(VT™) f(Bu)+> | f(R(VT)B:) = (fol)(VT™) f(Ba)+ Y _(foU)(VT)f (B) (37)
i=0 =0

Lema 4.18. Pertot0 <i</lesté —n< (foU)(VT)<niperi=0esté(foV)(V)=n, onn
és el grau de SL,(K).

22



Demostracié. Pel Lema (4.7) els caracters de la forma W(VT") s6n la suma de n arrels de la unitat.
Per tant, com aquestes arrels son desconegudes i poden caure en qualsevol dels conjunts U_1, Uy, Uy
I"tnic que es pot dir és que han estat canviades per 1,0, —1, aixi, el valor de (fo W)(VT?) ha d’estar
entre n i —n. En el cas de (f o U)(V') sabem que V' és d’ordre £ i, per tant, els valors propis s6n
arrels de la unitat d’ordre ¢ que han estat canviades per 1. Aixi, (f o ¥)(V) = n. O

Pel que fa als B;, recordem que provenien d’avaluar polinomis de Schur a arrels de la unitat «;
d’ordre £. Observem a més que l'aplicaci6é f|zy, és un morfisme d’anells que envia els a; a 1, per
tant, és el mateix que avaluar directament els polinomis de Schur a 1 en cada variable, el qual es
realitza en detall a 'annex B. S’obtenen els valors:

m—i+1)(m—d)m—i-1)-(m—n+1)
(i) (n —2)!

—1)...(m—n+1)
(n—1)!

si0<i<mnim>n. Sim < n,m # i aleshores clarament f(B;) = 0 ja que tenim dues fi-
les iguals, fet que també es compleix emprant la formula anterior. Si m = i aleshores f(B;) =
(—1)i(—1)""=1 = (=1)"~1. Es pot concloure que l'expressié de f(B;) és o bé constant o bé un
polinomi en m de grau n — 1.

£(B) = (—1yi(—pyla =) o (38)

() = (-1l

(39)

Finalment, observem que com f(F) =0 mod ¢ tenim

|
—

n

(fon)(VI™) = (=1)" ) _(fe ) (VT')f(B;) mod ¢ (40)

I
o

i es pot definir:

[y

ne
Pa( YV f (Bi) (41)
7,:0
Que és un polinomi constant o de grau n — 1 amb coeficients a Q i que pren valors enters per cada
m € {0,...,¢ —1}. S’obté finalment l’expressio

(foW)(VT™) = P,—1(m) mod ¢ (42)
Lema 4.19. Si ¢ > (2n+ 1)(n — 1) aleshores necessariament P,_1(m) ha de ser constant.

Demostracié. Sabem que (f o W)(VT™) pren valors entre —n i n i, per (42), els valors de P,,_1(m)

també ho han de fer modul £. Si P,_;(m) no és constant, donat k € {—n,...,n} com a molt
existeixen n — 1 valors diferents de m pels quals P,_1(m) = k. Per tant, com a molt podem tenir
(2n+1)(n—1) valors diferents de m. Si ¢ > (2n+1)(n — 1) forcosament necessitem que el polinomi
sigui constant. O

Demostracié (Teorema (4.1)). Suposem que £ > (2n+ 1)(n —1). Aleshores P,,_1(m) = ¢ constant,
en particular, per m = 0 tenim que (f o U)(V) = ¢ mod /¢ i, per tant, pel lema (4.18) ¢ = n. En
particular, aixo també implica que (f o ¥)(VT) = n i, per tant, ha de ser suma d’l o arrels de
la unitat d’ordre ¢. Es a dir, VT és d’ordre £ o 1 ja que els seus valors propis ho sén. Aixi, com
V era una transformacié d’ordre ¢ qualsevol de G, tenim que el producte de dues transformacions
d’ordre ¢ en G és d’ordre £. El conjunt de totes les transformacions d’ordre ¢ juntament amb la
identitat formen un subgrup H < G amb |H| = (¥ per algun k. Atés que una la conjugacié d’una
transformaci6 d’ordre ¢ té ordre ¢, H < G és subgrup normal. A més, H = (Z/(q))* que és abelia.
Pel Lema (3.23), G no pot ser primitiu, per tant, £ no pot ser major a (2n + 1)(n — 1). O

Corol-lari 4.20. Sigui G € GL,(K) tal que £ > 2(n + 1)(n — 1) primer divideiz l’ordre de G,
aleshores els productes dels elements de G d’ordre £ tenen ordre £ i formen un subgrup normal
abelia d’ordre (¢ per algun k > 0.
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4.2 Millores del teorema i altres cotes

En aquesta seccié s’exposen diversos resultats pel que fa als nombres primers que poden dividir 'or-
dre d’un grup primitiu de GL,, (K) o PGL,,(K) en funci6 de n i quines son les poténcies maximes de
cada primer que poden dividir 'ordre. No es donen les demostracions, simplement es fa referéncia
a ’article on es poden trobar.

Després de generalitzar el resultat del teorema (4.1) a K cos algebraicament tancat car(K) = 0,
resseguir la demostraci6 de Brauer en [Bra42b], i analitzar els resultats usats de Feit [Fei64] i de
Feit-Thompson [FT61], podem afirmar (comunicacié personal del tutor) que es pot enunciar el
segiient resultat per K algebraicament tancat amb car(K) = 0 enlloc de C.

Teorema 4.21 (Brauer). [Braj2b] [Bra67, p.75, 2B, 2C] Sigui G < SL,(K) un grup finit primitiu
on K és un cos algebraicament tancat amb car(K) = 0. Sigui p un nombre primer que divideiz
|G| Uordre de G aleshores p < 2n+ 1. A més a més, si p > n+ 1 aquest és [inic nombre primer

magjor a n+ 1 que pot diwidir Uordre del grup i p*> 1 |G|. En el cas que p = 2n + 1 primer aleshores
G/Z(G) = PSLy(F)).

Brauer en [Bra67] usant la tesi de Hayden [Hay63] i el treball de Tuan [Tua44] obté el segiient
teorema.

Teorema 4.22 (Brauer-Hayden-Tuan). [Bra67, p.75, 2D] Sigui G < SL,(C) un grup finit primitiu
amb 5 <n <10, sigui p un nombre primer que divideix |G| lordre de G aleshores p < n excepte en
el cas que G/Z(G) = PSLy(F,).

Fl segiients teoremes donen cotes superiors per les poténcies dels primers que divideixen ’ordre
d’un grup finit primitiu.

Teorema 4.23. [Bli17, §74] Sigui G < SL,(C) un grup finit primitiu, sigui p un nombre primer
que divideiz |G| Uordre de G aleshores si p* | |G| aquest compleiz p* < (n!),6"! on (n!), denota la
poténcia mazima de p que divideiz n!.

Observacid 4.24. En [Bli17, §74] la cota que es presenta és p* < (n!),5" ! enlloc de I'anterior, ara
bé, com indica Brauer en [Bra67, p.74] la reduccié de la cota de 6 a 5 és presenta com un fet pendent
de publicaci6, no se’n dona la demostracié i la suposada futura publicacié no s’ha trobat.

Teorema 4.25. [Blill, p.42, Cor.] Sigui G < SL,(C) un grup finit primitiu, sigui p un nombre

primer tal que p{n i que divideiz Uordre de G. Sigui k > 0 tal que p* | |G| Uordre de G aleshores
k 1,n—1

pt [ nlp" .

Observaciéo 4.26. En el cas del teorema (4.22), no tenim accés a la tesi [Hay63] de Hayden, per
tant, no podem estudiar-ne la demostraci6. En el cas de (4.23) i (4.25), alguns dels resultats
empren funcions de variable complexa, fet pel qual una generalitzaci6 a K algebraicament tancat
de caracteristica 0 no sembla clara.
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5 Sobre la classificacié grups finits primitius d’ordre n

5.1

Classificacions de grups primitius peran <7

En aquesta seccio es donen diverses llistes dels grups finits primitius de SL,,(C) per diferents valors
de n, juntament amb les referéncies d’on s’han extret. Per n fix les classificacions que donem sén
les iiniques conegudes en la literatura, sota el nostre coneixement.

Abans de donar els resultats, sén necessaries les segiients definicions:

e Sigui G un grup finit, s’Tanomena G’ = [G, G] el grup generat pels commutadors de G, és a

dir, els elements [g, h] = ghg~th~1.

Es defineix ’exponent d’un grup finit G com el minim comi miltiple de 'ordre de tots els
elements del grup.

Es diu que un grup G és una extensié d’un grup H per @ si existeix una successié curta exacta

1 H—— G —T">Q 1 (exacta) (43)

es diu que aquesta extensio és de separacid si existeix un morfisme de grups s : H — G tal
que o s =idg.

Per un p > 2 primer anomenem H), a I’extensi6 de separacié d’un grup no abelia P per SLs(p),
on P és un grup d’ordre p? i exponent p.

1 P —— H, —— SLy(p) —— 1 (exacta) (44)

Es denota per I, la classe de tots els subgrups primitius de Hj, que contenen P. La descripci6
explicita d’aquest grups es pot trobar en [Kan-+09], en particular, I3 correspon a [Kan+09,
Teorema 1.2|, I5 correspon a [Kan+09, Teorema A.3| i I7 correspon a [Kan+09, Teorema A.6].

Siguin A, B dos grups finits, A X B denota el producte directe dels grups A i B.

Es denoten per 24,,, 5 < m € N els dobles recobriments de Schur A4,,. Per m = 6,7, 34,,
i 6A4,, denoten els triple i séxtuple recobriments de Schur de A,,. Es denoten per S; S, .
m > 4 els dobles recobriments de Schur de .S,,. Per més informacié sobre aquests grups vegeu
[Hof92, §1].

Per informacié sobre les diferents nomenclatures emprades per denotar els grups simples de
tipus Lie vegeu la taula 6 de ’annex D.

A continuaci6 es resumeixen les classificacions per 2 < n < 7 extretes de [Fei71, §8.5|.

Teorema 5.1. Sigui G < SL,(C) un subgrup finit primitiu emb Z(G) C G’ i sigui z = |Z(Q)|.
Aleshores G és isomorf a un dels segiients grups o families:

’ n=2 ‘ G ‘ |G| ‘ z ‘
| (i) | ST, SLa(3),SLa(5) = 245 | 242,122,602 | 2]
n=3]C | 1G] [ 2]

(i) I3 -

(ii) | As, PSLy(7) 60,168

(i) | 34 360z 3
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’ n=4 ‘ G ‘ |G| z ‘
A x B/Z on A, B so6n grups primitius per n = 2
(i) i Z és el subgrup central d’ordre 2 que no esta | - -
contingut ni en A ni en B
(i) A subgrgp d mIdex 2 en GLy(3) x GL2(3)/Z que 953 5
no apareix en (i)
(i) S.1gu1 G el grup 'de (ii), hliha dues possibles exten- 576, 576 5
sions de G que intercanvien els factors
(iv) Una extensio d.e SLy(3) x SL?(?))/Z que intercan- 9885 5
via els factors i amb Z com (i)
(v) As, Ss 60, 120 1
(vi) 245,246, S5, 2A7 60z, 360z, 7202, 2 = 2
(vii) | SLy(7) 1682 2
(viii) | 2PSU4(2) 2063452 2
G és un subgrup primitiu que conté T" de I'extensi6
(ix) d’un grup extra especial T' d’ordre 2° pel seu grup | - -
d’automorfismes
’ n=>5 ‘ G ‘ |G| z ‘
(i) I5 - -
(ii) As, Ag, S5, Sg 60, 360, 120, 720 1
(iii) | PSLy(11) 660 1
iv) PSU4(2) 20345 1
’ n==~6 ‘ G ‘ |G| z ‘
Q) A X B on A és grup primitiu per n = 21 B és grup i i
primitiu per n = 3
(ii) 245, S 60z, 120z 2
3As = 3PSL2(9), una extensio per un automorfis-
(iii) me d’ordre 2 que és el producte de 'automorfisme | 360z, 720z 3
del cos per 'automorfisme de GL2(9)
(iv) | 347 2z 3
(v) Az, Sq 2 1
(vi) | 646,647 360z, 0z 6
(vii) PSLy(7), PGLy(7) 168, 336 1
(vii) grljé?iel Ct;rza (e;;tensm per un automorfisme d’or- 1682, 3362 5
2
(ix) | SLy(11), SLy(13) 6602, 10922 2
() (1;222(4) i una extensioé per un automorfisme d’or- 26315, 27315 1
(xi) SUs3(3) i una extensi6 per 'automorfisme del cos | 6048, 12096 1
(xii) Sifdgi(g) i una extensié per un automorfisme 97365171, 28305171, 6
(xiil) | 25 6048002 2
6PSL3(4) i una extensié per un automorfisme
(xiv) | d’ordre 2 que és el producte d'un automorfisme | 20160z, 40320z 6
de grafs i un automorfisme de cossos
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n=7]G Il 2]
i) I -
i) | As,Ss 38!

iii) PSL5(13), PSLy(7), PGLo(T), PSpe(2) 1092, 168, 336, 27345171
iv) | PSU3(3),G2(2) 6048, 12096

v) PSLy(8),R(3) 504, 1512

3

1
1
1
1

N TN N SN S

Demostracié. La demostraci6 dels casos n = 2,3, 4 es pot trobar en [Blil17]. La demostraci6 del cas
n =5 és de Brauer i es pot consultar en [Bra67|. La demostracio de n = 6 es deguda a Lindsey i es
pot trobar en [Lin71]. La demostracié de n =7 és deguda a Wales i es pot trobar en [Wal70]. [

Observacid 5.2. Les classificacions per n = 2,3 s6n problemes classics i estan més presents en la
literatura que la resta de casos. En la tesi [Hug05, §2| es poden consultar la classificacio dels
subgrups finits de PGLo(K) i PGL3(K) on K és un cos de caracteristica p > 0 algebraicament
tancat.

En els articles [DZ98| i [DZ08] es pot trobar una classificaci6 menys explicita de tots els grups
primitius de SL,(C) on p primer. Aquesta classificacié només descriu quins son els grups primitius
simples i quins sén els subgrups imprimitius que poden ser subgrups normals d’un grup primitiu.
Aquesta classificacio esta fonamentada en la classificacio dels grups finits simples i en article [LS74]
i la seva versio revisada [SZ93]. Aquests dos darrers articles proporcionen cotes inferiors sobre el
grau minim de les representacions projectives dels grups simples de tipus Lie.

Un dels passos més importants en la determinacié de totes les classificacions donades és ’obtenci6
dels possibles grups primitius simples, vegeu [Bli17, §§102-117]. A més a més, la llista dels grups
primitius simples de SL,(C) és subconjunt de la llista de subgrups primitius simples de PGL,,(C),
vegeu el segiient exemple:

Exemple 5.3. En la taula del Teorema (5.1) els grups que es mostren son grups de representacio,
és a dir, son extensions centrals dels grups primitius de PGL, (C). Aixi, en el cas de SLa(C) es veu
que no hi ha grups simples primitius, mentre que en PGLy(C) s’hi té As, que té com a grup de
representaci6 245 = SLo(5). En el cas n = 3, Ag no és grup simple primitiu de SL3(C) pero si que
és present en PGL3(C), atés que 3Ag és grup de representacio de Ag.

Aquest fet motiva un estudi computacional de quins poden ser els grups primitius simples de
PGL,,(C), en els casos fora del nostre coneixement, és a dir, n > 8 no primer.
5.2 Classificacié dels grups simples primitius d’ordre n fixat

Com a novetat per la comunitat matematica, en aquesta seccié presentem un programa que, donat
n fix, és capag de determinar una llista finita de grups simples que conté tots els possibles grups
finits primitius de PGL,,(C).

El programa no és capag de decidir quins dels grups tenen representacions primitives en PGL,,(C),
perd garanteix que els que en tinguin hi sén presents. Pels n més petits és possible reduir les llistes

i determinar representacions irreductibles comparant amb les bases de dades del [GAP].

Per a la presentacié i exemples de com s’empra el programa, referiu-vos a la seccio 5.2.1. El pro-
grama esta disponible a GitHub en https://github.com/GeraGC/FiSGO.

Per a la discussio dels resultats del programa sobre els grups simples finits primitius de PGL,,(C)
amb 8 < n < 10 referiu-vos a la secci6é 5.2.2.

Finalment, en ’annex D es pot consultar la taula 7 amb els candidats a grups finits simples primitius
de PGL,(C) per 12 < n < 20.
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5.2.1 FiSGO: Finite Simple Groups by Order

El programa dissenyat per determinar una llista finita de grups simples candidats a ser grups sim-
ples primitius s’anomena FiSGO: Finite Simple Groups by Order. Actualment el programa esta
escrit en SageMath Notebook i esta pensat per a ser utilitzat en ’entorn de Jupyter Notebook. Al
llarg d’aquesta seccié en descrivim els seus objectius, les seves funcions i altres programes que el
complementen.

L’objectiu principal del FiSGO és respondre la segiient pregunta:

Pregunta 5.4. Donat un nombre b = p{'p5?---p.* on pi,pa,...,pr son nombres primers diferents
i ny,...,n, s6n nombres naturals positius, quins sén els grups finits simples els ordres dels quals
divideixen b?

Respondre a aquesta pregunta és necessari emprar la classificacio dels grups finits simples i les
formules que donen els ordres d’aquests grups simples. Aixi, les funcionalitats que incorpora el
programa sén les segiients:

e La classe principal SimpleGroupsOrder permet, donat un diccionari detallant els nombres
primers i les seves poteéncies p; : n;, determinar per cada familia de grups simples quins
divideixen ’ordre b donat.

e La classe SimpleGroupsOrder també inclou la funcié full_check() que permet determinar
tots els grups simples d’ordre que divideix b de totes les families simultaniament.

e La notacié emprada per defecte per descriure els grups finits simples és la del paquet [Wil+22]
de [GAP]. Aquesta notacid no és estandard actualment perd permet el processament de la llista
de grups obtinguda amb [GAP] sense haver de canviar els noms. La funcié standard_notation()
permet llegir els resultats en una notacié alternativa.

e Els noms de les funcions associades a cada familia de grups simples corresponen als noms
donats en la llista de grups simples de [Wik24|.

e Alguns dels grups entre families es solapen, el programa elimina per defecte els duplicats quan
s’empra la funcié full_check().

e Habilitant la opcié multipliers = True la cerca retorna els possibles grups i el multiplicador
de Schur de cada grup calculat emprant les expressions de |Wik24].

A part de la classe principal SimpleGroupsOrder ¢l programa també inclou altres funcions diverses:

e Una cel-la amb una taula de conversi6 entre els noms de les families emprats en [Wil+22] i en
|Wik24].

e Funcions que generen l'ordre d’un grup simple de la familia triada a partir dels parametres i
les formules donades en [Wik24] (exceptuant els esporadics). El resultat es retorna com una
llista preparada per ser usada per la classe SimpleGroupsQOrder.

e La funci6é report(simplegroups: SimpleGroupsOrder, filename: str) que donat un ob-
jecte SimpleGroupsOrder i un nom crea un arxiu de text amb un resum dels grups obtinguts
per Pordre especificat, juntament amb I'ordre d’aquests grups emprant la notacié alternati-

va. També presenta diverses llistes dels grups obtinguts per a ser emprades directament amb
[GAP].

e La funci6 build_bound(n) que donat n > 2 natural genera una cota per 'ordre dels grups
primitius simples de PGL,(C) a partir dels teoremes (4.21), (4.23) i (4.25).

Observacid 5.5. La funcié build_bound(n) tria per cada primer p quina de les dues cotes dels
teoremes (4.23) i (4.25) és més fina en cada cas, sempre que es puguin emprar ambdues.
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A continuacié es dona un exemple de com s’empraria el programa per determinar els candidats a

grups simples primitius de PGLg(C) emprant tant la cota proporcionada per la funcié build_bound (6)
com la reduccié donada pel Teorema (4.22).

Exemple 5.6. Es comenca calculant les dues diferents cotes per I'ordre dels grups simples primitius
de PGLg(C).

In[l]:‘order6 = build_bound(6); order6

Uut[l]:{{Q: 16, 3: 10, 5: 6, 7: 4, 11: 3, 13: 3}

for prime in list(orderBextra.keys()):
if prime > 7:
del order6extral[prime]

In[2]:|order6extra = order6;
order6extra

OQut[2]:|{2: 16, 3: 10, 5: 6, 7: 4}

Notem que order6extra conté la cota reduida en el-liminar els primers majors a n+1 = 7. Podem
procedir a calcular els grups simples que divideixen les cotes:

In[3]:|boundSimpleGroups = SimpleGroupsOrder (multipliers=False)
boundSimpleGroups.set_order (order6)
boundSimpleGroups.full_check()

print (boundSimpleGroups.get_calculated_groups())

Out[3]:|['A5', 'A6', 'A7', 'A8', 'A9', 'A10', 'A11', 'A12', 'A13', 'Al14', 'A15',
'Al6', 'M11', 'M12', 'M22', 'J2', 'HS', 'MclL', 'Suz', 'L3(2)', 'L34)',
'L2(8)"', 'L2(64)', 'L3(3)', 'L4(3)', 'L6(3)', 'L3(9)', 'L2(27)', 'L2(25)',
'L2(49)', 'L2(11)', 'L2(13)', '07(2)', '05(8)', '07(3)', 'S6(3)', '05(B)"',
'05(7) ', '08+(2)', 'G2(4)', 'G2(3)', 'U4(2)', 'Us(2)', 'U6(2)', 'U3(4)',
'U3(3)', 'U4(3)', 'U3(B)', 'U4(5)', '3D4(2)', 'Sz(8)', "2F4(2)'"]

P &8 &8

In[4]:|bound2SimpleGroups = SimpleGroupsOrder(multipliers=False)
bound2SimpleGroups.set_order (orderbextra)
bound2SimpleGroups.full_check()

print (bound2SimpleGroups.get_calculated_groups())

Out[4]:|['A5', 'A6', 'A7', 'A8', 'A9', 'A10', 'J2', 'L3(2)', 'L3(4)', 'L2(8)',
< 'L2(49)', '07(2)', '06(7)', '08+(2)', 'U4(2)', 'U3(3)', 'U4(3)', 'U3(5)']

En cas de voler els multiplicadors de Schur de cada grup es pot canviar la opcié multipliers=True,
s’obté el segiient (només ho fem pel cas reduit).

In[5]:|bound2SimpleGroups.set_multipliers(True)
bound2SimpleGroups.full_check()
print (bound2SimpleGroups.get_calculated_groups())

Out[5]:|{'A5': 2, 'A6': 6, 'A7': 6, 'A8': 2, 'A9': 2, 'A10': 2, 'J2': 2, 'L3(2)': 2,
— 'L3(4)': 48, 'L2(8)': 1, 'L2(49)': 2, '07(2)': 2, '05(7)': 2, '08+(2)': 4,
— 'U4(2)': 2, 'U3(3)': 1, 'U4(3)': 36, 'U3(5)': 3}

En el cas de voler la resposta en la notacié alternativa es pot escriure:

In[6]:|print(boundSimpleGroups.standard_notation())

Out[6]:|{'A5': 2, 'A6': 6, 'A7': 6, 'A8': 2, 'A9': 2, 'A10': 2, 'J2': 2, 'PSL3(2)': 2,
'PSL3(4)': 48, 'PSL2(8)': 1, 'PSL2(49)': 2, 'PSO7(2)': 2, 'PS05(7)': 2,
— 'PS08+(2)': 4, 'PSU4(2)': 2, 'PSU3(3)': 1, 'PSU4(3)': 36, 'PSU3(5)': 3}

Si es vol generar un arxiu de text amb tota la informacié de bound2SimpleGroups es pot emprar la
funci6 report de la segiient manera:
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In[7]:|bound2SimpleGroups.set_multipliers(True)
bound2SimpleGroups.full_check()
report (boundSimpleGroups, 'PGL6_autobuild.txt')

Out[7]:| True

En la versié actual del FiSGO la funcié report només estd implementada quan s’empra 1’opcié
multipliers=True.

Observacio 5.7. El programa FiSGO tnicament és capag de determinar els candidats als grups
simples primitius de PGL,,(C) donat un n. En cap cas assegura que els grups obtinguts tinguin les
representacions corresponents.

A partir dels grups que proporciona el programa FiSGO es pot estudiar si aquests grups tenen
representacions lineals o projectives irreductibles primitives de grau corresponent al n que s’estigui
estudiant. Per grups finits simples d’ordre petit la base de dades del [GAP] té molta informacio ja
disponible sobre les representacions lineals i projectives d’aquests grups. Aixi, conjuntament amb el
FiSGO també s’ha programat un script® de [GAP] que per cada grup obtingut comprovi si existeix
una representaci6 (lineal o projectiva) irreductible del grau desitjat.

Aquest script en [GAP] intenta fer el segiient:

1. Donada la llista de grups simples segons si tenen multiplicador de Schur trivial o no trivial,
comprova si hi ha informacié existent sobre els caracters irreductibles del grup donat en la
seva base de dades, principalment en [Wil+22] i [Bre22].

2. Si no existeix informacié sobre el grup, notifica que no ha estat trobat i passa al segiient. En
cas de disposar d’informacié sobre el grup, comprova si hi ha caracters lineals irreductibles
del grau desitjat i ho retorna.

3. Si el multiplicador de Schur del grup no és trivial, comprova si hi ha informacié sobre les
representacions projectives o del grup de representaci6é. En cas d’haver-ne, comprova si hi ha
caracters projectius del grau desitjat i ho retorna.

4. Si hi ha diversos caracters compatibles amb els criteris desitjats, el grup sera retornat per més
d’un cop.

Observacid 5.8. El procés descrit anteriorment determina ’existéncia de representacions irreducti-
bles en funci6 de si existeixen caracters irreductibles del grau desitjat. No és capag de decidir si els
cardcters en qiiesti6 admeten representacions primitives o imprimitives.

Com major Uordre del grup més probable és que no hi hagi informacié sobre aquest. En aquesta
situacié es poden emprar les cotes sobre el minim grau de les representacions projectives dels grups
de tipus Lie donades en els articles [LS74] 1 [SZ93]. Aquest proceés de comparacié es podria programar
com a un filtre addicional en FiSGO, i es pretén implementar-ho de cara a futures versions.

Observacid 5.9. En el cas particular dels grups alternats A,,, les representacions projectives d’aquests
grups estan ampliament estudiades en la literatura, vegeu [Hof92| pel cas complex i [Kle05] pel cas
K algebraicament tancat i de caracteristica p > 0.

5.2.2 Discussio de 'algoritme per ordres 8,9 i 10

En aquesta seccié comentarem els resultats obtinguts per n = 8,9,10. En la taula 1 es mostren les
cotes emprades per determinar els candidats a grups primitius simples emprant FiSGO i la reducci6
de Brauer del teorema (4.21). La taula mostra per cada n i per p < 11 primers els exponents maxims
corresponents a cada primer.

A partir de les cotes anteriors s’obtenen les llistes de grups finits simples candidats a ser grups
simples primitius de PGL, (K), es mostren en la taula 2.

La notaci6 emprada per descriure els grups finits simples emprada en la taula 2 no és completament
estandard, com a referéncia, es dona la correspondéncia amb els noms donats en [Wik24]:

3 Aquest script també esta disponible a GitHub: https://github.com/GeraGC/FiSGO
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Taula 1: Cotes superiors als ordres dels grups primitius simples de PGL,,(C)
lnl2[3]5[7[1]

8 1251 9 | 8 |7] 0

9 |15 17| 9 0

10 | 31 | 13| 12 6

8
9

Taula 2: Candidats a grups simples primitius de PGL,,(K)
’ n ‘ Grups simples candidats
A57 Aﬁv A77 A87 A97 Alo, JQ
8 | PSL3(2), PSL3(4), PSLa(8), PSL2(49),Q7(2),25(7), 0 (2),
PSU4(2), PSU3(3), PSU4(3), PSU3(5)
A57 Aﬁa A77 A87 A97 A107 J2a
9 | PSL3(2), PSL3(4), PSLy(8), PSL2(49),Q7(2),25(7), 0 (2),
PSU4(2), PSU3(3), PSU4(3), PSU3(5)
A57 Aﬁa A77 A87 A97 A107 Alla A127 M117 M12a M227 J27 HS7 MCL7
10 | PSL3(2),PSL3(4), PSLy(8), PSLy(49), PSL2(11),97(2),25(7),
Of (2), PSU4(2), PSUs5(2), PSUg(2), PSU3(3), PSU4(3), PSU3(5)

e Kls grups Jo, HS, McL sén grups esporadics, respectivament sén el segon grup de Janko
(també conegut com el grup de Hall-Janko-Wales), el grup de Higman-Sims i el grup de
McLaughlin.

e Els grups PSL,11(q) son els grups projectius especials lineals de dimensiéo n + 1 sobre els
cossos finits F,. També es coneixen com els grups classics de Chevalley de tipus A,(q).

e Els grups Q2,+1(q) son els grups de Chevalley de tipus By (q), els grups O3, (¢) sén els grups
de Chevalley de tipus Dy(q).

e Els grups PSU,,+1(q) sén els grups projectius especials unitaris de dimensi6é n+ 1 sobre el cos
finit F,. També es coneixen com els grups classics de Chevalley de tipus 2A,,(¢?)

e Per més informacio6 sobre les diferents nomenclatures dels grups simples de tipus Lie vegeu la
taula 6 de 'annex D.

A partir de les llistes de la taula 2 es contrasten els grups obtinguts amb les bases de dades del
|[GAP]. Els grups finalment obtinguts es classifiquen segons si la representacié projectiva obtinguda
és d’una extensio trivial (és a dir, és una representacio lineal del grup) o si son representacions
projectives obtingudes d’un grup de representacié amb extensié central no trivial. Els resultats es
mostren en la taula 3.

Taula 3: Grups simples amb representacions irreductibles candidats a ser primitius en PGL,(C)

| n [ Trivials | No trivials \
8 | Ag, Ag, PSL3(2), PSLy(8) Ag, Ag, Ag, PSL3(2), PSL3(4),Q7(2),04 (2)
9 AG,AlO,PSLQ(S) A6
10 AG,A7,AH,Mll,PSLQ(ll),PSU4(2), A6,M12,M22,PSL3(4),PSL2(11)
PSU;(2)

Distingir entre si les representacions projectives provenen del propi grup o d’un grup de representacié
donat per una extensié central no trivial permet decidir si els grups simples tenen representacions
a GL,(C) o no. Vegeu el segiient exemple:

Exemple 5.10. Per n = 8 el grup Ag té ambdos tipus de representacions, per tant, la representacio
trivial és una representacio lineal que projecta a PGLg(C), mentre que la representacié no trivial
en aquest cas prové del doble recobriment de Schur 2A4g, per tant, el grup present a GLg(C) és 244
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ino Ag. En el cas de PSLy(4), la representaci6 és unicament no trivial, per tant, el grup simple
PSLs(4) no té representacions lineals en GLg(C), per tant, no pot ser un grup primitiu simple, ara
bé, el seu 6-recobriment de Schur 6 P.SL3(4) si que té una representacio lineal a GL,,(C) que indueix
una representacio projectiva de PSLs(4). Pel mateix motiu, tot grup que tingui multiplicador de
Schur trivial sempre que es pugui representar en PGL,,(C) també es podra representar en GL,,(C).

Observacid 5.11. En els tres casos n = 8,9, 10 el grup Q5(7) apareix com a candidat a grups simple
primitiu (vegeu taula 2). En comprovar les representacions projectives en [GAP] el script emprat
retorna que no hi ha informacié sobre les representacions projectives, només sobre les lineals. Per
poder descartar aquest grup de la llista s"ha comprovat en [LS74, Thm.1] que la cota inferior al
grau minim per les representacions projectives d’aquest grup és 24.

Finalment, en la taula 4 es resumeixen els grups finits simples candidats a ser primitius a GL,,(C)
i els que projecten a candidats a grups simples primitius a PGL,,(C), que serien grups primitius de
GL,(C).

Taula 4: Candidats a grups primitius simples de GL,,(C) i grups de representacio
’ n ‘ Grups ‘

8 | Ag, Ag, PSL3(2), PSL2(8),

2A¢,2As,2A9,2PSL3(2),4PSL3(4),207(2), 207 (2)

346

2A6,2M192,2M99,2PSL3(4),2PSLa(11)

Per acabar, en ’annex C es poden consultar les cotes calculades pels exponents dels grups primitius
de PGL,,(C) per 8 < n < 32, calculades emprant la funcié build_bound de FiSGO. En l'annex D
es poden trobar les llistes dels grups simples candidats a ser primitius en PGL, (C) per 8 < n < 20,
n no primer, un cop comparats amb la base de dades del [GAP].

Tots els codis i arxius resultants dels programes emprats per ’elaboracié de totes les taules es poden
consultar en https://github.com/GeraGC/FiSGO. El seu 1s és lliure.
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A Teoria de representacions projectives i exemples

A.1 Introduccié a la teoria de representacions projectives

La teoria de representacions de grups finits sobre el grup lineal ha estat desenvolupada ampliament
en el darrer segle, en part, degut a ’esforg realitzat per la classificacié dels grups simples. En aquest
annex es pretén introduir la seva contrapart projectiva, és a dir, una teoria que faci el mateix
paper que 'anterior perd aplicada a entendre com poden representar-se grups finits dins els espais
PGL,(K). Al llarg de tota la seccio es treballara sobre un cos K de caracteristica 0 algebraicament
tancat.

Definicié A.1. Sigui V un espai vectorial de dimensi6 finita amb cos K, sigui G un grup finit, es
diu que p : G — PGL(V) és una representacié projectiva del grup G en PGL(V') si p és un morfisme
de grups.

Si un és coneixedor de la teoria de representacions lineals de grups finits, i tenint en compte el
morfisme projeccié m : GL(V) — PGL(V), és clar que qualsevol representaci6 lineal d'un grup
finit indueix una representacid projectiva d’aquest via composicié amb la projeccio, la pregunta és
si totes les representacions projectives sén d’aquesta tipologia, essencialment reduint-se a l’estudi
de la contrapart lineal. Un dels exemples més senzills de que aquest no és el cas ve donat per les
representacions del grup alternat Az. A través del [GAP] es poden obtenir els ordres dels caracters
irreductibles lineals de As que son 1,3,4,5, per tant, As no té cap representacio injectiva (“faith-
ful”) a GLa(K). Sila tingués, aquesta hauria de ser resultat de la suma directa de I'inic caracter
irreductible d’ordre 1, que és el trivial. Per tant, no es té cap subgrup de GLo(K) isomorf a As,
també és diu que no té cap realitzacio en GLo(K). Ara bé, és conegut que As és un subgrup de
PGLy(K) ja que A5 representa les simetries d'un icosaedre. Aixi, es té una representacié projectiva
de As que no ve induida per una representacié lineal.

Per poder relacionar completament les representacions lineals i les representacions projectives és
convenient la segiient definici6 equivalent de representacié projectiva donada en [Kar85| i [Hof92]:

Definicié A.2. Sigui V un espai vectorial de dimensi6 finita amb cos K, sigui G un grup finit,
es diu que p : G — GL(V) és una representacid projectiva del grup G si existeix una aplicaci6
a:GxG— K* tal que

(a) p(z)p(y) = a(x, y)p(zy) Yo,y € G.
(b) p(1) =1y on 1 és la identitat a G i 1y és la identitat de GL(V).

La demostracié de I'equivaléncia entre les definicions es pot trobar en [Menl17].
Notem que si a(x,y) = 1Vx,y € G aleshores la representacio projectiva p és de fet una representaci6
lineal. S’observa que l'aplicacié « satisfa les propietats del que és coneix com un 2-cocicle:

Lema A.3. Sigui p: G — GL(V') una representacid projectiva amb una aplicacio o : G x G — K*
associada, aleshores compleix Vx,y,z € G:

(a) a(z,1) =a(l,z) =1.

(b) a(x,yz)aly, z) = a(z,y)a(ry, 2)

Sense entrar en molt de detall, les representacions donades directament sobre PGL (V) com en la
primera definici6 no donen una tUnica tria de « per obtenir una representacié en el sentit de la
segona definicio, és a dir, donada p : G — PGL(V) es poden trobar 2-cocicles diferents a;, ay tals
que es tinguin representacions p1, p2 diferents en el sentit de la segona definicié perd que indueixen
el mateix morfisme p en projectar-se. Per tal que aixd passi, els 2-cocicles han de ser cohomolegs,
que constitueix una relacié d’equivaléncia. Aixi, es pot definir el grup M(G) = H*(G, K*) com el
grup de les classes d’equivaléncia dels 2-cocicles de G a K*.

Proposicié A.4. Sigui G un grup finit, s’anomena al grup M(G) = H*(G, K*) el multiplicador
de Schur de G. Aquest és un grup finit i abelia.
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El multiplicador de Schur és un dels objectes més importants en la teoria de representacions pro-
jectiva, és l'objecte que dicta com sén els grups que donaran les representacions projectives. Cal
remarcar que habitualment en la literatura es fa referéncia al multiplicador de Schur com a un nom-
bre, indicant simplement ’ordre del grup. La segiient definicié descriu com s’utilitza el multiplicador
de Schur en aquesta teoria.

Definicié A.5. Sigui G un grup finit, es diu que G* és un grup de representacid de G si existeix
una extensié central finita

1 A G* G 1 (exacta) (45)

tal que |G*| = |G||M(G)|.

Les extensions centrals i les possibles diferents extensions no equivalents estan relacionades amb
el segon grup de cohomologies H?(G, K*), per aixd la definicié anterior. Per més informacio es
pot consultar [Kar85, §2|. La segiient caracteritzacié acaba de perfilar el que es vol d’un grup de
representacio.

Teorema A.6 (Schur, 1907). Sigui K un cos algebraicament tancat de caracteristica p > 0. Ales-
hores G* és un grup de representacid de G sobre K si i només si

(a) Ezisteir A < G subgrup tal que A C Z(G*) N (G*)'.
(b) G = G*/A.
(c) [Al = [M(G)|
A més a més, per qualssevol A 1 G* satisfent (a),(b) i pt|A| aleshores A= M(G).

Observacié A.7. En el teorema, si G és un grup finit aleshores (G*)' = [G*, G*] és el grup generat
pel conjunt de commutadors de G*.

Demostracié. Es pot trobar en [Kar85, §3.3, Teorema 3.7] O

Notem que en caracteristica zero, el grup pel qual es duu a terme les extensions del grup que es
vol representar és isomorf al multiplicador de Schur. El resultat anterior s’interpreta considerant el
segiient diagrama de successions exactes:

1 A G* G 1 (exacta)
L | )
1 K~ GL(V) —— PGL(V) —— 1 (exacta)

IL’anterior diagrama commuta sota les condicions del teorema, aleshores les representacions lineals
dels grups de representacié indueixen representacions projectives del grup que representen i sén
només els grups de representacio els que juguen aquest paper. Aixi, en caracteristica zero, conéixer
les representacions projectives d'un grup es redueix a calcular el multiplicador de Schur i els grups
de representaci6, també anomenats els recobriments pel multiplicador de Schur.

El problema de conéixer A i G i trobar els grups G* no isomorfs que satisfan la successié exacta pot
provar molt complex i esta relacionat amb els productes semidirectes de grups. Afortunadament,
el seglient resultat dona una cota superior a la quantitat de grups de representacié no isomorfs que
pot tenir un grup.

Teorema A.8 (Schur, 1907). Sigui G un grup finit i K un cos tal que G* és un grup de representacio
de G sobre K. Siguin

GIG = Ty X+ X Ty M(G) =T, x -+ x 2, ()
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les descomposicions en factors ciclics, aleshores el nombre de grups de reprensentacié de G no
isomorfs és menor o igual que
I (e (48)
1<i<n
1<j<m
En particular, si les ordres de G/G' i M(G) sén coprimers aleshores només hi ha un grup de
representacid G* llevat isomorfisme.

Demostracié. Es pot consultar en [Kar85, §3.4, Teorema 4.4] O

Aquest resultat és especialment util si G/G’ és el grup trivial, atés que aleshores es pot parlar
d’un tnic grup de representacié. Un grup que satisfa la condicio G/G’" = {id} s’anomena un grup
perfecte, en particular, tot grup simple no abelia és un grup perfecte, per tant, aquest fet facilita
molt 'estudi de les representacions projectives dels grups simples.

A.2 Exemples de representacions projectives

FEn aquesta seccié 'objectiu és desenvolupar alguns exemples concrets de representacions projectives
i grups de representacié. En particular es centraran els esforgos en els grups simeétrics i els grups
alternats. Els grups alternats A,, a partir de n > 5 s6n simples i no abelians, per tant, son grups
perfectes i només tindran un tnic grup de representacio, ara bé, la resta dels A, i els S, no so6n
grups perfectes, per determinar quants grups de representacié no isomorfs tenim caldra conéixer el
multiplicador de Schur.

Teorema A.9. Sin > 4 aleshores M(Sy,) = Zo mentre que si n < 4 aleshores M(S,) = 1. Si
n < 3 aleshores M(Ay,) =1, sin=4,5 on > 7 aleshores M(A,) = Zz, en els casos n = 6,7 es té
que M(Ay,) = Zg.

Demostracié. Es poden consultar en [Hof92, §2, Teoremes 2.9, 2.11]. O
A partir del multiplicador de Schur es pot deduir el segiient resultat.

Proposiciéo A.10. Sin > 4 aleshores Sy, té com a molt dos grups de representacid no isomorfs i
Ay, en té dnicament un (llevat d’isomorfia). Sin < 4 només hi ha un dnic grup de representacio
en ambdds casos, que és el propi grup.

Demostracié. Pel que fa als A, amb n > 5 aquests sén grups perfectes. Pel que fa a n < 3
tant per A, 1 Sy, en ser el multiplicador de Schur trivial només hi pot haver un tnic grup de
representaci6 que és el propi grup. En el cas Ay, es pot veure que |A}j| = 4 és el grup de Klein, la
instruccio DerivedSubgroup(AlternatingGroup(4)) del GAP ho dona. Aixi, com l'index del grup
és 3, coprimer a 2, només existeix un unic grup de representacié. Pel que fa als S, quan n > 4, és
conegut que S), = A, i, per tant, la cota superior indica que es poden tenir com a molt dos grups
de representacié no isomorfs. O

La construccié explicita dels dos grups de representacié de S, no isomorfs i el fet que no sén isomorfs
excepte per n = 6 es pot trobar en [Hof92, §2, Teoremes 2.8, 2.11]. Per n = 6 els grups son isomorfs
i, per tant, resulta només haver-hi un grup de representacié.

A.2.1 Representacions projectives de S,

A continuacié es procedird a construir i estudiar algunes de les caracteristiques de les representaci-
ons projectives de Sy emprant el GAP. En principi el GAP no té perqué conéixer a priori quines s6on
les representacions projectives d’un grup, ara bé, la quantitat d’informaci6 i algoritmes del GAP
sobre representacions lineals fa que es pugui treballar amb els grups de representacié si so6n coneguts.

En el cas del grup simétric, la funcié S4p:=SchurCover0fSymmetricGroup(4,0,1) retorna un dels

recobriments de Sy i ’anomena S4p, mentre que si es canvia 1 per —1 s’obté 'altra que s’anomenara
S4m.
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gap> S4p := SchurCoverOfSymmetricGroup(4,0,1);

Group(

[ [ [ 2/3«E(8)+1/3*E(8)~2-2/3*E(8)~3, -2/3+1/3*E(8)+1/3+E(8)"3 ],

[ 1/3+1/3+E(8)+1/3*E(8)"~3, 1/3*E(8)-1/3*E(8)"~2-1/3%E(8)~3 1 ], [ [ E(4), -1 1],
L0, -E(D) 11D

gap> S4m := SchurCoverOfSymmetricGroup(4,0,-1);

Group (

[ [ [ 1/3-2/3%E(8)-2/3*E(8)"3, 1/3*E(8)+2/3*E(8)"2-1/3*E(8)"3 ],

[ 1/3%xE(8)-1/3*E(8)~2-1/3+E(8)~3, -1/3-1/3+#E(8)-1/3*E(8)~3 1 1, [ [ -1, -E(4& 1,
[0, 111D

gap> Order(S4p);

48

gap> Order(S4m) ;

48

La primera cosa que es pot comprovar és que, en efecte, no sén isomorfs. En aquest cas, com els
grups son d’ordre prou petit es pot mirar si estan en la base de dades de grups d’ordre petit del
GAP amb la instruccidé IdGroup i, en efecte, aquesta fa referéncia a dos grups diferents.

gap> IdGroup(S4p);
[ 48, 28 ]
gap> IdGroup(S4m);
[ 48, 29 ]

Si I'objectiu fos saber per quins n es pot representar Sy en PGL,, (K), el primer que es consideraria
és mirar quins séon els ordres dels caracters lineals irreductibles i quins d’ells sén injectius. Els
caracters irreductibles injectius sén els que donen representacions injectives del grup en les matrius
de 'ordre corresponent, i és el que interessa per fer una classificacié. Es detalla a continuacio.

gap> IrrTableS4 := Irr(CharacterTable(SymmetricGroup(4)));
[ Character( CharacterTable( Sym( [ 1 .. 41 ) ), [ 1, -1, 1,1, -1 1),
Character( CharacterTable( Sym( [ 1 .. 1)
Character( CharacterTable( Sym( [ 1 ..
Character( CharacterTable( Sym( [ 1 ..
Character( CharacterTable( Sym( [ 1
gap> List(IrrTableS4, DegreeOfCharacter)
[1,3,2,3,1]

gap> List(IrrTableS4, i->0Order(KernelOfCharacter(i)));
[ 12, 1, 4, 1, 24 ]

BSOS
—_ L -
S’ N N

Notem que el primer caracter de la llista IrrTableS4 és el signe de la permutacio i el darrer és el
caracter trivial, aquest dos caracters no son injectius en ser d’ordre 1 i S4 no abelia, la resta de
caracters son d’ordre 2 i 3. Notem perd que els tnics que s6n injectius son els d’ordre 3, mentre
que el d’ordre 2 té un nucli d’ordre 4 que es correspon al grup de Klein, subgrup normal dins de
S4. En aquest cas es pot intentar ser més explicits i construir la representacié per alguns d’aquests
caracters, aix{ es pot veure computacionalment que el nucli és, en efecte, el grup de Klein i quina
és la imatge. S’empraran funcions del paquet [DG19)].

gap> IrrRepl := IrreducibleAffordingRepresentation(IrrTableS4[3]);

[ (1,2,3,4), 1,20 ] > [ [[0,EM@ ], [E@®2,011]1,[[0,1],[1,011]
gap> IrrRep2 := IrreducibleAffordingRepresentation(IrrTableS4[2]);

[ (1,2,3,4), 1,221 >(CC[Lo0,0,-11,[0,1,01,[1,0,011,
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rfo,-1,01,0-1,0,01,[0,0,-1111
gap> Kernel(IrrRepl);

Group([ (1,3)(2,4), (1,4)(2,3) 1)

gap> Image(IrrRepl);

Group([ [ [ 0, E(3 1, [E®~2,011, [[o0,1]1,[1,01101)
gap> StructureDescription(Image(IrrRepl));

ngg

gap> Kernel (IrrRep2) ;

Group(())

gap> Image(IrrRep2);

Group([ [ [ 0, 0, -1 1, [0, 1,01, [1,0,011,
trco, -1,01, [-1,0,01,[0,0,-1110D)
gap> StructureDescription(Image(IrrRep2));

nggn

gap> Center (SymmetricGroup(4));

Group(())

Sobre si les representacions injectives lineals constituiran representacions injectives projectives, No-
tem que com el centre de Sy és trivial aleshores no es té cap representacié amb elements multiples
de la identitat (elements del centre de GL) i, per tant, la injectivitat es preservara via la projec-
ci6. Com ja es sap perd, aquests no tenen perqué ser els tinics caracters irreductibles que donin
representacions projectives de Sy, per conéixer la resta s’estudien de la mateixa manera els dos
recobriments.

gap> IrrTableS4p := Irr(CharacterTable(S4p));

(...
gap> IrrTableS4m := Irr(CharacterTable(S4m));
(...

gap> List(IrrTableS4p, DegreeOfCharacter);

(1,1, 2,2, 2,3, 3, 4]

gap> List(IrrTableS4p, i->0Order(KernelOfCharacter(i)));
[ 48, 24, 8, 1, 1, 2, 2, 1]

gap> List(IrrTableS4m, DegreeOfCharacter);

[1, 1, 2, 2,2, 3, 3, 41

gap> List(IrrTableS4m, i->0rder(KernelOfCharacter(i)));
[ 48, 24, 8, 1, 1, 2, 2, 1]

Notem que en els dos casos s’obtenen cardcters dels mateixos ordres i amb nuclis del mateix ordre.
En ambdos casos els primers cardcters son el trivial i 'induit pel signe en Sy, el tercer és el caricter
induit pel grup de Klein i finalment els dos caracters irreductibles amb nucli d’ordre dos i dimensi6
3 son els que venen induits dels caracters irreductibles injectius de Sy. Ara bé, notem que aparei-
xen tres caracters irreductibles injectius nous en cada cas, dos de dimensi6 2 i un de dimensi6 4.
Aquests tres caracters irreductibles donaran representacions projectives injectives sobre PGL. Com
a detall rellevant, observem que Sy no tenia cap representacio irreductible injectiva sobre GLo(K),
per tant, si es tingués una representacié lineal de dimensié 2 injectiva hauria de ser suma directa
de les representacions de dimensié 1, perd aixd no pot ser, atés que un grup format Unicament per
representacions de dimensi6 1 és abelia. Per contra, s’acaba de veure que en PGLy(K) si que es pot
trobar una representacio injectiva del grup Sy.

Finalment, s’aprofitara la representacio6 irreductible de dimensi6 4, que s’anomenara p, per calcular
computacionalment la representacié projectiva 7 de Sy a PGL4(K) i veure que el segiient diagrama
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commuta i obtenir:

lp lf (49)

GL4y(K) —" PGLy(K)

gap> Center(S4p);

Group([L [ [ -1, 01, [0, -1 11 D)

gap> piTilde := NaturalHomomorphismByNormalSubgroup(S4p, Center(S4p));
CompositionMapping( [ (1,2,4,8,7,10,5,9)(3,6,11,15,13,16,12,14),
(1,3,7,13)(2,5,10,4)(6,12,16,11)(8,14,9,15) 1 ->

[ f1, f1xf2xf3xf4 ], <action isomorphism> )

gap> rho := IrreducibleAffordingRepresentation(IrrTableS4p[8]);

CompositionMapping( [ (1,2,4,8,7,10,5,9)(3,6,11,15,13,16,12,14),
(1,3,7,13)(2,5,10,4)(6,12,16,11)(8,14,9,15) 1 ->

rcco,o0,o0, E41,[0,0 E4,01,[1,0,0,01,0[00,1,0,011,

[ [0, 0, -1/2%xE(12)~8-1/2*E(12)~11, 1/2*E(12)~8+1/2*E(12)~11 ],

[ 0, 0, -1/2%E(12)"8+1/2*E(12)~11, -1/2%E(12)~8+1/2+E(12)~11 ],

[ 1/2¢E(12)~4-1/2%E(12)"7, 1/2*E(12)~4+1/2*E(12)"7, 0, 0 1],

[ -1/2%E(12)~4+1/2*E(12)"~7, 1/2*E(12)~4+1/2*E(12)"7, 0, 0 1 ] ], <action isomorphism>)
gap> Center (Image (rho));

<group of 4x4 matrices over Cyclotomics>

gap> GeneratorsSmallest(Center (Image(rho)));

crc-t1,0,0,01,00, -1,0,01,[0,0,-1,01, [0, 0,0, -1711

gap> pi := NaturalHomomorphismByNormalSubgroup(Image(rho), Center(Image(rho)));
CompositionMapping( [ (1,2,4,8,7,10,5,9)(3,6,11,15,13,16,12,14),
(1,3,7,13)(2,5,10,4)(6,12,16,11)(8,14,9,15) 1 ->

[ £1, f1xf2xf3xf4 ], <action isomorphism> )

gap> piRho := CompositionMapping(pi,rho);

CompositionMapping( CompositionMapping( [ (1,2,4,8,7,10,5,9)(3,6,11,15,13,16,12,14),
(1,3,7,13)(2,5,10,4)(6,12,16,11)(8,14,9,15) J->[ f1, f1*f2*f3*f4 ],<action isomorphism>),
CompositionMapping(

[ (1,2,4,8,7,10,5,9)(3,6,11,15,13,16,12,14), (1,3,7,13)(2,5,10,4)(6,12,16,11)(8,14,9,15) ]
->[(rcfo,o0,0,E41]1,[0,0 E4,o01]1,[1,0,0,01,[0,1,0,011,

[ [0, 0, -1/2%xE(12)"8-1/2*E(12)~11, 1/2*E(12)~8+1/2*E(12)~11 ],

[ 0, 0, -1/2%E(12)"8+1/2*E(12)~11, -1/2%E(12)~8+1/2+#E(12)~11 ],

[ 1/2xE(12)~4-1/2%E(12)~7, 1/2*xE(12)~4+1/2*E(12)~7, 0, 0 ],

[ -1/2%E(12)~4+1/2*E(12)"7, 1/2*E(12)"4+1/2*xE(12)"7, 0, 0 1 ] ], <action isomorphism> ) )
gap> StructureDescription(Image(piRho));

IIS4”

gap> tau := GroupHomomorphismByImages(Image(piTilde) ,Image(piRho));

[ £f1, f1xf2*xf3%xf4 ] -> [ f1, f1xf2*xf3*xf4 ]

gap> tauPiTilde := CompositionMapping(tau,piTilde);

CompositionMapping( [ f1, fixf2*f3*xf4 ] -> [ f1, f1xf2xf3*f4 ], CompositionMapping(

[ (1,2,4,8,7,10,5,9)(3,6,11,15,13,16,12,14), (1,3,7,13)(2,5,10,4)(6,12,16,11)(8,14,9,15) ]
-> [ f1, f1xf2*f3*f4 ], <action isomorphism> ) )

gap> tauPiTilde = piRho;

true

Notem que el GAP per fer les diverses projeccions canvia com representa els grups, atés que no sap
treballar a PGL com a tal, fet que dificulta obtenir directament les matrius per aquesta via. Si es
volgués obtenir un representant de cada generador de Sy en PGL4(K) el que es podria fer és

gap> iso := GroupHomomorphismByImages(Image(piRho), SymmetricGroup(4));

[ £1, f1*xf2x£3x£f4 1 -> [ (1,2,3,4), (1,2) ]

gap> matrixMap := CompositionMapping(iso,pi);

CompositionMapping( [ f1, fi1xf2xf3xf4 ] -> [ (1,2,3,4), (1,2) 1, CompositionMapping(
[ (1,2,4,8,7,10,5,9)(3,6,11,15,13,16,12,14),
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(1,3,7,13)(2,5,10,4)(6,12,16,11)(8,14,9,15) 1 -> [ f1, f1xf2+£3*f4 ],
<action isomorphism> ) )

gap> PreImagesRepresentative(matrixMap, (1,2));

[ [ 0, 0, 1/2%E(12)"8+1/2%E(12)~11, -1/2+E(12)"8-1/2+E(12)"~11 1],
[ 0, 0, 1/2%E(12)~8-1/2%E(12)~11, 1/2%E(12)"8-1/2%E(12)~11 1,

[ -1/2*%E(12)~4+1/2%E(12)"7, -1/2+¥E(12)"4-1/2*E(12)"7, 0, O 1,

[ 1/2%E(12)~4-1/2+E(12)"7, -1/2+%E(12)~4-1/2*E(12)~7, 0, 0 ] 1
gap> PreImagesRepresentative (matrixlMap,(1,2,3));

[ [ -1/2+E(12)"8+1/2*E(12)~11, -1/2+E(12)~8+1/2*E(12)~11, 0, 0 1,
[ 1/2%E(12)"8+1/2*E(12)~11, -1/2%E(12)"8-1/2*%E(12)~11, 0, 0 ],

[ 0, 0, -1/2%E(12)"4-1/2%E(12)"7, -1/2xE(12)"4+1/2%E(12)"7 ],

[ 0, 0, 1/2%E(12)~4+1/2*E(12)"~7, -1/2*¥E(12)~4+1/2+¥E(12)"~7 ] ]

Notem que iso tnicament identifica el grup en lletres amb la representacié de permutacions de Sy
per tal que sigui més facil de consultar i es defineix un nou morfisme matrixMap que va de la imatge
de S} per p en matrius al grup Ss representat en permutacions via 7 i iso. Aixi, es poden obtenir
els representants en la forma matricial.

A.2.2 Representacions projectives de As

A continuacié s’inspeccionaran quines son les representacions projectives del grup As. Com s’ha
comentat anteriorment, As és un dels grups simples més petits que no té un multiplicador de Schur
trivial i que evidencia la necessitat d’anar més enlla de la teoria de representacions lineal. També
es sap que en ser As simple només es té un unic grup de representacions (llevat isomorfisme). En
aquest cas, la base de dades del GAP, que integra I’Atlas dels grups finits simples, ja incorpora
informaci6 sobre les representacions projectives d’aquest grup i el seu recobriment. En particular,
el grup de representacio de As s’acostuma a anomenar 2 - As el doble recobriment de As i és isomorf
al grup SL(2,5). Aquest fet té prou de sentit atés que es coneix que PSL(2,5) és isomorf a As.

gap> ProjectivesInfo(CharacterTable("A5"));

[ rec( chars :=

[ [2, 0, -1, E(B)+E(5)~4, E(5)~2+E(5)"3 ],

[ 2, 0, -1, E(5)"2+E(5)~3, E(B)+E(5)~4 1],

[ 4, 0,1, -1, -1 1, [ 6, 0, 0, 1, 1] ], name := "2.A5" ) ]
gap> Irr(CharacterTable("A5"));

[ Character( CharacterTable( "A5" )
Character( CharacterTable( "A5" ),
Character( CharacterTable( "A5" ),
Character( CharacterTable( "A5" ),
Character( CharacterTable( "A5" ),

, [1,1,1,1,11),
[ 3, -1, 0, -E(5)-E(5)"4, -E(5)"2-E(5)"3 ] ),
[ 3, -1, 0, -E(5)"2-E(5)~3, -E(5)-E(5)~4 1),
[ 4,0, 1, -1, -1 1),
[5,1, -1, 0, 01 ) 1

Notem que ProjectivesInfo només dona els caracters irreductibles que sén injectius corresponents
al recobriment. Els caracters induits directament per caracters lineals de A5 s’han de consultar a
part. Observem que As adquireix dos caracters irreductibles de dimensions diferents dels lineals, de
dimensions 2 i1 6. Els caracters que apareixen de dimensi6 2 corresponen a la representacio que s’obté
geométricament en considerar As com el grup de simetries d’un icosaedre. Per inspeccionar tots els
possibles caracters, inclosos els no injectius es pot construir el doble recobriment i calcular-ne els
caracters irreductibles.

gap> 2A5 := DoubleCoverOfAlternatingGroup(5);
<matrix group of size 120 with 2 generators>
gap> StructureDescription(2A5);

"SL(2,5)"
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gap> Table2A5 := CharacterTable(2A45);

CharacterTable( SL(2,5) )

gap> Irr(Table2A5);

[ Character( CharacterTable( SL(2,5) ), [ 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 117),
Character( CharacterTable( SL(2,5) ),

[ 2, -E(B)-E(5)"4, -E(5)"2-E(5)"~3, 1, E(5)"2+E(5)"~3, E(5)+E(5)"4, 0, -1, -2 ] ),
Character( CharacterTable( SL(2,5)
[ 2, -E(5)"2-E(5)"~3, -E(5)-E(b)"4,
Character( CharacterTable( SL(2,5)
[ 3, -E(5)"2-E(5)~3, -E(5)-E(b)"4,
Character( CharacterTable( SL(2,5)
[ 3, -E(5)-E(5)"4, -E(5)"2-E(5)"3,
Character( CharacterTable( SL(2,5)
Character( CharacterTable( SL(2,5)
Character( CharacterTable( SL(2,5)
Character( CharacterTable( SL(2,5)
gap> CharacterDegrees(Table2A5);
cci1,11,02,271, 03,21, [4,21,[5,11, [6,11]
gap> CharacterDegrees(CharacterTable("A5"));

tci1, 11, 03,21, [4,11,[5, 111

gap> List(Irr(Table2A5), i->0Order(KernelOfCharacter(i)));

[ 120, 1, 1, 2, 2, 2, 1, 2, 1]

gap> List(Irr(Table2A5), Degree0fCharacter);

[1, 2,2, 3, 3, 4, 4, 5, 6]

-

E(5)+E(5)"4, E(5)"2+E(5)"3, 0, -1, -2 ] ),

-

-

-E(5)-E(5)"4, -E(5)"2-E(5)°3, -1, 0, 31 ),

-

-E(5)"2-E(5)"3, -E(5)-E(5)~4, -1
[4, -1, -1, 1, -1, -1, 0, 1, 4
(4,1, 1, -1, -1, -1, 0, 1, -4
[5, 0,0, -1, 0, 0, 1, -1, 51
[6, -1, -1, 0, 1, 1, 0, 0, -6 1 ) ]

013] )’
),
)

b

-

-

-

]
]
)

-

b
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Aixi doncs, notem que no n’hi ha cap més a part dels que ja s’havien vist.

Una de les primeres comprovacions que es poden fer és veure que en efecte la imatge d'una de les
representacions projectives de dimensié 2, quan la projectem a PGLy(K), és isomorfa al grup As.
Es mostra en el codi segiient.

gap> 2A5 := Image(IsomorphismPermGroup(DoubleCoverOfAlternatingGroup(5)));;
gap> Table2A5 := CharacterTable(245);;

gap> IrrTable2A5 := Irr(Table2Ab);;

gap> IrrDim2 := IrreducibleAffordingRepresentation(IrrTable2A5[2]);;
gap> IrrDim2Group := Image(IrrDim2);

Group (

[ [ [ 1/3%E(15)-2/3+E(15)~2+1/3*E(15)~4-1/3*E(15)~7-2/3+E(15)"8
-1/3*E(15)~11-1/3*E(15)~13-1/3%E(15)~14, -1/3*E(3)-2/3+#E(3)"2 ],

[ 2/3%E(3)+1/3%E(3)~2, -1/3*E(15)-1/3*E(15)~2-1/3*E(15)"4-2/3*E(15)"7
-1/3+%E(15)~8+1/3*E(15)~11-2/3%E(15)~13+1/3*E(15)~14 ] 1],

[ [E®, 01, [0, EB32]111D

gap> GeneratorsOfGroup(Center (IrrDim2Group));
(tf-1,01,00,-111]1]

gap> IrrDim2Quotient := FactorGroup(IrrDim2Group,Center(IrrDim2Group));
Group([ (2,3,4,6,5), (1,2,4)(3,5,6) 1)

gap> StructureDescription(IrrDim2Quotient);

nAGH

Notem que per tal que la funcié IrreducibleAfforndingRepresentation funcioni correctament
cal assegurar-se de que el grup definit com 2A5 estigui un una representacié per permutacions. Fi-
nalment, observem que es recupera As en fer quocient pel centre del grup que és un multiple de la
identitat i, per tant, és el mateix que projectar a PGLa(K).
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Finalment es pot estudiar com es relacionen les representacions irreductibles obtingudes amb la
representaci6 natural de As en PGL5(K) en forma de matrius de permutacions. El que es voldria
veure és essencialment si aquesta representacié és la irreductible de dimensié 5 obtinguda o si és
reduible i, en tal cas, quines representacions irreductibles la conformen. Per tal de fer-ho, es pot
crear la representacié manualment i calcular-ne el seu caracter. Un cop es tingui el caracter es pot
demanar al GAP que faci les comprovacions pertinents.

gap> A5 := AlternatingGroup(5);

Alt( [ 1 ..51])

gap> GeneratorsOfGroup(A5);

[ (1,2,3,4,5), (3,4,5) ]

gap> PermMatA5 := Group(PermutationMat((1,2,3,4,5),5),PermutationMat((3,4,5),5));
<matrix group with 2 generators>

gap> ConjugacyClasses(PermMatA5b) ;;

gap> ConjClassReps := List(ConjugacyClasses(PermMatA5), Representative);

(L[, 0,0,0 l1,fo0,1t90,0,0131,[0,0,1,0,0171,[0,0,0,1,01,
L0, 0, 0, 0, 1
0, 0, 0, O,
, 0,1, 0,0

2

b [ O’ O, O! 1’ O ]’ [ O’ 1’ O’ O, O ]) [ 1, O’ O, O! O ]’

2

0
]
]
]
]) [ O! O’ 1! O’ O ]! [ O’ O’ O’ 1, O ]) [ 1) O’ O, O! O ]’
1,
]3 [ O’ 1’ O’ O’ O ]) [ O’ O’ 1’ O’ O ]’ [ 13 O! O’ O’ O ]’
1

l,to,0,0,101,[0,0,1,0,01, [0,1,0,0,01,
]

]
1
]
, 1
,1,0,0,0]1
1
]
1
111

L

0

L

0

[ O 0, 0, 0,
0

L

1, 0, 0, 0, O
ap> CharValuesRep :
[5,0,0,2,1]
gap> RepCharacter := Character(PermMatA5,CharValuesRep);

Character( CharacterTable( <matrix group of size 60 with 2 generators> ),
[5,0,0,2,11)

gap> Norm(RepCharacter) ;

2

gap> Constituents0fCharacter(RepCharacter);

[ Character( CharacterTable( <matrix group of size 60 with 2 generators> ),
[1,1,1,1,11),

Character( CharacterTable( <matrix group of size 60 with 2 generators> ),
[4, -1, -1, 1,01 )1

L
L
L
L
L
L
L
L
g

List(ConjClassReps, TraceMat);

La primera comprovacié que es duu a terme un cop obtingut el caracter és si la seva norma és 1, que
voldria dir que el caricter és irreductible, ara bé, es troba que la norma és 2, per tant, el caracter no
és irreductible i es demana la seva descomposicid. S’obté que el caracter associat a la representaci6
amb matrius de permutacions és la suma del caracter trivial i el caracter irreductible de dimensié
4. Aixi, sota un canvi de base, la representacio en matrius de permutacions es pot escriure com una
representacié de matrius bloc-diagonals amb un bloc de dimensié 1 que conté 1 sempre i un bloc de
dimensié 4 que conté la representacié associada al caracter irreductible de dimensi6 4.
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B Determinants de Vandermonde generalitzats i els polinomis de
Schur

Els polinomis de Schur |[Per| sén una familia de polinomis simétrics que es defineixen com

xi‘ﬁ_n_l ptn=1 xéﬁ-n—l
) xi\2+nf2 x§\2+n72 o x22+n—2
— R 50)
sa(@r, ) = [ (i) (
1<i<j<n A N :
x" xy" xf‘L"

ondéeNi\Fdés una partici6. Notem que

vit= ] @i-z)™ (51)

1<i<j<n

és l'invers del determinant de Vandermonde i el determinant que es mostra en (50) correspon al que
s’anomena un determinant de Vandermonde generalitzat. Si es pren la particid

A'=(m-n+1,1,...,1,0,...,0)
~—— ——
n—i—1 i
considerant 1 <@ < n,m > n aleshores el polinomi spm (21,...,2,) satisfa
sam(an, ... an) = (1) (=1)"/2B; (52)

en la notaci6 de la secci6 (4.1). Segons [Per, Specializations| es té la segiient expressio:

Ae—Nj+j—k
al..n= [ =22 (53)
1<j<k<n J

Per AT esté quesik,j e {n,....n—(i—1)} obé k,j € {n—1i,...,2} aleshores%zl.

Ates que j < k el valor del terme del productori sera diferent de 1 quan k € {n,...,n— (i —1)} i
j€e{n—1,...,2}. En aquest cas, A\ = 0 mentre que \; = 1, per tant,

Ak —Nj+J—k 1 j—k-1

ik iR ik (54
Fixat un j i considerant els termes donats per n < k > j s’obté el producte
j—-n—lj:—n—Zu_j—-(n—(i—-l))—l:j—n—-i—i—l—lzj—7.1+i—2 (55)
j—n j—n-1 j——(-1) j—n j—n
A continuacio, fent el producte de tots els termes anteriors per 2 < j < n — i s’obté
(n—i)—.n+i—2(n—i—1')—n—|—i—2”‘2—71—1—2'—2:gﬂ3 on—i (56)
(n—1i)—n (n—i—1)—n 2—n ii+1 n-—2
N -1
T VA RS o)
Falta ara considerar els termes del producte corresponentsa k € {2,...,n}ij=1= X =m—n+1.

Els dividim en dos grups, sik € {n,...,n—(i—1)} == Ay =0isik e {n—1i,...,2} = N\ =1. En
el primer dels casos:

e e e R VRS T Uy S (e BV RS N
1—n 1—(n—1) 1—(n+1-1)
_m(m—1)---(m—i+1) (59)

n—=1)(n—2)---(n—1)
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El el segon cas:

l-(m—-—n+l)+1-(n—-i)l-(m-n+H+1-(n—-i—1) .1—(m—n—|—1)+1—2:

1—(n—1) 1—(n—i—1) ' 1-2

_ (m—i—1)(m—i—2)---(m—n+1)
n—i—1)--2-1

Fent el producte dels dos casos s’obté

m(m—1)-(m—i+1)(m—)(m—i—1)--(m—n+1)
(n—1)!

Finalment, si s’ajunten totes les diferents components calculades el resultat és

SAZm(l,...,l):m(m_1)."(m_i+1)(m_i)(m_i_1)“.(m_n+1)

(7)) (n —2)!

Seguint un proceés similar pel cas ¢ = 0 s’obté:

SAgw(l,...,l) =
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C Taules de cotes subgrups primitius

Taula 5: Poteéncia maxima dels primers que poden dividir 'ordre dels grups finits primitius de

PGL,(C) i GLy(C)
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D Taules de candidats a subgrups simples primitius

Fo: O(2n+1,q) = O,(Fy).

6. Notaci6 classica i alternativa equivalent a la notacié Wikipedia només en el cas ¢ senar.
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Taula 6: Nomenclatures dels grups simples de tipus Lie [Wik24]
Familia Wikipedia | Classic [GAP] Altres Obs.
Classical Chevalley A || A,(q) PSL,41(q) | Lint1](q) Lyi1(q) 1,4
Classical Chevalley B || By(q) Qon+1(q) 0[2n+11(q) | O2,+1(q) 1,4,5,6
Classical Chevalley C' || Cy(q) PSpan(q) S[2nl (q) San(q), PSpn(q) 1,4
Classical Chevalley D || D,(q) 03 (q) 0[2n]+(q) PQJ (q) 1,4
gxceptional Chevalley Fo(q) B E6(q) B 9
6
gxceptional Chevalley Fr(q) o E7(q) B 9
7
gxceptional Chevalley Fs(q) - E8(q) o 9
8
E;X(:eptional Chevalley Fi(g) B Fa(q) B 9
4
E tional Chevall
G};cep iona evalley Galq) B 62(q) B 9.4
2
Classical Steinberg A 2A,(¢%) PSU,+1(q) | Uln+11(q) g;”r(lq(qq)é) An(9); 1,4
n b
Classical Steinberg D || 2D,,(¢?) 0,,,(q) 0[2n]-(q) PQ; (q), 2Dn(q) 1,4
Exceptional Steinber
) P &1 2B4(¢?) — 2E6(q) 2B (q) 2
Exceptional Steinber
Di P | #Da(e?) — 3D4(q) °Da(q), D3(¢°) || 2
Suzuki 2By (q) Sz(22n+) Sz (227 +1) Suz(22+1) 3
Ree-Tits 2py (227 — 2F4 (227+1) — 3
Tits 2py(2) — 2F4(2)" —
R 207, (32n+1) | p(32n+1 2n+1 Ree(3°"*1),
ee 2(3 ) (3 ) R(3 ) E5(32n+1) 3
Observacions:
1. Parametres n > 1 natural i ¢ poténcia d’un primer p, ¢ = p*, k > 1.
2. Parametre ¢ poténcia d’un primer p, ¢ = p*, k > 1.
3. Parametre n > 1 natural.
4. Consulteu excepcions, duplicats i restriccions sobre n en [Wik24|
5. No es recomana 1'ts de la notacié Ogy,+1(q), pot donar a confusié amb el grup ortogonal sobre




Taula 7: Candidats a grups simples primitius de PGL,,(C)

’ n H Representacions confirmades

‘ Representacions no confirmades

12 || A, Ais, DMz, Suz, PSL(25), | Az, A21, Az, Azz, Aos, Ass, Ags, Aoz, Ass,
PSLy(11), PSLy(13), PSL9(23), | PSL3(16), PSLg(3), PSL4(7), PSL2(169), Q5(13),
Q5(5), Ga(4), PSL3(3), PSU;(4) ?Fs(3), PSUA(8), A14, A5, Ass, Ar7, Aig, Arg, Q5(7),

PSU4(5), PQg (2)

13 || Awa, PSL2(27), PSLa(25), PSL2(13), | Ao, A21, Ao, Azz, Aga, Ass, Azg, A7z, PSL3(16),

PSps(3), 5(5), PSL3(3), PSU3(4) PSLe(3), PSLa(7), PSL2(169), Q5(13), PSU(8),
Ars, Ate, Arr, Ats, Arg, Q5(7), PSU4(5), PSQg (2)

14 || A7, As, Ais, Jo, PSLa(27), PSLy(13), | Ao, A21, Ao, Azz, Azs, Ass, Aze, A7z, PSL3(16),

PSpe(3), G2(3), Sz(8), PSU;3(3) PSLs(3), PSL4(7), PSL2(169), Q5(13), PSU4(8),
Ava, Ate, Ar7, Ats, Arg, Q5(7), PSUL(5), PQg (2)

15 || Ag, A7, A1g, PSL3(4), Q7(2), PSU4(2), | Ao, A21, Ao, Aoz, Azs, Azs, Agg, A7z, PSL3(16),

PSU4(3), PSLs(16) PSLg(3), PSL4(7), PSL2(169), Q5(13), PSU4(8),
Avg, Ars, Arr, Ats, Arg, Q5(7), PSUL(5), PQg (2)

16 || A, A11, A7, Mia, PSLo(17), My, | Aso, A21, Az2, Aoz, Asy, Azs, Ass, Aoz, PSL3(16),

PSLs(16), PSL3(3) PSLs(3), PSL4(7), PSL2(169), Q5(13), PSU4(8),

Awa, A1, Ase, Ais, Arg, Q5(7), PSUL(S), PQg (2)
17 || Ass, PSLy(17), PSL2(16) Ago, Ao1, Az, Ags, Az, Azs, Ase, Agr, PSL3(16),
PSLg(3), PSL4(7), PSL2(169), Q5(13), PSU4(8),

Awa, A1, Ase, A1z, Arg, Q5(7), PSUL(S), PQg (2)
18 || Aig, J3, PSLa(17), PSL2(19), Q25(4) Ago, A2, Agz, Az, Asa, Az, Ase, Azr, PSL3(16),
PSLg(3), PSL4(7), PSLy(169), Q5(13), PSU4(8),

Awa, Ars, Ase, A1z, Ais, Q5(7), PSUL(S), PQg (2)
19 || PSL2(19) Ago, A2, Aga, Az, Aoa, Az, Age, Azr, PSL3(16),
PSLg(3), PSL4(7), PSL2(169), Q5(13), PSU4(R),
Ay, A1, Ase, Ar7, Arg, Arg, Q5(7), PSU4(5), PQg (2)

20 || A7, As, PSL3(4), PSL2(19), PSU4(2), | A2, Ao1, Az, Asz, Aos, Ass, Asg, Az7, PSL3(16),

PSU4(3), PSU5(5) PSLs(3), PSL4(7), PSL2(169), Q5(13), PSU4(8),
Ay, Ars, Ase, Ar7, Arg, Arg, Q5(7), PSU4(5), PQg (2)
Observacions:
1. La taula mostra els grups simples candidats a ser primitius en cada PGL,(C).
2. La columna Representacions confirmades denota que s’ha confirmat que el grup indicat té
una representacio irreductible en PGL,,(C), NO denota que la representacio sigui primitiva.
3. La columna Representacions no confirmades indica els grups que satisfan la cota donada en
5 perd que no s’ha pogut confirmar si té una representacio irreductible.
4. Les representacions projectives del grup alternat (i del grup simétric) sén conegudes a la
literatura [Hof92]. Aixi doncs, seria possible reduir significativament els grups alternats donats
en la llista.
5. Es possible reduir la quantitat de grups simples de tipus Lie que apareixen en la llista a partir
de les taules donades en [SZ93]. Aquestes taules indiquen una cota inferior al grau minim de
les representacions projectives dels grups simples de Lie.
6. En el cas dels n primers, els grups simples primitius de PGL,,(C) estan completament deter-

minats en [DZ98].
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