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1 INTRODUCCIO 1

1 Introduccié
L’objectiu d’aquest treball és estudiar ’equacié de Fermat,

X" 4Y" = 2" (1.1)

en caracteristica positiva, com poden ser els cossos finits F, amb ¢ poténcia d’un primer; cossos de
funcions, i.e. extensions finites de F,(T') i per acabar una analogia de '’equaci6é de Fermat.

Per aquest proposit el treball esta dividit en tres parts, en la primera s’estudia 'equaci6 (1.1)) en cossos
finits i cossos de funcions, segona i tercera seccid respectivament.

La segona part comenca amb la tercera seccid, on s’observa que (|1.1f) es pot factoritzar,

(X -&Y)=2", (1.2)

en anell Z[¢,] € Q(&,) amb &, arrel primitiva n-éssima de la unitat. Les extensions ciclotdmiques
Q(&,)/Q son un cos de descomposicié del polinomi 2™ — 1. El proposit de la seccio 5 és introduir i
justificar perqueé I'accié de Carlitz Fy[T] — Fy[T][X], a — [a](X) proporciona extensions i polinomis que
sén un analeg de les extensions ciclotomiques i els polinomis z™ — 1, perd en F,[T].

Un cop realitzada la justificacio, en la tercera part s’introdueixen les equacions de Goss-Fermat, donat
a € F,[T] considerarem

20" = [T x -&v)

g'ieAa

on A, C Fy(T) és el conjunt de totes les arrels de [a](X) en la clausura separable de Fy(T) i X,Y, Z €
F,[T]. Veurem el teorema de Goss-Fermat entre altres coses afirma que no hi ha solucions si ¢ > 2 i
dega > 1.

2 L’equacié de Fermat en cossos finits

En aquest apartat busquem X,Y,Z € F, amb ¢ una poténcia d’un primer p, que compleixen la igualtat

X" 4Y" = 2" (2.1)

Proposicié 2.2. Fizats un primer p i n > 1, l'equacié de Fermat X™ + Y™ = Z™ sempre té solucions
amb XYZ #0 en F; on ¢ =p™ per cert m € N.

Demostracio. Siguin o, 8 € F,r dos elements del cos finit de p” elements. Si a™ + 8" = Z™ té alguna
solucié en Fyr ja estem; en cas contrari, considerem el polinomi monic f(T) =T" — (o™ + ") € F,r [T];

sigui Fpm /Fpr una extensi6 on hi ha una arrel de f(t) diguem-ne v, llavors (¢, §,) és soluci6 de I’equacio
de Fermat en Fpm.

O

Exemple 2.3. Fizem n = q una poténcia d’un primer, llavors

X+Y1=21"<X+Y =27

Jja que a9 = a per tot a € Fy.
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Exemple 2.4. Considerem n =3 i p =5. Volem resoldre,

X34Y3 =23, amb XY, Z € Fs.

Pel petit teorema de Fermat, a* =1 per tot a € FZ; per tant a® = a®

l’equacid

= a per tot a € F5. Considerem

A+B=C,

llavors (A3, B3,C3) és solucio de l’equacié de Fermat; ja que X® = A% = A, Y® = B, Z3 = C.
Reciprocament, si (X,Y,Z) és una solucié de l’equacié de Fermat llavors (X3,Y3,Z3) és solucid de
A+B=C.

El segiient resultat generalitza els dos exemples anteriors.
Proposici6 2.5. Fizem q una poténcia d’un primer, in € N tal que ged(n,q—1) = 1. Hi ha una bijeccid

entre les solucions de X" +Y" =72" ilesde A+ B=C enF, .

Demostracio. Donat que Fy és un grup ciclic de ¢ — 1 elements, podem considerar a un generador
qualsevol. Llavors o™ també és un generador donat que ged(n,q — 1) = 1, per tant tot element de F, és
una poténcia n-éssima d’un tnic element.

Per veure la unicitat, denotem per y = ' i siguin 3, € ]qu tal que 8" = ™. Existeixen enters i, j tal
que pt = B1ipl =+ lavors u'™ = /™ per tant (¢—1)|(i—j)n o sigui (¢—1)[(i—j) i aixi 8 = p* = p? =~.

La correspondéncia ve donada per

(X,Y,Z) = (A, B,C) = (X", Y",Z")
La inversa esta ben definida degut la unicitat. O

Recordem el segiient teorema de Dirichlet, per una demostracié mireu [9, pag. 1].

Teorema 2.6. (Dirichlet) Siguin n,r € Z tals que med(n,r) = 1 llavors la successio x, = an+1r conté
infinits nombres primers.

Corol-lari 2.7. Fizem n > 2 senar. L’equacidc X™ + Y™ = Z" té solucions no trivials en F, per cert

primer p.

Demostracio. Per la proposicio anterior sera suficient trobar un primer tal que med(n,p—1) = 1. Com n
és senar llavors med(n,2) = 1 i pel Teorema ([2.6)) hi ha un primer p congruent amb 2 modul n. Aleshores
p—1=1 mod n iper tant med(p — 1,n) = 1.

O
Exemple 2.8. Considerem p = 3 i n = 2. L’equacid X +Y? = Z? només té solucions trivials. Pel
petit teorema de Fermat a®> =1 per tot a € F5 i clarament 1 +1 # 1 en Fs.

Proposici6 2.9. Considerem p > 5 in = 2. L’equacid de Fermat sempre té solucions no trivials en IF,.

Demostracid. Si dividem per Y2 en ’equacié obtenim una nova equacié

X2 41=2% (2.10)
per veure ’existéncia d'una solucid, sera suficient comprovar que hi ha dos quadrats no nuls a,b € I,
tal que a — b = 1. Escollim els representants {0, ...,p — 1} de les classes modul p.

Raonem per reduccié a 'absurd, suposem que (2.10]) no té cap soluco, per tant no hi ha dos quadrats
que els seus representats difereixen en 1. Pero com en F) la meitat dels elements sén quadrats i I'altre
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no llavors el representant dels quadrats han de tenir la mateixa paritat. Com 1 és un quadrat llavors tots
els representants dels quadrats han de ser senars. Pero 4 és un quadrat i el seu representant no és senar
(ja que 4 < 5 < p)

O

Proposicio 2.11. Considerem l’equacio

A"+ B"=C"+ D" (2.12)
en Fy. Suposem n|qg—1 i 4n* + n+ 1 < q, llavors hi ha solucions no trivials.

Demostracio. Sigui A € Fy un generador del grup ciclic de les unitats, denotem p = A" i sigui el subgrup
G = () i considerem H, = G + , amb a € G. Es compleix |H,| = |G| = £+

Remarquem que G conté tots, i només, els elements de F que sén una poténcia n-éssima. Observem,
(2.12) té solucions no trivials si H, N Hg # {a+ 8} per algun a, 5 € G.

Per reduccio6 a I’absurd suposem H, N Hg = {a+ 3} sempre i quan a # (. Es segueix, HoNHzNH,, =
(HoNHg)N (HgNHy) ={a+p}N{B+~}=0si«,p, diferents dos a dos. Llavors

1
|Ua€GHO¢|:Z|Ha|_§ Z ‘HaﬂHﬁ|
acG a#BeEG

(q—1)2 1(q—1q+n—1)
n 2\ n n

_q—l(q—l E)
T on? 2 2

En la segona igualtat hem usat |G| = |Hy| = q%l i que el segon sumant, equival a comptar parelles
ordenades de G x G, ja que |H, N Hg| = 1. Per construccio, el resultat no pot ser més gran que |Fy| = g,

q—l(q—l n)
— = =) —-1<q-1 2.1
2 \ 2 2 =4 (2.13)
qg—1 n? o M
—_— < — 2.14
2 T g—1-" 3 (2.14)
2 2
q—1§(2+q_1)n +n (2.15)

arribem a contradicco, per tant hi ha v € H, N Hg diferent de a + 3, o sigui v = a + 9, = 8+ 2 amb
01,02 € G. Per tant hi ha solucions no trivials.

O

Observacié 2.16. Si mcd(n,q — 1) = 1 llavors és immediat que l’equacid de la proposicié anterior té
solucions no trivials, donat que tot element és una poténcia n-eéssima.

3 L’equacié de Fermat en cossos de funcions
En aquest resoldrem 1’equacié de Fermat,
X" 4Yy"r=2"

amb solucions en cossos de funcions. Es a dir, extensions finites de F/(T"), on F' és un cos i T' un element
trascendent.
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El segiient Teorema, i la demostracio, es poden trobar en [I, pag. 94]. Els conceptes que s’utilitzen,
com és el génere gk; el teorema ABC; Paltura; divisors, s’expliquen I’Apéndix IV : Global Fields.

Es diu que un cos F' és perfecte si tot polinomi irreductible amb coeficients en F' no té arrels repetides.
En concret, tots els cossos finits F; son exemple de cossos perfectes.

Teorema 3.1. Sigui K un cos de funcions amb cos de constants perfecte F. Considerem [’equacio
X" +Y"™ = 1. Suposarem que n no és divisible per la caracteristica p de F'. Si gk =0 in > 3, llavors no
hi ha solucions no constants d’aquesta equacid en K. Si gk > 1 in > 6gx — 3, llavors no hi ha solucions
no constants en K.

Per solucions no constants ens referim a solucions (X,Y, Z) € K* \ F*.

Demostracid. Suposem que (u,v) € K? és una solucié no constant. Pel teorema ABC es compleix

max(deg, u™,deg, v") < 29k — 2+ Z degy P, (3.2)
PeSupp(A+B+C)
on A és el zero divisor de u, B és el zero divisor de v, i C' és el divisor polar comt.

Sigui M Dextensié maximal separable de F'(u) en K. Per la torre de cossos F(u™) C F(u) C M C K
i med(p,n) = 1 es concloeix: F'(u)/F(u™) és una extensio separable de grau n i deg, u"™ = ndeg,u de
manera similar deg, v"™ = ndeg,v.

Comparant els zero divisors de u en M amb els zero divisors de u en K, es pot veure, 3 pegupp(a) degx P <
deg, u, pel mateix raonament ZPGSupp(B) degy P < deg,v. Com C és el divisor polar en comt de v i v
hi ha una desigualtat similar amb C.

Usant les desigualtats de 'anterior paragraf, substituint en (3.2]) arribem

n Z degyp P <2gx — 2+ Z degy P.
PeSupp(A) PeSupp(A+B+C)

Fem el mateix amb B i C'; sumant les tres desigualtats i manipulant s’obté

(n—23) Z degy P <6gx — 6
Pesupp(A+B+C)

Si gk = 01in > 3, la part esquerrana de la desigualtat és no negativa, i la part dreata és —6. Arribem
a una contradiccié.

Sigx >1in>6gx — 3, clarament n > 4 per tant n — 3 és positiu. Dividint a les dues bandes de la
desgualtat per n — 3 veiem que (6gx — 6)/(n — 3) ha de ser major que 1. Com (6gx —6)/(n —3) <1 és
equivalent a n > 6gx — 3 la proposicié queda demostrada.

O
Observacio 3.3. Aquesta darrera proposicio ens garanteir que ’equacid X™ +Y™ = Z™ no té solucions
per a n suficienment gran en un cos de funcions K.

En concret, Fy(T') té génere 0, per tant 'eqiiaci6 (2.1) només té solucions constants. Recordem que
el cas F,(T) va ser estudiat influenciat per 'equaci6 de Fermat en Q i finalment resolt per Wiles i altres
matematics, veieu [10]

Teorema 3.4. (Ultim Teorema de Fermat) La igualtat

amb XY, Z € Q només té solucions trivials, i.e. XY Z =0, quan n > 2.
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4 Cap a un altre analeg de I’equacié de Fermat per [ [T

Considerem l’equacié de Fermat

X' 4Y"=2" (4.1)

amb X,Y,Z € Q. L’equaci6 (4.1)) es pot factoritzar usant les arrels del polinomi X™ — 1. Denotem
per p, ={a€C:a" =1} iper ¢, = e’ una arrel primitiva n-éssima de la unitat, llavors

13-4 (3

i=1
d’on es segueix

X" +Y" = ﬁ <X - g;y) =27" (4.2)

=1

Aquesta factoritzacio ocorre en Z[p,] C Q(pr). A les extensions Q(uy,)/Q es coneixen com extensions
ciclotomiques, algunes de les propietats que es coneixen: el grau, [Q(un) : Q] = ¢(n) (on ¢ denota la

X
funcio d’Euler); el grup de Galoi Gal(Q(uy,)/Q) és isomorf a (Z/n) ; la clausura entera de Z en Q(un)

(conegut com 'anell d’enters) és Z[u,]. L’anell Z[u,] és un domini de Dedekind, i.e. tot ideal no nul de
Z[py] factoritza de forma tunica en producte d’ideals primers. Si n és senar, llavors només ramifiquen els
primers tal que p|n.

Un cop realitzat aquest analisi d’introduir arrels de la unitat, pensem en buscar un analeg de les
extensions ciclotomiques en caracteristica positiva.

Donat F,(T), amb F, un cos finit, podriem considerar el polinomi X™ — 1, i afegir les arrels d’aquesta
(i.e. arrels de la unitat) en Fq(T). El resultat seria I'extensio Fo (T)/Fq(T) on Fy, C Fyr amb ¢’ = ¢". La
clausura entera de Fy[T] en Fy/ (T) és Fy [T]. El grup de Galois és isomorf al grup de Galois de Fy /IF,
que esta generat per F': x +— x7 i té r elements. Veiem doncs, aquesta analogia no captura el grup de
Galois de les extensions ciclotomiques. A més, les equacions de Fermat sobre F,(T) ja les hem resolt.

Per un altre analogia, comencem reinterpretant un dels fets més elementals, la funcié exponencial. Ens
centrem en el mén complex, si a, 3 € C es ben conegut que e? = (e®)?, amb e® la funcié exponencial;
és a dir el segiient diagrama és commutatiu:

e(l‘/
C——

(4.3)
B

ﬁ?ﬁ
@

C—=>

Observem que C adquireix una estructura de Z modul amb l'operacié: [n](a) = o™ amb n € Z i
a € C. Els punts de torsié fixat n, corresponen a trobar els o € C tal que [n](a) = a™ =1, i.e. les arrels
n-éssimes de la unitat.

La idea és, substituir el paper dels enters Z per F,[T], per tant Q per F (T) i finalment C per Cy
la completaci6 d'una clausura separable de F,((1/7")), que és un cos separablement tancat i complet

respecte la valoracé associada a "oo = %".
Carlitz va introduir I’exponencial en caracteristca positiva. Existeix una funci6 ec(z) : Coo = Coo
que satisfa la igualtat:

ec(Tz) = Tec(z) + (ec(z))’,
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el diagrama (4.3) es converteix en

ec(x)

Coo —>C (4.4)

w(T) J{ \L [7](x)
Co. % C..

on 7(T") € Fy[T] i a laplicacié m — [r](x) s’anomena el modul de Carlitz i ho denotarem per [r|(z) €
(F,[T))[z]. Com abans, si tenim 7(T) € F,[T] i« € F,(T) llavors 'operacié 7-a = [r](«) dota a ]Fq(T)bep
d’una estructura de F,[T]-modul.

Donat m € Fy[T] podem considerar els punts de torsio, és a dir el conjunt o € A, C Fy(T) “ tal que
[7](«) = 0. El conjunt A, esta generat per cert element A € A, com Fy[T]-modul; és un analeg de les
arrels n-éssimes de la unitat.

Si denotem K = Fy(T)(Ar): Vextensio K/F,(T') és abeliana (ciclica si 7 és una poténcia d’un irre-
ductible i ¢ > 2). La clausura entera de Fy[T] en K és F,[T][A,] que és un domini de Dedekind; nomeés
ramifiquen els primers p|m ramifiquen completament i moderadament.

L’analeg de (4.1) mitjancant el modul de Carlitz es realitza mitjancant (4.2), si 7 € F,[T] llavors
considerarem

7277 = T & —av) (4.5)

i€,

amb Z, XY € F,[T].
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5 Modul de Carlitz

5.1 Polinomis de Carlitz

En aquestes seccions seguim [§]. En aquesta seccio ens centrem en Panell A :=TF,[T] 1 A[X] :=F,[T][X],
veurem els seus elements com polinomis en X amb coeficients en Fy[T].

Donat T € F,[T] definim [T](X) = X94+TX,iT" = [T ]([T)(X)), finalment si M (T) = Y"1 ;T €
F,[T] Navors [M(T)](X) = Y7, e;[T"](X). Als polinomis [M(T)](X) es diuen polinomis de Carlitz, i a
Paplicacio M(T) — [M(T)](X) modul de Carlitz.

Exemple 5.1.

1. Considerem T?, llavors el polinomi de Carlitz és

[T2(X) = (X9 4+ TX)?+ T(X?+TX) = X% + (T + T)X9+T2X

2. El cas T3,

T3(X) = X© +(TT + T+ T)XT + (T2 + T + T*) X+ T3X

Observaci6 5.2. El modul de Carlitz proporciona polinomis Fy-lineals, ja que s’obtenen de combinacions
F,-lineals de composicions de [T)(X) i pel corol-lari aquests son també IFy-lineals.

Observem també que si f € A llavors degy ([f](X)) = g8 /.
Proposici6 5.3. Siguin f,g € A llavors:

L. [g- f1(X) = [g)([f1(X))

2. flg st i només si [f1(X)|[g](X).

3. [g)(1A1(X)) = [F1(lg) (X))

Demostracio. Les demostracions sén bastant inmediates:
1. Usant [T")(X) = [T |([T](X)) s’obté [T"](X) = [T~ ™]([T™](X)), llavors

n

lg- fl(= Zzng”]

l9i /;T)(X)

Il
M:;
Ms

s
Il
o

7=0

9T ([£5T71(X))

I
NIE
= 1[7]s

.
I

J

[

— o

]

~

J(X))

9

En la peniltima igualtat hem usat que els polinomis de Carlitz sén F,-lineals.

2. Si f|g llavors existeix h € A tal que g = fh, llavors [¢](X) = [hf](X) = [R]([f](X)) i pel corol-lari
deduim [f](X)|[g](X).

Suposem ara [f](X)|[g](X), per 'observaci6 anterior deg f < degg i per tant g = fh + r per certs
h,r € Aidegr < degf. D'on es segueix [f](X) divideix [A]([f](X)) + [r](X) pero llavors [f](X)
divideix [r](X) d’on concloem deg f < degr, absurd.

3. Pel punt 1, i el fet que fg = gf.
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Observaci6 5.4. En l'exzemple al calcular [T?)(X) i [T?)(X), es veu que el coeficient de X és T? i
T3 respectivament. En general, el coeficient de X en [T"](X) ésT" i més en general, si f = > -, fiT" € A
llavors

A1) =S ATIE) = Y eXi 41X
=0 =2

amb c; € A.

Lema 5.5. Sigui f € A llavors la derivada de [f](X), respecte X, és f. Per tant, [f](X) és separable si
f#0.

Demostracio. Per 'observacio anterior. O

Tenint en compte el punt 3 de la Proposicio 1D i el corol-lari || donat v € Fy(T') (la clausura
separable de Fy(T)) una arrel no nula de [f](X) amb f € A definim

Aquesta aplicacio és Fy-lineal, perd a més a més ker(v,) és un ideal de F4[T] i Im(v,) conté arrels de
[F1(X).

Lema 5.6. Considerem f irreductible en A, vy el morfisme descrit, amb v # 0 arrel de [f](X). Llavors
|[Im(v,)| = ¢*#/

Demostracid. Pel teorema de l'isomorfisme Im(v.,) = Fy[T]/ker(vy). Afirmem que ker(v,) = (f). Esta
clar que (f) C ker(v,y) i com el nucli d’aquesta aplicacié és propi, ja que v, (1) =~ # 0. I (f) maximal,
ja que f és irreductible; llavors ker(vy) = (f).

[tm(v,)| = [Fg[T]/(f)] = ¢*=7
O

Lema 5.7. Sigui f,g € A, llavors mcd(f,g) = 1 si i només si med([f](X),[9](X)) = X, vists com
apolinomis en la variable X .

Demostracid. Demostrem el contrareciproc, ged(f, g) > 1 si i només si degy (med([f](X), [¢](X)) > 1.

La implicacié =) és evident per la proposici6 1| Per Daltre, considerem 7 € Fy(T') no nul tal que
[9](7) = [f](v) = 0. Factoritzem f = f-... f, en irreductibles (no necessariament diferents), considerem

Vi = fi- oo fal(7)-

Tenim dues possibilitats: «; = 0 per tot ¢ < n i per tant [f,](y) = 0, i.e. v és una arrel no nula de
[fn](X). Per la proposici6 anterior totes les arrels de [f,,](7) estan en Im(v.,) i aixi [f,](X)|[g](X), llavors

fn|g-

En Paltre cas, considerem ¢ minimal tal que «; # 0. Obsevem que i > 1, ja que 7 és arrel de f

per hipotesis, aleshores v;,_1 = [fi—1](7:) = 0, per tant v; = [fi - ... - fu](y) és una arrel de [f;—1](X).
Observant que v; € Im(v,) i per tant ; també és una arrel comuna de f i g. Considerem el morfisme
v,,, repetim Pargument de d’adalt i obtindrem [f;—1](X)|[g](X) o sigui fi—1|g. O

Teorema 5.8. Suposem m € A és un monic irreductible ¢ denotem F, = F,[T|/m. Per f € A, sigui

[f1(X) el resultat de reduir els coeficients de [f](X) modul 7. Si ged(f, ) =1 llavors [f](X) és separable
— deg 7

en F.[X], mentres que [7](X) = X1
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Demostracio. Com [f]'(X) = f i [7)(X) = 7. Si med(f,7) = 1 lavors [f] (X) = f mod 7 és una

constant no nula com a polinomi en X, per tant [f](X) és separable sobre F. Per altre banda, (7] (X) ==
mod T i per tant zero, aixi [7](X) és inseparable en F,[X]. Com [7](X) és monic i de grau ¢9°&™ ja que
és monic, la reduccié [7](X) en F,[X] és monic de grau ¢4 ™. Per veure [7](X) = X4"*" comprovarem

que la tnica arrel de [7](X) en la clausura algebraica F, és 0.

Per reduccio a ’absurd, suposem que hi ha una arrel v de [7](X) no nula. Per M € A, [M](~) és una

arrel de [7](X) ja que [r](M[y]) = [xM](y) = [M]([r](7)) = 0 mod 7. Per aix6 considerem I’aplicaci6
A — F, donada per M — [M](), aquesta és una aplicaci6 lineal amb nucli

{M e A:[M](y) =0}

El nucli no és només un subgrup de Fy[T] sino un ideal: si [M](y) =01 N € F,[T] llavors [NM](~y) =
[N]([M]()) = [N](0) = 0. El nucli és propi i a més conté 7. Com (7) és un ideal maximal, llavors el nucli

és (), aixi pel teorema d’isomorfisme podem deduir que |A/7| = ¢4%8™ = deg [r](X). Per tant, [r](X)
deg 7

té tantes arrels diferents com el seu grau, pero el polinomi no és separable, per tant [7](X) = X7 ~ . O

Corol-lari 5.9. Per tot m € A irreductible, els coeficients de [r](X), menys el més gran, son mailtiples
de w. En particular, [7](X)/X és un polinomi Eisenstein respecte m amb terme independent 7.

Demostracio. Per ¢ € F es compleix [cr](X) = ¢[r](X), per tant podem assumir que 7 és monic. Llavors
el terme més gran de [7](X) en A[X] és X9"*" i pel teorema anterior, T(X) = X" en (F,[T)/m)[X].
Aixi tots els termes de grau menor a ¢9°¢ ™ s6n miltiples de 7. Per 'observacié (5.4) el terme independent
de [7](X)/X ha de ser . O

Corol-lari 5.10. Per tot irreductible 7 € A i enter k > 1, els coeficients de [1*](X), exceptuant el més
gran, son multiples de .

Demostracio. Es cert per k = 1. Per k > 1 fem servir la identitat [7*](X) = [r]([z*~!](X)). O

Teorema 5.11. Per tot irreductible m € A, [v](f) = f mod 7 per tot f € A.

deg m deg ™

Demostracio. Pel Teorema || [7](X) = X9 en (A/7)(X). Per tant [r](f) = f¢ mod 7 per tot
f €A Com A/r és un cos de ¢3°8™ elements per tant s'obté [7](f) = f mod 7. O

Corol-lari 5.12. Per tot monic irreductible m € Fy[T], [x — 1](f) =0 mod 7 per tot f € F,[T].

deg 7

Teorema 5.13. Per monic wrreductible m € F,[T] i f(X) € F,[T][X], f([7}(X)) = f(X)? mod 7.

Demostracié. En (F,[T)/7)[X], [7](X) = X9 ™" pel teorema ‘) Per tant f([7](X)) = f(queg")
mod 7. Com en Fy /7 tot element és la seva poténcia qd°8™ per tant f(X)qdeg” = f(queg") mod 7. O

deg
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5.2 Moddul de Carlitz

Com s’ha comentat abans, hi ha dues maneres, com a minim, per convertir F,(T") (la clausura separable

de F,(T)) en un F,[T]-modul. Per distingir els possibles cassos, denotarem per C'(F,(T)) el modul de
Carlitz actuant sobre Fy(T'), és a dir f-a = [f](o) amb f € F,[T]ia € Fy(T).

Definicié 5.14. Donat M € Fy[T| definim els punts de torsié del polinomi M(T) al conjunt Ay = {\ €
F,(T) : [M](A\) =0}. La torsid de Carlitz és: A = UMqu[T] Ay

Els punts de torsio6 Ajs sén un analeg en caracteristica positiva de les arrels de la unitat p,, = {a €
Q:a™m—1=0}.

Exemple 5.15. Considerem lirreductible T € F,[T], llavors

[T)(X)=X94+TX = X(X97L + 1)

aizi Ar = {0} U{X € F (T) : N9=t = —T'}. Similarment, en caracteristica zero z? — 1 = (x — 1)®,(x)
per tant p, = {1} U{a € C: ®,(a) = 1}.
A més a més, totes les arrels de Uirreductible X1 + T son {c\ : ¢ € FX}. Per tant F,(T,Ar) =

Fo(T,N). Llextensic Foq(T,\)/Fy(T) és ciclica de grau g — 1, els elements del grup de Galois son les
aplicacions 0. : X — ¢\ per c € F7.

Aquest dltim caleul és andaleg a Uextensio p-ciclotomica Q(&,)/Q, on &, és una arrel primitiva p-éssima
de la unitat.

Exemple 5.16. Calculem els punts de torsié de T?

[T2(X) = (X9 4+ TX)? + T(X?+ TX) = X (X' + T) (X9 +TX)" ' +7T)
Llavors Ap> = Ap U{X € Fy(t) : (N1+TN)9~! = —T'}. Aquesta part es l'analeg de 2 = p, U{ax € C:
O, (aP) = 1}. Aizd, si o € Ap i € Ap2 \ Ap lavors A2 esta generat per o, 5 com Fy-espai vectorial.
Aigi Fo (T, Ap2) =Fo(T, o, B).

Pel lema (5.5) sabem que [M](X) és separable, per tant |[Ays| = g8 ™. Al ser [M](X) un polinomi
Fg-lineal el conjunt Ays és un Fy-espai vectorial, de fet és més que aixo:

Teorema 5.17. El conjunt Ay és un submodul de C(F,(T)). Es a dir, si A € Ays i f € F,[T] llavors
[FIN) € A

Demostracio. Es segueix de la proposicié (5.3) i el corol-lari (11.6)). O

L’anterior teorema és un analeg que i, no és només un grup amb la multiplicacié, sino també un
Z-submodul de C: si € € p,y, llavors [n](§) = €™ € py, donat que €™ = 1 per tant (£™)™ = (£™)" =1. A
més, tots els submodul de g, sén py on k és un divisor de m.

Teorema 5.18. Siguin M, N € F[T] coprimers, lavors Ayn = Ay & An com Fy[T]-moduls.

Demostracio. Considerem Daplicacio Ay & Ay — Apny donat per (A, N) — A+ X, aquesta suma
té sentit donat que A, € Ay, i clarament I'aplicaci6 és un morfisme. Ara bé, |Ayy| = 8 MV §
Ay ®@AN| = gie V. g8 M tenen el mateix nombre d’elements. Per tal de demostar que és un isomorfisme,

sera suficient comprovar la injectivitat. Si A+ = 0 llavors A = — )\ estan en la intersecio Ay NAxy = {0},
perod aquesta és nul-la al ser M, N coprimers pel lema (5.7) i per tant (A, \') = (0,0). O

Definici6 5.19. Donat A € A definim l'annihilador de A

Anna(X) = {f € Fy[T] - [f](A) = 0}

Al ser un ideal de F [T es sequeix que és un ideal principal, a Uinic generador monic f € Fy[T] de
Annpa(N) Vanomenem Uordre-Fq[T] de A.
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Teorema 5.20. Siguin C,D € F,[T] i A € Ay, si C = D mod M llavors [C](A) = [D](A). Per tant
Vaccio de Carlitz en Apy el converteix també en un (Fy[T|/M)-modul. Reciprocament, si [C](A\) = [D](N)
per tot A € Ay lavors C = D mod M. A més, existeiz un generador Ao € Ay com Fy[T]-modul, és a
dir

Apr ={[P](Ao) : P € Fo[TT}
i els generadors de Ay son aquells tal que ged(P, M) =1

Demostracio. Si C = D mod M podem escriure C = D + M N,

[CI(A) = [D + MN](A) = [DI(A) + [N]([M](A)) = [D](A) + [N](0) = [D]().

Per demostrar [C](A) = [D](A) per tot A € Ay llavors C = D mod M sera suficient veure que si
[C](A\) = 0 per tot A € Aps llavors M|C. Escrivim C' = MN + R on R =0 o bé deg R < deg M. Llavors
per tot A € Ay

Si R # 0 llavors M|R perd per construcci6 deg R < deg M llavors R té més arrels que el seu grau.

Per demostrar que Ajps té un generador com a F,[T]-modul. Considerem l’annihilador Anna (), per
A€A.

Sigui N1 i N3 son dos polinomis que soén Fy[T]-ordres llavors hi ha un element de A que el seu
ordre és mem(Nyp, Na). Aix0 significa que si N és el F,[T]-ordre més gran de Ay, llavors aquest és
un miultiple de qualsevol F,[T]-ordre de Aj;. Conseqiienment [N](A) = 0 per tot A € Ay, per tant
|An| < deg([N](X)) < ¢4 ™. D’altra banda, N|M, per tant M s’obté al multiplicar N per una constant.
Considerem \g amb Pordre Fy[T] maximal N, Annp(Ag) = (V) = (M), llavors el F,[T]-submodul que
genera g té mida:

{ICI(N) = C € F[TT}| = [Fg[T]/M] = ¢*# ™ = |Ap|

per tant A¢ és un generador de Ap; com F,[T]-modul, i a més hi ha un F,[T]-submodul isomorfisme
F,[T)/M = Ay donat per P mod M +— [P](\g). En particular, [P](Ao) genera A si i només si P
mod M genera Fy[T]/M com Fy[T]-modul amb estructura usual de multiplicacio, i aixo passa quan
med(P, M) = 1. per O

Per veure 'anologia amb car=0, escollint un generador &, de p,, tenim un isomorfisme de grups no
canonic Z/(m) = py, via a mod m — €%, 1 de la mateixa manera escollint un generador A de A,y
proporciona un morfisme no canonic de F,[T]-moduls via P mod M — [P](Xg), on Fy[T]/M és un
F,[T]-modul amb la multiplicacié estandar i Ay un F,[T]-modul via el modul de Carlitz.

Corol-lari 5.21. Els (F,[T])-submoduls de Ay son tots isomorfs a Ap on D|M.

Demostracid. Fixem un generador Ao de Aps. Llavors Fo[T|/M = Ay com F4[T]-moduls per laplicaci6
P mod M — [P]()g). Elresultat és una conseqiiéncia de que els submoduls de Fy[T]/M son de la manera
dF,[T]/M amb D|M i que el submodul DF,[T]/M es correspon a un F,[T]-isomorfisme amb Ay;/p de
l'algorisme de Bezout en F,[T]. O
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5.3 L’estructura de F,[T]/M iacci6 de Carlitz

En I'apartat anterior hem vist que un analeg del grup ciclic Z/(m) és Ay; com un Fy[T]-modul (donat per
laccio de Carlitz); a més Aps és isomorf (no canonicament) a F,[T]/M. L’analeg del grup multiplicatiu
(Z/(m))* és el grup additiu Fy[T]/M, perd amb 'estructura de F,[T]-modul, és a dir

N-(C mod M) =[N|(C) mod M amb C,N € F,[T].
Denotarem per C(F,[T]/M) a Fy[T]/M com a F,[T]-modul donat per P’accié de Carlitz.
Exemple 5.22. El F3[T]-modul C(F3[T]/(T? + 1)) esta generat per \g = 1.
El grup additiu Fs[T)/(T% + 1) té 398 T°+1 = 32 = 9 clements, en concret
Fs/(T?+1) ={Ti+j:0<i,j <2}

Per veure que A\g = 1 és generador computem [Ti + j|(X) = (X9 +TX)i+ j, per tant [Ti + j](1) =
Ti+ (i+j). La taula segiient resumeiz els calculs anteriors:

AcF;/(T°+1) 0|1 ]2]T T+1|T+2] 2T T +1 | 2T +2
A1) modT2+1 [0 | 1|2 |T+1|T+2|T 2T +2 | 2T 2T + 1

Teorema 5.23. Per un irreductible m € Fy[T], el Fy[T]-modul C(F4[T)/7) és ciclic i isomorf a Fy[T)/(m—
1).

Demostracid. El conjunt C(Fy[T]/7) és un F,[T]/(m — 1)-modul donat que [ — 1](a) = 0 mod 7 per tot
a € F,[T], corollari (5.12). Busquem ay mod m € C(F,[T]/M) amb l'anihilador (7 — 1), per tal que
F,[T)/(m —1) = CF,[T]/m) com Fq[T]-moduls per m mod m — 1+ [m](ag) mod 7.

Descomposem 7 — 1 = 77" ...wc* en F,[T] amb 7; diferents irreductibles monics i e; > 1. Peri = 1,..., k

trobarem un a; mod w € C(F,[T]/n) amb anihilador (x;*). Llavors la suma aq + az + ...+ a; mod 7
té anihilador 7 — 1.

Com ={*|(m — 1) lavors [77*](X)|[r — 1](X). El polinomi [r — 1](X) té grau, com polinomi en X,
qles(™=1) = gdee™ — |F (T)/x| i a més anula tot element de F,[T]/m, per tant [r — 1](X) descomposa
completament amb diferents arrels en F,[T]/mx. Per tant [7;"](X) també descomposa totalment sobre
F,[T]/m amb diferents factors de grau 1. Donat que [7;*](X) té una arrel en F,[T]/7m que no és arrel de
[7571)(X), llavors totes aquestes arrels tenen anihilador (7¢%) en F,[T]/7. Sumant cada una d’aquestes
arrels per i ens dona un generador de C(IF,[T]/).

O
Per veure encara més la similitud entre Z/(m)* i C(F,[T]/M) tenim aquests resultats, en [8 Structure
of IF,,/M with Carlitz Action| podeu trobar-ne una demostracio.
Lema 5.24. Sigui k > 2.
1. (Z/(2¥))* = (=1 mod 2*) x (5 mod 2*) = 7Z/(2) x Z/(2*~2), que no és ciclic.
2. Per primer senar p és ciclic i, (Z/(p*))* = Cp_1 x (1 +p mod p*) 2 Z/(p — 1) x Z/(p*~1), on
Cp—1 €s el grup ciclic d’ordre p — 1.
Teorema 5.25. Sigui m un irreductible monic en Fy[T) i k > 2-
1. Perm=T or T+ 1 enFo[T], C(Fo[T]/7*) = C1 x Cy on Cy = Fy[T]/(T? +T) esta generat per 1
i Cy 2 Fy[T)/(7%~2) esta generat per m2.

2. Si (p,degm) # (2,1) lavors C(F,/7*) = C1 x Cy, on Cy 2 F,[T]/(m — 1) i C esta generat per w
mod ¥,
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Si parlem del grup multiplicatiu (Z/(m))* llavors és natual pensar en la ¢ d’Euler, que recordem,
w(m) = [(Z/(m))*]. A més, aquesta es pot expressar com

1 p(d)
gp(m):m” (1—7> = E m=
p
plm dlm
on p és la funcié de Mobius.

Definicié 5.26. Per monic M € F [T, definim oc(M) € Fy[T] com el polinomi:

e =ML (1- 1) = S w3
| M DM

on u(D) € {0,1, -1} esta definit de la mateiza manera com en els enters: u(D) és (—1)" si D és lliure
de quadrats amb r factors irreductibles monics, i (D) és 0 en cas contrari.

Exemple 5.27. Siw € F,[T] és monic irreductible llavors

Teorema 5.28. la funcid pc té les segiients propietats:
1. per monic coprimers B i C, pc(BC) = pc(B)pc(C).
2. per monic M, ZD|M wc(D) = M, on D recorrer tots els factor monics de M.
3. Per monic M i per tot B en F,[T], [pc(M)](B) =0 mod M.

4. Per monic M i monic B en F [T, [M](B) és monic i M|pc([M](B)) quan g # 2 i també quan
q=2idegB > 2.

Totes aquestes propietats de oo (M) son anlogies de les propietats de ¢(m):
1. Per enters coprimers positius a i b p(ab) = p(a)p(b),

2. per m > 1, Zd|m ©(d) = m, on d recorre els factors positius de m,

3. per a mod m € (Z/m)*, a?™ =1 mod m,

4. per k> 1ia>1, klp(a® —1). Per tant l'ordre de a mod a* — 1 és k.

5.4 El Group de Galois

En aquesta secci6 denotarem per F' = F(T), lavors Fy(T,Ap) = F(Ap). Els cossos F(Ap) son
anomenats ’cossos ciclotomics’ degut que comparteixen moltes propietats similars amb les extensions
Q(pm)/Q, conegudes com extensions ciclotomiques.

Com [M](X) és separable en F[X] llavors adjuntant totes les arrels Aj; obtenim una extensié de
Galois. De fet, només necessitem adjuntar un generador \g de Aj; a F' degut que tots els altres elements
de Ajps sén polinomis en A\g amb coeficients en F,[T]. Els elements de Gal(F'(A,,)/F) permuten les arrels
de [M](X) és adir a Ajs i estan determinats com un automorfisme de cossos per la seva accio en les arrels.
Tenint en compte que els elements de Gal(Q(p.,)/Q) estan determinats per 'anic exponent en (Z/(m))*
on actuen en totes les m-éssimes arrels de la unitat. Veurem que cada element de Gal(F(Ar)/F) actua
sobre Ajs via un polinomi de Carlitz.

Més concretament, escollim Ag un generador de Ay i donat o € Gal(F(Ay)/F),

Ay = a(Aur) = o({[N](Ao) : N € Fy[T1}) = {[N](0(Xo)) : N € Fy[TT},
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per tant o(Ag) també és un generador de Aps. Podem escriure o(A\g) = [B,](Ao) per un cert B, € F [T7,
ben definit modul M amb med(B,, M) = 1. Tot A € Ay té la forma [N](Ao) per algun N € F,[T], per
tant

a(A) = a([N](h)) = [N](e(Xo)) = [N]([Bs] (o)) = [Bo([N](h0)) = [Bo](A)-
Per tant o té el mateix efecte per I'accié de Carlitz en tots els elements de Ap;.

Teorema 5.29. L’aplicacid o — B, és un morfisme de groups injectiv Gal(F(Ap)/F) — (Fq[T]/M)*.

Demostracio. Per o,7 € Gal(F(Ap))/F i€ Ay

(07)(A) = a(r(N) = o ([B;](N)) = [B-](c(N)) = [B-[([B-](A)) = [B+ B5(A).

També (o07)(A) = [Byr]J(A) per tant B,, i B,B,; = B;B, tenen la mateixa acci6 en Ay per tant
B,; = B,B; mod M pel teorema (5.20)) El que mostra que tenim un morfisme de Gal(F(Au)/F) a

(Fy(T) /M)
Quan o pertany al nucli, B, =1 mod M, per tant per tot A € Aps tenim o(\) = [B,](A) = [1](A) = .
Per tant o és la identitat en Ajy, i per tant o és la identitat en Gal(F(Ay)/F).

O

Com (F,[T]/M)* és abelia, Gal(F(Apr)/F) és abelia, per tant I'extensio de Carlitz de F = F,(T') s6n

extensions abelianes.

Teorema 5.30. L’aplicacio Gal(F(An)/F) — (Fy[T]/M)* és un isomorfisme.

Demostracio. Tant Apr com (F,[T]/M)* no es veuen afectats quan escalem M per un element de Fy,
suposarem que M és monic.

Escollim un generador Ao de Ap. La imatge de Gal(F(Ay)/F) — (Fy(T)/M)* és tot B mod M
tal que [B](A\g) és una F-conjugacio de Ao via Gal(F(Ap)/F). Per tant laplicacio Gal(F(Ay)/F) —
(Fy(T)/M)* és exhaustiva quan [B](Ag) és una F-conjugaci6 de Ag per tot B coprimer amb M. Denotem
per f(X) € F[X] alrr(A\o, F)[x] de Ag. Els F-conjugats de Ag son les arrels de f(X), aixi volem demostrar

med(B, M) =1 = £([B](\o)) = 0.

Com [B](\g) només depén de B mod m, podem escollir B monic i per tant B és producte de monics
irreductibles, cada un d’ells no divisors de M. Donat que B — [B](X) converteix multiplicacions en
composicions, és suficient demostrar f([7](Ag)) = 0 per tot irreductible monic 7w € F4[T] no dividint M.

Sigui m € Fy[T] un monic irreductible que no divideix M, i g(X) el polinomi ménic minimal de [7](Ao)
en F[X]. Volem demostrar g(X) = f(X). Com Ao i [7](Ag) estan en Apy, els dos f(X) 1 g(X) divideixen
[M](X) en F[X] =TFy(T)[X]. Com M és monic en Fo(T), [M](X) és monic en X i tot factor monic de
[M](X) en F[X] esta en F,[T][X]. (Aquest resultat és analeg a una conseqiiéncia del Lemma de Gauss,
tots els factor monics en Q[X] d’un monic en Z[X] han d’estar en Z[X]). Per tant f(X), g(X) € F,[T][X].

Com g([7](X)) = 0, g([7](X)) té Ao com a arrel, per tant f(X)|g([7](X)) en F[X]. Els dos f(X), g([7](X))
soén monics en la variable X en F,[T][X]. Per tant la divisé en F[X] de fet passa en F,[T][X]. Es a dir,
g([7](X)) = f(X)h(X) per algun h(X) € F,[T][X]. Ara reduim modul 7 i usem el Teorema (5.13)) per
obtenir

Llavors f(X) i g(X) tenen un factor en comt en (F,[T]/7)[X], diguem, un factor irreductible de f(X).

Raonem per reducci6 a Pabsurd, i suposem f(X) # ¢(X). Son per tant diferents factors monics
irreductibles de [M](X), per tant [M](X) = f(X)g(X)k(X) per k(X) € Fo(T)[X]. Reduint de nou a
modul 7,
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[M](X) = F(X)g(X)k(X)

en (F,[T]/m)[X]. Aix0 és impossible: la part dretana té multiples factors en irreductibles, mentres que
laltre part és separable en (Fy[T]/m)[X] pel Teorema ([5.8) O
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5.5 Extensions ciclotomiques
Denotem per Oy la clausura entera de A =F,[T] en Fo(T)(An), amb M € A.
Proposicié 5.31. Sigui A1, \a € A,,, dos generadors. Llavors A1 /As € O, i és una unitat.

Demostracid. Com A1, Ag son generadors, llavors hi ha B € (Fy[T]/m)* tal que [B](A1) = A2 o sigui, si
d = deg B llavors

[B]()\l) = ad(>\1)qd + ...+ al()\l)q =+ a0>\1 = )\2

llavors dividint per Aq, obtenim

ad(/\l)qdfl + ...+ al()\l)qfl +ag = %
1

i per tant Ao/A\1 € Oy, fent el matex raonament perd cambiant el paper de A; pel de Ay s’onbté
)\1/)\2 S OM O

Proposici6 5.32. Sigui P € A un primer i e > 1. Considerem M = P¢ llavors K = F(Ape)/F on
F =F,(T), no ramifica en cap ideal QA amb PA # QA. El primer PA ramifica completament amb
index de ramificacid igual a [K : F).

A més, linic ideal sobre PA és (A) = AOp®, on X\ és un generador.

Per una demostracié completa veure [I, pag. 204].

Demostracio. (de la proposicié 5.32)

Farem el cas e = 1. Recordem que [P](X)/X és un polinomi Eisenstein en P, llavors el producte de
les seves arrels és P. Per tant,

P-op= ]I (©

&i€Np,EF#0

Recordem que tot &; # 0 és una arrel primitiva en Ap. Fixem un generador \; per la proposicio (|5.31))
&/ és una unitat per tant §; = %)\ d’on s’obté

deg P _

P-Op=(\)1
O

Proposicié 5.33. Sigui O la clausura entera de Fy[T] en F'(X\), amb X un generador de Apr. Llavors
Oum = A[N].

Per una demostraci6 veure [I, pag. 207-208].

Tots aquest resultats son analegs de les extensions ciclotdmiques, perd ara en caracteristica positiva.
Acabem aquest apartat amb una tltima analogia.

Sigui m € Z i considerem ’extensi6 ciclotomica Q(py,), amb &,, una arrel m-éssima primitiva de la
unitat. Denotem K, = Q(u,,), totes les seves inmersions en C sén complexes donat que R només té dos
arrels de la unitat +1. Considerem K = Q(&,, + &), aquest cos és real i totes les seves inmersions en
C son reals. A més K,/ K, té grau 2, ja que &, satisfa I'equacié quadratica 2% — z(&, +&,,1) +1 = 0.
Es conclou que el primer a 'infinit en Q (que correspon al valor absolut arquimidia usual), descomposa
en ¢(m)/2 valors absoluts arquimedians en K, donat per les diferents inmersions, i cada un d’aquests
ramifica a un valor absolut en K,,. A més, el grup de Galois de K,,/K . esta generat per la conjugacio
complexa.
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Es té el segiient resultat en caracteristica positiva. Sigui M € A, denotem per Ky, = F(As). Com
Gal(Kp/F) = (A/M)* lavors F, — Gal(Kp/F). Clarament, si A € Ay és un generador, llavors cA és
de nou un generador, amb ¢ € F.

Denotem el subgrup J = {o. : ¢ € F;} C Gal(K;,/F). Denotem per K}, C K el cos fixat per J.
Per construccié [Ky : K] = ¢ — 1, a més es té el segiient resultat.

Teorema 5.34. El primer a Uinfinit en F descomposa completament en K]TJ. I cada ideal primer sobre
o0 en KJ‘\Z esta completament i moderadament ramificat en Ky. A més, Ky = K]'&()\qfl) amb \ un
generador de Apy.

Corol-lari 5.35. Per tot M € A no nul el cos de les constants de Ky ésTFy. Es a dir la extensio Ky /F
és geométrica.

Proposicié 5.36. Denotem per OF; la clausura entera de Fy[T] en K3;. Denotem Qo = [0} : Of*].

Llavors Qo = 1 si m és una poténcia d’un primer, i Qo = q— 1 si m no €s una poténcia d’un primer.

Per una demostracié mireu [I, pag. 217].
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5.6 Coeficients del modul de Carlitz
5.6.1 Valoracions

Sigui R un anell commutatiu amb unitat 1 # 0. Una valoraci6 discreta és una funcié v : R — N U {oo}
que compleix:

1. v(a) = oo si i només si a = 0.
2. v(ab) = v(a) +v(b),Ya,b € R.
3. v(a+b) > min{v(a),v(b)},Va,b € R

Exemple 5.37. Considerem ’anell dels enters Z. Fizat un primer p definim aplicacié v,(n) = k de
manera que n = p*m amb ged(p, m) = 1.

Aques exemple admet una generalitzacio en qualsevol DFU.

Proposicié 5.38. Sigui R un anell DFU, fitem un element p € R primer. Donat a € R escrivim
a = p°b, tal que p1b: definim vy(a) = e. Es diu que v, és la valoracid en p.

Corol-lari 5.39. Sigui v una valoracié discreta en un anell R, si v(a) # v(b) llavors es compleiz la
igualtat v(a + b) = min{v(a),v(b)}.

Demostracid. Sense pérdua de generalitat suposem v(a) < v(b). Per definicié v(a + b) > v(a), per veure
l’altre igualtat considerem

v(a) = v((a+b) —b) > min{v(a + b),v(b)} = v(a + b),

la ultima igualtat es degut que v(a) < v(b).
O

Corol-lari 5.40. Considerem r € R un anell i v una valoracié discreta. Sir = Z?:o si amb s; € R i
existeix ig tal que v(s;,) < v(s;) per tot i # iy lavors v(r) = v(s;,)
5.6.2 Coeficients del modul de Carlitz

Els segiients dos lemes discutiexen com es poden trobar els coeficients del modul de Carlitz. Donat
f(T) € A denotarem per [f(T)](X) el modul de Carlitz, on A = F,[T]

Lema 5.41. Sigui f(T) € A, denotem per [f](X) =>"", ¢; X4 llavors peri > 1 es compleiz:

q
Cm—1— Cm—-1
m= 5.42

Demostracid. Calculem de dues maneres diferents [Tf(T)](X), aixi és [T]([f1(X)) = [f]([T]1(X))

TIA00) = (3 Xy + T3 Xt =3 axe™ 173 e
i=0 i=0 i=0 i=0

n n
Z G(XT+TX)T =) (X9
1=0 =0

i4+1

i 3
+T9X9)
Comparant els coeficients corresponents a X¢ en aquestes dues expression s’obté

¢+ Tem=cm1+T7 ¢
D’on es segueix l'expressio ((5.42)) O

Observacio 5.43. Aquesta férmula també demostra que cap coeficient ¢; és nul.
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Proposicié 5.44. Sigui s(T) un polinomi monic irreductible de A i escrivim [s"](X) = Z?:doegs ¢ X9
Sigui vs la valoracid en s(T). Llavors la successio vg(cy), ..., Us(Cn degs) €5 decreizent.

Demostracid. Sabem pel corol-lari (5.10) que vs(cn) > 0 per m < ndeg sivs(cndegs) = 0. Ara observem,

que per la formula (5.42]),

i —Cme Cm-1(ch ) — 1)

‘m = Tpen —T T T e T

com 5(T)|¢pm—1 a més ged(em_1,¢l " — 1) =11 s(T) irreductible llavors,

q

C — Cm— _
Us(cm) = Usg (m,j:qlmiiT’l) S ’Us(cmfl(cgnfl - 1)) S ’Us(cmfl)

El que demostra que la successio és decreixent.

O

Observacié 5.45. Com T9" — T son polinomis separables sobre F, llavors de la demostracio de la
proposicié anterior 0 < vs(cm—1) — vs(cm) < 1. Ja que vs(cm) = vs(cl, 1 — ¢m—1) — v (T9" —T) >
Us(cm—l) - 1.

Corol-lari 5.46. Sigui s(T) un irreductible monic [s"](X) = Z?i%(s)" ;X7 . Sigui vy la valoracid en
s(T), Llavors vs(cdeg(s)i+j) =n — i per 0 < j < deg(s)

Demostracid. El cas n =1 és immediat, donat que co = s(T") i s(T)|v; per i < degs i Cqegs = 1.

Pal cas general, denotem per m = deg([s"](X)), és ben conegut que s(T)|T‘1degs — T ia més de

Ta Y T|T’5"idegs — T es conclou s(T)|T1 — T. Deduim que vs(Cidegs—1) — Us(Cidegs) = 11 la
successio vs(cp), ..., Vs(Cndegs) decau justament n cops. Com que v(cy) = n i v(crdegs) = 01 és una

successio decreixent es segueix ’enunciat. O

i deg s
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6 Les equacions de Goss-Fermat

6.1 Una analogia amb I’equacié de Fermat

Sigui w(T') € A = F,[T] definim ¥,(X,Y) com I’homogenitzacié de [7](X) i Pobjectiu sera la resoluci6
de ’equaci6 del tipus:

qdeg(ﬂ)

770 = (X,Y) = [ (X -&Y) (6.1)

&iehs

Amb solucions en X,Y,Z € A. Quan 7(T) és irreductible, usant el corollari (5.10) i reuduint en
modul 7(7T)

deg m

ZT " =9, (X,Y) mod n(T)

= X" mod w(T)

per tant 7(T)|(Z — X), fent un canvi de variable Un = Z — X 1’equaci6 (6.1]) es transforma en, per 7
poténcia d’un irreductible,

deg 7

(7TU)q = \IJTF(X7 Y) - X1 ) (62)

si escrivim Z = X + Um.
Exemple 6.3. Per construccid [T)(X) = X9+ TX llavors U7 (X,Y) = X9+ TXY 9! i tenim 'equacio
Z9=X14+TXY"! (6.4)

Fizem-nos que ens podem restringir només al cas med(X,Y) = 1. A més usant obtenim TIUY =
TXY9™L per tant T971U? = XY=L qizi trobem infinites solucions (U4, T,U?+TU) € A3, per qualsevol
U e A.
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6.2 Primeres consideracions
En aquest apartat usarem la teoria de les valoracions per a donar algin tipus d’informacié sobre ’equacié

plantejada. Recordem que A = Fy[T] a més n(T) € A sempre denotara un irreductible monic en A i
I’equaci6 en consideracio és 74T =y, (X,Y), ie.

degm—1 ] ) '_
+ Y axvyd™ T L S(T) XY

i=1

deg m deg‘rr_l

(6.5)

Observacio 6.6. Com [l’anterior equacid esta homogenitzada podem suposar sense pérdua de generalitat
que med(X,Y) = 1. Aquest fet implica que mcd(Y,Z) = 1, es sequeix immediatament de .

De també es sequexr que X|Z9

Proposicié 6.7. Sigui a € A primer tal que a|X. Denotem per v, la valoracié en a, llavors:
1. sia# m aleshores va(X) = va(Z)q4e 5.
2. sia=m aleshores vy (X) + 1 = v,(Z)q4".

deg S

Demostracié. Denotem n = deg S
1. Calculem, v, (¢; X9 Y4 =) > va(X)q" perd v, (XY™ 1) = v,(X), ja que a # 7 i hem suposat
X,Y coprimers. Llavors, v,(c; X7 Y2 7)) > v, (XY ~1) per i > 0; aplicant el coroal-lari ((5.40)
obtenim v, (X) = va(quegw) = v(Z)qle8™

2. Ara, v, (X7) = v (X)q", per i < n es té ve(c; XTY7 1) > v (X)g' + 1 com el minim és
v (XY 7" 1) = v, (X) + 1 aplicant de nou el coroalari (5.40)° s’obté I'enunciat.

O
Proposicié 6.8. Sigui m € A un irreductible. Considerem [’equacidé de Za" T = U (X,Y). Si
ged(X,Y) =1 i es compleiz 7|Y llavors deg(n™) = 1.
Demostracid. Podem reescriure Uequacié 24" "™ = W, (X,Y) com
ndegm—1 c
n deg n deg m ndegm—1 1 i ndeg m—1 i
(Z—X)7"""T = gy T R ;ZXqu B (6.9)
i=0

pel corol-lari (5.10)) 7|c; per i < ¢" 487 aixi que dividir per 7 té sentit. A més 7|V llavors 7|Z — X.
En altres paraules, si v, és la valoracio en 7 llavors v;(Y) > 01 v,(Z — X) = k > 0. Evaluant banda i
banda de la igualtat obtenim

d _
kqndengv (W(T)andegwiqndeg‘fr—l.n § 1 ¢ Xqiyqndegﬂ’—lfqi)
“ 2 )
ndegm—1 o ) ‘
-1 Y ndegm _ ndegm—1 ( 4 quyq"dcgﬂ—lfql)
+U7"( )(q q )+U7r Z 7T(T)

=0
-1 +Uﬂ_(y)(qndegﬂ' . qndegﬂ’fl)

La ultima igualtat és degut,
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Ur (cinqunde“1_qi> = Ur (cz> + Ur (Yq”degﬂl‘qv = U (CI> + (qndeg”_l - qi)vn(Y)
'/T 71— m

per i = ndegm — 1 es compleix v, (¢;) = 1 per (5.46)) i per tant Panterior expressio val zero. En canvi,
per i < ndegm — 1 clarament ’anterior expressio és positiva, aixi la valoraci6é de la suma original és zero.

De la igualtat kg™ 9™ = 1+ v (Y)(g" 9™ — gndee7=1) deduim que si deg 7™ > 1 llavors ¢|1 absurd.

Resta només l'opci6 degn™ = 1. O

Exemple 6.10. Considerem el polinomi m =T +a amb a € Fy. Llavors l’equacio

7%= X914 (T +a) XY}

té infinites solucions inspirades per Uezemple (6.3): (U, T + a,U + (T + a)U).
Proposici6 6.11. Considerem T" amb n > 1, Uequacé Z9" = Upn (X,Y) si X, Y son coprimers llavors

T|X i en concret vp(X) = ¢™ — n.

Demostracio. Escrivim 'equacio Z9" — X" = Upn(X,Y), renombrant Z — X = UT
’ n—1 ) )
ueTe = Z XUy =4 L rxyd 1 (6.12)
i=1

degut que degT' = 1, pel coroalari es conclou vr(c) = n—k. Com T? divideix la part esquerrana
de la igualtat, també divideix la dretana. A més, com vr(ci) = n — k llavors T? divideix els nomomis
¢;X9Y49" % amb i < n — 1 necessariament T2|c,,_1 X7 Y7 =4""" com vp(cp_1) = 1 es conclou T| XY
perd només és possible T| X per la proposicio .

O
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6.3 Idees de Kummer
En aquest apartat s’obté un resultat analeg al de Kummer per ’equacié de Fermat i primers p regulars.

Teorema 6.13. (Kummer) Sigui p > 3 un primer regular, és a dir p{ hy, lavors ’Ultim Teorema de
Fermat és cert per a p; és a dir no hi ha solucions de

XP4YP = 7P

amb X,Y,Z €7 i XYZ #0.

Es denota per h, el nombre de classe de Q(u,). En cossos de funcions és possible definir també el
nombre de classe, veure Apéndix IV : Globals Fields.

Sim € A = Fy[T] un primer, denotem per K = F()), on F = Fy(T) i A és un generador de A,.
Denotem per B la clausura entera de A en K, i h; el nombre de classe.

Teorema 6.14. Sigui 1 € A un primer, amb d = degm > 1. Suposem ¢%8™ { h, i ¢ > 2. Llavors
l’equacié de Fermat-Gauss només te solucions trivials.

Necessitarem uns resultats preliminars per la prova del teorema.

Teorema 6.15. Considerem M € A, i lextensio K /F, on Ky = F(Ap). Denotem per S el conjunt
de les places sobre oo, per E(S) el grup de les unitats de Opy. Llavors E(S)/IF; és un grup lliure, de
com a molt, rang |S| — 1.

Veure [I, pag. 243]. Aquest resultat és un analeg del teorema de les unitats de Dirichlet per extensions
finites de Q.

Denotem per K™ el cos fixat per {0 : ¢ € IE‘,JX}, veure teorema 1) Per aquest mateix teorema,
. A més, per |i [B* : B™™] = 1. Per tant totes les

degm_1q
q—1
unitats de B sén iguals a les unitats de BT.

q

el ntmero de places sobre co en KT és
Lema 6.16. (Goss) Sigui M € A, suposem que l'ideal B = M - B és una poténcia p-éssima, amb p
primer, llavors M = MY per M, € A.

Demostracid. Sera suficient demostrar quan M és una poténcia d’un primer. Escrivim (M) = p” la
factoritzacio en A. Sigui P - ... P = p la factoritzacio en B.

Si p” és una poténcia p-éssima, llavors p|re; per tot i. Veguem que p { e; per algun i. En cas contrari,
ple; per tot i i per la proposicio s’obté

S
Zeifi =q¢" -1
=1

on n = degn. Llavors p|¢™ — 1, absurd. Aixi p{e; per algun 4 i llavors p|r.

Aixi (M) = (M) per cert M; € A i aleshores M = ¢cM{ amb ¢ € FX i és obvi que podem considerar
¢ =1, ja que tot element en F és una poténcia p-¢ssima. O

Lema 6.17. Sigui m € A un primer de grau major que 1, fitem X un generador de A, i considerem
_ &
uw= ] x
§iENL

llavors u no €s una poténcia p-éssima.
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Aquests dos resultats es poden trobar en I'article de Goss, en concret el lema (6.16)) és pot trobar en
[6, pag. 280], el lema (6.17)) en [6] pag. 274].

Recordem que ’equacié Z " — U, (X,Y) es pot reescriure com

qdcg‘lr
7207 = I] (x - &) (6.18)
i=1
amb &; € A;. Com en caracteristica zero, dividim la prova en dos cassos
6.3.1 Casl:ntXYZ

Sense pérdua de generalitat, suposem que X,Y son coprimers. En (6.18) prenem ideals,

deg ™

(2)""" = [ (X -&Y)
=1

(6.19)
L’objectiu és demostrar que els ideals (X — &Y") sén coprimers entre si. Sigui 0 un factor en comu de
(X —&Y)1 (X —¢&Y)ambi+#j. Com

(X =&Y) = (X =&Y) =Y (£ - §),

Havors d|(Y')(& — &;); com @ # j i [7](X) és un polinomi additiu ,llavors {, = &; — & és una altre arrel
de [7](X). Per tant, ?|(Y'7), com també es compleix d|(Z)?
X,Y coprimers) llavors 0 és I'ideal unitat.

degﬂ, perd wt Z 1Y, Z son coprimers (al ser
Un cop hem garantit que (X — &Y") son ideals coprimers, la factoritzacié tnica d’ideals implica (X —
deg m
&Y) = ag .
deg
Com af ‘
tant pm < qdegTr.

és principal, llavors lordre de a; és una poténcia de p diguem-ne p™. Sabem, p™|h, per
; escrivim ¢°8™ = p" llavors ;" = (af )P"

?
. n
1 < n —m llavors sempre podem reescriure (w;)?

Per tant,

—m

(w;)? _m per cert w; € B, perd com
= (¢;)P amb t; = w?

amb u; € B unitat. Una unitat de B s’escriu com

(6.20)

u;=c-ajt..oanr
X s . . qdegﬂ'71
ambcEIFq ia; € Bunitatir =

(6.21)
qg—1

— 1. Com med(p,q — 1) = 1 llavors ¢ = ¢} per cert ¢p € Fy,
llavors podem suposar ¢ = 1 en ([6.21)) fent un canvi de variable ¢; — cot; en (6.20). De manera similar,
suposarem 1 < e; < p — 1, ja que si e; = pb; + e} podem fer el canvi ¢; — b;t;.

En total hi ha ¢9°¢™ termes del tipus X — &Y. Suposant que les unitats u; s’escriuen de la forma
descrita en 'anterior paragraf. Llavors hi ha com a molt

degﬂ'_l
=== (T 1) gy

diferents u;. Donat que ¢9°8™ — p < ¢4 ™ llavors hi ha i # j tal que u; = uj, es segueix
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(& — &)Y =ui(t; — t;)° (6.22)

on & = & — & és no nul, agafant ideals

(&) (Y) = (t: — ;)" (6.23)

es segueix (&)|(¢; — t;) donat que (&) = (A) és un ideal irreductible. Llavors (A)|(Y'), pero haviem
suposat v (Y) = 0 (veure Apéndix IT o IIT) i acabem d’obtenir v, (Y") > 0.

6.3.2 Cas II: 7| XY Z

Si suposem X, Y coprimers, llavors hi ha tres possibilitats: 7 divideix X, Y o bé a Z. Si 7 divideix Y
per la proposici6 degm = 1. A meés, els cassos 7 divideix X o Z es donen simultanement com ja
hem comentat.

Suposarem, 7| X i X, Y corpimers, per tant Y, Z també sén coprimers. De nou, prenem ideals en ([6.18))

deg
q

(2)™" =) JI (x —&v), (6.24)

=2

X—&Y
&i

en aquest cas suposem &; = 0. Afirmem que els ideals ( ) sén coprimers entre si i amb (X). Cal

remarcar que % € B.

Sigui 0 el factor en comt de (X — &Y) 1 (X —&;Y), amb i # j, com en el cas anterior

0[(§; — &)(Y)

també es compleix D|(Z)qdcw7 per coprimalitat entre Y, Z es segueix d[(§; — &) = (A). Com (X) és
primer, llavors 9 és l'ideal unitat o bé ()\), clarament (A\)[(X — &Y) per tot 0 < k < ¢48™. Es segueix

que (£ éy) son coprimers entre ells i amb (X).

deg

Llavors (X — &Y) = (A)a “" per cert ideal a;. De la suposicié ¢ ™ { h, tenim

De nou, si escrivim

u=c-a'-...-alr (6.26)

i fent el mateix argument que en el primer cas, podem suposar c =111 < e; < p—1. Hi ha com a molt
qd°e ™ —p diferentes unitats u;, i ¢1°™ — 1 termes del tipus X —&;Y amb & # 0. Com ¢48™ —p < gd&™ —1,
llavors hi ha 4 # j tal que u; = u;. Restant,

(& — &)Y = du;(t; — t5)P,
prenent ideals
W) = Nt —15)" = (V) = (t: — t;)P

Del lema (6.16]) obtenim que Y = Y7 per cert ¥; € A. En comptes de considerar (6.25)) dividem per &;
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2 -1 = (3 )utt (6.27)

fent serveri A/, és unitat, reescrivim

X
— =Y} =ud? ont; =4 (6.28)

i
El que segueix de demostracio és degut a David Goss en Darticle [6].

Considerem o, on 7 € F) amb 7 # 1 (remarquem que hem suposat ¢ > 2). Recordem, [B* : BT =1
llavors w € BT i per tant o, (u) = u. Aplicant o, en (6.28),

X
g YP =wudh, ondy=0,(01) (6.29)
7&
Restant (6.28]) 1 (6.29)), s’obté
1, X »
(1—-71 )Z =udy ondz =0 —0do (6.30)

Per la proposici6 (6.7) 7X és una poténcia p-éssima. Llavors,

X _ X7
& mé

on X7 = X? per cert X; € A, com

=usy ondy=(1-71""15 (6.31)

deg §
& = ¢! H =
€70 "

per tant podem suposar u = ng £0 g— Restant lj i li obtenim
J

f’
e |
&

K2

pero llavors estem contradient (6.17). Remarquem que en larticle [6] Goss suposa que p { h, en
comptes de ¢4°8™ { h,. A més a més Goss aprofundeix molt més en el tema; en el Teorema 2.4 [6, pag.
273] dona una condici6 necessaria i suficient de quan p divideix h..
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6.4 FEl Teorema de Fermat-Gauss

L’any 1994 el matematic Laurent Denis, en 'article Le Théoreme de Fermat-Goss [3] va resoldre I'equacio
analoga a la Fermat pel modul de Carlitz. En concret, podem trobar el segiient resultat

Teorema 6.32. (Denis) Sigui f € A =TF,[T] un polinomi de grau d. Considerem les equacions
U, (X,Y) =29, (6.33)
U, (X,Y) = 2, (6.34)

llavors,

1. Sig>3id>2,0béq=21id>2, tant com tenen un nombre finit de solucions amb
X, Y coprimers.

2. siq>31id>2. Aleshores no té solucions en A amb XY Z # 0.
8. s1q>3,p#£2id>2. Aleshores no té solucions en A amb XY Z # 0

4. siq>4,p=2,d>2. Aleshores té una solucid unicament quan a = (T? +T + 3), on B és

un quadrat de Fy. A més, les solucions son maltiples de (1,1,T + T2 4 a), on o? = .

5. siq=2,d>4. Aleshores i només hi ha solucid si a és de la forma (T? +T)b(T) + 1

i aquesta solucid és (1,1,1,1)

Observacio 6.35. El cas d =1 el vam discutir en l’ezemple (6.10

6.4.1 Lemes Preliminars

Recordem, si a € A i d = dega llavors

d
[a)(X) = chqd +Zcinz +aX

i=1
amb a; € A. Denotarem per o} la derivada respecte T' de a;.

Lema 6.36. Sid > 1 llavors ¢, _, € Fy i sia és monic llavors ¢, =1

Demostracio. Fem primer el cas a = T* amb i > 1. Per induccio, el cas i = 1 és obvi. Del fet
[T(X) = [T Y([T)(X)) per tant ¢;—1 = d;—1T +d?_, si d; son els coeficients de [T°7!](X). Recordant
d;—1 = 1 llavors és obvi ¢,_; = 1.

En el cas general, a = Z?:o a;T. De la igualtat [a](X) = Z?:o a;[T"(X) i de la discussi6 anterior es
veu ¢;_; = agq.

O

Lema 6.37. Sigui a € A amb d > 1; llavors deg(c;) = q'dega — iq’, deg(ci) < ¢'(deg(a) — 1) — 1 i
deg(c),_,) =0.

Demostracid. Recordem el Lema (5.42))

q
Cm—1 " Cm—1

T —T

Cm

on ¢ son els coeficients de [a](X). Aplicant aquesta formula reiteradament es dedueix deg(c;) =
q"dega —ig'. D’on degc] < ¢"dega —ig" —11degc) ; =0 del lema anterior. O
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Lema 6.38. Siguia € A ambd >3, 0 bé q =2 ip+# 2. El coeficient cq_o no €s una poténcia p-éssima.
A més, cq_o conté un terme amb la poténcia estrictament més gran de T, dels que no son poténcia
p-éssima, entre els termes dels coeficients ¢; amb 1 < i <r.

Demostracio. 1Per induccioé sobre el grau s = degb > 1 es facil veure que la poténcia de T" més gran de

[b](X) és T9 .
Per d = dega > 2, podem escriure a = Tb + ¢, per la divis6 Euclidiana. De [a](X) = [T]([](X)) + ¢ i
de 'argument anterior, la poténcia més gran de T' (sense ser poténcia p-éssima) és T Tl
Llavors I'enunciat és cert sid >3 obéd=21ip# 2.
O
Aquests tres lemes son suficients per entendre la demostracié del cas ¢ > 2. El cas ¢ = 2 requereix
més lemes, i I'as de les altures.

Definicié 6.39. L’altura de Weil per z/y € F = F,(T), amb z,y € A coprimers, estd definit per
h(z/y) = max(deg x, degy).

Lema 6.40. Siguin b, ...,bq elements de F. Escrivim U(T) = bpX + b1 X9+ . b XY Ambr > 1
by # 0, llavors es compleix

1. Eristeiz una funcid hy : G.(F) — R, verifiviant, per tot a € A i tot « € F

ha(¥(a)(@) = ¢" % *hy (a)

2. Ezisteix un real Cy > 0, que no depén dels coeficients by, ...,b. ni de q tal que si h és l'altura de
Weil, llavors per tot o € F es compleiz,

b (a) = h(a)| < Cy
3. hy(x) = limy, 00 ¢ " h(U(T™)(z)).

Per una prova vegueu el Teorema 1 de [J)]. Es coneiz com a modul de Drinfeld de rang r a ¥, que és
un morfisme de l'anell A a Uanell dels polinomis additius. Un exemple de modul de Drinfeld és el modul
de Carlitz, que té rang 1.

Lema 6.41. Sigui U(T) = 1[coX + 1 X9+ ... + chqd] amb
1. a,co,...,cq € A,
2. cqg € A*,
3. dege;+q¢' <q?,0<i<d-1

Denotem per hy Ualtura que ens assequra el lema . Per tot x € F, es compleix:

N maxg<i<d—1(degc;, dega)
h —h < ==
lha () — h(a)] < e

Demostracio. La idea és estimar h(‘I’(T)(g),T) en funcié de h(z). Sigui P,Q € A coprimers. Llavors

P)  PQY T 4 ¢ PIQT T 4 4 ¢y P

¥ (Q Q7

Com P, () son coprimers i ¢g € F llavors el numerador és coprimer amb @, aleshores
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q*deg Q < h(¥(T)(P/Q))
< max(dega +¢* deg Q, max (dege;) + (¢" — ¢') deg Q + ¢' deg P)

Si deg @ > deg P, es segueix

q"deg Q < h(¥(T)(P/Q))
< max(dega + ¢* deg Q, max (degc;) + ¢ deg Q);

equivalenment,

0<

h(¥(T)(P/Q)) P maxo<i<d—1(deg¢;, dega)
P (g) = ey

En cas contrari, deg @ < deg P, usem la estimacié h(¥(T)(P/Q)) > M — dega, on M és el grau del
numerador de ¥(T)(P/Q). Demostrem M = ¢? deg P. Sera suficient veure

d d_ i i
deg P deg ¢; —q¢")d deg P.
¢"deg P> max (dege;)+(¢" —¢')deg@+q' deg
Com deg @ < deg P — 1 sera suficient verificar
g'deg P> max (dege;)+ (g7 — q')(deg P —1) +¢' deg P,
perod usant la hipotesis (iii) es dedueix
d o
q" > qulgf_l(degcz +q")

Llavors s’obté

—dega < h(¥(T)(P/Q)) — ¢"h(P/Q).

De d’aquest punt es procedeix de manera similar a 1’altre cas, doncs es compleix

h(\P(TéSP/Q)) B h(P>’ < maxogigd,l(;ieg ci,deg a).

Q q

L’enuncat s’obté sumant en n i al usar ﬁq, (z) = limp 00 g~ resultat del lema ||
O

Corol-lari 6.42. Donat a € A de grau d > 1 i ®(a) = aX + 1 X9+ ... + aqX?" . Llavors, U(T) =
(1/a)[d X + 1 X1+ ... + cii_qudfl], definiex un modul de Drinfeld de rang d — 1 i la altura associada
qu, verifica la segiient propitat, si d > 2, per tot x € F':

d—2

ho (@) - h(z)| < 2 G

Demostracio. Usant la cota proporcionada pel lema ([6.41)), les cotes del lema (6.37) pels polinomis a
s’obté la desigualtat de I’enunciat.

O
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6.4.2 Demostracié quan g > 2

Considerem a € A amb d = dega > 2, sense pérdua de generalitat suposem a monic, escriurem

[a(X) = X9 + 41 X9+ +coX
Reescrivim les equacions (6.33)) i com

la](X/Y) = z¢/Y"" (6.43)
és a dir,

X/ 4 g (X/YV) 4+ +aX)Y = 2z¢/v (6.44)

amb e = ¢? 0 bé e = p. També suposarem que X,Y sén coprimers i que sén monics. Derivant (6.44)
respecte T’

1

(XY L 4 d XY +a(X)Y) =0 (6.45)

multiplicant per Y' '

1 1

X Ll XY T (X)) YT =0, (6.46)

com Y9 (X/Y) = (XY = XY')Y9" ' "2id) | e FX (lema(6.36) i ¢ > 2 (ja que ¢ > 21 d > 2),
es dedueix Y divideix X, d’on Y = 1.

L’equaci6 (6.44]) es converteix en
X feqg X9 4 4 aX =2° (6.47)

Ara ens fixem que la part dretana és una poténcia de p: pel lema 1D aq—1 és suma de dels T7 amb
1 > 0, el que implica

2

TX ' 4oy X+ 4aX (6.48)

és una poténcia p-éssima. Pel lema 1i deg cini = ¢'deg X +¢*(d —i). Afirmem, el grau de (6.48)
és el de TX?' ™. Per aixo comprovem g% 1deg X + 1 > ¢*deg X + ¢*(d — 1), per tot 0 < i < r — 2, per
aix0 sera suficient veure

¢ tdeg X +1> ¢ ?deg X +2¢%2

equivalenment,

(g—1)deg X >2—

qr72

com ¢ > 2 la desigualtat es satisfa per deg X > 1. Pero llavors (6.48)) té grau ¢" ' deg X + 1 i no pot
ser una poténcia p-éssima. Per tant X = 1. L’equacio (6.45]) es transforma
a+cd+...+cd;_1=0

llavors el lema (6.38) dona una contradicci6é sid >3 o0d=21p # 2.

Falta examinar el cas dega =21 p =2. Com g > 2 es segueix complint X =11iY =1, si a és monic
obtenim
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at+c+1=2°

Escrivim a = T? 4+ oT + 3, llavors ¢; = T? + T + a. L’equacié es converteix

T?+oT+B+T'+T+a+1=2°

Si e = ¢? esta clar que no hi ha solucions. Si e = 2 llavors és necessari o = 1 , per tal que la part
dretana sigui un quadrat. L’equacié es redueix

T+ T% 4+ 5 =272

Es obvi que hi ha solucions només quan 3 és un quadrat. Aixd demostra el segon, tercer i quart punt
del teorema.

6.4.3 Demostracié quan ¢ =2

Suposem que (X,Y,Z) € A3 és soluci6 de (6.44) tal que d = dega > 1, XYZ # 0, med(X,Y) =
med(Z,Y) = 1.

Recordem que la derivada de (6.44]) dona

1

(XY 4+ d XY +a(X)Y) =0. (6.49)

Considerem W(T) = ()[a'X + 4 X9+ ...+ ¢, X9, que pel corollari l) és un modul de
Drinfeld de rang d — 1. Denotem per hy la seva altura associada, que garanateix el lema 1b

L’apartat 1) de (6.36) 1 (6.49) es segueix

¢ The(X)Y) < he (XY = XY')/Y?).

L’apartat 2) de (6.40]) implica

ho(X'Y — XYY < h((X'Y — XY')/Y?) + Cy

Usant med(X,Y) =1 es dedueix

¢ thy(X)Y) < 20(X)Y) + Cy < 2hy + 3Cy;

per tant
(¢ —2)hy(X/Y) < 3Cq. (6.50)
Com ¢?~! — 2 > 0 llavors hi ha un nombre pinits de solucions, és a dir hem provar I’apartat 1) del
teorema.

A continuaci6 discutim en conret el cas ¢ = 2. De la desigualtat h(X/Y) < hg(X/Y) + Cy i de la

desigualtat (6.50) s’obté

max(deg X,degY) < Cy + %

= d).
— = fla.d)

El corol-lari (6.42)) justifica que 'apartat dretana de la desigualtat només depén de ¢q,d. Pel mateix
corol-lari es comprova que f(q,d) és decreixent en ¢,d. Fixem ¢ = 2. Obtenim el valors, f(3,2) < 3.4;
f(4,2) <1.8; f(d,2) < 1.8 per d > 4. Implica, deg X < 1.
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Tractem primer el cas d > 31 ¢ = 2. Es segueix complint ¥ = 11 deg X < 1. Calculant [a](1). Cal
remcarcar [T? + T)(1) = 0. Escrivint a = f(T)(T? +T) + €T + f, es veu

[a)(1) = [/)([T?* + TI(1)) + [eT + fI(1) = (T + 1) + f

Per tal que la aquesta quantitat sigui un quadrat no nul, és necessari i suficient que e =01 f = 1.

Com [T|(T) =0, [a](T + g) = a(0)T + ge(T + 1) + gf. Si a(0) = 1, trobem la mateixa condicino que
abans. Si T divideix a, f = 0 i no hi ha solucions no trivials. Resument, si d <> 4, hi ha solucions no
trivials si i només si a = f(T? +T) + 1 per tota f € A.

Discutim ara el cas dega = 3. Només discutim l'equacié (6.34) altre (6.33]) es raona de manera
analoga. L’equaci6 és

aXY" + 1 X2Y0 4+ o XYt + X8 = 72,

la qiiestio és si el terme de I’esquerre pot ser un quadrat. Es veu que és equivalent si aXY3+¢; X2Y 2+
c2X* és un quadrat. Com ¢, = 1 la condici6 és equivalent demanr aX Y3 +¢; X2Y2 4+ TX* és un qadrat.
Derivant,

' XY +aX'Y? +aXY?Y + ¢ X2Y?X =0

Es dedueix que tot factor primer de Y divideix X, llavors ¥ = 1 (recordem que hem suposat
med(X,Y) = 1). Aixi, la pregunta es redueix en si aX + c; X2 + TX* és un quadrat. El grau de a
és 3, es verifica que dega; = 4. Es dedueix que si deg X > 1, llavors el grau de 'expressio és 4deg X + 1
i per tant no pot ser quadrat. Llavors deg X < 1. Es poden donar noméstres cassos, X = 1,T,T +1. Un
calcul mostra que les solucions per X, amb Y = 1:

T34+ T24+T+1 X=1,X=T+1;
T34+T?+T X=1,X=T,X=T+1;
T34+T2+1 X =1;

T3+ 77 X=1,X=T+1;

T3 +T+1 X =1,

> +T X=1,X=T,X=T+1;
T3 41 X =T +1;

T3 X =T;

El cas dega = 2 es fa cas a cas, pels polinomis a = T2, 724+ T,T?+1,T%2+T +1. Es resolen de manera
similar, es discuteix si [a](X/ Y)queg “ pot ser un quadrat, i usant la mateixa técnica, si és un qaudrat
llavors la derivada és zero, i fer servir que el coeficieint c¢g_1 és una constant no nula i si es necessari,
discutir els graus dels coeficients. No té més misteri. Resumim les solucions per a cada cas

T2 (X,Y,2Z) = (T%,T* +1,T);

T +1 (XY, Z) = (T? +1,T,T + 1);

T2+ T (XY, 2) = (T*+T* + T+ 1,T* +T),(T* + 1, T* + T + 1,TTT),
(1L, T*> + T+ 1,T* +T);
(

T2 +T+1 (X,Y,Z)=(1,1,1);
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7 Apéndix I: Anells de Valoracié discreta i Dominis de Dedekind
En aquesta seccio seguim el nové capitol de [2]. En el que segueix tots els anells seran commutatius amb
unitat.

Definicié 7.1. Un ideal a C R d’un anell, és irreductible si

a=bNc=a=bobla=c
Lema 7.2. En un anell Noetheria A tot ideal és interseccid finita d’ideals irreductibles.

Demostracio. Per reduccié a I’asburd suopsem que no; llavors el conjunt dels ideals que no sén intereseccio
finita d’irreductibles és no buit, per tant té un element maximal a. Com a és reductible (i.e. no és
irreductible), llavors a = bN ¢ amb a C bia C ¢. Per maximilitat b, ¢ son interseccié d’irreductibles i
conseqlienment a.

O
Definicié 7.3. Direm que un ideal a C R d’un anell és primari si xy € a llavors z" € a o bé y™ € a per
n>01totz,y € R.
Lema 7.4. En un anell Noetheria tot ideal irreductible és primari.
Demostracio. Sigui a un ideal irreductible, sera suficient comprovar que en Panell R/a I'ideal zero és
primari. Sigui zy = 0 amb y # 0 i la cadena Ann(x) C Ann(z?) C .... Per la c.c.a. aquesta cadena ha
de ser estacionaria i.e. Ann(z") = Ann(z"!) = ... per cert n. Es segueix que (z™) N (y) = 0; ja que
sia € (y) lavors ax = 0, i si a més a € (z™) lavors a = bz" pero llavors ax = bx"™ = 0, per tant
b€ Ann(z"*') = Ann(z") i per tant @ = bz™ = 0. Com (0) és irreductible i (y) # 0 llavors 2™ = 0 el que
demostra que (0) és primari. O
Corol-lari 7.5. En un anell Noetheria tot ideal a té una descomposicid en ideals primaris.

Definicié 7.6. Diem que la cadena d’ideals primers po C p1 € ... C p, té longitud n. Definim la
dimensid de Krull d’un anell R, dimg (R), com el suprem de les longitud de cadenes d’ideals primers.

Definicié 7.7. Donat un ideal a C R d’un anell, definim el seu redical

Va={z € R:2" €a, per cert n}

Sip és un ideal primer, lavors q = /p €s primari. Diem que q €s p-primari.
Definicié 7.8. Dos ideal a,b C R son coprimers sia+b =R

Proposici6 7.9. Sigui a,b C R un ideal d’un anell amb unitat, llavors

. iz a
e \/Va+Vvb=+va+b

e Ja=Rsiinoméssia=R

Demostracio.

e Six € y/+/allavors " € y/a per cert n, llavors ™™ € a per cert m i deduim z € v/a. La implicaci6
contraria és evident.

e Siz € \/yva+ b llavors 2" € /a + /b per tant 2" = v +u amb v € \/aiu € Vb, hi ha a,b

enters tal que v* € a i u® € b considerem m = 2max(a,b) per tant 2™ = Y 7" (?)u’ n=i § per

construccié i > max(a, b) o bé n—i > max(a,b) i per tant u’ € a o bé v~ € b per tant "™ € a+b

o sigui x € va+b.



7 APENDIX I: ANELLS DE VALORACIO DISCRETA I DOMINIS DE DEDEKIND 34

Sizeva+bllavors 2" € a+b o sigui 2" =u+vambu € aivebiclarament u € Vaive Vb

per tant z" € \Ja+ Vb iz € (/\a+ Vb.
e Clarament 1 € \/asiinoméssilea

O

Lema 7.10. Sigui a,b ideals d’un anell A de manera que \/a i /b siguin coprimers. Llavors a i b son
coprimers.

Demostracio. Usant la proprosicié anterior

Va+b=/va+veo=/(1)=(1)

per l'ultim punt, a + b = (1) i per tant sén coprimers.

O
Lema 7.11. Si els ideals a; son coprimers dos a dos, llavors [ a; = Na.
Demostracio. Per induccid sobre n, el cas base n = 2,
(anb)=(a+b)(anb)=a(anb)+blanb) Cab
que ab C aN b esta clar.
Suposem ara n > 2 i el resultat és cert per aj,...a,_1 sigui b = H?;ll a; = ﬁ?;llai. Com es compleix
a; +a, = (1) per i <n—1 llavors x; + y; = 1, per x; € a; i y; € a,, llavors
n—1 n—1
H:ci: H(lfyi)zl mod a,,
i=1 i=1
Per tant a, + b= (1) i
n
H a; = ba, =NJ_ya,
i=1
O

Proposicio 7.12. Siguo A un domini Noetheria de dimensid 1. Llavors tot ideal no nul a C A es pot
expressar univocament com producte producte d’ideals primeris que tenen el radical diferent.

En aquesta demostracié no vaurem la unicitat, només ’existéncia.

Demostracio. Com A es Noethera, llavors a té una descomposicié primari minimal, ¢ = N}'_;q; on g,
son p;-primaris. Com dimg (4) = 11 A és un domini d’integritat, tots els ideals primers no nuls sén
maximals, per tant p; séon ideals maximals diferents i per tant coprimers dos a dos. Llavors els ¢; séon
també coprimers dos a dos per tant []q; = Ng, 1 per tant a =[] g;.

O
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7.1 Valoracions discretes
Definicié 7.13. Sigui K un cos. Una valoracié és una aplicacio v : K — RU {oco}, que compleix
o v(zy) =v(z) +v(y),
o (z+y) > min(u(2), v(y))
e v(a) =00 siia=0.
Direm que una valoracio €s discreta, si la imatde de v esta contingut en %Z per algun n € R.

Definim lanell de valoracid R, i el seu unic ideal mazximal. Una plaga de K és lideal mazimal d’un
anell de valoracio discreta en K.

R,={x e K :v(z)>0}
M, ={ze€ K :v(zx) >0}

Denotem per k, = R, /M, el cos residual de la valoracid v.

Observaci6é 7.14. De la identitat 1 = 12 obtenim v(1) = 2v(1) i per tant v(1) = 0. Siu € K* llavors
0=ov(1) =v(uu™t) =v(u) + v(u=t) i per tant v(u=t) = —v(u).
x)

D’aquestes observacions es sequeir que R} = {x € K : v(z) = 0} per tant: 1) El cos de fraccions de

R, ésv. 2) M, = R, \ R} i per aizo és l’inic ideal mazimal.

Exemple 7.15. Si K = Q. Fizem p € Z llavors tot x € Q no nul s’expressa de manera unica com p®y
amb a € Z amb el numerador i denominador de y coprimers amb p. Definim ord,(x) = a.

Exemple 7.16. Considerem K = k(x) amb k cos. Per polinomis f(x),g(z) € K[z], escrivim

ords(f/g) = — deg(f) + deg(g),

llavors ord, €s una valoracid en k(x)

Proposicié 7.17. Sigui A un domini noetheria local de dimensio 1, m el seu ideal maximal, k = A/m
el seu cos de residual. Llavors és equivalent:

e A és una anell de valoracio discreta;
o A és integrament tancat;

e m ¢és un tdeal principal;

e dimg(m/m?*) =1

o Tot ideal no nul és una poténcia de m.

Per una prova veure [2] pagines 94-95.

7.2 Dominis de Dedekind
Teorema 7.18. Sigui A un domini Noetheria de dimensié 1. Llavors €s equivalent:
1. A és integrament tancat.
2. Tot ideal primari de A és una poténcia d’un primer
3. Tot anell local A, (p # 0) és un anell de valoracid discreta.
Per una demostracio, veure [2].

Definicié 7.19. Un anell R direm que és un domini de Dedekin si satisfa una de les condicions del

teorema anterior.
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Corol-lari 7.20. Tot ideal no nul en un domini de Dedekin té una descomposicid unica producte d’ideals
primers.

Demostracid. Per[T.12]1 pel segon punt del teorema anterior.

Corol-lari 7.21. Sigui k un cos cos, llavors k[x] 'anell de polinomis és un domini de Dedekind.

Demostracié. Com k és cos, llavors k[z] és domini d’ideals principals. Per ser DIP, té dimensi6 1; ja
que tot ideal primer és maximal, és Noetheria; tot ideal és finitament generat. A més, tot anell local
Ay, p # 0, és un domini d’ideals principals i pel teorema (7.18) es dedueix que K[z] és un domini de
Dedekind. O

Proposicio 7.22. Sigui F = Fy(T) i K/F una estensio finita. Denotem per B la clausura entera de
A=TF,[T] en K. Llavors B és un domini de Dedekind.

Demostracio. (Sketch)

Per transitivitat B és integrament tancat. Per tant, per 'apartat 1) del teorema ([7.18)) nomeés falta
demostrar que B és Noetheria de dimensi6 1.

Per veure que és Noetheria, primer es comprova que B és un A-modul finitament generat. Un resultat
d’algebra commutativa ens asegura que B és Noetheria (donat que és un A-modul finitament generat i
A és noethria).

Hi ha un resultat d’algebra commutativa que ens asegura, si A C B amb B entera sobre A. Si 8 C B
primer, i p =B N A. Llavors 8 és maximal si i només p es maximal. Aixo ens permet afirmar que B té
dimensi6 1.

O
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8 Apeéndix II : Valoracions i valors absoluts en caracteristica po-
sitiva
8.1 Valoracions

En aquesta secci6 seguim el llibre [7]. Diem que dos valoracions vy, vy son son equivalents si hi ha una
constant ¢ € R tal que v; = cvy. Una valoracié no trivial, si hi ha un element x tal que v(z) # 0.

Teorema 8.1. Sigui v una valoracid no trivial en k(x). Si v és no negativa en Uanell de polinomis K|[x]
llavors hi ha un polinomi P(x) tal que v és equivalent a la valoracid ord,. En canvi, si hi ha algun valor
negatiu llavors v és equivalent a ordys .

Demostracié. Primer suposem que v és no negativa en k[z]. Llavors hi ha un polinomi monic P(z)
amb grau minimal tal que v(P) > 0. Afirmem que P és irreductible, en cas contrari P = f - g, llavors
v(P) = v(f) 4+ v(g) 1 necessaraiment v(f) > 0 o bé v(g) > 0, en qualsevol dels dos cassos aixd contradiu
leleccio de P. Rescalant v podem suposar v(P) = 1. Suposem que f(x) € k[z] no és divisible per P(z)
llavors f = Pg+ 110 < degr < deg P, per maximilitat de P(z) tenim v(r) = 0, llavors

0=wv(r) = v(f = Pg) = min(v(f),v(P) + v(g)) = min(v(f), v(P)).

Com v(f) > 01 v(P) > 0 deduim v(f) = ordp(f). Si f = P"™g amb g coprimer amb P llavors,
v(P™g) = v(P") + v(g) = nv(P). Llavors v = ordp.

Ara suposem v pren algun valor negatiu en k[z]. Llavors existeix un polinomi de grau minimal tal
que v(P) < 0. Escrivim P(x) = 2" + a,_12" ' + ... + ap = 2" + f(z), amb n > 1i v(f) > 0. Com
0 > v(P) > min(v(z™),v(f)) hem de tenir v(z™) = nv(x) < 0 i per tant v(z) < 0. Rescalant podem
suposar v(z) = —1. Escrivim y = 7! i considerem ’anell k[y] C K. Com k[y] és un anell de polinomis
i la valoraci6 és no negativa, per I'argument previ tenim v = ord, en k[y]. Llavors, v = ord, també en
k(y) = K. Per acabar, escrivim f(z) € k[z] de grau n com

fx) =y "(an + an_1y+ ...+ aoy”™)

Com a,, # 0, tenim

v(f) = vy(f) = —nvivy(an + a1y + ...+ aoy™) = —n+ 0 = —ord(f)
O

Proposicié 8.2. Dos valoracions no trivials vi, va en un cos K son equivalent si i només si My, = M,,.

Demostracio. Es obvi que si v, vy sén equivalents llavors M, = M,,.

Suposem ara M, = M,,. Sigui 0 # a € M,,. Llavors ¢ = vi(a)/va2(a) és un real positiu. Afirmem
que v1(b) = ¢ - v2(b) per tot b € K*. Si no fos aixi, llavors hi ha b tal que ¢ - v3(b) < v1(b) (possiblement
canviant b per b~!). Considerem un racional n/m, m > 0 tal que

n n
c-va(b) < Ec-vg(a) = Evl(a) < v1(b).
Llavors

c-va(b™) < c-va(a™) = vi(a™) < v (bM),

per tant

c-va(b™) —c-vz(a™) <0 < v (b™) — v1(a”),
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llavors

va(d™/a™) <0, 1 0<w(b™/a™)
el que contradiu M, = M,,. O

Observacio 8.3. Com a conseqiiéncia, hi ha una relacid bijectiva entre les classes de valoracions i els
mazimals M, .

8.2 Valors absoluts

Definicié 8.4. Un valor absolut no arquimedia en un cos K és una funcid |- | : K — R>q que satisfa les
segtients condicions:

e |a| =0 si i només si a =0.
o |ab| = |a| - |b] per tot a,be K
o |a + b| < max(|al,|b]) amb igualtat si |a| # |b|.

Direm que dos valors absoluts | - |,| - |

positiva s.

son equivalents si |a|® = |a|’ per tot a € K per una constant

Observaci6 8.5. Observem que si | -| és un valor absolut i ¢ una constant positiva llavors v = —log, |al

és una valoracié en K. Reciprocament, si v és una valoracid llavors |a| := ¢=¥(®) és un valor absolut en
K.

Definici6 8.6. Sigui L un cos que conté K, un altre cos. Diem que un valor absolut || - || en L exten un
valor absolut | - | en K si ||a|| = |a| per tot a € K.

Definicié 8.7. Si L/K és una extensié de cossos de grau n. Considerant L com un K-espai vectorial,
definim la K-transformacio Ty, : 8 — af amb a € L. Fizat una base de n elements podem definir
Nr g o L — K tal que o — det(T5,).

Proposicio 8.8. Sigui L/K una extensid de cossos de grau n. L’aplicacid || - || : L — Rxq definida per

lall = [ Nrr /i (@)™

és un valor absolut en L que exten el valor absolut en K.

La demostracioé requereix un corol-lari d’un resultat que es coneix com el Lema de Hensel, i un altre
resultat.

Teorema 8.9. (Lema de Hensel) Considerem un cos K complet respecte una valoracid no trivial.
Denotem per R Uanell dels enters i M [’ideal maximal de R i considerem el cos k = R/M. Sigui
f(z) € R[x] tal que f(z) € k[x] (la reduccio dels coeficients de f modul M) sigui no nula. Suposem que
es compleiz

1. f(z) = go(z) - ho(x) amb go(z), ho(z) € k[z],
2. go €s monic,
3. go i ho son coprimers en k[x].

Llavors f(x) factoritza com

amb tnic g(z), h(z) € R[z] tal que g(x) = go(x) i h(z) = ho(z) i g(x) és monic.

Que K sigui complet respecte una valoracié no trivial, significa que la completacié de K respecte la
métrica induida per aquesta valoracié es K mateix.
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Corol-lari 8.10. Sigui f(z) = apa™ + ap_12" "t + ...+ a1 + ag € K[x] un irreductible, llavors

max{|an|, |an—1‘7 RN} |a0‘} = max{|an|a |CL0|},

Demostracié. L’enunciat és trivial per n < 1. Suposem n > 2, en cas contrari, existeix un natural
1<m<n-—1tal que

|am| > max{|an|, |a0|}'

Considerem que m és el més gran amb aquesta propietat. El polinomi a,,!f(z) té coeficients en
RJz], i la seva reducci6 g en k[x] és monic de grau m. Considerem hg(xz) = 1. Pel Lema de Hensel
a, !t f(x) factoritza en R[x] com a,! f(z) = g(x)h(x) amb deg(g) = m. Aixd contradiu el fet que f(c) és
irreductible. O
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9 Apéndix III : Ramificacions

9.1 Ramificacions

Sigui L/K una extensio de cossos finita, per (8.8]) sabem que podem estendre una valoraciéo v de K en L
per

o(0) = To(Nryk(a)), acl

Si suposem que v és una valoracio discreta en K, és a dir v(K*) = Z, llavors v(L*) C %Z, més en
concret

1
v(L*)==7Z, tal quee|n
e

Definici6é 9.1. El nimero e = e(L/K) > 1 s’anomenra ’index de ramificacié de L/K. L’extensio L/K
es diu que ramifica totalment si e = n, i no ramifica quan e = 1. Si la caracterisitca pt e es parta d’una
ramificacid moderada, en cas constrari, ple, ramificacié salvatje.

Denotem per Rk, Ry 'anell d’enters de K, L respectivament, My, My els seus respectius ideals ma-
ximals. Escriurem k = Rx /My il = Ry /M.

Esta clar que Mg = Rx N My, per tant [/k és una extensio de cossos.

Definici6 9.2. Denotem per grau residual per

F(L/K) = [U: K]

Teorema 9.3. Amb la notacid introduida en aquesta seccid, tenim
1. Ry, és la clausura entera de Ry
2. MRy = M7
3. [L:K]=e(L/K)f(L/K)

Demostrem 11 2

Demostracid. 1. Suposem o € L és enter sobre Rg. Llavors Nrp, (o) € R, per tant 2o(Nry /g () >
0 el que siginifica « € Ry,. Reciprocament, suposem « € Ry, i.e. vr(a) > 0. Sigui m(z) € K[X] el
polinomi minim de o en K. Per definici6 de I'extensi6 de la valoracié v en L el terme independent
de m(x) estd en Ry . Llavors, pel corol-lari m(z) € Rk [z], per tant « és enter sobre Ry .

2. Per definici6 v(my) > 0 genera v(L*), llavors vr(r.) = 1. Per altra banda v(rz) = 1. Llavors
u = (7p)¢/7K és una unitat (la seva valoracio és zero) per tant (77,)¢ i (7x) generen el mateix ideal

en Ry, per tant M§ = (71)¢ = nx R, = Mk RL.
]

Teorema 9.4. Sigui L/K una extensio finita de grau n. Llavors L/K ramifica totalment si i només si
L =k(a) on o € L és una arrel d’un polinomi Eisenstein de grau n.

Observaci6é 9.5. Una consegiiéncia d’aquest teorema, és que si K/Fq(x) és una extensid finita, llavors
Ry, Rx son dominis de Dedekind per la proposicid i la transitivitat de ser enter.

Per aquesta demostracié necessitem saber que si f(z) = 2" + a,_12" ! +...a17 + a¢ és polinomi
Eisenstein, tal que v(ag) = 1 llavors v(e) = L per les seves arrels. Aquest és un resultat que s’obté
d’aplicar el Poligon de Newton al polinomi f.
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Demostracio. Sigui f(z) € K[z] un polinomi Eisenstein de grau n. Sigui o una arrel de f(x), sabem que
compleix v(a) = +. Per tant [K() : K] =n i nle(K(a)/K), lavors e(K(a)/K) = n i K(a)/K ramifica
completament.

L’altre implicacio requereix el poligon de Newton i no en fem la demostracio.

9.2 Ramificacions

Considerem F, un cos de ¢ = p™ elements, denotem per A = F,[T] 'anell de polinomis i per F' = F,(T')
el cos de fraccions de A. Considerem K/F una extensio finita, i B la clausura entera de A en K.

Recordem que en un domini de Dedekind R tot ideal no nul descompon de manera tnica en pro-
ducte d’ideals primers. Donat un ideal primer p C R podem definit una valoraci6, ord,: donat a € R
descomposem (a) en ideals primers i definim ord,(a) com I'exponent de p en aquesta descomposicio.

Per la proposicié (|7.22)) I'anell B és un domini de Dedekind. Per tant, donat un primer ¢ C B podem
considerar ordg, s’esten a K mitjancant ordq(a/b) = ordq(a) — ordq(b)

Ara bé, sigui p = (P) C A un ideal primer, considerem P = pB i la seva descomposici6 en ideals
primers, en B

P=qi'...oq.

Diem que els primers q; viuen adalt de p i que p viu abaix dels primers ¢;. A més, ord, esten ordp si
i només si P viu sobre p. De fet, tota extensié de ordp és d’aquesta forma, modul equivaléncia.

Proposicio 9.6. Tot primer P de B viu a sobre un unic primer p de A. Tot ideal primer P viu sota
un nombre finit d’ideals primers de B. Per acabar, 22:1 e;fi =mn, onn és el grau de lextensic K/F; e;
és l'index de ramificacio i f; el grau relatiu de q; sobre p. Aquest iltim es defineix com la deminsio de
By, /B; sobre Ay /p.

Veugeu [I], seccio 7 o [7] sobre ramificacions.
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10 Apéndix IV : Global Fields

Considerem K = F(T) un cos de funcions, denotem per A = F[T] l'anell de polinomis. Considerem L/K
una extensio finita.

Definici6 10.1. Un primer P en K és un anell de valoracio discreta R amb ideal mazimal P de manera
que F' C R.

Denotem per ordp la valoracié associada al primer P, en K. El grau de P sera deg(P) = [R/P : F].

Exemple 10.2. Considerem K = F,(T). Sabem que totes les valoracions son equivalents a ordp per un
wrreductible monic P € A 0 bé vs.

Llavors tots els anells de valoracions son Ap o bé Fq(%). Per tant, tots els primers son de la forma

{Pl<ff>£((i§”>1 i P1fg}

o bé

{f(/T): f € A deg f > 1}

Observacio 10.3. La valoracid ordp esta beh definida en K. Ja que esta ben definida en R, i com
el cos de fraccions de R és K llavors, a € K s’escriuv a = g per f,g € R. Aleshores ordp(a) =

ordp(f) — ordp(g).

Observacié 10.4. FEl grau deg(P) és un nombre finit. Sigui y € P\ F, llavors [R/P : F] < [K :
F(y)]. Considerem uq,...,u,, € R de manera que uy,...,u, € R/P siguin linealment independents sobre
F. Afirmem que uy,...u, son linealment indepents sobre F(y). Per reduccié a ’absurd suposem que
existeizen f1(y),..., fn(y) € Fy(y) de manera que

fiur + ..o+ fu(y)un =0
podem suposar, sense perdua de generalitat, que no tots els f;(y) son miiltplies de y. Reduint modul P
obtenim que no tots els f; son zero, i per tant Uy, ..., Uy, no son linealment independents.

Exemple 10.5. Si K = F,(T), com hem vist els primers de K corresponen a un irreductible P € A o
bé co. Llavors el grau d’aquests primers és deg(P) i deg(oco) = 1.

Efectivament, tots els anells de valoracid discreta son: Ap o Fqo(1/T), lavors p = P - Ap és l’ideal
mazimal. Llavors [A, : Fy] = deg P i en cas de Uinfinit és 1.

Definicié 10.6. Denotem per Dy, al grup abelia lliure generat pels primers de K. Per tant, un element
D € Dy Descreiurem com

D =) a(P)P
P

on la suma recorre als primers P de K i tots els a(P) € Z son zero, exceptuant un nombre finit.
Considerem el morfisme grau D — Z

deg(D) = 3" a(P) deg(P)
P

Al nucli d’aquest morfisme, el grup de divisors de grau zero, es denota per DY.

Donat a € K* definim el divisor de a, (a), per > pvp(a)P. També s’anomena divisor principal. A
mes,
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Pwp(a)>0 P,up(a)<0

s’anomenen els zeros de a, i els pols de a, respectivament.
Proposicié 10.7. Sigui a € K*. Llavors ordp(a) = 0 casi per tot P. Segonament, (a) = 0 si i només
st a € F*. Finalment deg(a)g = deg(a)oo = [K : F(a)]. Es segueix que deg(a) = 0.
Demostracio. (Sketch)

Es veu facil que a € F'* si i només si (a) = 0. Per tant, sigui a € K* \ F. Com hem vist, [K : F(a)]
és finit. Considerem R la clausura entera de F'[a] en K.

Es pot veure que R és un domini de Dedekind, veure [I] secci6 5 per una demostracio; llavors aR =

€ s s e . . . .
e - PBy? per la descomposicié unica en ideals primers. Considerem els anells local Ry, 1 denotem

per P; els seus ideals maximals. Aleshores ordp, (a) = e;.

Es demostra que {Py,..., Py} és el conjunt de tots els zeros de a. Aplicant el mateix raonament a a”!

obtindrem tots els pols de a.
Aplicant la proposicid obtenim [K : F(a)] = deg(a)o = deg(a)co-
O
Definici6 10.8. Dos divisors D1, Dy son linealment equivalents, D1 ~ Dy si D1 — Dy = (a), pera € K*.
Definim la classe de divisors Cly = Dk [Pk .

Observacié 10.9. Per la proposicio concloem que dos divisors d’una mateiza classe tenen el
mateir grau. Per tant el morfisme grau Cly — 7 esta ben definit. Denotarem el seu nucli per Cl%, Es
pot comprovar, veure [1, pag. 51] que |Cl?(| = hi €s finit, i es diu el nombre de classe.

Definicié 10.10. Diem que un divisor D =, a(P)P és efectiu si a(P) > 0, ho denotarem per D > 0.
També escriurem Dy > Do si D1 — Do és efectiu. Definim

L(D)={x € K* : (x) + D > 0} U{0}

Lema 10.11. EI conjunt L(D) té estructura d’e.v. sobre Fy i té dimensid finita. Denotem per (D) a la
seva dimensio.

Teorema 10.12. (Riemann-Roch) Existeiz un enter g > 0 i una classe de divisor C de manera que
per C € C i A € Dk es compleix

[(A) =deg(A) —g+1+1(C - A)

Definicié 10.13. Aquest natural g, també escrit gx, s’anomena el génere de K i esta univocament
determinat per K.
Per una demostracié d’aquests resultats vegueu [I] secci6 5.

Teorema 10.14. (Teorema Reimann-Hurwitz)

Sigut L/ K una extensio separable, finita, geomeétrica de cossos de funcions. Llavors

en particular,

291~ 2> [L: K)(29x — 2) + 3 (e(B/P) — 1) deg, P
B
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S’anomena divisor de ramificacié al divisor Dy, /k; resulta que un primer P de L esta remificat sobre
K si i només si apareix en el suport de Dy, /i (el suport d'un divisor sén tots els primers amb coeficient
no nul). A més, es compleix que

Dk > Y (e(B/P) - 1)%
B

on ‘P recorrer tots els primers de L i P indica 'inic primer de K que esta sota . 1 D'anterior
desigualtat és una igualtat, quan la caracteristica del cos és zero o bé tot primer ramifica moderadament
en L.

La conjectura ABC afirma: doants a,b,c € N coprimers dos a dos i es compleix a + b = ¢. Llavors per
tot € > 0 hi ha una constant M, tal que

mmawM<M<H@

plabe

Es pot donar un enunciat equivalent pero en Q. Considerem u,v € Q* amb u + v = 1. Llavors per
tot € existeix una constant m. tal que

max(ht(u), ht(v)) < me+ (1 +€) Z In(p)
p|ABC

on hem denotat per ht(u) = max(Inn,Inm) amb v = ™ i m,n coprimers.

Volem definir una altura en cossos de funcions. Sigui v € K*, amb K un cos de funcions; si denotem
per A, B el zero divisor de u i el divisor polar de u, respectivament, llavors es compleix

deg A =deg B = [K : F(u)]

Definicié 10.15. Donat u € K* definim degu = [K : F(u)]. Si M és la extensid separable mazimal de
F(u) en K, denotem per deg,u = [M : F(u)].

Teorema 10.16. (Teorema - ABC)

Sigui K un cos de funcions amb F' cos de constants perfecte. Si u,v € K* i u+v = 1. Llavors,

deg, u =deg, v <2gx —2+ Z degy P
PeSupp(A+B+C)

On A, B son els zero divisors de u i v en K respectivament, C és el divisor en comi dels divisors
polars en K.

Abans de provar el teorema necessitem un resultat. Sigui K/L una extensio finita de cossos de funcions.
Denotem per D i Dy, el grup dels divisors. Definim,

¢ i)k : Dx — Dr definit per ir/x(P) = Z;mpe(ip/P)m per tot primer P de L, i extenem per
linealitat. On la suma és sobre els primers ¥ de K que estan sobre P.

Es compleix deg; (i x(A)) = [é Ig] degj A per tot divisor de K, on F és el cos de les constants de K

i F el cos de les constants de L.

Demostracio. Escrivim k = F(u). Considerem primer el cas K/k una extensié separable, per una de-
mostracio en el cas complet veure [2] pagina 105-106. Si n = degu = [K : k|, llavors el teorema de
Reimann-Hurwitz implica
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29K —2> —2n+ Y (e(P/P —1)degy P,
B

a més hem usat que el génere de k és zero, al ser u trascendet sobre F. Una propietat dels cossos
perfecte, llavors un primer ramifica si i només si el seu index ramificacié és major que 1. Si el seu index
de ramificaci6 fos 1 no constribueix en la suma.

En k = F(u) considerem tres primers, o, P1 i Poo que son els zero divisors en k de u,v =1 —wu i
1/u, respectivament. Llavors A =i, ("Bo), B = ix/x(P1) i C = ix/k(Poo). Aleshores,

Z (e(P/Po) — 1) degy P = degg (ix/x) — Z degy P.
Pesepp(A) PeSupp(A)
Pel que hem comentat abans i per la proposici6 , degy (i /xBo) = [K : k]deg,Po = n. Per

tant la suma d’adalt simplement és n menys la suma dels graus dels primers del suport de A. S’obté les
mateixes desigualtats per B, C' i per tant es conclou

29k —22>n— Z deg; P
Pesupp(A+B+C)

Per una prova en el cas general veure [I] seccio 7.
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11 Apéndix V : Polinomis additius i F,-lineals

Com és usual F,(T') denotara el cos finit de ¢ = p™ elements i K denotara un cos de caracteristica p > 0.
Definicié 11.1. Sigui K un cos, es diu que un cert polinomi P(X) € K[X] és additiu si compleix
P(X+Y)=PX)+PY) en K[X,Y]. Siamés, F; C K ies compleix P(cX) = cP(X) diem que és
Fg-lineal.

Exemple 11.2. En F,[T][X] considerem el polinomi P(X) = X7+ TX, llavors
PX+Y)=(X+Y)+T(X+Y)=X14YI4+TX+TY =P(X)+ P(Y)
P(cX)=(cX)1+T(cX)=¢(X14+TX) =cP(X),
és un polinomi IFy lineal.
Els seglients dos resultats caracteritzen els polinomis F,-lineals.

Teorema 11.3. Sigui K un cos, llavors P(X) € K[X] és un polinomi Fy-lineal si i només si les seves
arrels W C K formen un F,-subespai vectorial.

Demostracid. Sia,be W ileF, llavors P(a+ Ab) = P(a) + AP(b)) =0+0 =0, amés 0 € W ja que
P(0) = P(0) + P(0) = 2P(0). Aixi W és un subespai vectorial.

Ara suposem que W és un F,-subespai vectorial de K. Veguem primer que P(X) és additiu, per aixo
demostrarem que H(Y) = P(X +Y) — P(X) — P(Y) € K[X][Y] és el polinomi zero. Fixem-nos que
degy (H(X,Y)) < degy (P(Y)), vists com a polinomis en Y amb coeficients en K[X]

Sigui @ € W qualsevol element, llavors H(X,a) = P(X + a) — P(X) — P(a) el podem veure com un
polinomi en K[X], de nou es compleix la desigualtat degy (H (X, a)) < degx (P(X)). Eevaluant en b € W
obtenim P(b+ a) — P(b) — P(b) = 0; és a dir H(X,a) té |[W| = degy(P(X)) arrels i necessariament
H(X,a) =0 per tot a € W, de nou H(X,Y) té |W| arrels, perd ara vist com un polinomi en la variable
Y, ipertant H(X,Y) = 0.

Ens falta per veure que és F,-lineal. Que F(0-X) = 0- F(0) = 0 és obvi, considerem X € F, diferent
de zero, com hem suposat que W és IF-e.v. llavors 'accié de multiplicar A - w, amb w € W, permuta els
elements de W, aleshores

POX) =[] OX —w) = J] OX = dw) = A" ] (X = w) = AP(X)

weWw weWw weW
En la altima igualtat s’ha fet servir que |W| és una poténcia de ¢, per tant MW= ). O

Teorema 11.4. Sigui K un cos, llavors P(X) € K[X] és un Fy-lineal si i només si és de la forma
P(X) = Z?:Ocinz ambc; € K.

Demostracio. Esta clar que si P(X) =Y, ¢; X4 llavors és F,-lineal.

Per la implicacio contraria, derivant P(X +Y) = P(X) + P(Y) respecte Y i imposant ¥ = 0 s’obté
P'(X) = P'(0), és a dir P’(X) és una constant que només passa si P(X) = Y ¢;X?'. Llavors falta
que en l'anterior suma només hi apareixen poténcies de ¢g. Si A € F, llavors 0 = P(AX) — AP(X) =
Z?igop ci()\pi — )\)Xpi aixi per cada i < deg P amb ¢; # 0 tenim AP' = )\ i necessariament p* ha de ser
una poténcia de q. O

Corol-lari 11.5. Si P(X),Q(X) € K[X] son Fy-lineals llavors P(X) + Q(X) 1 P(Q(X)) son F,-lineals
i @ més QUX)|P(Q(X)).

Corol-lari 11.6. Siguin P(X),Q(X) € K[X] tal que P(Q(X)) = Q(P(X)) llavors siy € K és una arrel
de P(X) llavors Q(7) € K és també arrel de P(X).

Demostracié. Com P(vy) = 0 llavors 0 = Q(0) = Q(P(v)) = P(Q(v)) O
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