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Resum

Un problema classic de teoria de nombres és el grup de classes d’una extensié
K/Q finita sobre Q, és a dir, el grup abelia dels “ideals de 1’anell d’enters”de K
modul ideals principals de 'anell. Quan 'extensié és de grau 2 sobre Q esta en
bijeccié amb formes quadratiques binaries amb certes propietats, en aquest treball
ens centrem en cossos quadratics imaginaris. A Disquisitiones arithmeticae, Gauss
ja estudia les formes quadratiques binaries, en defineix una relacié d’equivaléncia
i una operacié per formar un grup abelia finit, el grup de formes quadratiques
binaries amb unes propietats concretes, que sera isomorf al grup de classes d’una
extensié de grau 2 sobre Q. Dirichlet segueix la linia de Gauss i fa un estudi
més especific i acotat sobre el grup de classes de formes i el relaciona amb el
grup de classes d’ideals d'un cos quadratic imaginari. Aquest treball té I’objectiu
d’estudiar aquesta part de la teoria de nombres per veure i comprovar els resultats
lligats amb el grup de classes. Un cop enllestida aquesta primera part s’ha volgut
mostrar com les formes quadratiques binaries, I’estudi d’aquestes i de les seves
propietats, sén utils per a altres arees de les matematiques com la geometria
complexa, on aprofundint trobem relacions amb superficies abelianes (esbog en el
treball), amb superficies K3 i interrelacié amb la fisica relativista (aquests tltims
punts no estan desenvolupats, veieu: [1], [12]).

Abstract

A classic number theory problem is the class group of a finite K/Q extension over
Q, that is, the abelian group of the “ideals of the ring of integers” of K modulus
principal ideals of the ring. When the extension is of degree 2 on Q is in bijection
with binary quadratic forms with certain properties, in this bachelor thesis we
focus on imaginary quadratic fields. In Disquisitiones arithmeticae, Gauss already
studies binary quadratic forms, defines an equivalence relation and an operation
to form a finite abelian group, the group of binary quadratic forms with specific
properties, which will be isomorphic to the class group of a degree 2 extension
over Q. Dirichlet follows Gauss’s line of study, makes a more specific and limited
study of the class group of forms, and relates it to the class group of ideals of an
imaginary quadratic field. This bachelor thesis aims to study this part of number
theory to see and check the results related to the class group. Once this first
part has been completed, the aim is to show how binary quadratic forms, the
study of these and their properties, are useful for other areas of mathematics such
as complex geometry, where in-depth we find relationships with abelian surfaces
(sketch in the bachelor thesis), with K3 surfaces and interrelation with relativistic
physics (these last points are not developed, see: [1], [12]).
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1 Formes quadratiques binaries enteres

1.1 El conjunt de les formes quadratiques binaries enteres amb
discriminant negatiu

Per completar aquesta seccié s’han utilitzat de guia les referencies [1], [2], [3], [4], [5], [6] 1 [14].

A Z, una expressié f(z,y) = ax? + bry + cy? on f(x,y) € Z[x,y] i a,b,c € Z diem que és una
forma quadratica binaria sobre Z amb x,y com a variables.

L’ojectiu d’aquesta seccié és veure que podem definir un grup abelia finit on els seus elements
sén formes quadratiques amb una operacié entre elles. D’ara endavant, quan parlem de formes
quadratiques, ho farem simplement referint-nos a elles com a formes.

Definicié 1.1.1. Diem que una forma az? +bzy+cy?, amb a, b, ¢ € Z, és primitiva si els coeficients
a,b 1 ¢ sén coprimers dos a dos.

Definicié 1.1.2. Definim el discriminant de f(x,y) = ax?® +bxy + cy? € Z[z,y] com D = b? — 4ac.

Observem que una forma la podem escriure matricialment com f(x,y) = (x y) <§ z> <§>
2

b (a+c) /@t P+ D
2

Calculem els valors propis de la matriu simetrica B = (% i obtenim A =
c

, que

2
son tots reals pel teorema espectral. Diem que una matriu B és definida si els seus valors propis

tenen el mateix signe i indefinida en cas contrari.
Fem el producte dels valors propis de B:

(a+c)++(a+c)?+D,  (a+c)—+/(a+c)?+D, D
( . ) ( > )=—2

de manera que si D > 0 la matriu sera indefinida i si D < 0, definida. A partir d’aquesta observacié,
podem definir el segiient:

1. Si D > 0, diem que f(x,y) és una forma indefinida ja que pot representar enters tant positius
com negatius, és a dir {f(z,y)|z,y € Z} NZ & {f(z,y)|z,y € Z} N N.

2. Si D < 0, diem que f(z,y) és una forma definida donat que representa tinicament enters
positius, en aquest cas direm que és definida positiva, i a > 0, o bé enters negatius, amb a < 0
i diem definida negativa.

De la definicié de discriminant observem:
D =b? —4ac = D = b* (mod 4)

fet que ens permet reduir D a dos unics casos. Si b és parell aleshores D = 0 (mod 4), si b és senar
D=1 (mod 4).



CAPITOL 1. FORMES QUADRATIQUES BINARIES ENTERES

Definicié 1.1.3. Una forma primitiva definida positiva axz? + bxy + cy? diem que és reduida si
bl <a<e (1.1)

sempre i quan no hi hagi igualtats. Quan ens trobem una forma reduida amb alguna igualtat en
(1.1) suposem que b > 0 amb |b| =a 6 a = c.

Definicié 1.1.4. Diem que dues formes f(z,y) i g(z,y) sén equivalents si Ip, q,r, s € Z tals que

f(z,y) = g(px + qy,rz + sy) amb ps — qr = £1.

Matricialment, escrivim A = <p g) i tenim f(z,y) = g(A (Zj)) = g(px +qy,rz + sy) i det(A) =

"
+1, on A € GLy(Z).

Diem que f(z,y) i g(z,y) sén propiament equivalents si sén equivalents amb ps — gr = 1, en
aquest cas A € SLa(Z).

Lema 1.1.1. Dues formes equivalents f i g tenen el mateix discriminant D.

Demostracid. Siguin f(x,y) = a12? +bizy +c1y? i g(z,y) = asx? + bawy + coy? formes equivalents.
Escrivim f(z,y) = g(pr + qy,7x + sy) amb p,q,7,s € Z. Volem comprovar que b3 — dajc; =
b% — 4a202 =D.

e Substituim directament amb la definicié6 d’equivalencia: f(z,y) = g(px + qy,rz + sy) =
(agp?® + bopr + cor?)z? + (2a2pq + baqr + baps + 2cars)zy + (a2q® + bags + c25?).

Per tant tenim les segiients igualtats:
_ 2 2
a1 = agp” + bapr + cor
b1 = 2a9pq + bagr + bops + 2cars (1.2)
c1 = a2q® + bags + cos?
e Calculem ara b% — 4ayc; substituint pels valors equivalents:
b} — darcr = (p°s” — 2pqrs + ¢°r?) (b3 — dagca) = (ps — qr)? (b — dagey) = by — dagcy
ja que ps —qr = +1

Hem vist que si dues formes sén equivalents, aleshores tenen el mateix discriminant.

O
2 2 . 2 2 . 1 _1
Exemple 1.1.2. Donades f(z,y) = x* — 2zy + 6y~ i g(z,y) = x° + 5y°, si prenem A = 0 1
-1-6

podem comprovar amb un calcul que g(A (;)) = f(x,y). Observem que Dy = (—2)% — 4

—20=02-4-1-5= Dy, on Dy, denota el discriminant de la forma h, i det(A) = 1, per tant, f i
g son dues formes propiament equivalents amb el mateix discriminant.

Teorema 1.1.3. Tota forma primitiva definida positiva és propiament equivalent a una unica
forma reduida.
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Demostracio. e Veurem que donada una forma primitiva definida positiva, aquesta és propiament
equivalent a una forma complint |b| < a < c.

Considerem una forma primitiva definida positiva i, de totes les que s6n propiament equi-
valents, prenem f(z,y) = az? + bxy + cy? tal que |b| és el més petit possible.

Si a < |b|, considerem g(x,y) = f(x + my,y) = az? + (2am + b)zy + 'y?, que és clarament
equivalent a f. En aquest cas, podem escollir m € Z tal que |2am + b| < |b|, perque [—b, b]
té 2b + 1 enters i h(x) = 2ax + x té un enter en (—b,b), fet que contradiu eleccié de
f; per tant tenim |b] < a. Per demostrar |b] < ¢ seguim el mateix raonament. Suposem
¢ < |b| i considerem g(z,y) = f(z,mz + y) = d'z? + (2cm + b)zy + cy?, escollim m € Z
tal que |2em + b| < |b| i trobem una contradiccié. Veiem ara a < c¢. Si tenim a > ¢ i fem
(z,y) — (—y,x), obtenim una forma propiament equivalent que compleix [b] < a < c.

e El segiient pas és veure que f(z,y) amb |b| < a < ¢ és propiament equivalent a una forma

reduida. Per definicid, aquesta forma ja és reduida excepte que b < 0ia = —bo béa =c.
Demostrem que az? + bxy + cy? i az? — bry + cy? sén propiament equivalents:
Si a = —b, considerem (z,y) — (x+y,y) de manera que az? —azy+cy? — azx?+azxy+cy? que

sén propiament equivalents. Pel cas a = ¢ considerem (z,y) — (—y, ) i ax® + bxy + ay?® —
ax? — bry + ay? que també ho és. Per tant, f(z,y) és reduida sib > 0,isib<0amba= —b
0 a = ¢, aleshores az? — bxy + cy? és reduida.

e Seguidament veiem que dos formes reduides no poden ser propiament equivalents. Per sim-
plificar, considerem f(z,y) = az?+bxy+ cy? una forma reduida que compleix les desigualtats
estrictes: |b| < a < ¢. Per demostrar-ho, veurem primer quins sén els tres valors no trivials
més petits representats per f. Observem que si zy = 0 aleshores:

f(1,0)=a
f(0,1)=c¢c

Si, en canvi, xy # 0 hi ha els seglients possibles casos:

Lsiay >0ib>0= xy > min(2?,y?),2%2 > min(2?,9y?) i y* > min(2?,¢y?) =

f(z,y) = ax® + bry + cy? > (a + b+ c)min(x?,y?)

2.sixy < 0ib < 0= |zyl > min(z?,9?),22 > min(z?,y?) i y?> > min(2?,y?) =
f(z,y) = az® + |bl|lzy| + cy® > (a + |b| 4+ c)min(z?, y?)

osiay > 0ib< 0= 2y > min(z%,9?),2%> > min(z%,9?) i y*> > min(2?,y?) =
f(z,y) = az® — |blzy + cy? > (a — |b] + c)min(2?, y?)

4.8ty < 01b >0 = |zy| > min(z?,9?),2% > min(2?,y?) i y*> > min(z?,y?) =
fla,y) = az® — bllzy| + cy? > (a — b + )min(z®, y?)

Per tant, en general tenim f(z,y) > a — |b| + ¢ si zy # 0 i podem dir que a < ¢ < a — |[b| +¢
sén els valors més petits representats per f. També podem observar que:

f(z,y) = a,med(z,y) =1 <= (z,y)
f(z,y) = ¢;med(z,y) =1 <= (2,9)

+(1,0)

+(0,1) (1.3)

Considerem ara g(x,y) = a’2?+b 2y +c'y? una forma reduida propiament equivalent a f(z,y).
Per equivaléncia, f i g representen els mateixos valors, per tant, el primer coeficient a és el
mateix (& = a’). g és una forma reduida, aleshores a < ¢/. Si tenim la igualtat, 'equaci
g(x,y) = a té quatre possibles solucions £(1,0) i £(0,1), pero f és propiament equivalent a
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g i per (1.3) arribem a contradiccié. Veiem ara que sabent a < ¢, tenim ¢ = /. g(x,y) és
una forma reduida, per tant [b'| < a < ¢, alhora es compleix a < ¢ < a — ||+ ¢. Observem
que g(z,y) = ,med(z,y) =1 = xy = 0 ja que si zy # 0, tenim g(x,y) > a,g(z,y) >
que so6n els valors més petits representats per g. Pero f i g respresenten els mateixos valors
per equivalencia i els valors més petits representats per f sén {a,c}, de manera que {a,c} =
{a,d} = c=/.

Per equivalencia, Lema 1.1.1, f i g tenen el mateix discriminant:
v — 4ac = b? — 4ac = b= £V’

i podem escriure g com g(z,y) = ax?® + bxy + cy?.

Per acabar veiem que f(z,y) = g(z,y). Sabem que sén propiament equivalents, per tant,
Ip,q,r, s € Z tals que g(z,y) = f(pr + qy,rz + sy) amb ps — gr = 1. A més, tenim que:

9(1,0) = f(p,r) =a

sén representacions propies i per (1.3) (p,r) = £(1,0), (¢,8) = £(0,1) i ps —gr = 1 =
p Ty 1 0 o
(q s) =4 <0 1>. Per tant, f(z,y) = g(z,y).

e Sien comptes de considerar les desigualtats estrictes |b| < a < ¢ per f considerem a = ¢ tenim
flz,y) = ax? +bry+ay?® i g(z,y) = a’z? +¥ xy+c/y?. Pel raonament utilitzat al punt anterior
de la demostracié podem dir que a = a’ i per equivalencia tenim g(z,y) = az? + Vxy + ay?.
Sabem que el discriminant de les dues formes és el mateix:

W —4a®> =0? - 4> =10 =1? = b= 4V

Reescrivim g(z,y) = ax? & bxy + ay? i per equivaléncia podem concloure que f = g.
Pel cas |b| = a podem prendre b > 0 i seguint el mateix procediment tenim f(x,y) =
azx? + axy + cy? i g(x,y) = ax® + axy + /y%. Volem veure ¢ = ¢/. Observem el segiient:
flz,y) =a = (2,y) = £(1,0)
f(z,y) =c <= (z,y) = £(0,1) 0 bé (z,y) = +(1,-1)

Per les equacions g(x,y) = a i g(x,y) = c tenim les mateixes solucions. Si considerem el canvi

+ 10 tenim ¢ = ¢/. Perd si considerem =+ 11 tenim:
0 1 0 -1
fla+y,—y) =alz+y)? +alz+y)(—y) + c(—y)* = aa® — azy + cy?

. 1 1
que no pot ser ja que det(

0 _1>) = —1 i no obtenim equivalencia propia. Per tant, I'inica

1
possibilitat és el canvi + (0 (1)> que implica f(z,y) = g(z,y).
O
Definici6é 1.1.5. Donada la relacié d’equivaleéncia propia definim les classes de formes primitives

definides positives com les classes d’equivalencia de la relacié propiament equivalents.
Si D < 0, prenem com a representants les formes reduides pel Teorema 1.1.3.



CAPITOL 1. FORMES QUADRATIQUES BINARIES ENTERES

Definicié 1.1.6. Definim h(D) com el nimero de les classes diferents de formes primitives definides
positives de discriminant fixat D.

Definim C'(D) com el conjunt d’aquestes classes de formes de discriminant D modul equivalencia
de propiament equivalents.

Pel Teorema 1.1.3, si D < 0, h(D) és igual al nombre de formes reduides de discriminant D.

Teorema 1.1.4. Donat un D < 0, aleshores h(D) és finit.

Demostracid. Si ax?®+bxy+cy? és una forma reduida de discriminant D < 0, aleshores es compleix
que b? <a?ia<cipertant —D = 4dac —b* > 4a® —a®? =3a> = a < \/?;Désﬁxatﬂb\ <a
de manera que tenim un nombre finit d’eleccions per a i b.

Com que b? — 4ac = D, tenim el mateix per ¢ i podem dir que hi ha un nombre finit de formes
reduides de discriminant D. Per 'esmentat anteriorment, aixo implica que el nombre de classes de
formes propiament equivalents és finit. O

El codi de Magma de I’Apendix A ens proporciona un algorisme que, donat D < 0 fixat, calcula
el nombre de classes d’aquest discriminant i les formes reduides associades. A I’Apendix C també
hi trobareu una taula de les formes reduides per a alguns D < 0 fixats.

Observacié 1.1. Cal esmentar que ezisteiz una teoria corresponent per a formes indefinides (D >
0). Fermat i Euler inicien aquesta teoria pero Lagrange i Gauss van desenvolupar una teoria general
d’aquestes formes. Hi ha nocions de forma reduida, numero de classes, etc. pero el problema
d’unicitat és molt més complicat. Gauss observa que per D > 0 hi ha formes reduides propiament
equivalents entre elles, pero determinar exactament quines formes son aquestes no és facil. El
lector interessat pot consultar [2].

1.2 Grup de classes

Per obrir aquesta seccid, presentem la seglient identitat atribuida al matematic indi Brahmagupta
(598-668 dC.).

Proposicié 1.2.1. Per a enters x,y, z,w, D qualssevol,
(2% + Dy*)(2* + Dw?) = (xz — Dyw)? + D(zw + zy)*

Demostracio. Nomes cal desenvolupar els productes i es veu facilment que aquesta identitat es
compleix. ]

Exemple 1.2.2. Si prenem D = —4
(2% — 4y?)(2* — dw?) = 222% — 42*w? — 4y%2% + 16y°w? =
= (2%2% + 16y°w? — Szyzw) + (Szyzw — 4o*w? — 4y%2%) = (2 — dyw)? — 4(zw + yz)*

Hem vist un exemple de la identitat de Brahmagupta per un D fixat.

Aquesta identitat ens permet dir que els nombres de la forma z? + Dy? sén tancats sota mul-
tiplicacié. Gauss es va preguntar si era possible generalitzar-ho a formes quadratiques binaries, és
a dir, az? + bry + cy?.

Donades f(z,y) i g(x,y) formes de discriminant D < 0, volem definir la forma F(x,y) que
anomenarem composicio de f i g de la segiient manera:

f(@,y) x g(z,w) := F(Bi(z,y; z,w), Ba(z,; 2, w))
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on Bi(z,y; z,w) = a;xz + bjxw + ¢;yz + diyw, i = 1,2 s6én formes bilineals en x,y i z,w i F ha de
ser una forma amb discriminant D.
Gauss busca, donades f i g dues formes de discriminant D < 0, trobar una transformacié

xz
X Po P12 p3> Tw
= 1.4
(Y) ((JO G 92 g3 yz (14)
yw
amb p;,q; € Z per i =0,...,3 1enters A, B,C, complint:
f(z,y) * g(z,w) = AX? + BXY + CY? (1.5)

amb B? — 4AC = D. Vol estudiar qué passa per a formes equivalents suposant que aquesta
transformacié existeix.
Buscarem composicions d’aquest tipus.

Observacié 1.2. Donades f,g formes i f x g = F on F descrit via (1.5), considerem f ~ f’ i

. . b\ . .
g~ g on ~ propiament equivalents, prenem My = (CCL d> 1 My = (Z £> en SLo(Z) dos canvis

()= () (@)= ()

Busquem ara la matriu M del canvi

de variable

' Tz

z'w'’ Tw
y'2 yz
y'w' yw
Tenim
2 =ax+by 2’7 = aexz + afrw + beyz + bfyw
y = cx+dy 2w = agrz + ahaxw + bgyz + bhyw
—
2 =ez+ fw y'2 = cexz + cfrw + deyz + dfyw
w' = gz + hw y'w' = cgrz + chaxw + dgyz + dhyw
per tant
ae af be bf
_lag ah bg bh|
M = ce cf de df = (M1 ® M)
cg ch dg dh

on ® és el producte de Kronecker.
Observem que det(M) = det(M; ®@ Ms) = det(My)%det(M)? = 1 per propietats del producte de
Kronecker i per tant M és una matriu de canvi de variable. Escrivim

Tz x'

zw | z'w'
yz y/Z/
yw y/w/
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X
Si <Y>:<§§ zi zz Z(;;) :Z;U i (2 y) = f(My <§>)ig/(z’,w’):g(Mg<fU>). Tenim
yw
bo Qo Tz
X P Q1 <p0 p1 P2 pg) Tw
FIX,Y)=(X Y)A =(zz zw yz yw A =
( )= ) <Y> ( vz yw) P2 G2 o O @2 g3 Yz
p3 g3 yw
Po 4o z'2
/..,
I(QSIZ/ 2w y’z’ y/w/) (M—I)T P11 Q1 A(p() p1 D2 p3> ML x/w/
P2 Q2 g 491 G2 g3 yz
b3 qs Z/w/
x' 2
/ / / / X/ / / / / /.0
Pwmn<q)p}z? gv::<m p1 P2 m>A14idqmmt<,>::G? Pl p?z%) 2w
% @1 9B 4B o @1 @2 g3 Y % ¢ 9 g5 Yz
y/w/

trobem
F(X,Y)= F(X',Y’)

Tz
. . . 1 2 X 1 2 Tw
Suposant que existeix la matriu Po-Pr P2 P34 que — (Po P1 P2 D3 ,
o0 @ 92 g Y %0 @ 92 9) |y
yw
hem vist com es comporta el canvi de variable en la composicid.
Observacié 1.3. El producte de Kronecker és una operacio de matrius definida com:
ajabiy o0 arabis o o0 arpbin oo arpbis
al,lbr,l s al,lbr,s e al,nbr,l s al,nbr,s
a1 o aip big - b ) )
X : =
m,1 *°° Qmmn br,l te b'r,s
am,lbl,l ce am,lbl,s e am,nbl,l te am,nbl,s
am,lbr,l te am,lbr,s Tttt am,nbr,l te am,nbr,s

amb a; ;,bp; € R, on R és un anell. Aquest producte té les segiients propietats:

e Bilineal i associatiu
AR(B+C)=A®@B+AxC

(A+B)@C=A®C+BxC
(kA)® B = A® (kB) = k(A® B)
A®(B®C)=(A2B)&C
A0=00A=0

on A, B,C sén matrius, k € Z i 0 és la matriu zero.

e No commutatiu

10
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Propietat del producte mizte
(A® B)(C ® D) = (AC) ® (BD)

e [nversa

(Ao B)'=A"1e B!

Transposada
(Ao B)T = AT @ BT

Determinant. Siguin A € M, (R) i B € M,,(R)
|A® B[ = [A"|B]"
Veieu [13] per més detall sobre les seves propietats.
Exemple 1.2.3. Prenem f(z,y) = 222 + 2xy + 3y? i calculem F(X,Y) = f(z,y) * f(z,w):
(222 + 2xy + 3y°) * (222 + 22w + 3w?) =

= 6w?z? + 6wlzy + Jwy? + dwz?z + dwryz + 6wy?z + 42222 + dry2® 4 6y22% =
= (222 4 2w + yz + 3yw)? + 5(zw — yz)? = X2 + 572

xz
Podem definir ara la matriu M tal que <§£) =M :21:
yw
21 1 3
M= (0 1 -1 0)
Considerem ara la matriuv de canvi A = <é _11> i f'(2y) = f(A <5yc>) = flz —y,y) =

222 — 22y + 3y2%. Calculem ara F(X',)Y') = f'(z',y') * f'(z',w')
(222 — 2zy + 3y°) * (22% — 22w + 3w?) =

6w?z? — 6w?zy + Iwy? — dwa’z + dwryz — 6wy’z + 4222? — dayz® + 6y%2>

Per veure que com es comporta la composicid per equivaléncies calculem M'. Primer fem A® A

1 -1 -1 1
Loy (1 -y o1 0
0 1 0 1) o 0o 1 -1
00 0 1
Per tant
1 -1 -1 1
- /2101 3\fo 1 o 1| /2 -1 -1 3
M_M(A®A)_<o 1 -1 0) 00 1 -1 (0 1 -1 o>
00 0 1

11



CAPITOL 1. FORMES QUADRATIQUES BINARIES ENTERES

, J— —
i <§£/> = <29:z ZZ}} _Zz+ 3yw>‘ Calculem X'? 4 5Y"2:

(222 — 2w — yz + 3yw)? + 5(zw — yz)? =
6w’z — 6wiry + wy® — dwr?z + dwryz — 6wy’z + 422 — day2® + 6y 22
Veiem que certament F(X,Y) = F(X',Y’).
Volem estudiar les propietats de * en (1.5).

Definicié 1.2.1. Diem que dues formes (ay, b1, c;) i (az, b2, o) de discriminant D sén de Dirichlet®
si

b1 + b2

med(ay, az, 5

) =1

Observacié 1.4. bl;”? és enter perqué by i by temen la mateiva paritat, ja que D = b? = b3

mod 4 = b; = by mod 2.

Donades dues formes f i g, volem trobar ¢’ tal que g ~ ¢’ on f i ¢’ siguin de Dirichlet.

Lema 1.2.4. Una forma f representa un enter m, és a dir existeizen oy, 81 € Z on f(ay, f1) = m,
si i nomes si, f ~ (m,b,c) per alguns enters b i c.

Demostracié. Suposem f(ai1,31) = m per certs aq, 1 € Z amb med(ay,f81) = 1, Ir,s € Z on

sap +rfBy =1. El canvi A = <(;1 :> € SLy(Z)
1

floaz + 1y, Bz + sy) = flau, B1)2? + bay + cy?

er a certs b, ¢ enters. Per veure la implicacié contraria observem que ma? + bxy + cy? representa
b

m prenent (z,y) = (1,0), (1 0) (7’5 %) <(1)> —m.

Si fem un canvi M € SLs(Z), tenim que és igual a

e
2

o Nlor

Jr (3

1
on f ~ (m,b,c) representa m amb vectors M~ <O>

O
Lema 1.2.5. Una forma primitiva f = (a, b, c) representa un enter m coprimer a un enter fizat k.

Demostracié. Denotem Prim(ni,n2,n3) al producte de tots els primers dividint els enters ny, ng, ng
i Prim(ny,ng, nSL) el producte dels primers dividint ny i no i que no divideixen ngs.
Escrivim Py := Prim(k, a,c), Py := Prim(k,a,c*), Py := Prim(k,a*,c)i Py := Prim(k,a*, c*),
aleshores
P1P2P3P4 == Pm'm(k:, 0, 0)

on med(P;, Pj) = 1.
Fem f(P,, P3P;) = M, f representa l'enter M. Volem veure mcd(M, k) = 1 i per tant podem
triar M = m.

L Aquest concepte Iintrodueix Dirichlet per simplificar la composicié. Dirichlet utilitza el terme united forms perod
en aquest treball ens referim a elles com formes de Dirichlet

12



CAPITOL 1. FORMES QUADRATIQUES BINARIES ENTERES

Si [ primer que divideix k£ i M, llavors [ divideix M i algun P; peri=1,...,4
M = a(Py)? + bPy P3Py + c(P3Py)*

sil|M il|Py = l|c(P3Py)? on l|(P3Py)? pero 1{cil € Py, no pot ser P3 o Py, per tant, [ = 1.
Per P3; i P, es demostra seguint un argument similar.
Sil|M il|Py, tenim l]a i l|c on I|bP, P3Py perd | 1 b perque f = (a,b,c) primitiva i [|PyP3Py,
pero aixo no pot ser, [ € Py llevat [ = 1.
]

Corol-lari 1.2.6. Donades f = (a,b,c) i g = (a1,b1,¢1), existeix ¢ = (az,be,c2) amb g ~ ¢’ i
med(ay,az) = 1, en particular f i g’ sén de Dirichlet.

Demostracio. Triem qualsevol as coprimer amb a, pel lema anterior g representa as i pel Lema
1.2.4 g ~ (ag,be,ca) = ¢’ per a certs bg, co enters.

O
Introduim el segiient lema:
Lema 1.2.7. Siguin p1,qi,...,pr,qr,m enters amb mcd(p1,...,pr,m) = 1. Aleshores les con-
gruéncies
piB=¢q modm, it=1,...,r
tenen una unica solucio modul m si © nomes si, per toti,j =1,...,r tenim
piqj = p;jqi mod m
Demostracio. e Comencem suposant que les congruencies
piB=g¢ modm, i=1,...,r
tenen una unica solucié modul m. Prenem 4,5 € {1,...,7} i per hipotesi tenim
piB —qi =ml
piB —q; = ml’
La primera igualtat la multipliquem per p; i la segona per p; i les restem:
pipiB — pjgi = miy B
, ¢ = Pi% — piq; = mL = p;q; = pjq; mod m
pip; B — pigj = mi;
Arribem a la congruencia que buscavem que val per Vi, j € {1,...,7}
e Veiem ara la implicacié contraria. Per hipotesi sabem que med(m,p1,...,p,) = 1 1 per la

Identitat de Bézout Ja, a, ..., a, tals que am + Y., p;a; = 1.

Volem resoldre p; X = ¢; mod m. Fixem un ¢; i el multipliquem a la Identitat de Bézout:

T T
amq; + qj Zpiai = qj = amq; + a;p;q; + Z aipiq; = qj
=1 i=1,i#j

Per hipotesi tenim p;q; = p;jq; mod m i ho apliquem a la iqualtat anterior:
'
amg; +pj(ajqj + Z aiqi) +ml = q;

i=1,i#j

13



CAPITOL 1. FORMES QUADRATIQUES BINARIES ENTERES

Fem modul m: .

pj( Z a;q;) = ¢; mod m
i=1,i#j
Observem que E;‘:u 25 @il és el mateix per a Vj, podem concloure que és la B buscada.
O

Lema 1.2.8. Siguin f(x,y) = a12® + bizy + c1y? i g(x,y) = ax® + boxy + coy? dues formes de
Dirichlet. Aleshores existeiz un unic enter B =0 mod 2ajas tal que:
B = by mod 2a,
B = by mod 2as
B? = D mod 4ajas

Demostracio. e Si B és un enter que compleix les dues primeres congruencies, aleshores:
B — b1 = 2a1l
B — by = 2al’

Multipliquem aquestes dues igualtats i fem modul 4aqas:
(B —b1)(B — by) = B?> — B(by + by) + biby = 4a1a5L =
— (B — b1)(B —by) = B2 — B(by + by) + biby = 0 mod 4ajas
Podem escriure B2 = B (b1 + b)) — biba — 4ajasL i per tant, la tercera congruencia:
B? — D = 4ajagn = B(by + by) — (D + biby) = 4ajasN

b +b D + b1b
B(by 4+ b2) = D + b1be mod 4aja; = B 1; 2 = +2 172 mod 2a1as

Prenem ara les dues primeres congruéncies i les multipliquem per as i a1 respectivament. Les
congruencies del lema sén equivalents a:

a9 B = a9b; mod 2a;as
a1 B = a1by mod 2a;as
b1 + by D + b1bs

B
2 2

mod 2ajas

b1+b
1452)

e Per hipotesi med(aq, ag, = 1, mirem que aquestes congruencies compleixin les del lema

anterior per poder aplicar-lo.
Es clar que les dues primeres congruencies compleixen la hipotesi p;q; = p;q; mod 2ajaz del
Lema 1.2.7 ja que p;q; = pjq; = ai1az2b;.
Ho comprovem per la primera i la tercera:
GQB — agbl = 2&1@2[
b1 + by D + b1bs
B—
2 2

bi+bo -

12 2 i 17

= 2a1a2l’

D+4b1by
2

multipliquem la primera per altra per as i restem de manera que obtenim as

azblw = 2aya2L i obtenim la congruéncia buscada.

Seguim el mateix procediment per comprovar-ho amb la segona i tercera congruencia i obtenim

ay 7D+§1b2 - (llbl bl;bQ = 2a1a2L’.

Apliquem el Lema 1.2.7 i comprovem l’existéncia i unicitat de B modul 2a1a2 com voliem.

O]
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CAPITOL 1. FORMES QUADRATIQUES BINARIES ENTERES

Proposicié 1.2.9. Siguin (a1,b1,c1) i (ag, b2, c2) dues formes de Dirichlet, exiteixen enters B i C
tals que
(ala b17 Cl) ~ (a17 -87 QQC)

(az,ba,c2) ~ (a2, B,a10)

Demostracid. Sigui T = ((1] )

forma propiament equivalent resultant és (a,b + 2an, c’) per algun ¢ € Z.

Utilitzem T™ com a matriu de canvi per (a1, b1, 1) i prenem n tal que by +2a1n = by mod 2a;.
Alhora, per (ag,bs,c) prenem 7™ com a matriu de canvi on m sigui tal que by + 2aam = bo
mod 2as. Pel Lema 3.4 sabem que existeix B tal que B = b; mod 2a;, B = by mod 2as i B> = D
mod 4ajas.

) una matriu de canvi, si prenem 7" sobre una forma (a,b,c), la

1
Prenem B = b1 +2a1n = by +2asm. Observem que T" = <0 7;), fent el canvi sobre (a1, by, c1),

B-b;
2a1

obtenim (a1, B, ain? + bin + c1). Per la definici6 de B tenim n = . Substituim i calculem

I'altim parametre de la forma equivalent

B -
2(1,1

B-1b B2-D
+c1 =
4&1

ai( )2 o = asC

__ B?2-D . . . . . . N . N
on C = iara. - ber (az, ba, c2) seguim el mateix procediment i obtenim les equivaléncies propies

que buscavem. ]

Lema 1.2.10. Dues formes (a1,b1,c1) i (ag, bz, c2) amb el mateix discriminant sén equivalents si
1 nomes si existeizen enters « i vy tals que

a1a? + by + c17? = ap
2a1 + (b1 + b2)y = 0 (mod 2as3)
(b1 — ba)a+ 2¢1y = 0 (mod 2a3)
Demostracié. Donades les formes (aj,bi,c1) i (a2, bz, c2), si sén equivalents, existeix una matriu

A= ((O; 5) € SLy(Z) tal que, com hem vist a I’equacié (1.2):

a1 + biay + 01’y2 = ay
bi(ad + B7) + 2(a1af + c176) = by (1.6)
a1,82 + 6166 + 01(52 = C2

Amb aix0 tenim comprovada la primera equacio.
Reescrivim la segona equacié de (1.6) com

(017 + 2a10) B + (brov + 2¢187)6 = by
Volem trobar 8 i 6 de manera que
ad —py=1
(b1 + 2a10) B + (brax + 2¢187)0 = bo
Les congruencies del lema surten de resoldre per 8 i d les segiients equacions:

2a100 + (b1 + bg)’y = 2a90
(bl — bg)Oz + 2¢c1v = —2as
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Per demostrar la implicacié contraria cal seguir el mateix procediment pero en sentit oposat.

O]

Lema 1.2.11. Donades dues formes (a1, B,a2C) i (a2, B,a1C) que sén de Dirichlet i B, C definides
a la Proposicio 1.2.9, podem escriure la seva composicio com

(a1, B,asC) * (a2, B,a1C) = (a1a2, B,C)

amb
xz
X\ (1 0 0 —-C\|zw
Y) \0 a a3y B Yz
yw
1, en aquest cas, la composicid esta ben definida.
Demostracio. Dividim la demostracié en dues parts.
xz
. X\ (1 0 0 -C Tw | xz — Cyw
e Definim <Y> = <0 a ay B > e | = <a1xw+a2yz—|—Byw>' Calculem la compo-
Yyw

sici6 de (a1, B,a2C) i (az, B,a1C) per (X,Y) definides.
(a12% + Bxy + a2Cy?) * (a22* + Bzw 4 a,Cw?) =
= ayasx’2? + a1 Br’zw + a%CmeQ + QQB$y22 + B2:Byzw + alBC’:L‘yw2+
+a§Cy222 + agBC’y2zw + a1a202y2w2 =
= ajas(zz — Cyw)? + B(zz — Cyw)(a1zw + asyz + Byw) + C(a1zw + asyz + Byw)? =
= apasX* + BXY + CY?
com voliem comprovar.

e Veiem que esta ben definida. Considerem f i g formes de Dirichlet i f ~ f’, g ~ ¢’ i volem
veure que f * g ~ f'* ¢. Assumim que tenim

Definim les enters x, z, y, w pel Lema 1.2.10 tals que

a1z’ + Bzxy + a20y2 =my
2a1x + (B + N)y =0 (mod 2m;) (1.7)
(B— N)zx +2a2Cy =0 (mod 2m,)

as2® + Bzw + a1Cw? = my
2a2z + (B + N)w =0 (mod 2ms) (1.8)
(B — N)z+ 2a2Cw =0 (mod 2my)
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Volem veure que existeixen enters X,Y tals que

a1a2X? + BXY + CY? = mims
2a1a2X + (B4 N)Y =0 (mod 2mimsy) (1.9)
(B—N)X 4+2CY =0 (mod 2mimsy)

Si definim X i Y com a l'apartat anterior i multipliquem les dues primeres equacions de (1.7)
i (1.8), obtenim la primera equacié de (1.9).

Sabem que f i f’ tenen el mateix discriminant, per tant N? = B? — 4aj1a2C + 4mimsC.
Prenent les primeres congruencies de (1.7) i (1.8) i amb la observacié feta, trobem

(B+N)Y

(B+N)y)(a22+(B+N)w :

5 5 (mod mimsy)

(a1 + ) = ar1asX +

Queda demostrada aix{ la primera congruencia de (1.9). Per demostrar la segona congruencia,
observem que escrivint

w_;mX+CY:U

on D és el discriminant de les formes considerades, les segiients quatre equacions sén imme-

o (B 4 0yanz + EEYPN)
(a1z + (B + \/B)y)((B_fD)Z +a1Cw) = U

((3_2\/5)96 + agC’y)((B_Q\FD)Z + a;Cw) = (B_S/E)U

C(a1x + (B + VD)y)(azz + (B + VD)w) = (B—i_;/E)U

Podem substituir N per /D i convertint aquestes quatre equacions en congruencies modul
mimsg. Com que la part esquerra de les equacions és congruent a 0 modul mims i les formes
s6n de Dirichlet, tenim U = 0 (mod mims), que és el que busquem a la segona congrueéncia
de (1.9).

O

Corol-lari 1.2.12. Si (a1, b1,c1) @ (az, b, c2) son formes de Dirichlet, aleshores a C(D), el conjunt
de classes de formes primitives definides positives de discriminant D,

[a1, b1, c1] * [ag, ba, ca] = [a1a2, B, C]
on x s’anomena la composicio de Dirichlet.

Demostracid. Per la Proposicié 1.2.9 tenim (a1,b1,¢1) ~ (a1, B,a2C) i (ag,be,c2) ~ (az, B,a1C).
Pel Lema 1.2.11 (ay, B, a2C) * (a2, B,a1C) = (aja2, B,C) amb

X\ (1 0 0 -C TW
Y) \0 a as B Yz
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Tenim

(CLl,bl,Cl) ~ (CLl,B,CLQC)
(a2, b2, c2) ~ (a2, B,a1C)
(al,B,CLQC) * (CLQ?B?alC) = (Gd(lg,B,C)

Anteriorment hem vist que la composicié estd ben definida per equivalencies propies entre formes
de Dirichlet, per tant:

(alablvcl) * (a27b2762) ~ (al,B,GQC) * (CLQ,B,(ZlC) — (a1a27B7C)

a C(D) i fent classes, obtenim [a1, b1, c1] * [ag, b2, c2] = [a1a2, B, C]
O

Definicié 1.2.2. Siguin f(z,y) = a12? + b1y + c1y? i g(x,y) = asx? + boxy + coy? formes de
Dirichlet de discriminant D < 0. Aleshores la composicid de Dirichlet de f(x,y) i g(x,y) és la
forma

B>-D ,

F(z,y) = aia12® + Bay +
4a1a1

on B és l'enter determinat pel Lema 1.2.8.
Ara ja estem en condicions de donar el resultat principal d’aquesta seccié.

Teorema 1.2.13. Sigui D = 0,1 mod 4 un enter negatiu. Aleshores, la composicio de Dirichlet
indueir una operacid binaria ben definida sobre C(D) que fa C(D) un grup Abelia finit d’ordre
h(D). A més, l’element identitat de C(D) és la classe que contingui la forma

D
x2—zy2 st D=0 mod 4

1-D
x2+xy+Ty2 st D =1 mod 4,

i Uinvers de la classe de ax® + bxy + cy® és la classe que conté ax?® — bxy + cy?.
Observacié 1.5. e El conjunt C(D) amb la composicié de Dirichlet s’anomena grup de clas-
ses.
e La forma ax® — bxy + cy? s’anomena forma oposada de ax® + bxy + cy?.
Demostracié. Previament hem vist que la composicié per a formes de Dirichlet esta ben definida.
Ens cal veure que és una operacié commutativa, associativa, amb element neutre i invers.
e Commutativitat: Tenim [a1, b1, c1] * [ag, ba, c2] = [aiag2, B, C] amb
B =b; mod 2a;
B =by mod 2a9
B?’=D mod 4ajas

B?2—-D
C =

4dajasg
Alhora [ag, ba, c2] * [a1,b1,¢1] = [aa2, B',C'] i
B'=b; mod 2a;
B’ =by; mod 2as
B?=D mod 4ajasy
B? —-D
4dayjasg

C' =
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Per les congruencies tenim B = B’ i, en conseqiiencia, C' = C’ i [a1,b1,c1] * [az, b2, co] =
laz, bz, ca] * [a1, b1, c1].

e Associativitat: Per un costat tenim [ay, by, c1]*([az, ba, ca]*[as, b3, c3]) = [a1, b1, c1]*[azas,' B, C] =
[a1azas, B, C] i per tant
Ip = by mod 2as

'B=b; mod 2a3
(!B)> =D mod 4asas
B =b; mod 2a;
B=('B) mod 2asa3

B?2=D mod 4ajasas

(1.10)

Si prenem By, = B+4ajasask, compleix totes les congruencies de (7). Per altre costat tenim
(la1, by, 1] * [ag, by, c2]) * [as, bs, c3]) = [a1a2,® B2 C] * [as, b3, 3] = [araza3, B',C'] i

’B=1b; mod 2q;

2B=by, mod 2ay

(B)> =D mod 4aay

B'=(*B) mod 2a;as

B’ =b3 mod 2a3

(B')> =D mod 4ajasas3

(1.11)

Volem comprovar que By compleix (1.11).
Es clar que I'dltima congruéncia de (1.10) implica que By compleix I'dltima de (1.11).

Observem que By = B = (! B) = b3 mod 2a3 i prenent By, = (2B;) mod 2a1 i By = (®By,)
mod 2as
B, =B=b; mod 2a;

B,=B=('B)=b; mod 2a
aquestes congruencies impliquen By, = (?By) mod 2ajas = By = (?By) + 2a1a2k’. Alhora
tenim D = B% = (By)? = (?By)? mod 4ajas.
By, compleix (1.10) i (1.11), per tant By = B = B’ mod 4ajazas, en conseqiiencia, C' = C’,
tenim associativitat.

e Identitat:

1. Considerem D = 0 mod 4 i prenem (a,b,c) de discriminant D. Per D = 0 mod 4
sabem que b és parell. Fem [a, b, | * 1,0, —%] = [a, B,C]. B ha de complir
B=b mod 2a
B=0 mod 2
B?=D mod 4a.

. N . 2_ b2 —(b>—4
Prenent B = b es compleixen aquestes congruéncies, a més C' = 2 4aD = ( 1o ) — .

Per tant, [a,b, c] * [1,0, —%] =[a,b,c] i ][1,0, —%]  [a, b, c] = [a,b, c] per commutativitat.

2. Considerem ara D = 1 mod 4 i (a,b,c) de discriminant D; en aquest cas b és senar.
Fem [a,b,c] % [1,1, %] = [a, B,C]; com al cas anterior, prenent B = b es compleixen
les congruencies del lema 1.2.71 C = c.
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Hem comprovat que l’element identitat és [1,0, %] si D=0 mod4ill,1, %] siD=1

mod 4.

e Invers: Per dltim comprovarem que ’element invers de [a, b, | és la classe que conte [a, —b, c].
Observem que [a,b,c] i [a,—b,c] no sén formes de Dirichlet ja que med(a,a,%5%) =a > 1 i
no podem fer la seva composicié de Dirichlet directament.

Prenent S = <(1) _01 i aplicant el canvi a (a,—b,c), tenim (a,—b,c) ~ (¢,b,a) i, en con-
seqiiéncia [a, —b, ¢| = [¢, b, a]. Amb aquesta equivalencia [a, b, c] i [c, b, a] si que s6n formes de
Dirichlet i podem fer-ne la composicié de Dirichlet. [a,b, c] x [¢, b, a] = [ac, B, C] on
B=b mod 2a
B=0b mod 2¢c
B?=D mod 4ac.
Prenent B = b es compleixen les congrueéncies i C' = 1. Hem vist [a, b, | * [¢,b, a] = [ac, b, 1],

ara cal comprovar que (ac,b,1) ~ 1p, on 1p és la identitat. Amb el canvi S = ((1) _01)

11
( 01
mod 4, b és parell i prenem n tal que —b + 2n = 0. Com es veu a la demostracié de la
Proposicié 1.2.9, ¢ = n? —bn + ac = (%)2 - b% + ac = —%. Per tant, [a,b,c] * [c,b,a] =
[ac,b, 1] = [1,0, —%]. Si D=1 mod 4, b és senar i prenem n tal que —b + 2n = 1, aleshores

tenim ¢ = n? —bn + ac = % i, en conseqiiéncia, [a,b, c] * [c,b,a] = [ac,b,1] = [1,1, %].

tenim (ac,b,1) ~ (1,—b,ac) i amb T™ = ))”, (1, =b,ac) ~ (1,=b+2n,d). SiD =0

Hem comprovat que C'(D) amb la composicié de Dirichlet és un grup abelia finit (tot explicitant
identitat 1p i invers).
O

Exemple 1.2.14. Veiem un exemple on es comproven aquestes propietats. Prenem f(x,y) =
(3,3,4), g(x,y) = (2,1,5) i h(z,y) = (2,-3,6), que son formes de C(—39). Per fer els calculs
utilitzem el programa de SageMath que es troba a I’Apéndix B.

o Commutativitat:

3,3,4] % [2,1,5] = [6,3,2] = [2, —1,5)
2,1,5] [3,3,4] = [6,3,2] = [2,—1,5]

e Associativitat:
[3,3,4] = ([2,1,5] * [2, =3, 6]) = [3,3,4] * [12,3,1] = [3,3,4]
(3,3, 4] * [2,1,5]) * [2,—3,6] = [6,3,2] * [2,—3,6] = [4,3,3] = [3,3,4]
e Identitat: f,g,h € C(—39), per tant 1p = [1,1,10].

(3,3,4] x [1,1,10] = [3, 3, 4]
[1,1,10] % [3,3,4] = [3, 3, 4]
o [nvers:
3,3,4] % [3,—-3,4] = [12,3,1] = [1, 1, 10]
[3,—3,4] % [3,3,4] = [12,3,1] = [1, 1, 10]
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o Calculem ara l'ordre dels elements de C(—39). Es poden trobar llistats a la Taula C.1.

2,1,5] % [2,1,5] = [3,3,4], [3,3,4]  [2,1,5] = [2,—1,5]  [2,—1,5] % [2,1,5] = [1, 1, 10]
2,-1,5] % [2,—1,5] = [3,3,4], [3,3,4] % [2, —1,5] = [2,1,5], [2,1,5] % [2, —1,5] = [1, 1, 10]
3,3,4] % [3,3,4] = [1,1,10]
Per tant, O([3,3,4]) = 2 ¢ O([2,1,5]) = O([2,—1,5]) = 4, fet que ens permet dir que
C(=39)=7Z/(4).

Si ara prenem C(—87), que és un grup de 6 elements, i calculem els seus ordres:

2,1,11]° = [1,1,22]
2,-1,11]% = [1,1,22]
3,3,8]* = [1,1,22]
4,3,6] = [1,1,22]
[4,-3,6]° = [1,1,22]

Observem que, en aquest cas, C(—87) = 7Z/(6) = 7Z/(2) x Z/(3).

A Disquisitiones Arithmeticae [7] Gauss fa una conjectura dient que per a discriminants D < 0,
tenim h(D) — oo quan D — —oo. Heilbronn (1934) i Siegel (1936) demostren que per a
qualsevol € > 0, existeix una constant ¢, > 0 tal que per a |D|

h(D) > c|D|>~*

Seigel demostra aquest fet assumint la Hipotesi generalitzada de Riemann, perd aixo ofereix una
prova no efectiva per a determinar els valors d’una m donada per a una llista completa de discri-
minants D < 0 tal que A(D) = m. Aquest problema és conegut com a problema de nombres de
classes de Gauss. Goldfeld (1976) i Gross i Zagier (1983) demostren que, donades certes condicions
tecniques, per a qualsevol € > 0, existeix una constant efectiva i computable ¢, tal que:

h(D) > cdn(|D|)* ¢

De manera que aconseguim una fita inferior per a h(D). Podeu consultar les referéncies per a més
detalls sobre les demostracions de Heilbronn [10], Goldfeld, Gross i Zagier [8], [9].

1.3 Ideals en cossos quadratics

Dirichlet també utilitza la notacié d’ideals en cossos quadratics imaginaris per descriure la compo-
sicié de formes de Dirichlet.

Definicié 1.3.1. Diem que el complex a és un nombre algebraic quadratic si satisfa ’equacid
polinomial
ar? +br+c=0

on a,b,c € Z amb ac # 0.
Un nombre algebraic quadratic és un enter algebraic quadratic si satisfa ’equacié polinomial

22+br+c=0

onb,c€Z,c+#D0.
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Els nombres algebraics quadratics son, precisament, els complexos de la forma

—b+eVd
2a

on a,b,d,e € Z amb d # 0 lliure de quadrats.
Diem que d és el radical del nombre algebraic quadratic «.

Sabem de teoria de cossos que per a un nombre algebraic de radical d, Q(a) = Q(v/d) i una

Q-base és (1,Vd).

Definicié 1.3.2. Sigui d # 1 un enter lliure de quadrats, definim A com:
e A=4dsid=2,3 mod4
e A=dsid=1 mod4

Ara, amb d i A definits, podem anomenar a Q(\/g) el cos de nombres quadratics de radical d i

discriminant A. Observem que Q(v/d) = Q(V/A).

Proposicié 1.3.1. Siguid # 1 un enter lliure de quadrats. El conjunt d’enters algebraics quadratics
de radical d és:

o {a+bVd:a,beZ}, sid=2,3 mod 4
o {(a+bV/d)/2:a,b€Z,a=b mod 2}, sid=1 mod 4
Aquest conjunt és un domini sota la suma i multiplicacid dins el cos Q(\/&)

Demostracio. Considerant les definicions previes, « és un enter algebraic quadratic si és de la forma
_b%“"‘/a on b — 4c = e?d. Considerant aquesta tltima equacié modul 4, tenim, per d = 2,3 mod 4,
que b i e han de ser enters parells. Sid =1 mod 4, b i e han de tenir la mateixa paritat.

Per veure que és un domini, nomes cal veure que la suma i la multiplicacié sén tancades en
aquests conjunts i és clar per definicio.

O

Al domini definit a la Proposicié 1.3.1, ’'anomenem anell d’enters de Q(v/d) i 'escrivim O(v/d).
Per conveniéncia, posem § que sigui —v/d o (1— \/g) /2 segons si el discriminant del cos és parell
o senar. Amb aquesta notacié, podem escriure O(v/d) com {a +bd : a,b € Z}.

—bteVd
2a

Definicié 1.3.3. Per a qualsevol nombre algebraic quadratic a = , el conjugat de « és

— _ —b—eVd
o = 54 -

La norma de a és N(«a) = aa = bt;e;d. La norma d’un enter algebraic quadratic és sempre un
enter i és una funcié multiplicativa, és a dir, per a qualssevol enters a i 8, N(af) = N(a)N(5).

Un element ¢ de O(v/d) és una unitat de I'anell si té norma +1.

Lema 1.3.2. Sigui U un ideal de l'anell d’enters O(\/&), aleshores existeizen oy, g € U tals que
qualsevol element de U s’escriu com c1x + agy, amb z,y € Z.

Demostracid. Observem que U < O(v/d) és un subgrup d’un DIP com a Z-modul lliure de rang
2. Per la classificacié de DIPs lliures tenim U = (Z,+) o bé U = (Z2,+); la primera opcié no és
possible ja que U és un (’)(\/&)—mbdul i hauriem de tenir aZ o av/DZ perd a i v/D sén linealment
independents a Q(v/D). Per tant, U = (Z2,+) i queda demostrat el lema.

O
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La parella < a1, as >, s’anomena base de I'ideal U, normalment escriurem U =< aq, ao >.

Proposicié 1.3.3. Qualsevol ideal U té una base < a,b+gd >, ona,b,g € Z amba > 0,0 < b < a,
10<g<a, g divideiz a © b. La Z-base de U amb aquestes propietats és unica.

Demostrarem aquesta proposicié a partir dels lemes segiients.

Lema 1.3.4. Qualsevol ideal U té una base < a,B >, on a és un enter i [ un enter algebraic
quadratic.

Demostracid. Els elements de O(v/d) sén de la forma a + bd, per a,b € Z. Aixd ha de ser cert per
als elements de la base, per tant podem escriure a; = a1 +b20 1 ag = ag +bod amb a1, as, by, by € Z.
Com que a1z + agy = ay(x + ky) + (a2 — kay)y per a qualsevol enter k, tenim < oy, ag — kg >, i
per simetria < a3 — kag, as >, és una Z-base equivalent per a i/. Utilitzant ’algorisme d’Euclides
sobre by i by trobem una base < a,b + gd > d’'U amb enters a,b, g que és equivalent a la base
< ai,ag >ion 0 # g =med(by,be). Caldra fer un pas més treient multiples de a i b per poder

assumir 0 < b < a.
O

Lema 1.3.5. Un ideal U té una unica base de la forma < a,b+ gé >, amb a,b,g € Z, a >0, 0 <
b<a,i0<g<a; aquesta base s’anomena base canonica, també podem escriure (a,b + gé)o(\/&

ja que U és un ideal de O(VA).

Demostracio. Donada qualsevol base de U, per la Proposicié 1.3.3, tenim una base equivalent de
la forma < a,b+ g6 > amb a,b,g € Z i a i b complint les condicions desitjades.

Observem que pel Lema 1.3.2, qualsevol enter m que pertany a U té una representacié unica i
la representacié amb la base de la Proposicié 1.3.4, m = az + (b+ gd)y, també ha de ser tnica. Per
tant, y = 0. En conseqiiéncia, qualsevol enter de U és un multiple de a.

Vist aixo, I’enter a de la base esta tinicament determinat per I’ideal. Si tenim dues bases diferents
<a,b+gd >1i<a,b+¢0 >, podem trobar dos enters x i y tals que ax+ (b+gd)y = b/ +¢'d. Aixd
implica ax +by =b' i gy =¢'. Sibil estan entre 0 i a, implica que x = 01 y = 1, per tant, tenim
que g és unic. g ha de complir 0 < g < a; tenim a,ad € U i per tant, hi ha una Unica representacio
perad =ax+ (b+¢gd)y = gy=a=—=0<g <a.

O

— |oiag—agas|

Definicié 1.3.4. Donat un ideal U =< a3, a9 >, definim la norma de U és N(U) N/

on A és el discriminant del cos de radical d.

Lema 1.3.6. La norma N(U) d’un ideal U no depen de la Z-base triada.
Demostracio. Prenem B =< a1, ag > una Z-base de U, tenim:

_ |agan — aras)|

N = =22

1
Considerem ara B’ =< A < > A <O> >z=<nioq + neag, qron + qeag > on A = (m ch) €
0 B 1 B n2 Qg2

SLy(Z), n1ga — naqy = 1. Amb B’ calculem la norma de U:

_ |(nioa + ngas)(qrar + geag) — (mag + neag)(qron + geaz)|
NU) = = _

[(n101 + noao)(qran + 2az) — (147 + nedz)(qra1 + gean)|

o -
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_ |n1g2a1 @ + noqiaiay — Nyt — N2q1an O _
VA
_|(n1g2 — naqr)(cna — aqan)| _ |aray — aae

B VA VA

O]

Definicié 1.3.5. Un ideal fraccional és un subconjunt Z de Q(v/A) on es compleixen les segiients
propietats:

e per a qualssevol a, 3 € T i\, u€ OKWA), \a+ puB € T.
e existeix un enter algebraic fixat v tal que, per a qualsevol a € Z, va € (’)(\/Z)

Notem que qualsevol ideal de O(\/Z) és un ideal fraccional. Si prenem v com a la definicid,
aleshores el conjunt {va : o € I} és un ideal de O(v/A) amb base canonica (a,b + gd), per tant T
té base (a/v, (b+ gd)/v). Prenem A < 0 i observem que en aquest cas, N(U) > 0.

Diem que dos ideals U 1 V sén equivalents si existeix un ideal principal («) tal que U = (a)V.
A més, la norma de « és positiva.

Observacié6 1.6. e Donats dos ideals fraccionals, definim el seu producte com:

uy = {Zazﬂi’a €eU,BeV}

=1

o Sigui U un ideal fraccional, escollim n € 7\ {0} tal que nd =V, aleshores VV = (m) per
algun m € Z\ {0} i tenim

per tant U = %V
Teorema 1.3.7. Les classes d’equivaléncia d’ideals fraccionals de Uanell O(v/A) formen un grup
abelia sota la multiplicacio d’ideals. La identitat del grup és la classe de tots els ideals principals

(N(a) >0).

Demostracio. A Pobservacié anterior hem vist que la multiplicacié és associativa i commutativa i
que els inversos existeixen, en conseqiiencia, queda demostrat el Teorema.

O
El grup de classes d’ideals s’anomena grup de classes.

Observacié 1.7. Escrivim explicitament el procediment per passar d’ideals a formes bindries 4
viceversa.

e Donat un ideal U amb base < a1, > tal que ayag — oy = N(Z/{)\/Z és positiu. La forma

binaria associada a U és -
a1z + ayl[are + aay]

INU)|

e Donada una forma binaria (A, B,C) de discriminant A < 0, podem associar-li l’ideal de base

(A, b+ 0)ow/a) onb= 5 si B és parell 0 bé b= £51 si B és senar.
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Teorema 1.3.8. El grup de classes de formes binaries quadratiques de discriminant A < 0 (A = D
amb la notacié utilitzada anteriorment) és bijectiu al grup de classes del cos quadratic Q(\/Z)

Demostracio. Volem veure que qualsevol ideal correspon a una forma i que qualsevol forma corres-
pon a un ideal, i que ideals equivalents corresponen a formes equivalents, i viceversa.

e Sigui U un ideal de base < a1, ay >. Prenem la base de manera que ayag —aras = N(U)VA
és positiu o té part imaginaria positiva. La forma binaria quadratica de discriminant A que
associem amb aquest ideal és

[anx + any|[arr + agy] 1 2,2 N 2,2
= (Joa["2” + (a10z + araz)zy + |oo|"y7)
[N (U)] [N (U)|
Aquesta és una forma binaria quadratica de coeficients enters i discriminant A. Com que
A < 0, és una forma definida positiva; diem que la forma pertany a U.

Per altra banda, sigui (A, B,C) una forma binaria quadratica de discriminant A, associem
I'ideal

{Aa+ (b+6)B:a,f € O(WVA)}
onbés B/2 o (B —1)/2 segons A sigui parell o senar. Afegint o treient enters multiples de
A a b, podem fer un ideal identic

{Aa+ (V' +6)B:a,fc OKWA)

amb 0 <V < A. Per tant, (A,b + ) és una base canonica de l'ideal. L’ideal associat a la
forma binaria quadratica (A, B, C) té base (A,b+d). L norma d’aquest ideal és positiva o té
part real positiva i la forma que pertany a aquest ideal és (A, B, C).

Per veure que formes equivalents pertanyen a ideals equivalents i viceversa, només ens cal

0 1 1
els generadors de SL2(7Z) i generen totes les equivalencies propies de les formes binaries. Per
a T ja ho hem vist afegint o treient multiples de A a b. La matriu S produeix ’equivaléncia
de formes (A, B,C) ~ (C, —B, A), aquesta correspon a l’equivaléncia dels ideals

s . 1 1\. 0 -1 . .
veure que aixo és cert per les matrius T = < ) is= ( 0 >, recordem que S i T sén

{Aa+ (b+6)B:a,B e ONA)}

{A(b+8)a+ (b+8)(b+0)8:a,8 € O(VA)}
Treiem l'ideal principal (A) per obtenir I'ideal equivalent
{(b+0)a+CB:a,fecOWA)}

i aquest és equivalent a

{Ca— U +8)B:a,8cO(VA)}

Com que C és positiu, ja que la forma és definida positiva, aquest ideal esta associat a la
forma (C, B', x) equivalent sota transformaci6é de matrius 7™ per a cert n, a (C, —B, A).

O]
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Observacid 1.8. La bijeccio correspon a un morfisme de grups.
Pensem el cas b = g on A parell fixat.
Tenim

(A1, B, C1) * (Ag, Ba, Ca) = (A1 A, B, 0)

on B segons el Lema 1.2.8.
Per altra banda posem by = %, by = % 1 fem

(A1 + (b1 +0)) (o' Ay + B'(b2 +0)) =
= ad’ A1 Ay + (o' Ay + o/ BAs + BB (b1 + ba + 6))d + (af’ A1be + o/ BAsby + BB b1b2)
Podem trobar B que compleiz les congruéencies del Lema 1.2.8 1 b= g de manera que
(Ay + B(by +8)) (o' Az + B/ (by + 8)) = GAL As + B(6 + D)
Concloent aixi que el producte de formes va al producte d’ideals.

Exemple 1.3.9. Considerem C(—39) on les formes reduides son: f1 = (1,1,10), fo = (2,1,5),
fz=1(2,-1,5) i f1 = (3,3,4). Per a A = =39 tenim § = 1”2_39 1 sequint el procediment de la
demostracid i l’observacid, podem trobar els ideals associats a les formes reduides de C(—39):

o Uy =<1, 1*7V2*39 >={a+ 1*7\/2*39ﬁ o, B e O /_39)}
o Us, =<2, 1—\/2—39 >= {20 + 1-v—39 \/2—395 Lo, B € O(/=39)}
o Up =<2, _1% V=39 = (90 4+ —2y=30 5/—395 Lo, B € O(vV=39)}

o Up, =< 3,29 5= (30 4+ 293 q, 8 € O(V/-39)}

. . _3_ /= 9=3+v=39 o —3-v/—39
5t ara temim V =< 2’%\/@ >e O(V=39), N(V) = = Ve | — 2. La forma
(24 =2=Y=39)(274 =31¥=39)

= 222 — 3xy + 6y% € C(—39).

quadratica associada és fy = 5
Per dltim veiem un exemple de l'observacio 1.8.
A Uexemple 1.2.14 hem vist fi % fo = (6,3,2). Considerem 3a 4 3=%=32 {%)ﬁ € Uy, 1 2d +
1=v/=39 VQ_?’Q,B’ € Uy, i els multipliquem:

(3044_% V_?’gﬁ)(go/_,_% \,—?)95,):6050/ 3 v (2 ' B+ 557 V?)g)—l—?)aﬂ'% "_39:
= 6o + % v—39(2a,5 + 56’% ”_39) + 3046/% V39 — 3af8 = 6a + % V_SQB

Per tant, Uy, - Uy, =<6, 3_V2_39 > que és l'ideal associat a (6,3,2).
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2 Una pinzellada sobre superficies abelianes

2.1 Superficies abelianes definides sobre C

Diem que una varietat abeliana sobre C és CI9/A, on A és una xarxa amb un producte complint
certes propietats amb A ®z R = C9 i g és la dimensid, podeu trobar la definicié precisa a [15, p.19].

Definicié 2.1.1. Una corba el-liptica sobre C és una varietat abeliana de dimensi6 1 sobre C.
Escriurem les corbes el-liptiques sobre C com C' = C/A on A és una xarxa en C generada per
a, B € C que s6n linealment independents sobre R, A =< «, 8 >

Observacié 2.1. Identificant els costats oposats del paral-lelogram O, o, oo + B, B, (2.1a), obtenim
el tor C' (2.1b). Les imatges de les rectes Oa i OB, son camins tancats sobre el tor, denotades
també per o i 3.

(b) Tor generat per A i els camins « i 8
(a) Paral-lelogram de la xarxa A =< «, 8 > sobre el tor

Figura 2.1: Corba el-liptica sobre C

Definicié 2.1.2. Una isogénia és un morfisme de grups algebraics que és exhaustiva i té nucli finit.
Donades E7 i Fy corbes el-liptiques, una isogenia entre Fy i Fs és un morfisme ¢ : £ — Fo
satisfent ¢(Op,) = Op, 1 ¢(F1) # {Opg, }.
E1 1 E5 sén isogenes si J¢ isogenia entre elles.

Podem prendre A tal que A =< 1,7 > amb I'm(7) > 0!, escriurem A..

Lema 2.1.1. Per 7,7’ del semipla superior, es té que C/A. i C/A, son isomorfes si i només si

Jda,b,c,d € Z amb ad — bec = 1 tal que 7/ = g:ifl, veieu [18].

'Per [18, Th.4.1], A i A, seran isomorfes quan hi hagi una isogenia entre C' i C; = C/A, i 3y € C* tal que
A = vyA;. Podem escollir a tal que normalitzi A,.
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Diem que C/A; sera de multiplicacié complexa si T € Q(v/D) per a cert D < 0. Aixd té relaci6
amb ’anell d’endomorfismes de corbes el-liptiques pero no hi entrarem en aquest treball, veieu [18,
p.100]

Definicié 2.1.3. Una superfice abeliana complexa és una varietat abeliana de dimensié 2 sobre C.

Definicié 2.1.4. Es diu que G és una superfice abeliana complexa singular, seguint [17], si G és
isogenia al producte C' x C, on C és una corba el-liptica amb multiplicacié complexa. Equivalent-
ment G és singular si és el producte C1 x Cy on C1 1 Cs sén corbes el-liptiques mutuament isogenies
amb multiplicacié complexa. (Consulteu [17, §4] per més detalls)

Observacié 2.2. Segons larticle [17], podem pensar G una superficie abeliana singular com
C2/A=C/ < 1,71 >x C/ < 1,79 >, amb A una zarza de rang 4 i

_—b+Vd b+ Vd

n % 2

72

ona,beZ i0>d=>b>—4ac per un cert c enter.

Definicié 2.1.5. Sigui G una superficie abeliana, tenim un homomorfisme:
Pg: H*(G,Z) — C

tinicament definit excepte pel producte d’una constant. Entenem H*(G,Z) com el producte exterior
de 7 1-formes diferencials, veieu 'observaci6 segiient pel calcul de Pg. Anomenem Pg 'aplicacio
de 2-periodes de G.

Definim també la zarza transcendental de G com Tg = Ker(Pg)*.

Teorema 2.1.2. Siguin X i Y dues superficies abelianes i assumint que X = C/A; x C/A.,.
Suposem que existeir una isometria (isomorfisme preservant el producte escalar):

¢: H*(X,Z) = H*(Y,Z)

satisfent
Pyo¢=Fk-Px
per k constant diferent a zero. AleshoresY és isomorfa a X.
Demostracié. Podeu trobar la demostracié a [16, p.55] O

Observacié 2.3. e Fem la identificacié segiient: Hom(H?(G,Z),C) = H*(G,C).2

e Donada G una superficie abeliana representada com un tor complex C/A, prenem {vy,va, v3,v4}
una base de A i la base dual {u', u?, u®,ut} en A*, és a dir u'(vj) = &;;. Aleshores {u Auf|1 <
i < j <4} forma una base de H*(G,Z), que també és una C-base de H?*(G,C) (veieu [17,
p.263]). L aplicacié de 2-periodes Pg, considerat com un element de H*(G,C) ve donat per:

P = Zdet(vi vj)ut A u? (2.1)

1<j

2Tenim 2-formes diferencials a coeficients enters i la idea és extendre-les a coeficients complexos mitjancant el
“cup product” (en angles). Per ampliar infomacié consulteu [11].
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e La zarza transcendental Tg determina, i ve determinada per, una classe d’equivalencia de
matrius parelles definides positives respecte GLo(Z) (veieu [17, p.262]). Prenent una base

{t1,t2} de T, associem:
(B tits\  (2a b
©= <t1t2 t3 ) \b 2 (22)

on a,b,c € Z tals que a,c > 0 i b*> — dac < 0.

Teorema 2.1.3. Sigui Tg la zarza transcendental d’una superficie abeliana singular G. Aleshores
G — T¢ és exhaustiva, generalment hi ha una correspondencia dos-a-un entre superficies abelianes
singulars 1 xarzes de rang 2.

2a b
b 2c
Sigui T una xarxa de rang 2 definida per @, per (2.2), construirem dues superficies abelianes
A i A tals que

Demostracio. e Prenem una matriu Q) = ( ) amb a,b,c € Z, a,c > 0i A =b*>—4ac < 0.

Ty~T, Ty ~T.
+vVA

, To = bT i escrivim

Prenem 7 = %

C;,i=C/<1l,1i>,i=1,2

Considerem la superfice abeliana A = C1 x Co = C2/A on A és una xarxa de C? generada per

= (o= ()= () 0= ()

Per 'observaci6 2.3, prenem la base dual {u’} de {v;} i escrivim u% = u’ Au/. Observem que
u'?2 Audt =1 sota la identificacié natural de H*(A,Z) = Z.

Utilitzant (2.1) tenim:
Py =u"? + cu® + mu® 4+ nutt (2.3)

Calculem ara Ker(Ps) i Ker(Pa)*, posem {s;} la base de Ker(P4) i {t;} la base de
Ker(Pa)*t.

S1 = u13

S9 = u42

{h = u? + au!?
s3 = u? — au — buttsy = u'? — cut

ty = bul 4+ u!2 4 cuB

Fent els segiients calculs:

t2 — (U23 + GU14)2 — au23u14 + CLU14U23 — 2au12 A ’LL34 — 2a
tito = (u® + au?)(bu'? + u'? + ) = buButt = 2 APt =b

t% = (bu14 +u'? + cu34)2 = cu2u* + cuP*u'? = 2cu’? APt = 2¢

podem confirmar que A satisfa T =~ T'4.

Substituint 71 i 72 pels seus conjugats 77, 72 obtenim una altra superficie abeliana A’ = C] xC},
on ] = C/ < 1,7;. Seguint el mateix argument veiem Ty ~ T. Observem que Py = Pj.
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e Sigui X una superfice abeliana singular tal que T'x ~ T, on T és una xarxa euclidiana definida
per @, demostrarem que
X~Aobhé X ~A. (2.5)

Suposem que tenim una isometria ¢g : T4 ~ Tx. Pel Teorema 1 de ([17], Appendix), ¢o el
podem extendre a una isometria

¢: H*(A,Z) = H*(A,Z), ¢|r, = do.

Siguin Py i P4 les aplicacions de 2-perfodes de X i A, aleshores P4 i Px o ¢ en H?(A,Z)
tenen la propietat:

P2=0

PP >0

Per la Proposicié 2 de ([17], Appendix), tenim unicitat de P, per tant

k- P
Pxop=14" "4 (2.6)
k- Pa=k- Py

per k constant no zero. A i A’ sén productes de dues corbes el-liptiques, pel Teorema 2.1.2
aplicat a (2.6) obtenim
X~Aobé X ~A

Queda aixi demostrat el teorema.
O

Definiciéo 2.1.6. Diem que una forma binaria quadratica és parella si la podem escriure com
f=2(a,b,c) amb a,b,c € Z i (a,b, c) és definida positiva.

Teorema 2.1.4 (Shioda). Les superficies abelianes singulars estan en correspondéncia un-a-un
amb les classes d’equivaléncia respecte SLo(Z) de formes quadratiques binaries parelles .

Demostracié. Denotem per Ag la superficie abeliana A = Cy x Cy = C? /A definida a la demostracié
del teorema anterior.
Si substituim @ per
Q =MTQM, M e SLy(Z)

Els punts 71, 72 queden substituits per 77, 74 tals que

T{:M_1712a71+ﬁ, M1 = a B
Y1146 ¥ 0

Th=To+n, n€Z

L’expressié de 74 ve determinada per la de 71, es pot comprovar que 72 = b+ a7y, utilitzant aquesta
relacié i desenvolupant els calculs arribem a 74 = 75 +n, n € Z.

Per tant, la classe d’isomorfismes de la superficie abeliana Ag depen tnicament de la classe
d’equivalencia de @ respecte SLo(Z).

Observem que A’ de la demostracié del Teorema 2.1.3 es pot escriure com

A/:Al 0 1 0 27)
o )b 5
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Denotem per S el conjunt de totes les matrius 2 x 2 parelles definides positives Q 1 S/SLy(Z)
0 8/GLy(Z) les classes d’equivalencia d’S respecte SLa(Z) o GLo(Z).
Aleshores tenim el segiient diagrama commutatiu:

S/SLy(Z) S S {superficies abelianes singulars} /isom.

naturall lg (2.8)

S/GLy(Z) —E1 {xarxes euclidianes definides positives de rang 2} /isom
on f i g sén les aplicacions induides per:
Q — AQ i X —Tx

De (2.5) i (2.7) concloem que f és exhaustiva.
Per acabar la demostracié nomes cal veure que f és injectiva.
Assumim

Ag ~ Ag- per Q,Q" €S

Per (2.8) tenim
Q ~ Q" respecte GLs(Z). (2.9)

Pel teorema anterior tenim

Ci~Ci=C/< 1,174 >

on 7; ve definida per Q* de la mateixa manera que 71 per ). 71 i 7{ sén punts equivalents al
semipla superior sota SLy(Z). Si denotem Qp (o Qf) la part parella ”primitiva”de @ (o Q*), és a

dir
2 b
QO = a0 0 5 mCd(a()a b0> CO) =1
b() 200

Q = mQo, per algun enter m > 1

i de manera similar per QQ*, implica que
Qo ~ Qy, respecte SLo(Z) (2.10)

Combinant (2.9) i (2.10) concloem que @ i Q* sén equivalents respecte SLo(Z)
Per 1ltim, recordem que a una matriu definida positiva parella ) li podem associar una forma
binaria quadratica. Si la matriu és parella i definida positiva, la forma també ho sera:

Q- (2; 2bc> — Fo(z,y) = (z ) <2ba 2bc> (?f)

O]

Exemple 2.1.5. Veiem un exemple del Teorema 2.1.4 utilitzant els procediments de les demostra-
ctons dels Teoremes 2.1.83 1 2.1.4.

e Prenem f = 2(1,1,22) que és una forma parella. Escrivim

o=t 02 1))
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2
1 44
transcendental Ty = {t1,t2} de manera que

(2 1\ _ [ # tltg)
Qf—(l 44>_<t1t2 t3

Costruim ara una superficie abeliana singular Ay de manera que Ta, ~ Ty. Per la demos-
tracio del Teorema 2.1.8 si

i associem la matriu QQp = < ) a la forma f. Per (2.2) associem @ a una rarxa

-1+ /=87 1+ =87

Ty =

= 2 2

Definim C; = C/ < 1,7, >, i =1,2 4 Ay = C1 x Ca. Per Ay construida d’aquesta manera
Ta, ~ Ty i, per tant, podem associar Ay a la forma f.

e Considerem ara A' = C/ < 1,7] > xC/ < 1,7} >= C%/A per

,_2+4V=68 , 2468

1 6 To 9

amb (—=2)%2 —4-3.c= —68 = ¢ = 6. Definim

1 0 _2++V/—68 0
01:<0)7U2:<1),U3: 06 , V4 = —2+5/—768 .

on {vi} és una base de A. Considerant {u'} la base dual de {v} i u’ = u' Au’ definim
Uaplicacio de 2-periodes de A’ segons (2.3):

24 +/—68 —24+4/—68
Py o= u'? + 6ub + + y u 1 +2 !

i per (2.4) trobem la base {t|,th} de Tas:

t = u2 + qult
to = butt +u'? 4 cu

Per (2.2) associem una matriv Q4 a la zarza transcendental Ty :

(Bt (6 -2
Qu = <t1t2 3 ) \-2 12
P . 6 -2\ [z . ,
Per altim definim far(x,y) = (33 y) 9 19 y la forma parella associada a A’, far =
2(3,-2,6).

Observacié 2.4. Donada una superficie abeliana complexa singular A = C?/A = C; x Cy on
C; =C/ < 1,7 > peri = 1,2 i1; segons l'observacid 2.2, cada corba té una 1-forma holomorfa
dz' = dx' + 1dyt, 0 < 2t 9y’ < 1. Observem que la combinacié de productes exteriors de dx® i dy',

1 =1,2, forma una base dual per A.
Considerem ara la (2,0) forma Q = dz' A dz?:

Q =dz' Ad2? = (da' 4+ mdyt) A (do? + rdy?) = (da' + mdyt) A (do? + mdy?) =
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CAPITOL 2. UNA PINZELLADA SOBRE SUPERFICIES ABELIANES

= dztdz® + ngxldy2 + Tldyldac2 + 7'172dyldy2

Notem que 7o = b+ ar i 170 = —c, substituint:

Q = datda? + bdz'dy? + andz'dy? + ndytde? — cdy'dy® =
(dztdz® + bdz'dy® — cdy'dy?®) + 7 (adztdy® + dy'dz?) =ty + Tty

Les 2-formes t1,ta sén una base de la zarza transcendental de A [12, p.32], Tx. Considerem la
4-forma dxz* A dy' A dz? A dy? que Uidentifiquem a 1 en H*(A,7Z) = Z , podem comprovar:

t? = (adztdy? + dy'dz?)? = adz'dy’dy'dz® + adydr?drdy? =
= —adz'dytdy?dz® — ady'dz'de?dy? = 2adx'dytda?dy? = 2a

tity = (adxldy? + dy'dz?)(dz'dz? + bdztdy? — cdy'dy?) =
= bdy'dz?dztdy? = —bdy'dx'dx?dy® = bdx'dy'dz?dy® = b

t3 = (doldx® + bdz'dy? — cdy'dy?)? = —cdr'dx®dyldy? — cdy'dy*dx'dz? =
= cdx'dy'dz?dy? + cdy'dxtdy?dx? = 2cdxtdy! dx’dy? = 2c

Per tant, podem fer la segiient associacié uy = dz',ug = dz? ug = dy',uq = dy* on {u;} és la
base dual per A seguint la demostracic del Teorema 2.1.3 i trobem la mateiza base de Tx. Hem wvist
un metode equivalent per calcular la base de la rarza transcendental Ty.

3Per simplificar escrivim ds® A dr? com ds'dr per s,r =z,yi14,j = 1,2.
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Apendix A : Programa amb Magma per calcu-
lar formes reduides

P<x,y> := PolynomialRing(IntegerRing(), 2);
for i in [1..100] do
if IsDiscriminant(-i) then
printf "D=Yo\n",-i;
printf "ClassNumber=%o\n", ClassNumber (-i);
printf "ReducedForms=%o0\n",ReducedForms(-1i) ;
a:=ReducedForms(-i);
for j in [1..ClassNumber(-i)] do
f:= alj,1]*x"2+alj,2]*x*xy+alj,3]*y~2;
f;
end for;

end if;
end for;
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Apendix B : Programa amb SageMath per cal-

cular la composicié de Dirichlet

def ExtendedEuclideanAlgorithm(a, b):

def

nnn

Calculates gcd(a,b) and a linear combination such that
gcd(a,b) = axx + bx*y

As a side effect:
If gcd(a,b) = 1 = a*x + bx*y

Then x is multiplicative inverse of a modulo b.
nnn

a0, b0 = a, b

x = lasty = 0
1

y = lastx =
while b != 0:
g=al/b

a, b=b, a¥%b
x, lastx = lastx - q * x, X
y, lasty = lasty - q * y, ¥y

return {"x": lastx, "y": lasty, "gcd": a0 * lastx + b0 * lasty}

solveLinearCongruenceEquations(rests, modulos):
nnn

Solve a system of linear congruences.
assert len(rests) == len(modulos)

x=0

M = reduce(lambda x, y: x * y, modulos)

for mi, resti in zip(modulos, rests):
Mi =M/ mi
s = ExtendedEuclideanAlgorithm(Mi, mi) ["x"]
e = s *x Mi
x += resti * e
return ((x % M) + M) % M

37



APENDIX B. PROGRAMA AMB SAGEMATH PER CALCULAR LA COMPOSICIO DE
DIRICHLET

def

dir_comp(al,bl,cl,a2,b2,c2):

nnn

Calculates Dirichlet composition for united forms fi=(al,bl,cl), f2=(a2,b2,c2)
D1 = bl"2-4*alx*cl
D2 = b272-4*a2%c2
"""Check if the forms are positive defined and have the same discriminant"""
if D1!=D2 or D1 > O or D2 > O:
return "The forms have different discriminant or are not positive defined"
else:
"""Check if the forms are united"""
while gcd(gcd(al,a2),(b1+b2)/2) != 1
if BinaryQF([al, bl, c1]).is_reduced():
if BinaryQF([a2, b2, c2]).is_reduced():
"""Apply the matrix transformation (0,-1)(1,0)"""
a=a2
b2=-b2
a2=c2
c2=a

else:
"""Convert £f2 to reduced form"""
Q2=BinaryQF([a2, b2, c2]).reduced_form()
Q2_red=Q2.polynomial () .coefficients()
a2=Q2_red[0]
b2=Q2_red[1]
c2=Q2_red[2]
else:
"""Convert f1 to reduced form"""
Q1=BinaryQF([al, bl, c1]).reduced_form()
Ql_red=Q1.polynomial().coefficients()
al=Q1_red[0]
b1=Q1_red[1]
c1=Q1_red[2]

A=alx*xa2
b=solveLinearCongruenceEquations([bl,b2], [2*al,2*a2])
B=sqrt(solveLinearCongruenceEquations([D1], [4*al*a2]))

C=(B~2-D1)/ (4*alx*a2)

red_form = BinaryQF([A, B, C]).reduced_form()

return str([al,bl,cl])+"*x"+str([a2,b2,c2])+"="+str([A,B,C])
+ "=" + str(red_form.polynomial().coefficients())

Les funcions ExtendedEuclideanAlgorithm() i solveLinearCongruenceEquations() sén ex-

tretes de [19]
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Apendix C: Taula de formes reduides

D | (D) Formes reduides
-3 1 22+ oy +19°
-4 1 22+ o7
-7 1 22+ zy + 2%
-8 1 72+ 2y2
-11 1 22 + zy + 3y?
12 1 22 + 3y°
-15 2 22 + oy + 4y?, 222 + oy + 22
-16 1 22 4 4%
-19 1 22+ ay + 5y°
-20 2 2%+ 592, 22% + 22y + 3y°
-23 3 22 + zy + 692, 227 + a2y + 337, 227 — xy + 3y
-24 2 22 + 612, 207 + 3y?
-27 1 22+ xy + Ty?
-28 1 22+ Ty?
-31 3 22 + oy + 8y?, 2% 4+ ay + 4y?, 207 — xy + 4y?
-32 2 22 + 8y?, 322 4 2xy + 3y?
-35 2 22 + wy + 9y?, 322 + ay + 3y?
-36 2 22 4+ 992, 227 + 22y + 5¢°
-39 4 22+ a2y + 10y%, 227 + 2y + 5y7, 207 — xy + 5y7, 3% + 3ay + 4y°
-40 2 22 + 1042, 222 + 532
43 ] 1 2® + ay + 11y°
-44 3 22 +11y2, 322 — 2y + 492, 322 + 22y + 4y)°
-47 5 22+ xy 4+ 1292, 207 + xy + 642, 227 — xy + 692, 322 +ay +4y?, 3k a® —xxy + 4 x ¢
-48 2 22 +12y2, 322 + 492
-51 2 22 + xy + 13y?, 322 + 3wy + 5y?
-52 2 2?2 +13y?, 222 + 2y + Ty?
-55 4 22 + oy + 14y?, 207 + xy + Ty?, 22 — vy + Ty?, 42 + 3wy + 4y?
-56 4 o2 4+ 14y?, 222 + Ty?, 322 + 2y + 5y?, 322 — 2wy + 5y’
-59 3 22 + xy + 157, 322 + zy + 597, 327 — xy + 5y°
-60 2 22 + 1542, 322 + 532
-63 4 22 4 zy + 16y2, 227 — zy + 8y2, 222 + xy + 82, 4% + xy + 432
-64 2 22 + 16y2, 42® + 4y + 5y?
-67 1 22+ zy + 17y?
-68 4 22 + 17y%, 222 + 2xy + 9y, 322 + 2xy + 6%, 322 — 2xy + 62
71 7 22+ ay + 18y%, 222 + zy + 92, 202 — 2y + 992, 322 + xy + 62, 32 — xy + 6y, 422 + 3wy + 5y, 422 — 3wy + 5y
72 2 22 +18y72, 227 + 97
75 2 22 + xy + 1992, 322 + 3zy + Ty?
76 3 22 +19y%, 42% — 2wy + 5¢2, 4a? + 2xy + by?
79 5 22 + xy + 207, 207 + zy + 10y%, 222 — ay + 1042, 42® + xy + 5y, 422 — xy + 59°
-80 4 22 4 2002, 422 + 52, 322 + 2zy + Ty2, 3z — 2xy + T2
-83 3 22 + zy + 2192, 322 + xy + 792, 32% — zy + T2
-84 4 22 + 2192, 322 + Ty?, 227 + 2xy + 1192, 5x? + day + 5y?
-87 6 22 + oy + 2292, 207 + xy + 11y?, 222 — ay + 1142, 322 + 3wy + 8y2, 422 + 3zy + 632, 427 — 3xy + 6y
-88 2 22 + 22927, 222 + 1142
-91 2 22 + wy + 23y2, 522 + 3wy + 5y?
-92 3 22 +23y?, 327 — 2y + 8y?, 322 + 2ay + 8y?
-95 8 22 + zy + 2437, 207 + xy + 1242, 202 — xy + 1292, 322 + zy + 8y, 3% — xy + 82, 422 + xy + 642, 42 — xy + 6y, 52 + Sxy + 6y°
-96 4 2%+ 24y?, 4x? + dxy + Ty?, 327 + 8y2, 5a? + 2xy + by’
-99 2 22 + zy + 2592, 52 + xy + Hy?
-100 | 2 22 + 25y, 207 + 2xy + 1347

Taula C.1: Formes reduides per D € [—100,0)
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