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Resum

Sigui K/Q una extensio finita, abeliana i Galois, definim el caracter de Dirichlet com el
morfisme de grups x : Gal(Q((r)/Q) — C*, per a alguna arrel f-éssima de I'unitat. En el
treball demostrem que (x(s) = [, L(s, x), on x recorre Hom(Gal(K/Q),C*), i fem un
esbos del residu de (i en el pol simple a s = 1. En particular obtenim L(1, x) # 0, una
expressio per a L(1,x) i la relacié de L(1 — n, x) amb els nombres de Bernoulli. Com a
aplicacio de la formula del residu quan K/Q és una extensié de grau 2 veiem com podem
calcular el nombre de classes de K fent servir les formules per L(1,x), el regulador de K i
via sumes de Gauss.
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1 Caracters de Dirichlet 1 funcié L de Dirichlet

Aquest apartat esta basat en les primeres pagines del capitol 3 i tot el capitol 4 del
llibre [15].

Definicié 1 (Caracter de Dirichlet). Sigui m un nombre natural. Definim un caracter de
Dirichlet mod m com un homomorfisme de grups:

X : (Z/mZ)* — C*.

En diem un caracter de Dirichlet primitiu si no el podem escriure com a una composicié

X (Z/mZ) —s (Z/nZ)* X5 0~

d’un caracter de Dirichlet x' mod n per a algun divisor n|m on (Z/mZ)* — (Z/nZ.)*
és el morfisme natural. Si un caracter x no és primitiu podem pensar y mod m o mod n ja
que defineixen essencialment el mateix morfisme. Es convenient doncs triar m minimal. De
la minima m en direm el conductor de x i denotem aquest conductor minimal de x per f o f,.

Com que (Z/mZ)* = Gal(Q((n)/Q) podem pensar x com un morfisme del grup
Gal(Q(¢m)/Q) a €*. Sigui ker(y) nucli de x, sabem que ker(x) és un subgrup de
(Z/mZ)* i en particular de Gal(Q((m)/Q). Aleshores pel teorema fonamental de la teoria
de Galois tenim una bijecci6 entre els subgrups de Gal(Q((,,)/Q) i els cossos intermitjos de
Q(¢m)/Q. Sigui K el cos fix que correspon al nucli de yx, llavors podem definir el caracter
de Dirichlet x com

(Z/fZ)* = Gal(Q((r)/Q) —5 Gal(K/Q) — €%,

del cos K en diem cos associat a x i ’aplicacio ¢ és la restriccié d'un automorfisme a Q((y)
a K. Si X és un grup abelia finit format per caracters de Dirichlet, triem n = memyex (fy)
i X és un grup de caracters de Gal(Q((,)/Q) a C*. Sigui H la interseccié dels nuclis de
tots els caracters de X i1 K el cos fix corresponent a H. Aleshores K és el cos associat a X i
X = Hom(Gal(K/Q),C*). En particular tenim X = Gal(K/Q). Vegem-ho: Pel teorema
fonamental dels grups abelians finits, el grup X és suma directa de grups ciclics Z/mZ.
Aleshores Hom(Gal(K/Q),C*) és producte de grups de la forma Hom(Z/mZ,C*) i per
tant només hem de demostrar que Z/mZ = Hom(Z/mZ.,C*). Sigui ¢ € Hom(Z/mZ.,C*)
aleshores p(a mod n) = ¢(a -1 mod n) = p(1)%, per ser ¢ un homomorfisme i Z/mZ un
grup additiu. Aleshores cada homomorfisme ¢ € Hom(Z/mZ,C*) esta determinat pel
valor de ¢(1 mod m). Aixi com que els morfismes de grups envien el neutre del primer
grup al neutre del segon, tenim

1 = p(m mod m) = p(m -1 mod m) = ¢(1 mod m)™

i per tant ¢ és una arrel m-éssima de la unitat. Aixi doncs podem escriure un isomorfisme
explicit entre Hom(Z/mZ,C*) i Z/mZ que envia (!, aiperaic€ {0,1,...,m —1}. Es
important observar que el grau de K/Q és igual al nombre de caracters de X.

Exemple 1. Sigui x : (Z/8Z)* — C* definit com x(1) = 1,x(3) = =1,x(5) =1, x(7) =
—1. El nucli d’aquest caracter és 1 mod 8 i 5 mod 8. L’irreductible de Q((g)/Q és el vuite
polinomi ciclotomic x* + 1 que té arrels Cg,(é",(g’,(g. Com que és una extensio simple
els automorfismes envien (s a cada una de les arrels del polinomi irreductible. Posem
Gal(Q(¢s)/Q) = {00, 01,02, 03} on 00((s) = (s, 01(CG) = (3, 02(Cs) = (3, 03(Cs) = ¢ Els
subgrups de (Z./mZ.)* son



(Z/(8)) = Gal(Q(G)/Q)

2 2
2
<3> <H> <7>
9 2
2
< 1> {id}

on <5 >={1,5} és el grup generat per 5 mod 8 i forma ker(x). Busquem el cos fix
corresponent a aquest subgrup. Hem de buscar un subconjunt de Q((g) que quedi fix per og.
Tenim

02(G5) = (G5)° = G5 = =1, 02(¢f) = (¢8)° = ¢ = —i,

i per tant el cos intermig K és Q(1). Esquematicament hem construit x utilitzant la teoria

de Galois

1 mod 8 ++ a0(Cs) = (g + ool (i) = (&) = +i+ +1
3 mod 8 «» 01(Cs) = (8 — a1lqu (i) = ((§)* = —i +» —1
5 mod 8 <> g2((s) = C85 — JQ\Q(Z-)(Z') = (C82)5 =47 +1
7 mod 8 4+ 3(Cs) = (& — a3lgu (i) = (&) = —i ¢ —1

on, en aquest cas, la primera aplicacié és Uisomorfisme de (Z/mZ)* a Gal(Q((s)/Q),
la segona és la restriccid dels automorfismes del grup de Galois a Q(3) i l™iltima és laplicacié
signe.
Notem que Q(i) = Q(C4). Aleshores la restriccio de Gal(Q(Cs)/Q) a Gal(Q((4)/Q) és de
fet una aplicacio de (Z/8Z)* a (ZJAZ)*. Si definim un caracter X' que envia I’1 mod 4 al
1 i el 8mod 4 al -1, aleshores x : (Z/8Z)* — (Z/AZ)* — C*, i esta clar que el conductor
de x és f =4.

Observem que si considerem K = Q(i) com a cos associat a un grup de caracters de
Dirichlet X, com que Q(i) és un cos quadratic, és a dir, [Q(i) : Q] = 2, aleshores X només
té dos caracters. Com que X és un grup, sempre hi ha d’haver el caracter trivial (el que
sempre té imatge 1) que fa d’element neutre i l'altre caracter és el que hem calculat. Per a
caracters de Dirichlet amb [K : Q] > 2 el procediment per trobar-los explicitament pot ser
molt més laborids.

Presentem ara la funcié L de Dirichlet, i alguna de les seves propietats.
Ens interessa estendre x a x(a) amb a € IN arbitrari tal que

x(a) = {X(a mod m) per (a,m) =1,
0 per (a,m) # 1.

Diem que un caracter de Dirichlet és parell si compleix x(—1) = 1 isenar si x(—1) = —1.
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Definicié 2 (Série L de Dirichlet). Sigui x un caracter de Dirichlet amb conductor f.
Definim la série L associada a x com

L(s,x) = Z Xéf), per a Re(s) > 1.
n=1

Observacié 1. Es pot veure

[I1@ = x@p )", pera Re(s) > 1,

on p recorre tots els nombres primers.

Notem que per raons de convergéncia de sumes i productes de funcions de variable
complexa, només hem definit L(s, x) per a s amb part real estrictament més gran que 1.
El primer objectiu sera extendre analiticament la série L a tot el pla complex.

Definicié 3 (Funci6é L de Dirichlet completada). Sigui L(s, x) la funcié L de Dirichlet
associada a un caracter x, definim

ﬁ(s,x) = f5/27r_s+€2<X)I‘ <S+2€(X)> L(s,x), per a Re(s) > 1,

amb

0 si x parell
e(x) = :
1 s2 x senar,

1 on la funcio T' es defineix com
> dt
I(s) = / e_tt87, per a Re(s) > 0.
0

Fet: la funci6 T'(s) té continuaci6 analitica a una funcié meromorfa a tot el pla complex.
Aquesta funci6 és holomorfa excepte per a s = —n=0,—1,-2,-3,..., ambn € Z(T on hi
té pols d’ordre 1 i residu (—1)"/n!. Veure [I, Capitol 2.4.].

Definim també una altra funcié important

Definicié 4 (Suma de Gauss). Sigui x un caracter de Dirichlet amb conductor f i (¢ una
arrel f-éssima de la unitat, definim la suma de Gauss com

f
G(x,¢p) = Y x(a)S}.

a=1

Definim el caracter de Dirichlet trivial modul m com el caracter que val xo(a) =1 si
(a,m) =11 xo(a) =0si (a,m) # 1.

Teorema 1 (Equaci6 funcional). Sigui x un caracter de Dirichlet diferent del caracter
trivial, aleshores la funcid L(s,x) té una continuacié analitica a tot el pla complex i satisfa
lequacid funcional

f’(sv X) = W(X)f’(l -5, 92)

on W(x) = .Cj((ff)’gf) i€(x) =0 six ésparell i e(x) =1 si x és senar.




Demostracié. Comencem suposant que x és parell, x(—1) = 1. Definim

(RS —mzm - —mzm
pr(gj) = 3 Z x(m)e 2 — Z x(m)e 2/f7
m=—o00 m=1

2

on l'altima igualtat és perqué x(m) i m* séon funcions parelles. Enunciem dos proposicions

que més tard demostrem, veure pagina

Proposicié 1. Siguin x un caracter de Dirichlet de conductor f, C; una arrel f-essima de
la unitat i G(x, () la suma de Gauss. Sin és un enter, tenim

X(n)G(x,Cr) = G(x, CF). (1.1)

Proposicié 2. Siguin x un caracter de Dirichlet de conductor f, (¢ una arrel f-éssima de
la unitat i G(x,Cr) la suma de Gauss. Aleshores

GO ¢l =V T (1.2)

A partir de la proposici6 [I]1 utilitzant la formula de sumaci6 de Poisson s’obté I'equacio

G(%, oy () = <f> b <i> , (13)

X

veieu [7, fi p.118].
Primer, a la funci6 Gamma li fem un canvi de variable t = ram?/f

00 2\ 5/2 poo
I'(s/2) = e~ts/2 g = (T8 e mem?/f 5/2-1 g
0 f 0

Desenvolupant a la funcié L completada s’obté

£(s,x) = (f)8/2L<s,x>r<s/2>

™

5/2 0 2\ 5/2  roo
f) X(W:) (Wm ) / efﬂme/fxs/Zfldx
me1 f 0

_ (
(2 )”2( Y[ et
-

m

8/2 1d.7]

Obtenim:

1 o0
IA/(S’X):/O ¢X(x)x8/2_1d$+/1 7/1X(:C)333/2—1dx

= /oo Py <1> 2792 gy + /OO wx(x)xs/Q’lda:
1

f1/2

— ( 1— 8/2dx+/ 8/271dx
X7Cf / wx 1/}
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on a la segona igualtat hem fet el canvi de variable = per 1/, a la tercera hem fet servir
I'equaci6 (1.3)) canviant x per 1/z.

Ara canviem s per 1 — s 1 x per X

- e f2-1 “1-5)/2
L(1—s%) = / b (2)7° / o 2y,
( XaCf XE

fem el canvi de variable x per 1/x al sumant dret

- _ f1/2 3/2 1y <1> (s=3)/2
i (= d
(1-5%) ch/ by la /@D D) a2

i fem servir equaci6 [1.3] a I'integral de la dreta

. I el ! G <) s/
L(1-s,%) G / Py (2)z** L+ i /szx =g, (1.4)

A Tequacid podem canviar x per Y i posar n = —1. Aleshores

/ /
X(EDGER¢) =G ¢ =D xG =D x¢F = G(x, ¢p)
a=1 a=1

i com que x(—1) =1, s’obté

G%.¢) _ X(-DE0GS) _ 160 _ VF s
i i VIG(x. () G Cy) '
on a "dltima igualtat fem servir la proposicio Ara substituim ’equaci6 a l'equacio
i obtenim el que voliem

Eov0 = 11 s 0,

Cas senar x(—1) = —1. Definim

00
_%me(m fﬂ':):m/f_zmx ﬂ'a:m/f
—0

Igual que en el cas del caracter de Dirichlet parell tenim una equacié amb aquesta funcié

G = Y (2): (16)

ac? T

Com abans, desenvolupem la funcié L i dins la funci6 Gamma fem el canvi de variable
t per —mxm?/f. Ara observem €(x) = 1.

L(s,x)=fin 5T <S ha 1) L(s, x)

2
1 s e ﬂrzm?‘
:f 2 xr 2 me 7 dx
0
:fé/ oy (@) dx
0
1 o0 s—1 \/_1 o0 s
:f2/ oy(x)z 2 ey — / pz(x)r” 2dx
, o) Gocn Ji o
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i similarment que el cas parell:

- T s —1 o s—1
L(1-s,X%) :f_2/1 gox(z:)m_2d1:+Gg<’7Cf)/l oy(x)r 2 d

V-1 ! s—1 V-1 o -1
= G(X’Cf)/o px(z)z 2 dx+G)/1 ox(z)z 2 do

(X’Cf
Ve \
= Gl e

Vegem-ne ara la continuacié analitica.

Definicié 5 (Transformada de mellin). Sigui f : R~o — C una funcid continua, definim la
transformada de Mellin de la funcid f com

- [ st

Es pot trobar una demostracié més general del segiient teorema a [9, Teorema 1.4.]

Teorema 2. Siguin f, g : Rsg — C funcions continues tals que

fl@)=0("),  g(z)=0(e")

per x — 00 i constants positives ¢, . Si f, g satisfan equacid

/ (i) — Catg(a),

per algun nombre compler C # 0 i k > 0 real, aleshores M(f,s) i M(g,s) admeten
continuacid analitica a C.

Hem vist que la funcié L es pot escriure com

. ®y(x)r2 e si arell
Wfo oy(x)x 2 de  si x senar,

i per tant ﬁ(x, s) és una transformada de Mellin de les funcions ¢, i ¢y. Apliquem el
teorema [2f pels casos y parell i senar, per separat. Si x és parell definim f(x) =1

g(z) = y(z). Aleshores f(z) = O(e™™/F) i g(x) = O(e™™/f). Per les equacions (1.3)) i

tenim
f<1> W (o) vEg(a).

Si x és senar definim f(z = py(z) on f(x) = O(e™™/1) i g(2) =
O(e=™/f). Per les equacions (1.6 ) i 1 i obtenlm

7(3) = -weoseto),
x
Per tant pel teorema |2|la funcié ﬁ(x, s) té continuaci6 analitica a tot el pla complex. Ja
hem observat que la funcié I' té continuaci6é analitica, aleshores concluim que la funcié
L(x, s) també. O
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Observacio 2. Si xg €s el caracter trivial aleshores L(s, xo) = ((8) €és la funcid zeta de
Riemann. Es sap que la funcio ¢ es pot estendre analiticament a tot el pla complex excepte
al punt s =1 on té un pol simple. Aleshores obtenim que la funcio L de Dirichlet té un pol
simple quan s =1 i x és el caracter trivial. veieu per exemple [10, T. 2.5.].

Vegem ara com obtenim el valor de L(1 — n, x) en termes de nombre de Bernoulli que
sabem calcular.

Definicié 6 (Nombres de Bernoulli). Definim els nombres de Bernoulli ordinaris com els
nombres B, € C que satisfan

o0

ot
et—l_z "l

n=0

del desenvolupament en série en t.

Definicié 7 (Nombres de Bernoulli generalitzats). Sigui x un caracter de Dirichlet de
conductor f, definim els nombres de Bernoulli generalitzats associats a x com els nombres
B, € C que satisfan

f

x(a)te > "
o1 = 2 By
a=0 n=0
Definicié 8 (Polinomis de Bernoulli). Definim els polinomis de Bernoulli B,,(X) € C[X]

com
teXt — "
el —1 Bn(X)

n=0

Tenim tres resultats que ens serveixen per a calcular els nombres de Bernoulli generalit-
zats, veieu-ne una demostracio a [15, p. 32|.

Proposicié 3. B,(1 — X) = (—1)"B,(X)
Proposicié 4. B,(X) =31, (1) B;X""

Proposicio 5. Sigui F' un maltiple de f. Aleshores

F
_ a
By =F" 1Y 1:X(a)Bn (F) .
a=

Definicié 9 (Funci6 zeta de Hurwitz). Sigui s un nombre complex i x un nombre real,
definim la funcid zeta de Hurwitz com

oo

1
(s, x) = Zm

n=0
Aquesta série és convergent per Re(s) > 1 iz > 0, veieu [2, Teorema 12.1.].

Proposicio 6. Tenim
f

L(s,x) = > _ x(a)f*¢(

a=1

s, %), (1.7)

on f és el conductor associat a .
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Demostracio. Fem

[e.9]

1
S - — s N
f C 5, f Z f Z a_|_ fn it f) ms’
Aleshores la part dreta de ((1.7) queda
! L5 xm) _
Sx0 ¥ LSy peass
a=1 mfa(f) m=1
O
Teorema 3 (Funcié L de Dirichlet a valors negatius). Tenim L(1 —n,x) = —Bp,/n i
C(1—=n,b) =—=By(b)/n, peran>1i0<b<1.
Demostracio. Sigui
te(l—b)t © n
F(t) = —— =Y B n(1=b)
n=0
la deﬁnici(’) dels polinomis de Bernoulli amb x =1 —b.
Sigui H(s) = [ F(2)z°~ 2dz la integral sobre el segiient cami orientat positivament

que consisteix en un cercle C¢ de radi ¢ > 0 i dues copies de la recta real positiva.
Calculem la integral en tres parts. Per la recta de dalt posem 2572 = e(5=2)109(2) j triem la
determinaci6 amb arg(z) = 2mi. Aixi la integral sobre la recta de dalt queda

/ F(t)e(s—2)(ln(t)+27ri)dt _ _e2s7ri/ F(t)ts_2dt,

o0

Amb les tres integrals tenim

H(s) = (e*™ —1 /F ) 2dt+/F )25 2dz.

Si suposem Re(s) > 1 aleshores

/Ce F(z)2°2

i per tant, per a e — 0

2m i —>0
g/ | (eci) (ecit)* | dt 3
0

H(s) = (2™ — 1) /0 T P2

ara fent
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o bt o(1-D)t

—(b+n)t — —bt —t _ —F
nz%e Z T l—e et —1 )/t

1 per tant

H(S) _ (6271'1'5 . 1)/ 451 Z ef(bJrn)tdt
0
271'13 - Z/ 5~ 1 —(b+n tdt

— (627ris _ 1) Z F(S)

n=0 (n T b>s
= (e*™ — 1)I'(s)¢(s,0)

on a la peniltima igualtat hem fet el canvi de variable u = (b + n)t. Per tant hem
obtingut ((s,b) = H(s)/(e*™* — 1)I'(s). Com que H(s) és analitica i I'(s) té continuacio
analitica a C, obtenim que ((s,b) té continuaci6 analitica tret de s = 1 on I" no té pol.

Assumim ara que s = 1 —n amb n > 1 enter. Aleshores €*™ =1 i
2
B,(1-b B,(1-b
H(1—n) = / F(z)2 "z = / i B0 gy gy Bull Z0)
C. 0 n! n!

Es pot demostrar que

: TS _ (27”)(_1)”71
im (57 = DP(s) = =0 Py

Amb Dequacié anterior, ((s,b) = H(s)/(e?™* — 1)I'(s) i By(l —2) = (—=1)"B,()
obtenim
w1 Bal=b) _ B,
n n

((1=mn,b) =(=1)

Per acabar, amb la proposicio [] obtenim les igualtats segiients:

f f
L =) = Y@ 6 =) = =2 Y (@ B, (f) = DBex
a=1

a=1
on hem fet servir la proposicio [f| a I'altima igualtat. O

Observaci6é 3. Per la proposicz'o’@ la continuacio analitica de ((s,b) ens dona també la
continuacio analitica de L(s, x).

Anem a avaluar L(s,x) a s = 1. Per a x senar, per l’equaci6 funcional

L(1,x) = W(x)L(0, %),

£(1,x) = (i)mr (3) 200

escrivim
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1 obtenim

Pel teorema

de Za 1 X(a) = 0 de ser x no trivial. Per tant I'expressio de L(1, x) per a caracters de
Dirichlet senars queda

/
L(1,x) = m’G(X’ &) ch Z)Z(a)a. (1.8)

Busquem ara una expressio per a L(1, x) amb x parell.
Z£:1 X(a)e%rian/f

Evaluem L(1, x). Per la proposicio [1| tenim x(n) = R0 , per tant
n=1 n=1 nG(X C a=1
f o
1 (¢F)"
= Gr.c) 2 X@ )
G(X7 Cf) (1:1 TL=1 n
ara podem fer servir 'expansié de Taylor log(1 —z) = —> > % i queda
f
L(1,x) = a)log(1 — ¢f). (1.9)
G(X; C f az:l !
Si fem servir la proposici6 [l amb n = —1 i canviant x per Y obtenim

X(=DG(x.¢) = G (1) = G(x: ¢5) = G ¢p)
i per la proposici()tenim G(x, ¢r)G(x: ¢r) = |G(x, ¢p)I? = (VF)? = [ i per tant
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Substituint a I’'equacio i, com que Y es parell, obtenim

f
L(1,x) = — Wz (a)log(1 — ¢2).
a=1

Ara fem

log(1 = () +log(1 — (5 %) = log((1 — ¢F)(1 = (%))
= log((1 —¢7)(1 —¢3))
= log|1 — C§|?
= 2log|1 — C¥|.

A la segiient suma podem canviar a per —a sense alterar-la

M&h

a)log(1—¢§) = Y x(a)log(l1—¢f)
a:l a€(Z/fZ)*
= Y. x(-a)log(1—¢;%)
a€(Z/fZ)*

ja que x(—a) = x(—1)x(a) = x(a). Aleshores

/ ! !
> x(@)loglt = ¢Fl = 5O x(@)log(1 = ¢F) + > x(a)log(1 — ;%))
a=1 a=1 a=1
= x(a)log(1 = ()
a=1

Finalment hem obtingut
f
X,C
L(1,x) = —=F Z (a)log|1 = C§l- (1.10)

Demostracié proposicions 1 i 2

Demostracié proposicié 1. Si (n, f) = 1 aleshores x~!(n) = x(n) i fent el canvi de variables
b = an(mod f) podem reescriure la part dreta de I'equacio .

f f f
GO ¢ =3 x(@)¢ = x(m) > xan)ci = x(n) 3 x(B)C,
a=1

a=1 b=1

on a I"tltima igualtat es fa servir que tant x com (y depenen només de les classes modul

f.
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Sin i f no son coprimers, escrivim 1 < d = (n, f).
A Tesquerra de 'equacio (1.1)) x(n) = 0. Vegem que la dreta també val zero. Suposem que
X(y) = 1 per tot y = 1(mod f/d) i amb (y, f) = 1. Aleshores tindriem la composicio

X (Z/ ) — (Z)(f]d)2)* S

on x' és x mod f/d i estaria ben definit. Llavors el conductor de x seria menor o igual que
f/d ino podria ser f. Per tant existeix y = 1(mod f/d) amb (y, f) = 1 tal que x(y) # 1.
Com que y = 1(mod f/d) també dy = d(mod f) i per tant ny = n(mod f). Multiplicant
G(x,C}) per x(y) obtenim

f ;
Y)Y x(@)e?™ =" x(ay)e* el

a=1 a=1

i fent el canvi de variable b = ay(mod f) obtenim

x(y)G(x, ¢F) = G(x,CF)

ide x(y) # 1 tenim G(X,g‘;}) = 0. O
Demostracio proposicio 2. Agafem els quadrats dels valors absoluts de 'equaci6 ([1.1])
_ b
X()PIGOx G = G P = GO CHG(R. ™) ZX Lo
i sumem pern=1,..., f:
! b)n (a—b)n
2 XG0 6P ZZX Ax(B)G" =3 xa ZC“
n=1 n=1 a,b a,b
q : I b de a1 (@b, Gy
on desapareixen els termes a # b de G o+ G + W =01idon
f f
n—=1 1
perque [x(n)]* = x(n)x(n) = [x(n)|*. O

Definicié 10 (Funci6 zeta de Dedekind). Sigui K un cos amb K/Q finita. Definim la
funcid zeta associada a K amb s € C via

= ZN(a)_S per a Re(s) >> 0

on a recorre els ideals no nuls de l'anell d’enters O de K on O = {a € K|Irr(a, K)[z] €
Zx]} i N(a) és el nombre d’elements de l’anell finit O /a.

Proposicié 7. Per a Re(s) > 1 tenim

1 1\
) =2y~ 1 (1 ~07)

on a recorre els ideals de Ok i p recorre els ideals primers de Ox. A més, (x(s) té
prolongacid analitica a tot el pla complex, amb un unic pol en s = 1. Veieu [9, capitol 5].
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Proposicio 8. L’anell Ok és un domini de Dedekind, és a dir, tot ideal de Ok s’escriu de
manera unica (llevat de l’ordre) com a producte d’ideals primers de Ok . Per aprofundir
dominis de Dedekind mireu [8, cap.1]

Teorema 4. Sigui X un grup format per caracters de Dirichlet i K el cos associat. Aleshores

= 11 2. %)

xeX
Demostracio. Recordem les definicions de (i 1 L(s, x). Tenim
C(s)=JA - N@) =)
p

on p recorre els ideals primers de O . L’expansié multiplicativa d’Euler de la funcié L de
Dirichlet pel caracter x és

L(s,x) = [[( = x(p)p~)~"

on p recorre els nombres primers de Z. Aquests productes d’Euler convergeixen per a
Re(s) > 1

Sigui p € Z primer. Com K/Q és una extensi6 finita i Og Dedekind tenim que pOg
s’escriu com

POk =pi...pg (1.11)
amb el mateix exponent e per ser K/Q Galois. Notem que si fixem un primer p podem

escriure
H L(s, x) H H (1-— ,

xEX p primer x€X
per tant I’equacié que volem demostrar és equivalent a provar

[Ta=N@E) ) = T[T =x@pr™),

plp x€X
per cada nombre primer p de Z, on p son els ideals de Ok que apareixen en (|1.11)).

Sigui N(p;) = |Ok /pi| 1 sigui ins el grau residual, és a dir, (O /p; : Z/p] = iny i de
ser K{/Q Galois iny és igual en tot p; de . Aleshores com que Ok /p; és un cos finit,
el podem escriure com O /p; = IF inj i per tant N(pi) = |Ox /pi| = p'™/, per a qualsevol
ie{l,...,g}. Aleshores

[[a-NE) ™) =]]Ja-p ™) =1 -p ),
plp plp
ja que hi ha g p’s que divideixen p. Per tant ens queda demostrar

1@ = x@p*) =@ —p )

X

amb un nombre primer p fixat.

Tenim
[[Ta=xwpr )= J[ @-x@pr)
X XX (p)#0

ja que si x(p) = 0 per algun p aleshores (1 — x(p)p~®) = 1 i no influeix en el producte.
Usem el segiient resultat:
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Teorema 5. Sigui X un grup de caracters de Dirichlet amb K el cos associat, © sigui p un
primer enter fixat. Definim els subgrups de X :

V={xeXx()#0},  Z={xeXx(p)=1}

Aleshores iny = [Y : Z] és el grau residual, g = [Z : 1] és el nombre de primers de Ok que
divideizen p 1 Y/Z és ciclic d’ordre iny .

La prova d’aquest teorema es pot trobar a [15, teorema 3.7].

Prenem aleshores Z i Y com en el teorema [5] Si ¢ son els caracters de Dirichlet de Z i
x els de Y, les classes d’equivaléncia de Y/Z serien doncs

IX] = {xv1, x¥2, . .. xg}

que té g elements de X. Com que Y/Z és ciclic podem triar-ne un generador < [x'] >.
Notem que [x']"*f = [xo] és el caracter trivial. Ara sigui y un caracter de X. Si pensem
com un caracter de Galois tenim que cada x envia p a una de les ins arrels ing-éssimes de
la unitat. Aleshores x/1;(p) = X' (p)vi(p) = Z“nf -1, per alguna 0 < a < iny — 1 i alguna

i=1,...,g9. D’aqui obtenim que [x'](p) = per alguna 0 < a <iny — 1. Com que [x']

’L’nf

genera Y/Z tenim

nyp—1
II a-xr) =[] 0-K®VPp )
=0

XX (p)#0

ny—
H (1=l ),

ja que cada classe lateral té g elements. Per tant només queda demostrar

ng—1
[T a-¢ip)=1-p s
j=0
Sabem que
ing—1
I1 @—c)=aim -1,
§=0

i multiplicant per p~5f als dos costats
inp—1 ‘
H (p 5z — p—SC}lj) _ p—infs(;rmf—l).
§=0
Si definim y := p~°x queda
inp—1
[T w=pGl) =p ™ (") f = 1) = y™ —p "7,
§=0
i si posem y = 1 aleshores
ing—1

[T a=p¢l) =p ™5 (0%)ing — 1) = 1 —p~7s*.
=0
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Tenim la igualtat per Re(s) > 1, per continuacié analitica es compleix per tot s € C. [

Corol-lari 1. Sigui x un caracter de Drichlet cos associat K ¢ conductor f, aleshores
L(1,x) # 0.

Demostracio. Es sap que la funcié (x té un pol simple a s = 1. Com hem vist a la
demostraci6 del teorema [4) podem escriure

f-1 -1
CK(S) = H L(87Xa) = C(S) H L(87Xa>7
a=0 a=1
ja que L(s, x0) = ((s). Com que ((s) també té un tnic pol simple a s = 1, el producte
Hi;% L(s,x®) no pot valer zero i en particular tampoc cada L(s, x*) quan s = 1. O]

Teorema 6 (Dirichlet). Siguin a,n € Z fizats amb (a,n) = 1, aleshores hi ha infinits
nombres primers p que compleizen p = a(mod n).

Demostracid. Per Re(s) > 1 tenim

log(L(s, x)) = log(J [ (1 = x(p)p~*)™")
== log(1—x(p)p~*)

_ Z i Xn(p)p—sn

p n=l1

X0y k)

o P

-3 X;f) +0(),

la tercera igualtat per 'expansié de la funci6 log(1 — x) en série de Taylor i I'atima perqué
la serie ), z% convergeix.

Ja sabem que si (a,n) =11 a # 1(mod n) aleshores 3 - x(a) = 0, per algun grup X
format per caracters de Dirichlet x. Aleshores sigui X el grup format pels caracters de
Dirichlet modul n, fem

S x(a Hiog(Lis, ) = 330 X@p> 3 K@

XEX XeEX p xXE€EX
1
p=a(n)
_ Z p(n)
p=a(n) p

on hem fet servir que | X| = |Gal(Q((n)/Q)| = [Q(¢n) : Q] = ¢(n), la funcié phi d’Euler. A
la segona igualtat els termes tals que pa~! # 1(mod n) desapareixen i només queden els
p = a(mod n).
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Si xo ¢és el caracter trivial, tenim el limit lims_1 log(L(s, x0)) = log(lims—1 ((s)) = o0 ja
que ((s) té un pol a s = 1. Notem que pel corol-lari [1| L(1, x) # 0 i per tant si s — 1, la
funcio log(L(s, x)) es manté acotada si x # xo. Finalment obtenim

i aquesta suma no pot tenir finits termes. Per tant hi ha infinits primers p = a(mod n).
0l

2 La formula del nombre de classes

Definicié 11 (Ideals fraccionaris i grup d’ideals fraccionaris). Sigui K un cos de nombres
algebraics és a dir K/Q una extensio finita. Si existeiz un element ¢ a Ok tal que ca és un
ideal no nul de O, per a un subconjunt a de K, aleshores a s’anomena ideal fraccionari

de OK

Proposicié 9. Siguin a,b ideals fraccionaris de K, definim el producte ab com [’ideal
format pels elements Y\ ab;, onn > 1 ia; € a,b; € b. Amb aquest producte, el conjunt
de tots els ideals fraccionaris de Ok €s un grup.

Definicio 12 (Classes d’ideals). Sigui K un cos de nombres algebraics. El grup de classes
d’ideals CI(K) de K és el quocient del grup d’ideals fraccionaris de O pel subgrup dels
ideals fraccionaris principals.

Teorema 7. Si K/Q és un cos de nombres, Cl(k) és un grup finit i denotem per hx a
|CI(K)| que anomenem nombre de classes de K.

Una demostraci6 del teorema es pot trobar a [9, capitol 2, teorema 6.3].

Definicié 13 (Places reals i places complexes de K). Sigui K un cos de nombres, és a dir
K/Q finita, ezisteiz o on K = Q(«) i

r1 r1+72
Irr(a, Q)fz] = [[(x — i) [] (@—oy)(@—a5) € Clal,
i=1 j=ri+1

on ri és el nombre d’arrels reals i ro el nombre d’arrels complezes i no reals (identificadaes
via la conjugacio complexa). Observem [K : Q] = 11 4 2re. Es veu que no depén de o on
K = Q(«), r1 s’anomena el nombre de places reals de K i 1o el nombre de places complezes
de K. 51 S és el conjunt de totes les places reals i compleres de K aleshores les places
v e S diem que divideizen oo i escriurem v|oo.

Definicié 14 (Norma i traga). Siguin L/K una extensié de cossos. Sigui 8 € L, definim
Uaplicacio K-lineal multiplicacié per B com L — L tal que x — Bx. Aleshores el determinant
i la traga d’aquesta aplicacio com K-espais vectorials son la norma Ny i la traga Trp g,
respectivament.

Si tenim una extensié de Galois K/Q on K és un cos de nombres, la norma i la traga es
poden calcular via

NB = T[] B TreeB)= >, o®),

c€Gal(K/Q) o€Gal(K/Q)
veieu [3], prop 2.1.6.].
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Definicié 15 (Discriminant). Sigui K un cos de nombres algebraics. Siguin = [K : Q],
triem una base a, ..., a, per Uanell d’enters Og com a Z: modul. Definim el discriminant
de K com

DK = det((TrK/Q(aiaj))i,j).

Es demostra que Dy és independent de la base triada de Og com a grup abelia
(Z-modul).

Demostrem ara un resultat important que relaciona el discriminant d’un cos K amb el
conductor d’un grup de caracters de Dirichlet associats a K.

Teorema 8 (Formula del conductor-discriminant). Sigui K un cos de nombres algebraics
associat a un grup X format per caracters de Dirichlet. Aleshores

" [T £

x€X

Demostracio. Sigui K/Q una extensio finita i separable, tenim K = Q(«), escrivim

1 r1+7r2
p(x) € Irr(e, Q)lz] on p(@)=][@—a) [] @-a)@-a5),
i=1 j=r1+1

amb «; reals per 1 <i <ryiry+1<j <1+ rp a; complexes i no reals. Tenim

o, : K — 1R oj: K — R
o Oy o= O
o Q;

donen places reals i complexes on N = [K : Q] = 1 + 2re. Com K/Q és Galois o €
Gal(K/Q) complint o(a;) = ay per i # k, d’aqui 711 =0 6 r2 = 0.

Suposem que ro = 0 aleshores r; = N. Notem també que quan ro = 0, la conjugacio
complexa deixa els elements de K invariants i per tant el morfisme ¢ — ¢! ha d’estar al
nucli del caracter de Dirichlet que té K associat i per tant tenim x(—1) = 1. Es sap que la
funcié zeta de Dedekind satisfa una equacié funcional

1—s

AT (g)l T(s)2(xe(s) = AT < > T(1 = s)2(k (1 — 5),

on
A=2""27"N2/|Dg|.

Agafem també ’equacié funcional de la funcié L de Dirichlet i sumem per tot x € X.
Queda

(IL (2 )re (5)" X peo0 =i [T (2 )eree (15 ) T 20— 5%,

x€X xeX xeX xeX

que pel teorema [4 obtenim

I (2)e ()" cetor =TT (L)oo (152) et o),

xeX
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que podem comparar amb ’equacié funcional de (g amb ro =0iry =N

i rapidament ens adonem que per forca

>Nle—s%

[[wy=1

XE€EX

Per tant amb I'expressio d’A obtenim el resultat que voliem

1Dkl =[] £

xE€EX

Per ar;y =017y = N/2 es fa de manera similar. Utilitzant la identitat

r (g) r <8 er 1) = 91=5,/aT(s),

podem tornar a comparar les equacions funcionals de L i (g, perod ara els caracters son
la meitat parells i la meitat senars i per tant el signe del discriminant depén de 7. O

Observaci6 4. Si K/Q és una extensid de grau 2, podem calcular facilment f si tenim el
discriminant.

Definicié 16 (Xarxa a R"). Sigui ey, ..., e, € R™ una base per R™ com a espai vectorial
sobre R. Aleshores eq, ..., e, també forma una base per un Z-modul lliure de rang n

AN="Zer+Zes+ -+ ZLey,
i diem que A és una xarza a R™.

Definicié 17 (Domini fonamental). Sigui A una zarza a R™ definim el domini fonamental
d’A com el conjunt

n
F:{xER:x:Zaiei, 0<a; <1}
i=1
Per entendre-ho podem pensar el cas més familiar on e; i es sén vectors linealment

independents al pla R2. Llavors F és el paral-lelogram de costats e i ep.

Observacio 5. En general, cada punt de R™ és congruent modul A a un unic punt de F,
per tant R™ és l'unid disjunta de conjunts A+ F amb A € A.

Definicié 18 (Covolum). Sigui p la mesura de Lebesgue i A una zarza a R™, aleshores el
volum p(F') del domini fonamental F' el denotarem per covol(A).

Si com abans e i eg s6n vectors linealment independents al pla, aleshores el covolum
de la xarxa de base (e1, e2) és I'area del paral-lelogram generat per eq, es.

Definicié 19 (Valor absolut). Un wvalor absolut en un cos K és una aplicacio || : K — R
tal que per cada x,y € K es té
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1. |x| > 0 amb igualtat si i només si x =0,

2. |zy| = |=|[yl,
8. |z +yl <|z|+ [yl o 3" |z +y| < max(|zl,[y]),

on si es compleix 1,2,3 1 3" en diem valor absolut no-arquimedica i si només es compleix
1,2,3 en diem valor absolut arquimedia.

Diem que dos valors absoluts ||1 i ||2 de K son equivalents si i només si per a tot x € K
existeizen constants c1,co tals que |x|1 < co|x|e 1 |z|2 < c1x|;.

Definicié 20 (Valoracio discreta). Una valoracid discreta a K és una aplicacié exhaustiva
v: K — ZU{cc}, tal que per a cada x,y € K,

1. v(z) = 00 si i només si x =0,
2. v(zy) =v(z) +v(y),
3. v(z +y) > min(v(z),v(y)).

La valoracié discreta indueiz un valor absolut no-arquimedia via |z, = ¢*®) amb ¢ constant
0<ec<l.

Definicié 21 (Espai métric complet i completacié d’'un espai métric). Diem que un espai
metric X és complet si tota successio de Cauchy convergeix a X.

Siguin (xy), (Yn) successions de Cauchy en X, definim la segiient relacid (zy) ~ (Yn)
st d(xp,yn) — 0 quan n — oco. Aquesta relacic és d’equivaléncia i les classes [(xy)]
defineizen un espai metric X amb metrica d([(z,)], [(yn)]) = UMy o0 d(Zn, yn). Si X és
induit per un valor absolut ||, extenem el valor absolut || a un valor absolut a X via
[(2)]] := limp_oo |Tn| @ en aquest cas X és un cos. Si ||, = *@, ¢ € (0,1) lavors
extenem v a X com v([zn)) := lim,_ o0 v(x,) € Z. Aleshores tenim |[(zx)]] := V(@)

Per aprofundir en el tema de les valoracions discretes i les completacions veieu les notes
[14, capitol 8.1.].

Definicié 22. Sigui K un cos amb un valor absolut ||. Aleshores K és un espai métric amb
la meétrica d(z,y) = |z — y| induida per ||. Si S és el conjunt de les places de K, aleshores
denotem per K, la completacio de K respecte v. Del valor absolut a K, induit per || en
diem ||k, -

Observacio 6. Sigui K/Q finita, tots els valors absoluts no-equivalents a K provenen de
places v|oo (donant valors absoluts arquimedians) i per a cada ideal primer 5 de Ok, 'anell
d’enters de K, es defineiz |z|g = ¢~ on (z) = S il ... Bin és la descomposicid en ideals
primers de l'ideal generat per x en Ok, 1 ¢ = #Ok /B on Ok /B = F, és un cos finit (K/Q
finita). Aquest ||3 €s no-arquimedida i no equivalent per a 2 ideals primers diferents de Ok .

Definim l'espai vectorial real Kr = K ®g R ~ R™ x C" i el seu grup d’unitats

K]E = Hv\oo K; = Hreal v|oo R* x Hcomplex v]oo c*.
Definim també el conjunt R "2 := {z € R"*"2 : 2y + 29 + -+ + Ty 1y, = 0}. Sigui 7 la

™
projeccid xp, 4y — T1+T2+- - -+ Tp +r,—1 aleshores tenim 'isomorfisme ]RSH”’2 ~ Rritra—l,
Proposicié 10. Si pensem Ok com a zarza a Ky ~ R™272 tenim
|Dk|"? = covol (O).

Podeu trobar una demostracid a [11), prop.14.12].
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Definicié 23. Definim el segiient morfisme continu de grups

Log : Ky — R71T72

(@y) = (loglz|xc,)-
Proposicié 11. El conjunt Ak := Log(O}) és una zarza en Ry 2.

Definicié 24 (Regulador). Sigui K un cos de nombres amb ry places reals i ro places

™
complezes. Ja hem vist que A és una zarza a R i que R 2 RM1+7271 on 1 és
Paplicacio Tp,4ry — T1 + XTo + -+ Tpyqrp—1 amb & = (T1,..., Ty 4ry) € IRSH'TQ . De fet
7Rz 5 RMH7271 pot ser una projeccid de coordenades qualsevol. Definim el requlador
Rr com
Ry := covol(n(Log(OF))) € Rxo,

on la mesura p del covolum és la mesura Euclidiana a R™5~1.

Proposicio 12. El valor de Ri no depén de la projeccié  escollida, veure [12, def 15.14.].
Sigui €1, ..., €r 4ry—1 una base de O /g (pel teorema és un Z-modul lliure), on p
és el grup de les arrels de la unitat a K. Aleshores Ry es calcula com el valor absolut del
determinant de qualsevol menor (r1+re—1) X (r1+ra—1) de la matriu (r1+12) X (r1+ro—1)
que té per columnes vectors Log(e;) € R™1"2. veieu [7, def 7.9.] per més detalls.

Teorema 9 (Foérmula del nombre de classes per a cossos de nombres algebraics). Sigui K
un cos de nombres. El residu en s = 1 per a (x(s) ve donat per

. 2 (2m)"2hg R
lim (s —1)Ck(s) = (2m) Kl K
s—1t /LUK’DK|2

9

on hyi €és el nombre de classes, Ri el requlador, wi el nombre d’arrels de la unitat a
K, r1 el nombre de places reals, i ro de places complezes de K.

També és util definir la formula en termes de productes de funcions L fent servir el
teorema 4l Aix{ tenim

lim (s~ 1)¢x(s) = lim (s —1) J] L(s,x)

s— 1t s— 1t

xEX
= lim (s—1)¢(s) J[ L(s:x)
s—1t
XEX,X#X0
= 1I taw,
XEX,X#X0

ja que la funcié zeta de Riemann té un pol simple al s = 1 amb residu 1. La férmula del
nombre de classes es pot descriure per

9" (27)2 hc R
[T Ly = 2B el
wK|DK\2

bl
XEX,X#X0

que depén de les funcions L(1, x) que hem vist formules per a calcular-les segons si x és
parell o senar.
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Proposicio 13. Sigui K un cos quadratic K = Q(y/m) on m és un enter lliure de quadrats,
aleshores tenim

Ck(s) = C(8)L(s, Xm)

on Xm €s el caracter no trivial associat a K.

Demostracié. Es un cas especial del teorema |4l amb K un cos quadratic. En aquest cas el
grup X format pels caracters de Dirichlet amb cos associat K només té dos caracters: el
trivial i un altre que en direm x,,. Com que L(s, x0) = (x(s) tenim el resultat. O

De la proposicié anterior (q(v/m)(s) = ((s)L(s, xm) 1 lims_—1(s — 1)((s) = 1 obtenim

lim (s —1)¢q(v/m)(s) = L(1, Xm).

s—1t
Sabem que we( /m) =2, 11 = 2172 =0 i Q(yv/m), m > 0 és un cos quadratic real i
Roymy =1, 71 =0i7r2=15i Q(/m), m <0 és un cos quadratic imaginari. Aleshores
per la formula del nombre de classes per a cossos de nombres algebraics, obtenim

1 L(1, Xm)
h = |D |2 o Xm) (m > 0) (2.1)
Q(v/m Q(/m
vm VM 2Rg ()
w m 1
hotim = — Doyl 2 L1, Xom) (m < 0) (2.2)

2

Idees de la demostracidé del teorema @

Anem ara a donar alguns detalls per a una demostracié de la féormula del nombre de
classes per a cossos de nombres. Seguim la demostraci6 de [13].
Tenim

Ck(s) = ZN(&)_S = Z ait™®, pera Re(s)> 1.

t>1,teZ

on a recorre els ideals no nuls de Ok i a; := #{a C Ok : N(a) =t} amb ¢t € [1,00) N Z.
Enunciem ara dos resultats que son clau per a la demostracio del teorema [9] veieu traces
de la demostracié del teorema [10] a partir de la pagina

Teorema 10. Sigui K un cos de nombres onn = [K : Q]. Quant — oo, el nombre d’ideals
no nuls a de Og amb norma acotada N(a) <t és

2" (2m)"2h Ry
U)K|DK|1/2

on hg, R, Dk, wg,r11 9 com abans.

> t+ Ot

Lema 1. Sigui by, bs, ... una successio de nombres complexos que satisfa
b+ -+ b = pt +O(t%)

quan t — oo, per algun o € [0,1) i p € C*.Llavors la série de Dirichlet > o> | byn™*
convergeix per a Re(s) > 1 i té una continuacid meromorfa a Re(s) > o i té un unic pol
simple a s =1 amb residu p.

Observacié 7. El lema (1| és un resultat d’analisi complexa, podeu veure detall de la
demostracio en [15, lema 19.11].
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Ja estem a punt per a acabar la demostracio de la formula del nombre de classes. Pel
teorema [T0] tenim

a1+ +a =y #{a:N(a) =j} = #{a: N(a) <t} = pt + Ot 71/")
j=1

quan t — oco. Aplicant el lema amb o = 1 — 1/n observem que (x(s) = > a;it™° la
podem extendre a una funci6 meromorfa a Re(s) > 1 — 1/n que té un unic pol simple a
s =1 amb residu pg.

Idees de la demostracidé del teorema

Volem comptar els ideals no nuls a de Oy, tals que N(a) <.

Teorema 11 (Teorema de les unitats de Dirichlet). El grup O d’unitats d’un cos de
nombres K és un grup abelia finitament generat. Més concretament, siT™ =11 + 19 — 1,
aleshores tenim

Ok =77 X px,

on ug €s el conjunt de les arrels de la unitat en K 1 Z" és un grup lliure de rang r1 + 12 — 1
1 que,per tant, en podem trobar una base.

Podeu consultar una demostracio del teorema |11} en [9) teorema 7.4.].
Definim ara el conjunt

S :=v Y Log™(F))
on I’ és un domini fonamental de la xarxa A i v és el morfisme exhaustiu

. X X
v: Ky —>K]R71

x — zN(z)"/"

on Kj;  és els elements de K de norma 1. Sigui pel teorema O =U x uk, U grup

lliure de rang r1 + r9 — 1. Podem pensar S com les classes laterals del quocient Kﬁ/ U.
Finalment definim el conjunt

S<t={zre€S:N(x) <t}
Ara necessitem una proposicié que discutirem més tard.
Proposicié 14. Es compleix

2" (2m)"2 Rk

#(S<:NOk) = < |DK‘1/2

) t+ O(tl_l/n).

Ja podem comengar a comptar els ideals no nuls a de O, tals que N(a) < ¢. Considerem
primer la classe trivial de CI(K) composta pels ideals principals de O. Hi ha un ideal
principal per cada a € Ok /O amb N(a) < t. Prenem l'aplicacio

S<iNOkg — (Kﬁ,gt N OK)/OIX(

que envia wg elements del conjunt de ’esquerra a un element de la dreta. Per tant per
calcular la cardinalitat del conjunt de la dreta calcularem la cardinalitat del de I’esquerra i
dividirem per wg. Amb la proposicié [I4] queda
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2m (QW)TQRK
wK|DK|1/2

Ara volem calcular la cardinalitat del conjunt anterior per a la resta de classes de Cl(K).
Veurem que obtenim la mateixa expressi6 d’abans per a cada classe.
Fixem una classe d’ideals [a] amb a C Og no nul i N(a <¢). Com que CI(K) té estructura
de grup podem agafar I'element simétric [a~!] i aleshores si prenem b € [a~!] el producte
ba és un ideal principal de Ok . Llavors I'aplicacié multiplicacié per a ens déna una bijeccid

#{(a) C OxIN(a) <t} = ( ) L4 O (2.3)

{belal]:NOb<t)} =5 {(a) Ca: N(a) <tN(a)}
— {a€a:N(a) <tN(a)}/Ox

on hem fet servir N(a) = N(ba) = N(b)N(a) < tN(a).
Definim Sjg <¢ := {a € a: N(a) < tN(a)}/Of. Quan fem la demostracié de la proposicio
[[4] a les properes pagines veurem que de fet es pot aplicar a qualsevol xarxa a Ky i no
només a Ok. Observem que l'ideal fraccionari a C Ok és un Ok-submodul ja que per
definici6 ca és un ideal de Ok, per algun ¢ € Og. Aleshores com que O és una xarxa a
KR, en particular a també és una xarxa a K. Llavors podem canviar Ok per a a 'equacid

(2.3). Substituim també ¢ per tN(a) a I'equacié (2.3)) i obtenim

r1 (92

#5000 = (ool ) 9(a) + O
2m (QW)TQRK

- (chovol((’)K)N(a)

_ 2" (2m)"2 Rk

N ( wi | D |'/?

> tN(a) + Ot =Y/m)
) t+ O

on hem fet servir la proposici6 [10]1 el fet que covol(a) = N(a)covol(Ok) com a xarxes
a KR. Veieu [11, Corol-lari 14.13]. La clau per veure com surt el nombre de classes hg
a la formula és notar que la dreta de 'equacié anterior no depén de la classe d’ideals [a].
Aleshores si sumem totes les classes d’ideals obtenim

#OCOk:NO)<th= Y #Su<
[a]€CL(K)
= h#S[q) <
_ (2”(2”%(

wi|Dr |12 ) t+ O(tl—l/n).

Idees de la demostraci6é de la proposici6
Hem d’establir una condicié que limiti el creixament de S quan ¢ creix a l'infinit.

Definicié 25 (Lipschitz parametritzable). Sigui B un conjunt en un espai métric X.
Una funcio f és Lipschitz continua si existeix ¢ > 0 tal que per tot x1 # xo € X es té
d(f(z1), f(z2)) < cd(x1,2z2). Diem que B és Lipschitz parametritzable si és la unio de les
imatges d’un nombre finit de funcions Lipschitz continues f; : [0,1]% — B.

Farem la demostracio de la proposicié [I4] mitjangant alguns lemes.
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Lema 2. Sigui A C R™ amb frontera (n — 1)-Lipschitz parametritzable. Llavors
#HANZY) = p(A)t" +O(t" 1)
quan t — o0 i p €s la mesura de Lebesgue a R™.

Demostracio. El primer pas és partir R” en cubs mig oberts

clat,...,ap) ={(z1,...,2,) € R" 1 z; € [aj,a; + 1)}

amb ay,...,a, € Z.
Sigui C' el conjunt de tots els cubs ¢. Per cada ¢ definim

By(t) :=#{ce C:cCtA}
Bi(t) :=#{ce C:cnNtA# 0}

que son respectivament els cubs totalment dins de tA i els cubs total o parcialment dins
de tA.
Com que cada cub conté un sol enter de Z" tenim By(t) < #(tANZ") < Bi(t).
Notem que cada c(ay,...,a,) € Bi(t) — Ba(t) conté un punt dins d’una esfera de radi \/n i
centre un punt de JtA.
Ara fem servir la condici6 de que A és (n — 1)-Lipschitz parametritzable. Siguin fi,..., fm
funcions Lipschitz [0,1]"1 — 9 A tals que les seves imatges cobreixen 9A i siguin ¢y, ..., ¢,
constants tals que d(fi(x1), fi(22)) < cid(z1,22) per tot x1,z2 € [0,1]"L. Per qualsevol
y € 0A podem triar fij(x1,...,2p—1) = y. Sigui r; = [tx;] la part entera de tx;, llavors
0<tzj—r; <1l = 0<ux;—rj/t <1/t. Aleshores

1 Tn—1

)) S cid((xl, . ,.,”Un_l), (?, ey 7

T'n—1

d(yvfi(%w"a )) Sci\/ﬁ/tSC/t

t
on ¢:= y/n-max;(¢;). Per tant y € 0A esta a distancia menor que ¢/t que un punt del
conjunt

P:{fi(%l--.rnt—l);1§z’§m,0§7“1,---77“n—1§t}

que té cardinalitat m(t + 1)"~! = O(¢"~1). Per tant cada punt la distancia entre cada

punt de 0tA i tP és menor que c i el nombre de punts de la xarxa entera a distdncia menor
que /n de un punt de tdA és O(t"~1). Aixi doncs podem acotar By(t) — By(t) = O(t"1).
Com que By(t) < p(tA) < Bi(t) i u(tA) =t"u(A) tenim

#(HAANZ™) < By(t) — Bo(t) + Bo(t) < O™ 1) +t"u(A)
#(EANZ") > Bo(t) — Bi(t) + Bi(t) > O(t" ") + 1" u(A)

i per tant quan t — oo tindrem la igualtat del lema.

Anem a veure un corol-lari del lema

Corol-lari 2. Sigui A una zarza en un espai vectorial real V' i sigui A C'V un conjunt amb
frontera (n — 1)-Lipschitz parametritzable. Si p és la mesura de Lebesqgue, aleshores

_om4) ne
#(tAmA)_mt +O(t" 1.
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Demostracio. Si A C Z™ aleshores es compleix pel lema. Notem que si el corol-lari és
cert per a sA, s > 0, aleshores també és cert per a A ja que tANsA = (t/s)ANA.
Sigui (v1,...,v,) una base de la xarxa A on cada v; és un vector de components reals.
Aquests vectors reals els podem aproximar per vectors de nombres racionals i prenent
s = mem(denominadors de v;) obtenim una base d’'una xarxa a Z". O

Amb aquest corol-lari si demostrem que p(S<1) = 2" (27)™2 Rk i que la frontera de S és
(n — 1)-Lipschitz parametritzable, haurem acabat. En efecte si agafem A = Ok, A = S<; i
t = t'/™ tenim

p(S<1)

> t+ 0@ /m)

i com que S<; = t'/"S<1 i |Dg|"? = covol(Ok)

#(Sgt N OK) = <m> t+ O(tlfl/n)

on ,U,(Sgl) = 2" (27T)T2RK.

La demostracio del fet que p(S<1) = 2" (2m)"? Rk es pot trobar a les notes [13] pagina
6]. La demostracio del fet que S<q és (n — 1)-Lipschitz parametritzable es pot trobar a [I3]
meitat inferior pagina 5|.

3 Calcul de hi per a [K : Q] =2

Anem a calcular el nombre de classes per a cossos quadratics amb algun exemple concret.

Tot cos quadratic sobre Q és de la forma K = Q(y/m) on m és un enter lliure de
quadrats.

L’anell O = {a € K : Irr(o, Q[z]) € Z[x]} es demostra que és

Z[\/m] si m # 1(mod 4),

veure [4, Proposicio 13.1.1]. Provem ara la segiient proposici6

1 ml o —
O — {Z[ +[] sim = 1(mod 4)

Proposicié 15. La norma d’un element o de Zi[\/m] on m és un enter lliure de quadrats
és N(a) = aa € Z. Un element O compleiz o € O <= N(a) = %1, i aizo val per a
tots els cossos de mombres algebraics.

Demostracio. Estudiem primer la norma per un element a de 'extensio Q(y/m)/Q. Com
que Z[y/m| C Q(y/m) la norma sera la mateixa.

Ja hem vist que els automorfismes del grup de galois en aquest cas son la identitat i el
que envia \/m a —y/m. Aleshores per a,b € Q, a = a + by/m és un element qualsevol de
Q(vm) i

Vegem la segona part de la proposicié. Si suposem que o € Ok aleshores aa™t =11

N(a)N(a™!) = N(aa™!) = 1. Com que les normes sén nombres enters, obtenim N () =
+1. 0l
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Sim = 2,3(mod 4) aleshores els elements de Ok son de la forma o = a+by/m per alguns
a,b € Z. Sim = 1(mod 4) aleshores els elements de Ok son de la forma o = (a + by/m)/2

per alguns a,b € Z.
Amb la proposicio 15| escrivim v = N () = %1 i obtenim "anomenada equaci6 de Pell

4sim=1(mod 4)

. (3.1)
1sim=2,3(mod 4).

a® —mb® = +o, a:{

Aquesta equaci6 és una equacié diofantica que esta molt estudiada, veure, per exemple,
[5].

Calculem ara el discriminant Dg. Si m = 1( mod 4) sabem que O = Z[Hg/ﬁ].
Aleshores (1, 1+§/m) és una base de Ok com a Z modul. El grup de Galois de K/Q ja
sabem que té dos automorfismes g, 01 que envien /m a /m i —y/m, respectivament.

Aleshores les traces séon

Tr(l-1)=00(1)+01(1) =2

2

Tr<1.1+\/ﬁ> :Tr<1+ﬁ.1> :ao<”2\/m>+al<”\/m>

TT<1+\/7%1+\/M) :UO<1+2\/m+m)+Ul<1+2\/m+m>

2 2 4 4
1+2¢ym+m 1-2ym+m 1+ m
4 4 2
1 el discriminant és
2 1 14+m

1 14+m

2

Si ara m = 2,3( mod 4) i Og = Z[y/m]. Aleshores (1,+/m) és una base de Ok com a
Z modul. Les traces son

Tr(1-1) =o0p(1) +o01(1) =2
Tr(1 - /i) = Tr(vim - 1) = oo(/im) + o1 (vm) = vt — v = 0
Tr(yim /i) = op(m) + o1(m) = 2m,

i en aquest cas el discriminant queda

En resum:
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Dy — {m sim = 1( mod 4) (3.2)

4m si m = 2,3( mod 4).

Estudiem ara el grup de caracters de Dirichlet associat a K.

Si m < 0, per la formula del conductor-discriminant 8, com que 72 = 11 al grup X
format per caridcters de Dirichlet només hi ha el carater trivial i un altre caracter amb
conductor f, obtenim

D =—f.
Pel cas m > 0, aqui 9 = 0 i per la férmula del conductor-discriminant tenim
D=1

Com que acabem de calcular el discriminant, ja tenim també una expressio pel conductor

= {]m| sim = 1( mod 4) (3.3)

|[4m| si m = 2,3( mod 4).

per a qualsevol cos quadratic.

Calcul del nombre de classes en cossos quadratics imaginaris sobre Q

Volem calcular el nombre de classes hg per a K = Q(y/m) amb m < 0 i m lliure de
quadrats. Per fer-ho farem servir la formula del nombre de classes [2.]

B wK|DK’1/2
- 2T

Comencem estudiant el nombre d’arrels de la unitat dins de K. Pel teorema [I1] tenim

Of = u(K) x Z*7! = u(K).

Per tant podem calcular el nombre d’elements de Oj.

Ja hem vist que els elements de O compleixen l'equaci6 . Sim = 2,3(mod 4) i
m < 0, obtenim a® + b%|m| = £1 i si m # —1 I"nica opci6 és a = £1ib=0. Sim = —1
aleshores a? + b?> = £1 i les tniques solucions enteres son a = £1ib=00a=01ib = +1.
Si m = 1(mod 4) aleshores els elements de O compleixen

a® 4 b*|m| = %4,

i per tant per m = —3 tenim les possibilitats a = +2ib=06a=+11b=+1. Sim >3
les tiniques opcions sén a = +21 b = 0.
En resum: si K és un cos quadratic imaginari el nombre d’arrels de la unitat wx a K és

4sim=—1,
W = § 6 sim=—3,
2sim # —1,-3.
El discriminant Dy el déna (3.2)).
Nomeés queda calcular el valor de L(1,x) que es pot trobar segons si el caracter x és

parell o senar utilitzant les dues férmules i[I.8 El caracter no trivial x s’ha de calcular
i té conductor donat per ((3.3).
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Exemple 2. Volem calcular el nombre de classes hy del cos K = Q(v/—5) fent servir
la formula del nombre de classes. Hem demostrat que el nombre d’arrels de la unitat en
c08s0s quadratics imaginaris és wx = 2 sempre que m % —1,—3. També hem vist que el
determinant és D = —20 ja que —5 = 3(mod 4). El conductor del caracter de Dirichlet
associat a K és f = 20 per la formula del conductor-discriminant. Calculem el caracter de
Dirichlet.

Vegem una manera de trobar la restriccio dels automorfismes de Gal(Q(C20)/Q) a K. Volem
escriure /5 en termes de C20. Tenim que

TWE-D)=GH+G =0+ G = Vb =1i(Go + o )2 41 = (0(Go + Gao')2 + Co-

Aleshores x es calcula de manera detallada com:

1 mod 20 4 00(Cx0) = Czo — 0l (V=5) = (G0 (2o + C0)2 + o) = +V=5 ¢ +1

3 mod 20 > 01(Cx0) = 0 — o1k (V=5) = (G (o + ¢0)2 + o) = +V=5 & +1

7 mod 20 < 2((a0) = (3o = 02|k (V=5) = ((o(Gop + Ca0)2 + Coo) T = +V=5 > +1

9 mod 20 < o3(C20) = Czo — 03| (V=5) = (¢5o(Ca0 + $20)2 + (30)° = +V—=5 &> +1
11 mod 20 + 04(C0) = oo = ol (V=5) = (Go(Cao + €0')2 + o) ' = —vV=D & —1
13 mod 20 <+ 05(C20) = C20 — 05K (V=5) = (Go(Gao + C30)2 + 5p) P = =V =5 & —1
17 mod 20 < 06(Ca0) = Ca5 = 06|k (V=5) = (5o(Cao + G0 )2+ Coo) T = =V =5 ¢ —1
19 mod 20 < 07(Ga0) = (o — 07l (V=5) = ((30(Cap + )2 + o) ¥ = —v/=5 > —1.

Ara podem calcular la suma de Gauss

G(x, C20) ZX a)(f = Coo + G + C3o + G0 — G0 — G — Gag — G20 = 2V =5,

i la funcié L amb ’expressid que hem trobat abans amb s =1 i x senar

f
L) = miZESL S (g
a=1

f
2v/-51
=T 5y 2. X@a
a€(Z,/20Z)
_W\f
= 3+7+9-11-13-17-19
200 L+s+T+ )
_ T
7
Finalment el nombre de classes de K és
Dg|Y/? 2/20
hk = wie|De| 77 L) == =2
27 2 /5
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Calcul del nombre de classes en cossos quadratics reals sobre Q

Sigui K = Q(y/m) on m > 0, la formula del nombre de classes és

B |DK|1/2
2Ry

Ja hem vist quant val el discriminant Di a (3.2) i com calcular L(1,x) amb les
formules (1.10)), (1.8) i (3.3). Vegem com calcular el regulador. Definim el concepte d’unitat

fonamental

Definicié 26. Una unitat fonamental € és una unitat d’ordre infinit tal que cada unitat és
de la forma (€™, on ¢ és una arrel de la unitat i n € Z.

En tots els cossos quadratics existeix una unitat fonamental. La demostracié d’aquest
fet es pot trobar en [4, prop.17.5.2|. Pel teorema de les unitats de Dirichlet si K = Q(v/m)
im > 0, tenim
Z
O ={£1} x €7,

ja que les tiniques arrels de la unitat reals sén +1.

L’irreductible de Q(/m) als racionals és #? — m, per tant el conjunt de places només
conté els elements o¢ 1 01 tals que o¢(y/m) = /m i o1(y/m) = —y/m.

Si el grup d’unitats de K és subconjunt de Z[y/m] aleshores seus elements tenen forma
a+ by/m per alguns a,b € Z. La definicié de Ry requereix que la suma dels logaritmes dels
elements de Z[/m] per la imatge de cada plaga sigui 0. Per a qualsevol element a + by/m
de O aquesta suma és

log(oo(a +by'm)) + log(o1(a + by/m)) = log(a + by/'m) + log(a — by/m)
= log((a + by/m)(a — by/m))
= log

(N(a +bym)) =log(1) = 0,

per certs a,b,n € Z i per ser a + by/m element de O .

Aleshores el regulador és per definici6 el determinant del valor absolut de la matriu
que s’obté de treure una placa al conjunt S de le places infinites de K. Ara notem que
log(o1(€)) = log(€) = log(e™1) = —log(¢), i per tant |log(ao(e€))| = |log(ai(€))|. Per tant la
tria de la plaga que treiem no efecta al resultat. Finalment ens queda el determinant de la
matriu de dimensio 1 (log(e€)) que és R = log(e).

Ara el problema és trobar unitats fonamentals €. Aquest problema es redueix en trobar la
solucié més petita de ’equacié de Pell que obenim posant o = a + by/m i N(«) =1,

1 si m=1( mod 4)

a2 —mb® =40, o=
4 sim = 2,3( mod 4)

La manera estandard de resoldre I’equacié amb una soluci6 fonamental és utilitzant fraccions
continuades. Farem servir un algorisme que podem trobar a [5], capitol 3.3] tot i que en
aquesta referéncia hi ha un error en la definicié de g; 11 on en el denominador hi ha d’haver
Qi+1 1 no pas Q;.

Algorisme 1 (Soluci6 fonamental de I'equaci6 de Pell). Sigui m > 0, definim

{2 stm=0,1( mod 4) {O sim # 1( mod 4)
= q:

1 altrament, 1 sim = 1( mod 4)
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Siguin Po = q,Qo = s,q0 = | (vVm +q)/s],B-1 =0,B0 = 1,G_1 = 5,Go = sq0 — ¢,
iterem les segiients equacions
Pi1=qQi— b
m — P?

Qi =
" Qi
P+ [Vm]
qi+1 = L%J
Qz—i—l
Git1 = ¢i11Gi + Gia
Bit1 = qit1Bi + Bi-1,
ambi=0,1,2,...,p—1 on p és la minima i + 1 tal que Q, = s. Llavors

Gp-1+ \/%Bp_l
S

Exemple 3. Calculem el nombre de classes de K = Q(v/2). Com que 2 = 2(4) el conductor
del caracter de Dricichlet associat a K és 8 1 el discriminant Dy també. Els morfismes
del grup de Galois envien (g a (§ on a pren tots els valors de (Z/8Z)*. Notem que
V2 =(s+ Cgl 1 per tant podem escriure la restriccid dels automorfismes a K i obtenim el
caracter de Dirichlet

1 mod 8 4 00(Gs) = (g = 00l (G + G ) = G+ G =+vV2 & +1
3 mod 8 ¢ 31((s) = & = o1l (G + G =G+ G ) =—V2e -1
5 mod 8 <+ g2((s) = —> 0’2|Q(\[ (Cs + (gl) = (G + (s )5 V2o -1
7 mod 8 <+ 03(Cs) = (g — o3 q(va) (¢ + GH=(G+EH =+V2 & +1

Ara podem calcular la suma de Gauss G(x,Cy). Recordem que x(a) =0 si (a, f) # 1.

/
G(x,¢s) = > _ x(a)§ =G — G — @& +¢f =2v2.
a=1

Utilitzant ’expressié de L(1,x) quan x és senar

8
L1 = ~EE S S ayingin - g
a=1

—V2
= — (log|1 = Gs| = log|1 — G| — log|1 — G| + log|1 — ¢{|)

3, (2-13
I W)
= \2[09(1—1-\/5).
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Només ens queda calcular el requlador R. Hem demostrat que per a cossos quadratics
reals el requlador és R = log(€) on € és una unitat fonamental de Ok . Per a calcular-la
farem servir l'algorisme |1, tenim

s=1,¢=0,6 =2

[ n [ Pn]Qu]gn]|Gn]Bn]

Taula 1: Calcul de € quan m = 2.

parem ’algorisme a i =0 on Q1 =1 = s i aleshores

Go + V2B
c= Gotv2Bo _ | 5
S

i el requlador és R = log(1 ++/2). Finalment el nombre de classes del cos K = Q(\/2)
€s

VDK = V8 1
2R X = 2log(1 + \@) V2

Exemple 4. Fem un altre exemple amb m = 115. Notem que en aquest cas tenim f = 460
1 els calculs poden ser larguissims. Com que tot el que hem fet per a cosssos quadratics, tret
del calcul del caracter de Dirichlet, es pot programar, farem aquest exemple amb SageMath.
Dins del SageMath hi ha funcions programades que et retornen directament el nombre de
classes: K.class_number() on K=QuadraticField(115), pero nosaltres ho calcularem amb
el que hem explicat fins ara. L’ inica funcid predeterminada de SageMath que farem servir
sera la de DirichletCharacter() ja que no tenim cap algorisme que ens permeti trobar
Vm en funcid de (5 per a fer la restriccio

Galois(Q(¢r)/Q) — Galois(Q(vm)/Q),

hik = log(1++2) = 1.

(veure observacic @ A Dapéndiz A hi ha el codi fet servir en aquest exemple. La unitat
fonamental trobada és
105115

1126
I el nombre de classes és hyx = 2.

Observacioé 8. FErxisteir un algorisme per a calcular el caracter de Dirichlet per a cossos
quadratics imaginaris sobre Q que es pot trobar a [0, pagina 124]. Vegem-lo. Sigui K =
Q(v/m) amb m < 0 i lliure de quadrats. Sigui f com a aleshores el caracter x es pot
exrpressar com

x(a mod f) = I1 (%) 0(a), (3.4)
llm,l primer,l#2

on 6(a) es definiex com
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-1 1 0
0 0 1 1 1 1
1 1 1 2 3 0
2 5) 6 2 32 3
3 7|11 | 1 43 4
4 4 9 1 75 7
5 5 |10 | 1 118 11
6 5 9 1 193 18
7 4 |11 | 1 311 29
8 7 6 2 815 76
9 5 |15 | 1 | 1126 | 105
10 || 10 | 1 | 20| 23335 | 2176

Taula 2: Calcul de € quan m = 115.

1. Sim =1 mod 4, aleshores 0(a) = 1.

2. Sim=3mod4ia=1mod4, aleshores (a) =1. Sim =3 mod 4 ia =3 mod 4,
llavors 0(a) = —1.

3. Sim és parell, llavors 6(a) =1 pera=1,1—m mod 8 i 0(a) = —1, altrament.
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Apéndix A

Codi Sage exemple

Listing A.1: Calcul del nombre de classes del cos Q(v/15).

m=115
if (m%4 == 1): D=m
else: D=4*m
f=abs (D)
from sage.modular.dirichlet import DirichletCharacter
H = DirichletGroup(f, QQ)
M = H._module
chi = DirichletCharacter(H, M([1,1,1]))
K=chi.kernel()
Zn=Zmod (f)
U = [a for a in Zn if gcd(a,f) == 1]
r=e~ (2*ixpi/f)
def h(a):return(chi(a)*r~a)
G=sum(h(a) for a in U)
def g(a):return(chi(a)*log(abs(l-r-~a)))
L=-G/f*(sum(g(a) for a in U))
if (m%4 == 1): s=2; g=1
else: s=1;q9=0
delta= (g+sqrt(m))/s
qi=list();Q=1ist();P=1ist();G=1list();B=1list()
P.append(q) ;Q.append(s) ;qi.append(floor((sqrt(m)+q)/s))
G.append (s*qi[0]-q) ;Bm1=0;B.append (1) ;Gml=s
P.append(qi[0]1*Q[0]-P[0])
Q.append ((m-(P[1])~2)/Q[0])
qi.append(floor((P[1]+floor(sqrt(m)))/Q[1]))
G.append(qi[1]*G[0]+Gm1)
B.append(qi[1]*B[0]+Bm1)
t=1
while(Q[t]!=s):
P.append(qi[t]1*Q[t]-P[t])
Q.append ((m- (P[t+11)~2)/Q[t])
qi.append (floor ((P[t+1]+floor(sqrt(m)))/Qlt+1]1))
G.append(qi[t+11*G[t]1+G[t-1])
B.append(qi[t+1]*B[t]+B[t-1])
t+=1
epsilon=(G[t-1]+sqrt(m)*B[t-1])/s;epsilon
R=log(epsilon)
hk=sqrt (D) / (2*R) *L ;numerical _approx (hk)
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