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1 Introduccid

En la Teoria de Nombres classica anomenem extensions ciclotomiques aque-
lles extensions dels nombres racionals Q que consisteixen en afegir una arrel
n-éssima primitiva de la unitat &,. Aquestes extensions soén de Galois i el
grup de Galois és abelid. A més, pel Teorema de Kronecker-Weber, tota
extensié de Galois abeliana sobre Q esta continguda en alguna extensi6 ci-
clotomica.

Leonard Carlitz va construir als anys 1930 un analeg per les extensions
ciclotomiques pel cos de funcions racionals K = [F,(t) sobre el cos finit
F, |Car38||Car35|. Aquesta construcci6 es coneix amb el nom de Modul
de Carlitz i es pot trobar a la seccio [l L’objectiu del treball és estudiar
Pextensié K (n) que correspon a afegir els punts n-torsié del modul al cos K,
i que és la que comparteix moltes similituds amb les extensions ciclotomiques
sobre Q (veure Teorema .

L’objectiu del treball és trobar el génere de 'extensio K(n). Aqui el que
estem fent és identificar I'extensié K (n) amb una corba algebraica tal i com
s’explica en el capitol Aleshores el génere, que és una propietat geomé-
trica, es pot trobar gracies a les eines algebraiques com sén la ramificacié,
la diferent o altres conceptes de geometria algebraica. Més concretament,
gracies a la Formula de Riemann-Hurwitz donem al capitol [§] una formula
pel génere de K(n) tal i com la va donar Alice Keller |Kel01] 'any 1999.
Observem que en el cas de les extensions ciclotomiques sobre @ no podem
parlar de génere ja que per poder-ho fer necessitem una variable lliure, o el
que és el mateix, un element transcendent sobre el cos base.

Per dltim, hem volgut investigar el Modul de Carlitz Twistat tal i com el
va presentar Gekeler en [Gekl16|. S’ha inclos un apéndix on es recopilen
els resultats que hem obtingut per aquest cas, tot i que encara sén incomplets
pel cas general.



2 Conceptes basics

Sigui p un nombre primer, n un nombre natural i ¢ = p". Denotem per F,
el cos finit de ¢ elements. Aquest cos té caracteristica p i és perfecte. Sigui
K una extensio transcendent pura sobre I, de grau de transcendeéncia 1, és
a dir, K = F,(t) amb ¢ transcendent sobre [F,. Aleshores anomenem K el
cos de funcions racionals sobre F,. Una extensi6 finita L de K es diu que és
un cos de funcions algebraiques sobre F, en la variable ¢.

Definicié 1 (Anell de valoraci6 discreta). Diem que un anell A és un anell
de valoracié discreta si és un domini d’ideals principals (DIP) amb un inic
ideal primer no trivial. .

De la definicié anterior es dedueix que en un anell de valoracié discreta
només existeix un unic element irreductible 7 que s’anomena 1’ uniformitzador
de A. Per tant els ideals no nuls de A son de la forma p(A) = 7" A i per
tant per qualsevol x € A no nul el podem escriure com z = 7"u, on u és un
invertible. L’enter n s’anomena l'ordre de x i es denota per v(z). Ara po-
dem estendre la definicié anterior al cos de fraccions de A, que anomenarem

Frac(A):

Definicié 2. L’aplicacio v : Frac(A)* — Z rep el nom de valoracid discreta.
El coneizement de v determina lanell A: és el conjunt de x € Frac(A)* tals
que v(z) > 0. Analogament, ["inic ideal primer p de A és el conjunt de
x € Frac(A) tals que v(x) > 0. A s’anomena l'anell de valoracio discreta
associat a la valoracid v i al cos K = Frac(A).

Les valoracions discretes no trivials sobre K (resp. L) que son trivials
sobre F, (i.e. v|r, = 0) formen classes d’equivaléncia, on podem escollir les
valoracions normalitzades com a representants de cada classe. Dues valora-
cions v1, v sén equivalents si v;1 = ¢ - vo per algun nombre real positiu c.
Una classe de valoracions s’anomena una placa de K (resp. L). El conjunt
de totes les places de K (resp. L) es denotara per S(K) (resp. S(L)). Un
element de S(K) (resp. S(L)) es denotara per p (resp. P i la corresponent
valoraci6 discreta normalitzada per v, (resp. vyp).

Cada valoracié v, sobre K i vyp sobre L se li associa de manera tnica els
anells de valoraci6 o(,) C K 1 Ogp) C L. L’anell o, conté I'ideal maximal

p:={z € K|vy(x) > 0}
1 de la mateixa manera 1’anell (’)@) conté 'ideal maximal

P = {z € Ljvg(x) > 0}
El cos o(p)/p és el cos residual de K sota la valoraci6 vy i (’)(;43)/‘13 I’analeg
sobre L.

Abans de continuar donarem també la definicié de domini de Dedekind
ja que apareixera diverses vegades al llarg del treball.



Definicié 3. Un domini de Dedekind és

1. Un domini d’integritat on tots els ideals propis no nuls factoritzen com
a producte d’ideals primers (i per tant de forma inica llevat d’ordre).

Observacid 1. La definicid anterior és equivalent a la que donem a
continuacio:

2. Un domini d’integritat, noetheria, de dimensio de Krull 1 integrament
tancat al seu cos de fraccions.

Per una caracteritzacié més detallada dels Dominis de Dedekind vegeu
[Lor96|. Denotem per P tant I'ideal maximal d’un anell de valoracio6 discreta
com les places i els divisors primers ja que existeix una correspondéncia
bijectiva entre ells (veure |Lor96)).

2.1 El grup de divisors

Definicié 4 (Grup de divisors). El grup de divisors d’un cos de funcions
algebraiques L sobre Fy es defineix com el grup abelia lliure:

Div(L) := Z npP i np € Z i np = 0 per quasi tot P
Bes(L)

Els elements del grup s’anomenen divisors. Un divisor ® es diu primer
exactament quan és de la forma

D =B per un P € S(L)

Per a un divisor © = 3 g g npP tenim vp(D) := nyp per tot P € S(L).
A cada element o € L* se li assigna el seu divisor principal

div(a) 1= Z v ()P

FeS(L)
Es diu que un divisor 2 € S(L) divideiz un altre divisor B € S(L) quan
A= > apP i B= > byP
PeS(L) PeS(L)
i es compleir agpp < by.

Exemple 1. Considerem per al nostre cas una funcio racional f € Fy(t).
L’ideal generat per f es pot escriure com

_ ITp™
[Tqm
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(f)




on i, q; son polinomis irreductibles de F[t]. Aleshores

div(f) = nipi— Y maa

i per tant veiem que els divisors del cos Fy(t) ens donen una manera de
controlar on tenim els zeros i els pols d’una funcié racional i els n;, m; son
els ordres dels zeros o els pols.

Definicié 5. SiguiP € S(L) un divisor primer amb la propietat 0p) C Op)-
Aleshores es diu que B esta sobre p o que B divideix p i s’escriu Plp. La
valoracid vy de L es defineix com l'extensio de la valoracio vy.

El nombre ep(L/K) definit per

ep(L/K)(vp()) = vp(a) , @ € K

és Uindex de ramificacio de P a L/ K. També definim l'index d’inércia de B3
a L/K com
Sp(L/K) = [Op) /B : 0(3)/P]

(1) Siep(L/K) = fp(L/K) =1 per tot ‘Blp es diu que lextensio és com-
pletament split en p o que descomposa totalment en .

(1t) Si fp(L/K) > 1 es diu que lextensio és inerta en *B.
(1ii) Siep(L/K) =1 es diu que Uextensio és no ramificada en *B.
(w) Si fg(L/K) =1 es diu que l’extensio és totalment ramificada en *B.
Teorema 1. Es compleix:
LK) = Y en(L/R) fp(L/K)
Flp

La demostracioé d’aquest teorema es pot trobar a |Lor96, Sec. IIL.8]. La
ramificacié sera el principal objecte d’estudi en aquest treball. Ara, seguint
de les definicions d’anells de valoraci6é discreta tenia sentit definir I'index
d’aquesta manera. Tanmateix, és equivalent a donar la segiient definicio,
sense utilitzar la teoria d’anells locals:

Definicié 6. Un ideal primer p d’un domini A ramifica a K/Frac(A), on
K és una extensio separable de Frac(A), si es compleix la segiient igualtat a
B, la clausura entera de A

pB =Pyt - P

on P; son ideals primers de B i almenys un dels e; és més gran que 1.



2.2 Extensions de cossos i completacions

Per a cada plaga p € S(K) existeix una completacio del cos K respecte la va-
loracio discreta vy,. Tota valoraci6 indueix un valor absolut (no arquimedia)
a través de |a| == ¢=*(%) on ¢ és una constant positiva ¢ > 1. Aixi podem
parlar de métrica que alhora ens déna una estructura d’espai topologic i po-
dem definir-hi les successions de Cauchy de la manera usual. D’aqui surt el
concepte de completacié que consisteix en agafar I'anell de les successions de
Cauchy i identificar totes les successions amb el mateix limit completant d’a-
questa manera el cos K. Si denotem per K, la completaci6é de K és clar que
K s’injecta a K, a través de a — (a, a, . .. ) ivp s’estén de manera tnica a K.

Si denotem per op I'anell de valoracions i per 7 un element uniformitzador
de oy podem descriure o, a partir del limit projectiu

op, = limoy, /70
p = limop /7" 0y

i els elements de z € K son de la forma
o0
x:Zaﬂr’, a; € Fgm,m =[op/p :Fyl,n €Z
i=n

i per tant K = Fym((7)). [MF 69, Cap. 10]|[Ser79, Sec. 1I1.4]

Les nocions que acabem de presentar s’estenen exactament igual a L/K
i les denotarem analogament Lq, Og. Sigui ara L/K una extensi6 separable
de cossos de grau n i 7y(L/K) el nombre de places diferents sobre de p €
S(K). Les denotem per B;,i = 1,2,...,7(L/K) i els associem els seus
respectius indexs de ramificacio e; i d’inércia f;. Aleshores les completacions
Ly, compleixen

(i) L, és una extensio de K, de grau n; = e; f;.
(i) La valoraci6 vy, és I'inica extensié de vy a L, 1 a més
€ = e‘pi(L‘pi/Kp) = e‘ﬁi(L/K)
fi = f%(L‘Bi/Kp> = fgpl(L/K)
(iii) El morfisme canonic

rp(L/K)

¢: Lo K, — [] Im
i=1

és un isomorfisme. [Ser79, Sec. I1.3]



2.2.1 La Diferent

Sigui L/K una extensio finita separable, i sigui p (resp. B) una plaga de
K (resp. L) complint B|p i K, (resp. Lg) les corresponents completacions.
Considerant Lg com un Kjp-espai vectorial, es pot definir I’aplicacio

L
T(z,y) = Trg (zy)

que és bilineal i no degenarada [Ser79, Sec. I11.3|. Gracies a aquesta aplica-
ci6, podem assignar a cada ideal a de Ly I'ideal associat

a={x € Ly: TT??:‘ (xa) C op}

La diferent de Ly /K, es defineix com I'invers de Iideal associat
hor — .yl
Op={re€Ly: Try, (xOg) C op}
Escriurem DLq3 /Ky

Definicié 7. L’ideal Dpy/K, s’anomena la diferent local de L/K respecte
B. La diferent Dy de L/K es pot expressar com el divisor:

Dik = Y, vp(Dryx,)P
FesS(L)

Propietats de la diferent

(i) Undivisor primer % de L ramifica sobre K exactament quan vy(Dp /) >
1.

ii) Si 7 és un uniformitzador de ’extensi6 local Ly /K, aleshores 7 satisfa
B/ Ly
el polinomi d’Eisenstein

fom) =7 +am® +- . =0

amb e = ep(L/K), i per la diferent local es compleix

’

Dry/k, = (fz())
(iii) Per un divisor B amb index de ramificacio e es compleix

vp(Dryk) =e—1,  si P és docilment ramificat, és a dir, pfe

vp(Dryi) >e—1,  si'P és salvatgement ramificat, és a dir, ple



2.2.2 Extensions de Galois

Sil'extensio L/ K és finita i de Galois sabem que el grup de Galois Gal(L/K)
actua transitivament sobre el conjunt de totes les places diferents que estan
sobre una plaga p de K. A més, els indexs de ramificacié i els graus residuals
depenen només de p i escriurem ey, (L/K) i f,(L/K) respectivament.

Si rp(L/K) és el nombre de places que divideixen p (i.e. les places que
estan a sobre) llavors podem descriure el Teorema [1| com

[L:K]=ry(L/K)-ey(L/K)- fo(L/K)
Sigui B € S(L) tal que P|p. Definim
Zp(L/K) ={o € G(L/K)|o (%) = ¥}
Es pot comprovar que és un subgrup del grup de Galois Gal(L/K), anomenat

el grup de descomposici6 de P a L/K. També definim el grup d’inércia
Tp(L/K) com el nucli de 'aplicacio

Zy(L/K) — G(Owp)/B/ogy/p)
o7 amb &(z +*B) = o(x) +°B
Per simplificar la notacié posem
Z(L/K) = Zy(L/K) T(L/K) = Ty(L/K)
e:=ep(L/K), [ = fi(L/K), r:=rpy(L/K)
Proposicié 1. [Ser79, Sec. 1.7]
(i) Si L? és el cos fiv de Z(L/K) a L/K, llavors es té
LZ:K|=r, [L:L%=e¢f, GL/L*)=2Z
(ii) L’extensic de cossos residuals Oy /B /o) /p €és separable i si LT és el
cos fix pel grup d’inércia T(L/K) es compleiz
[L:LT)=e itambé [LT:L?)=f
(iii) En el cas que l'extensid de cossos residuals sigui separable, la plaga
p esplita completament a l'extensic L? /K i no ramifica a 'extensio

LT/K. Per qiltim totes les places que es troben sobre p a LT ramifiquen
totalment a lextensio L/LT.

Observacio 2. Si l'extensio de Galois L/K és abeliana, aleshores si B, P’
son dues places de L que es troben sobre p € S(K) tenim
Zp(L/K) = Zg(L/K)  Ty(L/K) = Ty (L/K)

ja que els grups de descomposicid de les diferents places que divideizen p son
conjugats entre ells, és a dir, son iguals en el cas d’una extensid abeliana.
Per tant en aquest cas escrivim:

Zy(L/K) i= Zy(L/K)  Ty(L/K) = Ty(L/K)



2.2.3 El principi Local-Global per a cossos

Considerem ara un extensié de cossos L/K, una valoracié vy i la seva cor-
responent extensi6 vy amb PB|p. Diem que un cos F' és cos global si és una
extensio finita de Q o de Fy(t) i diem que un cos F és local si és complet
respecte una valoraci6 discreta no trivial i té un cos residual finit. El principi
local-global per a cosos consisteix en la transicio de l'extensio “global” L/ K
cap a l'extensi6 “local” Ly /Kp. Aqui estem fent servir el fet que I'extensi6
canonica de la valoracio vy de L a Lg és I'inica extensi6 de la valoraci6 vy
a K, a l'extensio Ly/K,. Finalment si L/K és de Galois, llavors Ly /K,
també és de Galois amb grup de Galois

G(Lyp/Ky) = Zp(L/K)

2.2.4 Composicié de cossos

Considerem una extensié de cossos separable L/K i tres cossos intermedis
K', K1, Ky de manera que K’ C K; i també K’ C Ks. Sigui Q una pla-
ca de K1Ks i Q' Q1,099 les respectives places a sota de Q a K', K1 i Ky
respectivament. Llavors es compleix

(K1K2)n = K19, Ks 0,
En particular d’aquest fet es dedueixen els segiients resultats: [Neu99|
(i) Si Q' esplita tant a K; i Ky també ho fa a K1 K.

(ii) Tota plaga de K’ que no ramifiqui ni a K7 ni Ky tampoc ramifica a
K1 Ks.

(iii) Si K7 i K3 son linealment independents sobre K', 9 esplita a K i
Qs ramifica totalment a 'extensioé Ko/K' aleshores totes les places de
K1 que es troben a sobre de 1 ramifiquen totalment a K7 K5

3 El cos F,(t)

Fixem un element transcendent ¢ sobre [, i definim K = F,(¢). El cos de
fraccions de I'anell A = F,[t] correspon a Fy(t). Aquest cos és una repre-
sentacié del cos de funcions racionals sobre F, i isomorf a qualsevol altra
representaci6 del cos de funcions racionals sobre el cos finit ;. Vegem ara
com definim totes les valoracions sobre aquest cos:

(i) Sigui P € A un polinomi irreductible (monic). Definim la valoracié
associada a l'ideal maximal p := (P) com
vy Fg(t)" = Z
P"a

Tr = = n—m



(i)

on n,m € NU{0}, a,b € A\ {0}, mcdr(a, P) =mecdr (b, P) = 11 per
definicio
vp(0) := 00

Es dedueix a partir de la definicié que
vp(zy) = vp(x) + vp(y)

i també
vp(z +y) > min{vy(2), vp(y)},  amb igualtat si vp(z) # vp(y)

Sabem que A és un domini d’ideals principals i per tant també és un
domini de Dedekind. Els ideals primers sén generats pels polinomis
irreductibles. La localitzacié de A en p,

a

Ay = {b qu(t):a,beA,b¢p}

també és un domini d’ideals principals amb exactament un ideal maxi-
mal pAp), on Ay, és també un anell de valoraci6 discreta. En efecte,

{z € Fy(t)|vp > 0} = {%m,b € A,b#0,vp(a) > Up(b)}
a
= {g|a,b €ADb §§ p} = A(p)
També obtenim el cos residual sobre p

A(p)/pA(p) = A/p = IFqg,‘ranu(P)

També podem definir la valoracié en la plaga de l'infinit
Voo : Fy(t) — Z,voo(%) := grau(b) — grau(a)

on a,b € A\ {0}, medr(a,b) = 11 vx(0) := co. D’aquesta manera
tenim que

Aso 1= {% € Fy(t) : grau(a) < grau(b)}

és I'anell de valoracions i el seu ideal maximal és

Moo = {% € Fy(t) : grau(a) < grau(b)}

i en aquest cas el cos residual és

As /Mo = Fy

10



El conjunt de totes les valoracions normalitzades del cos Fy(t) es troba en
bijeccié amb el conjunt [Lor96|

{plp # 0 ideal primer ,p C A} U {o0}

i també amb el conjunt de totes les places S(F,(t)), on adoptem el simbol
p per designar-ne els seus elements. Finalment, també es compleix ([Lor96,
Sec. IL1.9])

A= ﬂ Ay
peS(Fq(t)),p7#00

3.1 Completaci6 a la plaga de l’infinit

De la mateixa manera que podem completar cossos en qualsevol placa finita,
també ho podem fer per la placa de l'infinit a través de vs,. Aixi obtenim

Fy(T)oo =, <(;>> = {f(T) = :i a;T :nel,a;c Fq}

Fy(T)s és un cos local, és a dir, és complet respecte d’una valoracio discreta
no trivial i té un cos residual finit. Denotem ara per C' la completaci6 de la
clausura algebraica de Fg(T).

Teorema 2. C és algebraicament tancat.

3.2 Extensions finites de F (T

Considerem L/F,(T) una extensio6 finita i separable. La clausura entera de
lanell A = F,[T] a L, la qual denotem per O és un domini de Dedekind.
En particular aixo vol dir que podem obtenir totes les places finites de L
considerant els ideals maximals de O. Pel que fa a les places infinites, son
les places de L que es troben sobre la plaga de linfinit, (1), de Fy(T). Un
plaga finita 8 € S(L) divideix una altra placa p € S(F ( )) exactament
quan pO C L.

Definici6 8. Sigui 2 C O un ideal de la forma

A=
i=1

amb s € N 1B, ideals mazimals de O. Aleshores definim la norma de A com

N]FLq prm(L/]Fq

11



on p; =P N A. Fent servir la norma definim el discriminant Do, com el
producte de les normes de les diferents locals D, /v, (1), on p € S(Fq(T))
és una placa finita:

p?

Doja = N]FLQ(T) H DLy /py(1)y
PCO

B ideal mazximal

4 Grups de ramificacié superiors

En aquesta secci6 presentem les definicions i també un seguit de resultats que
ens permeten calcular la diferent d’una extensié separable amb ramificacié
salvatge, cosa que necessitem més endavant a 'hora de calcular el génere de
corbes sobre un cos finit (veure seccié. Aquests resultats son tots recopilats
a [Ser79, Sec. IV.1|. A continuaci6 presentem les definicions i hipotesis que
farem servir en aquest capitol.

Sigui /C un cos complet respecte una valoraci6 discreta vi. Denotem per
Oy el corresponent anell de valoracions, per pix el seu tnic ideal maximal i
per k = Ok /px el cos residual.

Sigui ara £/K una extensié de Galois finita amb grup de Galois G i sigui
O¢ la clausura entera de O a £. Aixi O, és també un anell de valoracio
discreta i definim analogament v, p,s i A. En tot el capitol suposarem que
Pextensio residual \/k és separable.

Conseqlientment, Oy admet una base sobre Ox que consisteix de po-
téncies d'un sol element z.[Ser79, Sec. III.6]. Denotant com habitualment
I’index de ramificacié i el d’inércia tenim

ec/kfec =L K]

Fixem ara x € O, de manera que z és un generador de Oy com a Ox-
algebra.

Lema 1. Sigui 0 € G, —1 < i € Z. Aleshores les tres condicions segiients
son equivalents:

(i) o actua trivialment sobre lanell quocient O /p*+t.
(i1) ve(o(a) —a) > i+ 1 per tota € Of
(iii) ve(o(x) —x) > i+ 1.

Definicié 9. Per tot enteri > 1 definim G; com el conjunt de o € G tal que
compleix algunes de les tres condicions equivalents del lema. G; s’anomena
l'i-éssim grup de ramificacio de L/K.

12



Proposicio 2. Per a cada enter i > —1 els grups G; formen una seqiiéncia
decreizent de subgrups normals de G. FEn particular G_1 = G, Gy és el
subgrup d’inércia de G i Gy = {1} per i prou gran.

Proposici6 3. Sigui H < G un subgrup del grup de Galois i sigui K' el cos
fix per H, K C K' C L. Aleshores H = G(L/K') i es compleix
H,=G,NH

Corol-lari 1. Sigui I, la subextensid no ramificada més gran de L sobre K,
i H el corresponent subgrup de G. Aleshores H és igual al grup d’inércia
Go, i els grups de ramificacié de G amb index > 0 son iguals als de H. A
més, lextensio L/IC, és totalment ramificada.

Proposicié 4. Si H = G; per algun enter j > 0, llavors (G/H); = G;/H
peri < j i (G/H); = {1} peri>j.

Amb aquestes proposicions ja estem en condicions de poder determinar
la diferent d’una subextensio de L£/K:

Proposicié 5. Si Dy €s la diferent de L/K, aleshores

o0

ve(Dye) = > _(1Gil = 1)

=0
on |G;| és Uordre (finit) del grup. Observem que la suma és finita ja que
|G;i| — 1 =0 per i prou gran.
4.1 Cas global

El Principi Local-Global per a cossos ofereix la possibilitat de traslladar els
resultats vists a la seccio anterior al cas global. Sigui K'/K una extensio
finita de Galois amb grup de Galois G. Suposem en tota aquesta seccié que
tant K’ com K son cossos globals. Sigui p una placa de K i K, la seva
corresponent completacié i de la mateixa manera Kég la completacié de K’
respecte B, on suposem Pp. Aleshores 1'i-éssim grup de ramificacio G;(°B)
de G respecte a P és justament 1’i-éssim grup de ramificacié de B a I'extensio
de cossos locals K&;/Kp. Es a dir:

Gi(B) = (G(Ky/Kp))i
Per qualsevol o € G es compleix la relacio
0 €Gi(P) < o(a)=a mod P, Va € O
Si P i 2A som dues places de K/ que es troben sobre p aleshores tenim

|Gi(B)| = |Gi(A)[,Vi € Z,i > —1
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i com que el grup de Galois actua transitivament sobre les places que divi-
deixen p, si 7 € G és tal que T(P) = A, llavors

Togor ! € G;(A),Vo € Gi(R)

Per tant, en el cas global escriurem g;(p) := |G;(*B)| per a tota placa P que
es trobi sobre p.
4.2 Propietats dels grups de ramificacio

(i) El grup Go/G1 és ciclic i el seu ordre és coprimer amb la caracteristica
del cos residual .

(ii) El grup Gy és resoluble. Si a més, x és finit, aleshores G també és
resoluble.

(iii) Si G és abelia i 4 € Z no és divisble per |Gy/G1| llavors G; = G411

Per als enunciats que vénen ara char(\) =1 # 0.

(iv) Els quocients G;/Gjit+1, per tot ¢ > 1 son abelians i sén productes
directes de grups ciclics d’ordre [. En particular el grup G; és un

[-grup.

(v) El grup d’inércia és el producte semidirecte d’un grup ciclic d’ordre
coprimer amb [ amb un subgrup normal d’ordre {", per algun 7.

(vi) Els enters ¢ > 1 tals que G; # G;+1 son tots congruents mod .

4.3 La funci6é ¢ de Herbrand

Sigui > 1 un nombre real i denotem per G, el grup de ramificacié GG; amb
i el menor enter tal que ¢ > u. Per tant

ceG, < ve(o(z)—z)>u+1

Denotem també I'index del subgrup H dins de G per |G : H| i definim

v dt
i [-1,00) — R, u) = —_—
Pr/K [ ) @ﬁ/’C( ) /0 |G0 . Gt’

on per convencié si t = —1, llavors |Gy : Gy| = |G_1: Go|tisi -1 <t <0
llavors |Go : Go|~! = 1. De fet, es pot donar una expressi6 explicita com una
suma de la funci6 ¢, si m < u < m 4+ 1, on m és un enter positiu, aleshores

1
(1 +-+gm+ (u—m)gm+1), amb g; = |G|

p(u) = %
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i en particular
1 m
pm)+1=—> g
90 i 0

Ara es pot veure que l'aplicaci6 ¢ és un homeomorfisme de la semirecta
[—1,00) en ella mateixa i per tant denotem v 'aplicaci6 inversa [Ser79, Sec.
IV.3]. Aleshores

(i) La funcié ¢ és continua, lineal a trossos, creixent i concava.

(i) (0) =

)
)
(i) La funci6 v és continua, lineal a trossos, creixent i convexa.
)
)
)

$(0) =

(v) Siv=p(u) és un enter aleshores u = 9 (v) també és un enter.

(iv

(vi) En una torre d’extensions de Galois K C K’ C £/ es compleix
L/ = Pk ° oy 1 també Y e = Y 0 Yk

Ara gracies al quart punt de llista anterior podem definir una numeracid
supertor. Posem
G = Gy
o equivalentment
GeW = q,
Aixi tenim G~ = G,G% = Gy i G¥ = {1} per v prou gran. Els tres resultats

a continuacié es poden trobar a [Ser79, Sec IV.3].

Proposicio 6. Sigui H un subgrup normal del grup de Galois G = Gal(L/K),
aleshores per tot v

(G/H)' =G"H/H
Lema 2. Sigui K C K' C L/ el cos fix pel subgrup H < G i v = ¢(u) per
algun u # —1. Aleshores

G,H/H = (G/H),

Teorema 3 (Hasse-Arf). Si G és un grup abelia, i v és un salt en la ﬁltmcz’cﬂ
GV aleshores v és un enter. Dit d’una altra manera, si G; # G;y1 aleshores
(i) és un enter.

!Una filtracié és una seqiiéncia decreixent de subgrups normals de G
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4.4 Exemple: Extensions ciclotomiques sobre el cos Q,

Donem el nom d’extensié ciclotomica a aquelles extensions de Q on afegim
una arrel de la unitat. El seu estudi és fonamental en la teoria de nombres
algebraica. Un clar exemple és el Teorema de Kronecker-Weber que afir-
ma que tota extensi6é abeliana sobre @ esta continguda en alguna extensio
ciclotomica.

Sigui doncs p un nombre primer, n un nombre natural i &, una arreal n-
éssima primitva de la unitat. Els cossos Q i Q(&,,) no son complets respecte
la valoraci6é p-adica. Com hem mencionat ja, perod, l'estratégia consisteix
en inspeccionar el cas local. L’index de ramificacié de 'ideal primer (p)
és independent de la tria de n. De fet es compleix que si ged(n,p) = 1
aleshores (p) no ramifica a Q,(&,)/Qp. En aquest exemple ens centrarem en
el cas n = p™. Llavors l'extensié Q,(&,)/Q, té grau ¢(n) = p™ L(p—1)iel
grup de Galois és justament el grup d’invertibles de Z/nZ (el denotem per
G(n)) i (p) és completament split. L’element 1 — &, és un uniformitzador per
Qp(&y). Finalment, els grups de ramificaci6 superiors son

Go =G;

Gu = G(n)! sil<u<p-1,
Gy = G(n)? sip<u<p?—1,
G, =Gn)™ ={1} sip <,

on G(n)! := {z € G(n)lx = 1 mod p'}. Es pot veure que els salts en la
filtracio ocorren quan v = p¥ —1lamb0 <k <m—11 CQp(€n)/Qp (pF—1)=k
per tot 0 < k < m — 1. Tenint en compte tot aixo,
G'=G(n)" per 0 <v<m,
G'={l} perv>m

5 Corbes algebraiques

Sigui k un cos perfecte qualsevol i denotem per k la seva clausura algebraica
i F un cos intermedi. El conjunt A™(F') := F"™ és el conjunt de punts de
I’espai afi de dimensié n amb coordenades a F'.

Sigui f(z,y) € k[z,y] un polinomi en dues variables de grau total grau(f) =
d. El conjunt de zeros de f amb coordenades a F' es defineix com

Z¢(F) :={(a,b) € F x F|f(a,b) =0}

5.1 Punts i ideals

A partir d’ara f sera un polinomi irreductible a klz,y]. Lanell Cf =
Elz,y]/(f) és un domini d’integritat. Posem Ky := Frac(Cy) i denotem
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per Max(Cy) el conjunt d’ideals maximals de C'. Ara, I'aplicaci6

If : Zf(]{:) — MaX(Cf)
(avb) = (x—a,y—b)
és de fet una bijecci6 entre els punts de la corba Z¢(k) i els ideals maximals
de Cf [Lor96, Sec. I1.3]. Aquests ideals maximals estan formats per totes
les funcions que s’anullen en (a,b), és a dir, el valor de tal polinomi és
precisament 0 a la placa (a, b).

5.2 Punts singulars

Un punt (a,b) de Z¢(k) es diu que és singular si

Of gy =21

83’: (a7b) 8y

(a,b) =0

Si aixd no passa direm que el punt és no singular. Si (a,b) és un punt
singular diem que la corba Z¢(k) té una singularitat en (a,b) o simplement
que és singular en (a,b). Diem que una corba és no singular si no té cap
punt singular. Els resultats que vénen a continuaci6 es poden veure a |[Lor96),

Cap. 1]|

Teorema 4. Sigui (a,b) € Z¢(k) un punt i sigui m C Cy lideal mazimal
corresponent. Aleshores el punt (a,b) és no singular si i només si l'ideal
mazimal de la localitzacié (Cf) ) esta generat per un element.

Teorema 5. Sigui f € k[x,y] un polinomi irreductible. Aleshores l'anell
Cy = klx,y]/(f) €és integrament tancat al seu cos de fraccions k(Zy) si i
només si la corba Z;(k) és no singular.

Corol-lari 2. Cf és un domini de Dedekind si i només si Z(k) €s no sin-
gular.

Demostracio. Pel Teorema de la base de Hilbert C'y és una k-algebra finita-
ment generada i per tant és noetheriana. D’altra banda es pot veure que C
té dimensi6 de Krull 1. Ara pel Teorema [5] és integrament tancat si i només
si Z¢(k) és no singular. Recordant la definici6 3| tenim que C és un domini
de Dedekind si i només si Z¢(k) és no singular. O

5.3 Corbes completes no singulars

Sigui L/k una extensié de cossos finitament generada de grau de transcen-
décia 1. El conjunt de totes les valoracions discretes de L que sén trivials
sobre k es denota per V(L/k).
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Definicié 10. Sigui k un cos qualsevol. Una corba completa no singular
X/k sobre k és una parella (X,k(X)) que consisteix d’un cos de grau de
transcendéncia 1 sobre k i un conjunt X el qual es troba en bijeccio amb
V(k(X)/k). Un element P de X s’anomena un punt i el cos k(X) s’anomena
el cos de funcions racionals de X. Cada punt P se li associa una valoracid
vp de V(k(X)/k) i un anell local de valoracid discreta Op amb ideal mazimal
mp. L’anell Op s’anomena l'anell de funcions racionals definides en P. Una
funcio o € Op s’anul-la en P si o € mp. El nombre vp(a) s’anomena el
grau del zero de «. Per 1ltim, si o € k(X) \ Op aleshores a té un pol en P
de grau |vp(a)|.

Cada extensio de cossos L/k de grau de transcendéncia 1 genera una cor-
ba completa no singular, només cal considerar la parella (V(k(X)/k), L/k).

Definici6 11. Una recta projectiva sobre k és una corba completa no singular
P! /k amb la propietat que el cos k(P) és isomorf al cos de funcions racionals
en una variable com a k-algebres.

Com a exemple podem prendre la recta projectiva P! /k associada al cos
de funcionals k(x)/k, on = és una indeterminada. Aleshores es compleix

V(k(X)/k) =P = {vg(z)lg(z) € k[z] irreductible i monic } U {oo}

Per tant acabem de trobar una corba algebraica adequada pel cos que ens
interessa, Fy(t).

6 Cossos de funcions algebraiques

En aquest capitol introduim la noci6 de génere d’un cos de funcions algebrai-
ques com també la formula de Riemann-Hurwitz que s’utilitza per calcular
el génere d’una extensio.

Sigui K = Fy(t) el cos de funcions racionals sobre el cos finit F, i L/K
una extensio finita i separable de K.

Definicié 12. Sigui p (resp. B) una plaga del cos K (resp. L). El grau de
p (resp. P) es defineix com

degp = [o(p)/p : Fy

i el grau d’un divisor a (resp. ) de K, (resp. L) com

dega = Z vp(a) - degp
peS(K)
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6.1 El génere

Hi ha una equivaléncia entre corbes algebraiques sobre un cos k i extensions
de grau de transcendéncia 1 sobre k. En particular, una corba (anomenada
superficie topologica) té associat sobre C la caracteristica d’Euler i el génere
que correspon al nombre de forats. Aqui donem alguns detalls d’aquesta
relacié quan k és un cos global de caracteristica positiva, o més concretament
k és un cos finit.

Definicié 13. El grup de Picard Pic(L) és el quocient de Div(L) pel grup
dels divisors principals. El grau d’un divisor D € Pic(L) és el grau d’algun
dels seus representants D € Div(L).

Per tal d’enunciar el Teorema de Riemann-Roch introduim la segiient
definici6:

Definicié 14. Sigui k un cos i sigui X/k una corba completa no-singular.
Definim el k-espai vectorial

H°(D) = {a € k(X)|div(a) + D > 0}
i h9(D) = dimy,(H®(D)).

Teorema 6 (Riemann-Roch). Sigui k un cos i X/k una corba completa no
singular. Aleshores existeir un divisor W € Div(X) tal que es compleix

h(D) = deg(D) +1 — g(X) + h°(W — D)
El divisor W s’anomena el divisor canonic. [Lor96, Sec. 1X.4]

El nombre g(X) es coneix com el génere de la corba X/k. En particular
el teorema ens doéna

deg(W) = 2g(X) —2
Vegem ara que Fy(t) té génere 0 a partir del Teorema de Riemann-Roch.
Corol-lari 3. Sigui k un cos, X/k una corba completa no-singular. Sigui
L € Pic(X/k). Sideg(L) > 2g(X)—1 aleshores h°(L) = deg(L) + 1 — g(X)
Demostracié. Sigui D un representant de £. Com que deg(D) > deg(K)
tenim que deg(W — D) < 0. Ara pel Teorema de Riemann-Roch h%(D) >
deg(D) +1— g(X) i per tant
hO(W — D) = deg(W — D) + 1 — g(X) + h°(D)

cosa que implica (D) > g(X) i aixi

ROW — D) = K(D) + g(X) — 1 — deg(D) < 24(X) — 1 — deg(D) < 0

Per tant h®(W — D) = 01 h%(L) = deg(L) + 1 — g(X). O
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Corol-lari 4. Sigui k un cos. La recta projectiva P! /k té genere 0.

Demostracid. Identifiquem k(P') amb k(z). Sigui oo el punt corresponent a
la plaga de I'infinit. Es pot veure que {1,z,...,2"} és una base per H°(noo)
de manera que h%(noc) = n + 1. Pel Corol-lari anterior, si n és prou gran
tenim h%(noo) =n + 1 — g(k(z)). Per tant g(k(x)) = 0. O

Suposem que la caracteristica de I, diferent de 2 i 3. Vegem ara alguns
exemples de géneres:

1. (Cossos de funcions el-liptiques) Considerem y? = f(T), on f € A és
un polinomi de grau 3 lliure de quadrats. Aleshores el cos F,(y,T') té
génere g = 1.

2. Si f € A és un polinomi de grau 5 lliure de quadrats i y?> = f(7T)
aleshores el cos Fy(y,T) té génere g = 2.

Donem ara la formula de Riemann-Hurwitz que relaciona el génere de la
corba X amb el génere de la corba P! i la ramificacié d’un morfisme entre
les dues corbes (pensat de manera geométrica). Abans pero, definim el cos
de constants [ d’un cos de funcions L com

I = {z € L|x és algebraic sobre F,}

Teorema 7 (Formula de Riemann-Hurwitz). Sigui L'/L una extensio finita
i separable del cos de funcions L. Siquin 1,1 els respectius cossos de constants
a L,L'. Aleshores es compleix:
L':L
29(L)) =2 = G 2(L) = 2) + degDuy

Demostracio. Veure |Ros01, Cap. 7| O

6.2 Extensions de constants

En general el cos F,; no és algebraicament tancat a L. Sigui ara L un cos de
funcions algebraiques sobre F, amb cos de constants [. Si ara suposem que
!’ és una extensio algebraica de [ que contingui la clausura algebraica de L,
llavors el composat L' = LI’ és un cos de funcions algebraiques sobre I'. Les
propietats més importants sota aquestes hipotesis estan recollides en aquest
teorema: |[Ros01}, Cap. 8]

Teorema 8. (i) I' és el cos de constants de L'.
(ii) Tot subconjunt [-linealment independent de L també ho és sobre l'.

(iii) Per a cada x € L\ tenim [L' : I'(z)] = [L : I(x)].
(iv) L'/L és no ramificada a cada plaga B’ € S(L')
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(v) L' té el mateix génere que L.

(vi) El cos residual d’una plaga B’ de L' és el composat del cos I amb el
cos residual d’una plaga B tal que P'|P.

Aquest teorema ens permet considerar la clausura algebraica d’un cos a
I'hora de calcular el seu génere o els indexs de ramificaci6, sempre i quan F,
sigui el cos de constants, ja que sén invariants per extensié de constants.

Aquest teorema facilita nombrosos calculs. En especial per al nostre
cas és certament important que a E[T], tots els polinomis descomponen en
factors de grau 1 i per tant només existeixen polinomis primers de grau 1. Pel
que fa al cos de constants tenim que esta contingut al cos residual O /B
per una placa 3. Alhora, el cos residual és una extensié algebraica del cos
de constants i per tant aixo implica la igualtat entre Fy, i i qualsevol extensio
algebraica del cos de constants.

D’aquesta manera la férmula de Riemann-Hurwitz se simplifica. Fent
servir les notacions del Teorema |8| tenim que [ = E il' =11iper tant

29(L') =2 = [L' : L](2g(L) — 2) + degDy

i també se’ns simplifica el grau de la diferent
degDL//L = Z Um’(DL’/L) . d@g‘p/ = Z ’qu (DL’/L)
Pres(L) Pres(L)

Aix0 ens porta a enunciar un altre cop la férmula de Riemann-Hurwitz de
la manera que la farem servir d’ara endavant.

Teorema 9 (Formula de Riemann-Hurwitz). Sigui L un cos de funcions
algebraic amb un cos de constants algebraicament tancat i sigui L'/L una
extensid finita i seperable. Aleshores

(L)~ 2= L)(29(L) - 2) + 3. vop(Dpyy)
Pes(L)

Si a més la extensid L' /L és de Galois de grau m, aleshores

29(L") —2=m(29(L) — 2) + m'ezs%y) en(L'/L) 2 (9:(B) — 1)

1

Demostracio. Recordem que la diferent d’una extensio global és la suma de
les diferents locals, per tant

D= Y, Um'(DL;p,/Lm/)m,
Pres(L)
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i la valoracio de la diferent a una plaga P’ resulta

o0

v (D) = U‘ﬁ’(DLgp,/Lm/) = ;(\Gi(m/) - 1)

En particular, en una extensié de Galois els ordres dels grups de ramificacio
superiors respecte una plaga 8’ de L' queden determinats pels ordres dels
grups de ramificacio de les places ¥ que es troben a sota. Per tant només
depenen de r(L'/L). Per tltim, com que el grau d’inércia d’una placa és 1
perqué el cos de constants és algebraicament tancat, fent servir el Teorema
ens dona la formula desitjada. O

7 El modul de Carlitz

En aquesta seccié definirem el modul de Carlitz. Per fer-ho de la manera
més simple possible comengarem definint els polinomis de Carlitz [Con09].

Sigui @ € Fy[T] un polinomi i denotem per pq(X) el seu polinomi de
Carlitz associat. Per definir p,(X), considerem p;(X) := X i

pr(X) =X14+TX

Per a un polinomi qualsevol definim el polinomi de Carlitz recursivament i
forgant linealitat tal com es resumeix en els punts a continuacio:

Veiem-ne uns exemple per entendre-ho millor.

Exemple 2. (Polinomis de Carlitz)

(i)
pr2(X) = pr(pr(X)) = (TX + X9+ T(TX + X9)
= X9 4+ (T94+T)X9+ T2X

(i)

pro_o(X) = pra(X) — pe(X) = X¥ + (T + T)X7 + (T? — ¢) X
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(iii)
pr3(X) = pr(pr2(X))
= (X + (T + T)X9 + T2°X)? + T(XT + (T9+ T)X? + T?X)
— x4 (Tq2 +T9+ T)XT + (T2 + T 4+ T2)X9 + T3X

Ara ja estem en condicions de definir el modul de Carlitz.

Definici6 15. Sigui L/F,(T) una extensid de cossos. Ara donem al grup ad-
ditiu de K una estructura de Fq[T)-modul a través dels polinomis de Carlitz.
Es a dir, sia € Fy[T] i a € L, definim

@ = palo)
Diem que aquesta és ’accio de Carlitz de Fy[T'] sobre L.

Considerem ara un polinomi monic n € A i la seva descomposicié en
factors irreductibles a A:
S
Tl
v=1

Aleshores definim els punts de n-torsié com el conjunt

np = {A € Fy(T)|pm(A) = 0}

on Fy(T') és la clausura algebraica de F,(7T"). Denotem per K(n) := K(,p)
el cos de descomposicio del polinomi p,(X) que correspon a afegir els punts
de n-torsio al cos base K = (7). Diem que X és una arrel primitiva de
n-torsio si ’A-modul ,,p estd generat per \. Com que els polinomis p,(X)
son separables per tot n € A (ja que tots els termes de X que apareixen
son de la forma X9, amb 4 > 0 i el polinomi és no nul quan i # 0) tenim
que l'extensio K(n)/K és de Galois. Ara podem enunciar el teorema més
important per a la caracteritzacié d’aquestes extensions:

Teorema 10. (i) L’extensic K(n)/K és de Galois amb grup de Galois
abelia isomorf a (A/(n))*.

(ii) Si m = P", poténcia d’un primer P aleshores Uestensic K(n)/K ra-
mifica totalment en p = (P) i no ramifica en cap altra placa finita

q# Pp,q# 0.

(i4) Sigui Ky (n) el cos fix per I’embedding F; — (A/(n))*. Aleshores la
plaga de Uinfinit esplita completament a K4 (n) i totes les places que

es troben sobre la plaga de Uinfinit de Ky (n) ramifiquen totalment a
Pextensid K(n)/K4(n).
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(iv) Sigui n el producte de s factors primers de A. Aleshores K(n) és el
composat dels cossos K(ply), perv=1,...,s, i tots els cossos K(p™)
son linealment independents dos a dos.

(v) Sigui O(n) la clausura entera de A a K(n) i X €, p una arrel primitiva
de n-torsid. Aleshores

Demostracié. Veure |Ros01, Cap.12] O

Observacio 3. Aquest Teorema ens mostra les similituds que mencionavem
a la Introduccid. Més concretament veiem que el grup de Galois (Z/(n))*
de Q(&,) correspon al grup de Galois (A/(n))* de K(n). El subcos K (n)
correspon a l’extensio real més gran continguda a Q(&,) @ lanell d’enters
O(n) correspon a l'anell Z[,].

Corol-lari 5. F, és algebraicament tancat a K(n)

Demostracio. Siguin pso 1 Poo les places que es troben a sobre de la plaga de
I'infinit co de K a K (n) i K(n) respectivament. Aleshores f(poo/00) =1
(esplita completament) implica que el cos residual a po és Fy;. Com que
Poo/Poo €s totalment ramificada també tenim f(poo/Poo) = 1 1 per tant el
cos residual de P, també és F,. Ara, com que el cos de constants de K (n)
s’injecta dins el cos residual de P, €l cos de constants de K (n) és F,. O

8 Calcul del génere

8.1 Notacions i hipotesis

Tornem a recordar i a establir les notacions que farem servir a partir d’ara.
Designem per A :=F,[T] i per K =F4(T). També posem

K' :=TF,K =F,T)

on K’ és l'extensié del cos de constants a través de la transicié cap a la
clausura algebraica F, C C' de F,. Sigui n € A un polinomi monic. Aleshores
n té una descomposicié en factors primers, concretament

S

n:HP;””

v=1

on s,m, € Niels P, sén tots monics irreductibles, coprimers dos a dos i de
grau > 1. A meés, definim



p(n) = [(A/(n))"]
Pel Teorema Xinés del Residu tenim que

s

(A/(n)* = T[(A/(m))*
v=1
1 per tant que

s

o) = TT () amb ) = (g~ 1>

v=1

Aqui es pot veure clarament I’analogia amb la funci6 ¢ d’Euler. També
designem per p,, := (P,) elsideals principalsperv =1,...,siper1 <a <7,
definim

G(ny)* ={be(A/(ny))*Ib=1 mod P}

Pel que fa als punts de torsié definim

np =n p(C)

com el conjunt de punts de n-torsié de C i pel que fa al cos de descomposicié
de pp(X) escriurem K(n) := K(,p). Aleshores designem 'extensié del cos
de constants de K (n) per

K'(n) :=F,K(n)

Pel que hem vist al capitol [6.2] el grau, I'index de ramificaci6 i el génere
no canvien a través d’extensions del cos de constants ja que I, és el cos de
constants de K (n) pel Corol-lari|5| Per tant per una extensi6é de Galois d'un
cos de funcions algebraiques, els ordres dels grups de ramificacié superiors
tampoc canvien per extensions del cos de constants. Aixi tenim:

[K'(n) : K| = [K(n) : K] = ¢(n)
ey (K'(n) : K') = ep(K(n) : K) i per tant g(K'(n)) = g(K(n))

on p’ € S(L') amb p'|p. -
Finalment sigui K C L C K(n) isigui L' = F,L. Aleshores si q € S(L)
iq € S(L') amb ¢'|q posem

gi(a') = [(G(K'(n)/L")i(a")| = |G(K(n)/L))i(q)]

com lordre del i-éssim grup de ramificaci6 a 'extensio K'(n)/L’

A partir d’aqui la nostra intencié sera trobar una férmula tancada per
al génere del modul de Carlitz. Comengarem pel cas K(P"), és a dir, per
poténcies d’elements primers i després ho estendrem recursivament fent servir
que K(n,) i K(m,) son linealment independents.
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8.2 El génere de K(FP")

A partir d’aquesta seccid, com que estem inspeccionant un sol polinomi P,
tenim que s = 1. Per claredat també escriurem P, = P, ry =r,id; =d. El
grup de Galois sera G com habitualment.

Gracies a la formula de Riemann-Hurwitz podem calcular el génere del
cos K(P")

29(K(P")) —2 = [K(P") : K](29(K + Y Z gi(p

peS(K') i=0

Tanmateix, ens falta conéixer 'ordre dels grups de ramificacié superior per
poder determinar el génere completament. La segiient seccié abordara exac-
tament aixo. Tots els resultats sobre el génere de K(P") i K(n) son deguts
a [KelO1].

8.2.1 Grups de ramificacié superior de K(P")

Recordem que pel Teorema [10] totes les places que es troben sobre la plaga de
I'infinit s6n docilment ramificades amb index de ramificaci6 e (K (P")/K) =
qg — 1. Els grups de ramificacié superiors sén trivials i d’aquesta manera
I’expressio per la diferent local se simplifica

o0

S (0i(00) — 1) = exc(K (P )g/Koc) ~1=q 2

1=0

on 9 € S(K(P")) és un plaga sobre de co. A més, com a conseqiiéncia del
Teorema tenim que p = (P) és I'anica plaga finita que ramifica en aquesta
extensio. Com que és totalment ramificada tenim que 'index és

ep(K(P")/K) = [(A/p)"| = o(P") = ¢""D(¢" — 1)

Denotant per Ky i per K(P")yp les respectives completacions dels cossos K
i K(P") en les places pertinents amb B|p sabem per la secci6 [2.2.3] “ que el
grup de Galois de K (P")q/K) és exactament el grup de descomposicié de B

G((K(P")p/Ky)) = Zyp(K(P")/K)

Com que p ramifica totalment, els grups de Galois de K(P")/K i K(P")yp/K,
coincideixen i el grup d’inércia de B és exactament el grup de Galois.
Denotem ara 1’i-éssim grup de ramificacio de 9 a 'extensio K (P")/K i
K(P")p/K, com
G, ={o¢€ G|Uq3(0’(a) —a)>i+1,Vace O(qg)}

per tot ¢ > —1. Aleshores tenim la proposicié segiient
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Proposicié 7. Els grups de ramificacio de K(P")yp/K, son
Go = G(K(P")yp/Ky),
Gi=GP), per1<i<ql—1
Gi=G(P")? perq’ <i<?—1

1 en general

G; = G(P")*, per gD <i<gl®_11<a<r—1
Gi=G(P")" = {1}, per ") <ii
Demostracid. Es clar que Gy = Ti(K(P")p/Ky) = G(K(P")g/K,) per

ser totalment ramificat. Sigui ara R* un sistema generador minimal per
(A/(P"))* i Ao un generador del A-modul prp. Aleshores 'aplicacio

R* — G(K(P")yp/Ky)
br— oy
amb o3(Xo) = pp(Ao) és una bijeccié. Per b € R* tenim

deg(b)

po(Ao) =b- o+ (. )N+ + A

A més a més tenim

pp(Ao) — Ao = pp—1(Xo)

vp(p6(Ao) — Xo) = vp(pp—1(Mo))

Ara provem un lema que ens ajudara a acabar la demostracié

Lema 3. Siper 0 < a <r—1tenimb=1 mod P* ib# 1 mod P**!,
aleshores py—1(Xo) €s una arrel primitiva de ppr—a-torsid.

Demostracio. Siguin

r(X) = L()() - XA
fr(X) =25 AEllp ( )
Aprimitiva

ppr-a(X)

fpra(X) = L T (=)

pPr—a—l(X) AEPT—QP

Aprimitiva

Ambdos polinomis séon Eisenstein i també el polinomi irreductible de les
extensions K (P") i K(P"~%) respectivament.
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Ara com que P¥|(b—1) i P**! { (b—1), existeix b € R* tal que b—1 = b-P®
amb ged(b, p) = 1. Aixi obtenim

ppr=a(pp-1(A0)) = pp—1)pr-a(Ao) = pppr(Ao) = ppr(pz(Xo)) =0

ppr-a-1(pp-1(X0)) = pypr-1(Ao) # 0

ja que p;(Ag) és una arrel primitiva de ppr-torsio. Per tant fpr—a(pp—1(Xo)) =
0 i per tant pp_1(Ag) és una arrel primitiva de ppr-a-torsié com voliem. [J

Finalment recordant que ramifica totalment tenim
up(pm1(0)) = [K (P« K(P™)] - v(pp—1 (h0)) = ¢ - 1 = g

on q és l'ideal primer de la clausura entera de K(P"~%) que divideix p, és a
dir, p C q CPB. D’aqui surt o3 € G; per tot i < gt — 11 oy ¢ G; per
i > g% Per tant queda demostrada la Proposicié. ]

Proposicio 8. Per tot 1 < a <71 es compleix
|G(Pr)a| _ qd(r—a)
Demostracio. Considerem la projeccid
(A/(P"))" — (A/(P?))

que té com a nucli el grup G(P")®. D’aqui veiem que tenim la segiient
seqiiéncia exacta

1 — G(P)* — (A/(P"))" — (A/(P?)" — 1
Per tant ’ordre del nucli és

|G(Pr)a| _r\: ) _ qd(r—a)

O]

Proposicié 9. La filtracié de grups descrita a la Proposicid[7 concorda amb
la numeracid superior dels grups de ramificacid. En concret,

Gi=G"=G(P")" amb ¢k (pryy /K, (1) = «

Demostracio. Recordem que si GV és un salt en la filtracio (GV) aleshores,
pel Teorema de Hasse-Arf el nombres v és un enter. Per tant primer haurem
de determinar els v € R tals que v és un enter. Recordem també ’expressio
que tenfem per la funcioé ¢



on g; son els ordres dels grups de ramificaci6 superior i m un nombre natural.
Per tant, per ¢@= 1) < m < ¢% — 1 tenim

1 a—1 qk‘i—l m
e = £ (557 gy 35 e
go k=1 Z‘:qd(kfl) Z‘:qd(afl)

m — qd(a—l) +1 . d(r—a)

_Jam= gl —1
¢ N, en altre cas

Per tant els salts en la filtracié concorden amb la numeracié superior
Gua_1 =G =GP )" per 1 <a<r—1

ja que pr(pryg /K, (@™ — 1) = a. O

A partir d’ara escriurem G(n) tant per designar (A/(n))* com per desig-
nar el grup de Galois G(K(n)/K) ja que els podem identificar a través d'un
isomorfisme.

8.2.2 Calcul de génere

Ara ja tenim tots els ingredients per substituir a la Féormula de Riemann-
Hurwitz. Tenim

2g(K(P")) =2 =[K(P"): K]29(K) = 2)+ Y > (9i(a) = 1)

qeS(K') i=0

= o) g(R) ~2) + EE e () /10) 1)

+d- Y (g:p) — 1)
i=0

=2 otP)+ S a2+ T lar) )

on a la tdltima igualtat hem fet servir que el génere d’'un cos de funcions
racionals és 0 (grau de transcendéncia 1). Tenint en compte tot el que s’ha
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provat en aquesta seccio:

0o qd('rfl)
S g -1 = > (gp) -1
=0 =0

) =14 Z (I - 1)

a=1;= qd(a 1)

= lgo(p \—1+Z “)(gdr=e) _ 1)
r—1

= |go(p)| — 1+ Z(qda — qd(a_l))qd(r—a) _ Z(qda _ qd(a—l))
a=1 a—1

= ¢ V(g = 1) = 14 (r = D¢ V(g = 1) = (¢ - 1)
= qd(r_l)(rqd —r—1).
on hem fet servir
e Primer igualtat: G;(B) = {1} si i > ¢V,
e Segona igualtat: G;(B) = G(P")® si ¢ < < gdo — 1.
e Tercera igualtat: |G(P")%| = ¢¥r=).

Només falta combinar-ho tot per obtenir

_ -2 gr— —
29(K(P"))—2 = —2(¢"—1)¢™" 1)+Ziqd( V(g =1)+dg™ " (rq"—r-1)

-1

i per tant aillant ens queda

1 _ q—2 rqt —r—1
KP) =1+ =(¢% = Dg=D [ -2
g(K(PT) =1+ 5(a"—1)q R S

Per tant podem enunciar-ho com a un resultat ja

Teorema 11. El génere del cos K(P") és

_ rod
Q(K(Pr))zlJr%SO(p’”) (—2+q 2 d 1)

8.3 El génere de K(n)
Teorema 12. El génere de K(n) és



Demostracio. (i) El calcul del génere es pot fer recursivament:

(i)

g(K(n)) = [K(n) : K(m,)](2g(K (m,)) =2)+ Y Z gi(p

FES(K!(m,)) i=0

Els cossos K (n,) son linealment independents pel Teorema i entre
les totes les places que ramifiquen a K(n,), només la plaga p, és no
ramificada a K'(m,,). Les places de K'(m,) que es troben sobre p, son
completament split, i aixi tenim que el grau de descomposicié de les
places p, per v =1,...,s a K'(n) és d, - ¢(m,) (veure secci6 [2.2.4)).

L’index de ramificacio de la plaga de U'infinit a K (n) i K(m,) son iguals
per s > 2, és a dir, no existeix més ramificaci6 a la plaga de l'infinit a
I'extensio K (n)/K(m,).

Denotem per H;(3,) l'i-éssim grup de ramificacié d’una placa B, €
S(K(n)) que es trobi sobre p,. Aleshores tenim

Hi(Py) = GK(n)/K(my)) N Gi(B.) = Gi(Fy)
ja que G(K(n)/K(my)) = G(K(n,)/K) = G(n).

Finalment fent servir 'equaci6 del punt (i) i els comentaris anteriors
ens queda la seglient expressié per s > 2:

29(K(n)) — 2 = ¢(n,)(29(K(my)) — 2) + dyip(my) > gi(py)
i=0
Per acabar la demostracié només cal fer induccio sobre s. Pér s = 1

tenim exactament la formula del g(K(P")). Suposem ara que és cert
per a s — 1 i fem servir (v) per provar el cas s:

QQ(K(’H)) —-2= Sp(ns)(2g(K(ms)) - 2) + dsgp(ms) Zgz(ps)
=0

ruqy — Ty — 1
= p(ns)e(ms) ( 2+7+Zd 1 )

+ dsso(mS)qgs_l(qus —7rs—1)

T r 1
+dsSO( ) qu 51
s
— : T r 1
:gp(n) —2+L+Zdy vqu v
q— — @ —1
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Per tant el génere de K(n) és: [KelOl]

1 q—2 5 TGy — Ty — 1
K =1+ - 24— dy——m———
g(K (n) +290(n)< DM, )
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Apéndix: Extensions abelianes considerant el twis-
tat del modul de Carltiz

Considerem el modul de Carlitz twistat sobre Fy(T') = K definit per p2(X) =
AX?9+TX amb A € F,[T].

Fixem una clausura separable de K, denotem-la K. De manera similar
al modul de Carlitz podem considerar els punts de g-torsié de p amb g €
A =F,[T] via

A T A _
gp~{a € K|pg (o) = 0}.

Tenim el seglient enunciat a Gekeler |Gek16|:

Teorema 13. L’extensic K(g) := K(,p°)/K és una extensid finita de Ga-
lois i abeliana i a més hi ha un morfisme injectiu

¥ Gal(K(g)/K) = (A/(9))"-
Exemple 3. Considerem p(X) = TX +AX? irhop,(X) = T?°X + AT+
TH)X9 + ATLXT | tenim lavors que K(pp™) = K ( V) i K(g2p®) és

el cos de descomposicid del polinomi irreductible sobre Fo[T]: T + A(TX +
AX7)97L sobre K i lextensid té grau q(q — 1). Observeu que

P2 (X) = T(TX + AXY) + A(TUX9 + AIXT) =
(TX + AXY)(T + A(TX + AX?)771).

El segiient resultat és ben conegut en la literatura, veieu per exemple
[Ros01, Cap. 12].
%
q7
linomi irreductible de F,[T]. La clausura entera de Fy[T] en K(mnp™) és
Fo[T)[a] on Irr(a, K)[X] és p2.(X)/p5 ..
)

Teorema 14. Suposem A € ¥, i per simplificar suposem que g €s un po-

I en particular Uextensio K (gnp=)/K ramifica totalment en (g) (per tant
de grau qdegT(g)”(qdegT(g) —1) i moderadament ramificat en co amb grau q—1
en 0o, no ramificant en cap altre primer.

Proposicié 10. Sigui A € Fy[T]\ F, ¢ g un polinomi irreductible de Fq[T]
coprimer amb A. Llavors pgA(X)/X és irreductible i el polinomi h(X) =
pﬁ(X/A) - A%, és monic en Fy[T][X], per algun s € N adequat, i per tant
Aa és un element de la clausura entera O de Fy[T] en K(,p?), i per tant
F,[T|[Aa] C O. Aqui o és una arrel qualsevol del polinomi pgA(X)/X

Demostracio. Que pgA(X )/ X és irreductible surt de considerar el cas sense
twistat, on sabem que p,(X)/X és Eisenstein en g. Si A és coprimer amb
g, pgA (X)/X també és Eisenstein. Falta escriure la resta.

0
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Tenim el segiient resultat que podem trobar al llibre del Lorenzini [Lor96|

Teorema 15. Si Cy = Fy[T][X]/g(X) amb g(X) irreductible monic a coe-
ficients en Fy[T], i g(X) és no-singular llavors Cy és integrament tancat en

Fo(T)[X]/9(X).

Es té el segiient resultat sobre ramificacié en extensions de cossos, veieu
[Neu99].

Teorema 16. Sigui F//K = Fy(T) una extensid finita separable i escrivim
F = K(a), sigui Op la clausura entera de A = F,[T] en K i suposem
a és A-enter, (és a dir g(X) := Irr(a, K)[X] € A[X] monic), clarament
Ala] C Op. Tenim que si és un primer P de F' sobre A, ramifica sobre F// K
si PN A =p divideiz la Resultant de g i g'. A més a més si Op = Ala] i la
resultant de g i g’ és Uideal de A: pi™ -...-p;™ llavors els unics primers de
L/K sobre A ramificats son p; on m; = [L: K|(1 —1/e;) si p; es debilment
ramificat on e; €s lindex de ramificacio.
En el cas de ramificacio salvatge en Uideal p; llavors m; és igual a

|| -1
[F:K}-(Z| \‘fo )
=0

on Iy el grup d’inércia i I el grup inércia salvatge @ I, I'n-éssim grup grup
d’ineércia superior.

Demostracid. Tant sols 'altima part és menys coneguda. Quan tenim aques-
ta situacio la resultant coincideix amb la different i tenim que

Res(g,q') = Hp;’” ™
O

Exemple 4. Amb el cas A ¢ Fy, anterior anell Ala] no coincideiz amb O.
Per exemple si g(X) = T? + 2T + 2 € F3[T), irreductible, i A = T + 1
aleshores

pe(X)/X = A*XB 4+ (T + T3+ T? + 2) X2 + T% + 2T + 2
Ara, fent el canvi X < AX i tornant a multiplicar per A* queda
r(X) =X+ (T 4+ T+ T+ 2)X? + T+ T+ T +2
i la resultant Res(r,r’) = A?8gT.

De Gekeler |Gekl16], i prenem n primer de A i coprimer amb A tenim
que K (,p2)/K sol pot ser ramificat en oo, n i primers sobre A, per tant pel
calcul del génere de g(K (yp2)) sol falta estudiar la ramificaci6 sobre aquests
tres primers.
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Sota la hipotesi (A,n) = 1 i pensem A primer, Gekeler demostra en
|Gek16] que el cos de constants per a K (,p?) és Fy on K = Fy(T), d'on d'un
argument similar al cas no twistat hauria de sortir que oo és moderadament
ramificat amb index ¢ — 1.

Pel primer n, per Gekeler, es prova que té el mateix index de ramficiacions
en tots els grups i-éssims de grups inércia per tant contribuieix de la mateixa
manera amb la diferent.

Falta estudiar amb detall 'extensié de Kummer i la ramificacié sobre A.
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