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1 Introduccid

Quins problemes i conjectures classiques en cossos de nombres tenen una analo-
gia en cossos de funcions, i com és aquesta analogia? Aquesta exposicié intenta
explicar aquesta pregunta referent a la conjectura de Shimura-Taniyama-Weil.
Recordem que aquesta conjectura, recentment 1995-99 provada, (Wiles [17] i en
generalitat per Breuil-Conrad-Diamond-Taylor [1]), ha estat a la mira de tot
amant de la Teoria de nombres després de que Ribet [12] va demostrar que la
prova d’aquesta conjectura implicava el teorema de Fermat.

Conjectura 1.1 (Shimura-Taniyama-Weil). Sigui E una corba el.liptica
definida sobre Q amb conductor N. Llavors existeix un morfisme m definit
sobre Q de la corba modular Xo(N) en E,

m: Xo(N) — E.
En aquesta situacio tenim una bijeccio entre:

1. classes d’isogénea sobre Q de corbes el.lictiques definides sobre Q amb
conductor N.

2. Factors 1 dimensionals de la Q-descomposicic de la part nova de la Jaco-
biana de Xo(N), que denotem per Jy(N).

3. forma nova cuspidal normalitzada de So2(T'og(N)) wvector propi dels oper-
adors de Hecke.

En el cas de cossos de funcions, tenim espais de moduli groller per moduls
de Drinfeld de rang r amb estructura de nivell, [18]. El cas analeg de les corbes
modulars Xo(N) en cossos de funcions correspon als espais de moduli X (n)
([18]) amb un punt co del cos de funcions fixat i n un ideal coprimer amb
00. Aquestes corbes corresponen a certs espais de moduli groller anteriors amb
r = 2 amb nivell ocon. Drinfeld va provar que aquestes corbes tenen en la seva
jacobiana les corbes el.liptiques definides sobre el mateix cos de funcions amb
conductor igual al nivell de la corba modular Xy(n) i aixd ens permet fer una
conjectura analoga pel cas de cossos de funcions, veieu §2 per la seva formulacio.

En el cas de cossos de funcions la prova és molt facil gracies que tenim
que les funcions L per corbes el.lfptiques sobre cossos de funcions tenen les
propietats desitjades (Deligne), cosa que a priori en el cas de corbes el liptiques
sobre Q aquest fet es dedueix després d’haver provat la conjectura de Shimura-
Taniyama-Weil, ja que es coneixia el resultat per la funcié L associada a una
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forma cuspidal nova, perod en principi no per la funcié L per una corba el.lfptica
definida sobre Q.

Aquest capftol de [16] esbossa els principals elements per la formulacié de la
conjectura pel cas de cossos de funcions, la prova i questions sobre paramatritza-
cions de Weil en el cas mes simple de P! sobre un cos finit F (que com a cos de
funcions correspon a Fy(T")). Per mes generalitat per tota corba C projectiva
no singular definida sobre F, veieu 'article original de Gekeler i Reversat (8],
una altra referéncia interessant és I’article de Gekeler [7] en que fa un survey de
larticle [8].

Notacions

Fixem notacions per tot aquest capitol. C denota una corba projectiva no

singular, geometricament connexa sobre el cos finit IF, de caracteristica p, ¢ = p°.

Fixem oo un punt de la corba C, A denota I’anell de funcions regulars en C'\ {cc},

K és el cos quocient, K, la completacié en la placa co de K. Per simplificar
1

C= ]P’[%-q i 'uniformitzant de oo 7 i considerarem

(K’ OO’A) = (FQ(T)v OO,IFq[T]),

observem que cl(K) = 1 cosa que fa menys técnic la presentacié dels resul-
tats, presentarem també la situacié general (K, 00, A) i algun dels detalls que
comporta cl(K) # 1 en algunes situacions, per completitut en el cas general
consulteu [8].

n denota un ideal de A,
Xo(n) la corba modular de Drinfeld associada al grup I'g(n), (veieu final de
Iexposicié 8 [18]).
Jo(n) denota la jacobiana associada a la corba Xo(n).

2 La conjectura

Sigui en aquest capitol (K, o0, A) una tripleta general. Donat n un ideal no
zero de A arbitrari, recordem que Jy(n) esta definida sobre K i la varietat
abeliana Jy(n)/ Ko té reduccié totalment split multiplicativa de la descripcié
analitica [18], i per tant cadascun dels seus factors K.-isdogens té reduccié split
multiplicativa a co. Per tant per formular la conjectura de Shimura-Taniyama-
Weil per cossos de funcions ens hem de restringir amb corbes elliptique F
definides sobre K amb reduccié multiplicativa split en el primer fixat co i per
tant cond(E) = oon amb (n,00) = 1. Observem ([Tate] Theorem 5.3 [14]) que
FE com a corba sobre K, és una corba de Tate.

Conjectura 2.1 (Shimura-Taniyama-Weil per cossos de funcions). Sigui
E/K wuna corba el.liptica sobre K amb reduccid totalment multiplicativa a 0o i
cond(E) = oon. Llavors existeiz un morfisme dominant K-definit de corbes
algebraiques,

e Xo(n)/K — E/K7

m s’anomena parametritzacio de Weil.



Observacio 2.2. 1. La restriccio split multiplicativa per trobar parametritza-
cions de Weil de corbes el.lz’}?tiques FE sobre K no és molt restrictiva. Si
J(E) no és constant, sempre podem triar una pla¢a de K que la elegim
com la plaga 0o amb v (§(E)) < 0, llavors hi ha una extensid finita i
separable K' de K i una extensido oo’ de oo en K’ on E/K!_, té reduccid
multiplicativa split. Si j(E) és constant, és a dir j(E) € Fy, aquestes
corbes el.liptiques son classificades directament.

2. La conjectura de Shimura-Taniyama-Weil 1.1, ens dona una relacid en-
tre factors 1 dimensionals de la jacobiana de corbes modulars, amb certes
formes cuspidals; sobre K obtindrem aquestes bijeccio entre factors 1 di-
mensionals de la jacobiana per corbes modulars de Drinfeld i certes repre-
sentacions cuspidals, observem que les formes modulars de Drinfeld ([11])
viuen en caracteristica p i aixo no ens permet distingir diferents corbes
el.liptiques, no aizi les representacions cuspidals (que es troben a carac-
teristica zero). Veieu Uexzemple 2 §5 (observacid 5.2), on fem explicit que
les formes cuspidals no ens diferencien corbes el.liptiques sobre K no K-
isogenes.

La conjectura ens afirma la existéncia de parametritzacions de Weil. Su-
posant la existéncia ens podem preguntar sobre la de menor grau, que cor-
respondra al factor isogen de la jacobiana de la corba modular de Drinfeld
d’aquesta corba el.li/ptica7 aquesta parametritzacié s’anomenara seguint la teo-
ria classica parametritzacié forta de Weil.

Anem a centrar-nos d’ara en endavant amb (A, co, K) = (F,[T],1/T,F,(T)).
Aquesta exposici6é s’estructura basicament en dues parts. En la primera,§3,
es fa un overwiev de la prova de lanterior conjectura: la prova es basa en
el fet basic que tenim equacié funcional per la funcié L per aquestes corbes
el.liptiques, i utilitzant el treball de Jaquet-Langlands junt amb la relaci6 entre
formes cuspidals i jacobianes de corbes modulars de Drinfeld (Drinfeld) s’obté
el resultat. La segona part, §4 i §5 tracta de la construccié de parametritzacions
fortes de Weil, i explicitar-ne alguns exemples concrets, veient com en ’arbre
de Bruhat-Tits tota informacié de parametritzacions fortes de Weil en el cas de
cossos de funcions.

3 Una pinzellada de la prova del teorema 2.1

Sigui E/K corba el.lfptica sobre cos K iimposem que el j-invariant no pren valor
enF, (F, C K) i cond(E) = ocon. Considerem les realitzacions étales H'(E X j¢
K,Q;) amb [ # p primer, obtenim associada una Gal(K*°?/K)-representacié
que anomenem 7 g que forma un sistema compatible de representacions [-adiques
(veieu §8[2] per la definicid, exemple 9.6 [2]). Considerem les representacions que
s’obtenen twistant la representacié anterior mitjangant y, caracters unitaris de
Ix/K*. Sigui Lg(x,s) la funcié L associada, llavors tenim els segiients resultats
de Grothendieck-Deligne (§9[2]):

1. Les funcions Lg(, s) sén funcions polinomial en ¢—* a coeficients a Q;

2. satisfan, via una definicié de factors epsilon (veieu [2]), 'equacié funcional,

LE(X7 S) = €E(X, S)LE(Y7 2- S)



De 2, la correspondéncia de Jacquet-Langlands, thm. 11.3 [5], ens afirma
I'existéncia d’una tunica representacié automorfa cuspidal (pgp = p(7g),V,,)
en

SWIS S

8 = (4% ) o= Ofmoa)

on « denota elements en 'anell de les adeles de K.

Anem a precisar més aquesta representacié cuspidal. Com FE/K, és una
corba de Tate ([Tate] thm. 5.3[14]): 7g|gai(kzer/k..) €S la representacié especial
de Galois sp o sp; de GLa(K o) que es defineix per: [ # p = car(F,), definim
E; = KU ((arrels ["-éssimes de 7o)y) ON oo és un uniformitzant per K2 i
r recorre tots els naturals. Llavors la representacié especial es defineix per la
composicié segiient,

(oIS}

sp: Gal(K:P/K) — Gal(E)/K) &
~ Gal(K'" [ Ko x Gal(E /K'Y = 7. x 7,-5GL(2, Q)

. . 1 0 . 11
definida per i(1,0) = ( 0 ¢! ) ii(0,1) = ( 01 )
La representacié automorfa cuspidal s’escriu V,, = ®,V,, ., on en la plaga

00 €8 (poos Vo o) = (Psps Vep)-

Utilitzant altre cop la correpondencia de Jacquet-Langlands, obtenim que a
la representacié automorfa cuspidal li associem una forma automorfa cuspidal
nova g € V,, en un espai concret de formes automorfes cuspidals que en el
nostre cas correspon a Wi, (K, C), (consulteu IIT [15] per la definicié explicita
de forma cuspidal) espai (C-e.v.) format per funcions,

Y(K) := GL(2,K) \ GL(2,4)/KZ(Ko,) — C

sota certes hipotesis, on i denota les adeles de K, i K és ICfm’O(n) X Lo amb

Kpmol) = {

oIS

g > | € Usin, c = Omodn}

(aquf fin denota tots els primers de K a excepcié del primer fixat de K que
anomenem oo) i

IOO:{(Z 2)|a7b7c7d€Koo7czomOdOO}

(el grup d’Twahori), i el subindex sp, indica que la formes automorfes cuspidals
transformen com sp en GL(2, K).

La teoria de Jacquet-Langlands [2], afirma que la forma cuspidal ¢ g és vector
propi pels operadors de Hecke T, (veieu §4.9[8] o [15] per definicié i propietats
dels operadors de Hecke en formes cuspidals), amb v { noo i té valors propis en
la nostra situacié A, = ¢, +1 —#E(k(v)) € Q, amb ¢, = #k(v) on k(v) denota
el cos residual de K en la plaga v.

Observeu que Wy, (K, C) és un C-espai vectorial de dimensi6 finita, Y (K) és
un conjunt discret i les formes cuspidals automorfes tenen suport en un subcon-
junt finit de Y (K) (1.2.3 [10]). La propietat de ser cuspidal dona una relacié
lineal finita de valors de ¢(€ Wy, (K, C)), on els coeficients son volums de doble



cosets amb nombres racionals com radis. Aixo ens permet tenir una estructura
Q-racional en W, (K, C), que denotarem per W, (K, Q), que compleix per tot
cos F' amb car 0,(en particular per F = C)

W (K, Q) @q F = Wy, (K, F).
Hem obtingut una projeccid

pTOj : Wsp(lc7 Q) - Q‘pEH

ja que podem normalitzar ¢ definida dins la Q-estructura del fet que T, estan
definits sobre Q amb autovalors racionals.

Questié 3.1. Com relacionar o € W, (K, Q) amb un factor 1-dimensional
de la Jo(n) que sigui K-isogen amb E?

Recordem ([18]) donat K tenim un problema de moduli de Drinfeld de niv-
ell n definit sobre K i tenim la corba Xo(n) corresponent a Ky . Tenim en
aquestes corbes de moduli uns operadors de Hecke, definits via v-isogenies (per
una defincié precisa consulteu (7.6) [7]) i que aquestos operadors es traslladen
a Jo(n).

El resultat clau per respondre la pregunta 3.1 és el segiient resultat anomenat
llei de reciprocitat de Drinfeld (Prop.10.3 i Thm.2 [3]),

Teorema 3.2 (Drinfeld). Siguil # p = carK. Llavors
JO(“) ® @(_1) = Helt(XO(n) X C? Ql) = Wsp(’CO,f X Ioov@l) & sp;

canonicament, és a dir compatible amb operadors (no-ramificats) de Hecke i amb
Vaccié de Gal(Ko™ " /Ks) (que actua amb el terme de lesquerra de manera
natural del fet que aquest grup galoisa coincideiz amb el grup d’automorfismes
continus de C /Ky i que la corba modular de Drinfeld Xo(n) esta definida sobre
K).

Per construccié ¢g correspon a una forma automorfa nova de pes n. Per
construir la parametritzacié anem a relacionar la Jacobiana de ’anterior resultat
amb el factor 1 dimensional que ens dona a dins, necitem un endomorfisme de
la Jacobiana on la imatge ens doni F o una corba K-isogena per poder acabar,
nosaltres tenim un endomorfisme de W, donar per proj anem doncs a obtenir-
lo venint de la Jacobiana. Per questions de facilitar i no treballar en formes
cuspidals, introduim les cocadenes armoniques.

Sigui 7 l'arbre de Bruhat-Tits de GLy(Koo) 1 Y(7) denota les arestes i
X(T) els vertexs (consulteu per més detalls de arbre de Bruhat-Tits, [4]).

Definicié 3.3. Denotem per B un grup abelia. Diem que ¢ €s una co-cadena
armonica de B per un arbre de Bruhat-Tits T si és una aplicacio

p:Y(T)— B
complint

1. p(€) = —p(e), on € es la aresta e pero en la direccid oposada,



2.3 origen(e)—v P(€) = 0 per totv € X(T). Al conjunt de cocadenes armoniques
el denotarem per
H(T,B).

Denotem per
H(T,B)" (1)

amb C GL(2, K) un subgrup aritmetic, al conjunt de cocadenes armoniques
que a més satisfant:

3. p(ye) =p(e) vy el
S’anomenen cuspidals i s’anota tot el seu conjunt per,

E! (Ta B)P

el subconjunt de (1), complint que tinguin suport finit mod T', aixo vol dir
que a les semilinees de U'arbre de Bruhat-Tits de T /T s’anul.la en cada
semilinea a partir d’un cert lloc, realment després de la primera aresta.

S’anomenen doble cuspidals i s’anota per
ﬂ!! (Tv B)F

si €s cuspidal i a més s’anul.la a les puntes (és a dir s’anul.la en cadascuna
i en tota aresta de les semilineas de T JT).

Observaci6é 3.4. Els conceptes cuspidal i doble cuspidal coincideizen si B és
lliure de torsid, veieu prop.3.10 i)[7].

Treballar en I'arbre de Bruhat-Tits és molt més senzill, i en particular tre-
ballar en les co-cadenes armoniques. El proper resultat ens permet traslladar el
nostre estudi que necessitem en formes automorfes a un estudi dins co-cadenes
armoniques.

Teorema 3.5 (Drinfeld). Sigui F un cos de caracteristica 0, llavors,

H\(T,F)"®™ =W, (Ko s % Too, F). (2)

on To(n) = {( ot ) € GL(Q,AK)|CEO(n)}.

Aquest isomorfisme (2) és natural, en el sentit que en les co-cadenes tenim
definit uns operadors de Hecke i part nova i que aquest isomorfisme es compatible
amb operadors de Hecke i la part nova. Definim en les co-cadenes cuspidals
aquests conceptes que ens comporten bé via I'anterior isomorfisme (2).

Definicié 3.6. Siguim un ideal de A, pensem ¢ € GL(2, K), definim ’operador

de Hecke Ty, via,
(Twmp)(9) := Zw(( .’ >9)7

on la suma recorre les tripletes (a,b,d) € A3 amb a,d monics, (ad) =m, (a,n) =
1 idegb < degd. Aquests operadors actuen dins les formes cuspidals, commuten
entre ells. Els operadors de Hecke Ty, amb (m,n) = 1 s’anomenem no-ramificats.



Per simplificar notacio,
H(n) = H,(T,Z)T0).

Tenim en Parbre de Bruhat-Tits un producte de Peterson, (,), que es defineix
de la forma segiient,

Definicié 3.7. Donat un grup aritmétic I', és defineiz el producte de Peterson
per I,
(7 ),u : ﬂ!(Ta Z)F X ﬂ!(Ta Z)F — Z

per
(f9)= > flegle)voly(e),
c€Y (T\T)
on vol,(e) = % Observem que cada aresta geométrica {e, e} fa sumar

dos cops aquest sumatori el mateiz valor (fizem-nos que estem pensant sem-
pre e, € son arestes de l'arbre de Bruhat-Tits). Multiplicant ®zF obtenim un
producte escalar per qualsevol cos de caracteristica zero.

Si n/|n tenim un morfisme natural per cada divisor monic a de n/n’,
ign : H') — H(n)

donat per,
im0 = (5 ] )9

Definicié 3.8. La part nova de les formes cuspidals de H(n) @ Q és, ho an-
otarem per (H(n) ® Q)™ el complement ortogonal en H(n) ® Q respecte al
producte de Peterson de les images de tots els iqn ® Q on n' recorre tots els
divisor propis de n. Denotem per H(n)"*" := H(n) N (H(n) ® Q)™*.

Els operadors de Hecke T}, actuen en H(n)"““. Denotem per $(n) la Z-
algebra generada pels operadors no-ramificats de Hecke, i $(n) ® Q la Q-algebra
que és commutativa i semisimple, per tant un producte de cossos totalment reals.
Com P'accié dels operadors de Hecke es compatible amb els dos isomorfismes de
Drinfeld anteriors (3.2,3.5), aix0d ens permet explicitar proj com un morfisme
de la Jacobiana. Efectivament, per aixo recordeu ([4]):

1. tot endomorfisme de Jac(Xo(n)) es puja al seu tor associat Tpm) =

Hom(Ty(n),G,,), on T := T /tor(T);
2. hi ha una equivalencia de categories,

T & Tr;

3. hi ha una aplicacié injectiva natural,

j:To(n) = H(n)

que correspon a la composicié de les aplicacions canoniques segiients: I' 2
(/T 4)eb =: (T*)2b, (T'y és el subgrup normal de I' generat pels elements



d’ordre finit); recordant que I'* s’identifica canonicament amb el grup
fonamental de I\ 7', obtenim (I'*)?® = H,(T"\ 7,Z), definim I’aplicacié

T H(T\7,Z) — H/(T,7Z)"

g ._ #(Ie) ~
(p)(e) :== m@(e)

on e denota les arestes de 7 mod I' (veieu una definicié explfcita de j en
3.3[8] orientant Parbre de Bruhat-Tits).

Conjectura 3.9. L’aplicacio j és bijectiva per tot I' grup aritmetic de
GLy(Kw).
L’anterior conjectura esta provada pel cas concret de C' = P! en que estem

treballant (no ho esta per C' generica).

De les consideracions 1,2 i 3 anteriors tenim el diagrama commutatiu,

End(Jo(n))

(3)
Recordem que Ty, sén morfismes K-racionals de Jy(n), per tant H(n) ens dona
una descomposicié llevat de K-isogeénia per Jy(n), és a dir,

Jo(m) ~x ] 4

amb A; varietats abelianes definides sobre K.

Observem que T}, els podem restringir en la part nova i via I'isomorfismes
canonics, teoremes 3.2,3.5, tenim que la part nova de les co-cadenes cuspidals
correspon a la part nova de la Jacobiana (definida de la manera usual). Denotem
per $H(n)"? la Z-algebra de Hecke $(n) que pensem com ’algebra generada pels
operadors de Hecke no ramificats, pero pensant els operadors actuant en la part
nova. Tenim el diagrama

End(Jg (n))

ﬁ (n) new J

\End(H(n)"e“’)

(4)
La Q-algebra H(n)™* ® Q és commutativa semisimple i per tant un producte
de cossos totalment reals, on obtenim que H™¢"(n) ® C té una base de vectors



propis ¢ per laccié de $H(n)"¥. Sigui A(p, m) el valor propi per Ty,,. A més
tenim,

principi de multiplicitat fort: donats ¢,¢’ € H™"(n) ® C amb A(p,m) =
A(¢’, m) per quasi tot m llavors ¢’ = ctegp.

D’aqui, $"¢* (n)®Q és una Q-algebra semisimple de dimensié g% := dim.J(n)"*" =
rangzH™" (n), i per tant per la classificacié dels anells d’endomorfismes per va-
rietats abelianes dona ’accié de 1’algebra de Hecke una descomposicié completa

de la Jo(n)™" via K-isogénea.

Per tant, proj poden pensar-lo proj € End(Jo(n)"*)®Q donat per pg (via
l'isomorfisme 3.5) amb A(@g, m) sén enters, per tant corresponent a un factor
1-dimensional en la descomposicié de la jacobiana en K, és a dir tenim E’
una corba el.liptica definida sobre K, que és un K-factor dins JFe¥ (n), i tenim
una parametritzacié de Weil de E’ que correspon a la composicié de I’aplicacié
natural de Xp(n) a la jacobiana i la projecci6 de la jacobiana a la corba E’.

Per acabar ens falta tinicament demostrar que les corbes E’ i E, ambdues
definides sobre K, son K-isogenes, obtenint aixi una parametritzacié de Weil
per a E. Com E i E’ coincideixen com Gal(K*°? /K )-submoduls de H},(Xo(n) x
C,Qy) concloem.

La prova anterior ens dona ’analeg d’equivalencies del teorema 1.1 pel cas
de cossos de funcions,

Teorema 3.10. Hi ha una bijeccio entre,

1. conjunt de classes de K-isogénia de corbes el,li/ptiques definides sobre K
amb conductor noo;

2. factors 1-dimensionals (modul K -isogénies) en la K -descomposicid de JJ°* (n)
de Jac(Xo(n));

3. classes (modul multiplicacié d’escalars no nul) de vectors propis pels op-
eradors de Hecke amb valors racionals en ’espai de formes cuspidals

W (Kfo(n) x Ino, C)

0 en lespai de co-cadenes cuspidals H*" (n)7o(™ @ C.

4 Vers parametritzacions fortes de Weil

Sigui E una corba el liptica definida sobre K and cond(E) = oon. Hem construit
en l'apartat anterior una corba el.lfptica E’ definida sobre K i K-isogena a F,
que és un factor de la Jac(Xo(n)), i a més per construccié aquesta E’ és tinica.
Recordeu que anomenem parametritzacié (debil) de Weil per la corba el.lfpitica
E a un morfisme no trivial K-definit, 7 : Xo(n) — E, diem que és forta si
via K-morfismes tota parametritzacié debil de Weil per corbes el.lfptiques K-
isogenes a F factoritza via m. Observem que donada FE 'apartat anterior ens
prova l'existenica de la parametritzacié forta de Weil donada per la projeccid
de la Jac(Xo(n)) a E’ factor K-isogen a E la corba elliptica inicial, on la
parametritzacié de Weil Xy(n) — E’ és forta.

Anem a explicitar la construccié de parametritzacions fortes de Weil.

Estudiem primer sobre C, busquem E’ i per tant una xarxa en C*. De ([4]),

1 — To(N)SHom(To(n), C*) — Jo(n)(C) — 0;



i de la identificacié j : H (7, Z)"*™) — Ty(N), triem ¢ € H,(7,Z) ™ vector
propi amb valors propis enters, i a més primitiu, és a dir ¢ € j(Tg(n)) perd
v ¢ nj(To(n)) per n € Ny. Definim aixi laplicacié

ev, : Hom(Ig(n),C*) — C*

= fp).

Teorema 4.1 (Gekeler-Reversat). Denotem per A := Imag(ev,) C C* (realment
C Kuoo). Llavors 3t € C*, |t| <1 on A = tZ.

Observacié 4.2. Quan A no és F,[T], A = pgxt% on pg sén les arrels d-essimes
de la unitat en K% on d és un divisor de g — 1, (9.5.1,2 [8]).

Tenim el segiient diagrama commutatiu,

1 — Tom & HomTom),C*) — Jom)(C) — 0

! ev, | pro(C) |
1 - A — c* — C*/A — 0

Observem:

- C*/A és isomorf als C-punts de la corba elliptica de Tate Tate(t), per tant
C* /A correspon a una corba el.liptica E, definida sobre K, amb C-punts C*/A
(Tate, thm.5.3 [14]),

- tenim que pr, és una aplicacié analitica de varietats abelianes definida sobre
K, utilitzant Gaga (treballs de Raynaud i Kiehl) obtenim que pr, és alge-
braica.

-cada T, no ramificat dona un Endg_ (E,) (realment Ty, estan definits en K en
el cas A = F,[T])que correspon a multiplicar per A(p, m) que per les hipdtesis
de ¢ és enter (a Z). Per tant la classe isogenia de E, correspon al subespai
QSD c Wsp(ICO(n) X Loo, Q)

-obtenim del punt anterior que pr, pertany a l’algebra de Hecke dels operadors
no ramificats que estan definits en el nostre cas sobre K per tant pr, esta
definida sobre K

-Xo(n) i Jo(n) estan definides sobre K; considerem 1’algebra de Hecke dels op-
eradors no ramificats dins End(Jo(n)). Tenim E, = Jo(n)/M on M és una
varietat abeliana K-racional que correspon a l'ortogonal de pr, en I'algebra de
Hecke dins End(Jo(n)). Per thm.1{Shimura] [13] E, esta definida sobre K.

Observacié 4.3. Els tres punts anteriors en la situacic A general, sén correctes
sobre el cos de classes de Hilbert H de K. Per obtenir la parametritzacié mod-
ular forta de Weil que busquem i E, a K en el cas general, necessitem treballar
cada element de S en la particid de la Jacobiana, on #S = cl(K), i recordeu

que Jo(m)(C) = [L.cs Jr.(O).-

Fixem oo com K-punt racional, obtenim la parametritzacié forta de Weil 7,
per la composicio,

Xo(t‘l) — Jo(ll) — E¢

on la primera aplicacié és la inclusié usual amb el punt K-racional triat i la
segona Correspon a pr.
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Observacié 4.4. Pel cas de corbes modulars classiques Xo(N) sobre Q, per
determinar la classe isogénia de E, és suficient donar la forma cuspidal i per
la parametritzacio forta de Weil, via la conjectura de la constant de Manin, la
forma modular ens la determina. Pel cas de cossos de funcions no sera suficient
com ho veurem en un exemple, pero si que donada una parametritzacio modular
poder associar-hi una forma modular. Anem a associar-li. Denotem per u, la

funcid theta associada a ¢ € To(n)([4]), tenim el segiient diagrama commutatiu,

Q ' Ccr = CY/A
| I

T\ Q E,(C)
l

I
Yom)(C) — Xo(m)(C) T2 E,(C)

C* denotem amb la coordenada w, la diferencial associada a E, és %, tenim
llavors

li
w2y = B,
w Uy (2)
on obtenim f(z) := Z:“;Ez; dona una forma cuspidal en M3, (To(n)) (veieu [11]).

5 Alguns exemples de parametritzacions de Weil.

Tenim el segiient diagrama commutatiu (6.5 [8]),

()

on j definida anteriorment, red denota reduccié de coeficients modul p, residu(f)
li associem la forma diferencial holomorfa w (veieu [11]), triem e € Y (7),
es tria un disc convenient en geometria rigida (veieu §1.8 [8]), i residu(f)(e)
és el residu del desenvolupant de la forma en aquest disc que correspon a
la variable z de laplicacié edifici amb A(z) = origen(e)(veieu tot seguit);
u(p) = u, és laplicacié natural que a cada forma cuspidal li associem la

/

funcié theta; 6(u,) = Z—"’ L’aplicacié 7 es defineix de la manera segiient,
@

sigui A 1 Q — T(R) Tlaplicacié edifici, definim r(uy)(e) = logqoc|’;((1;’))\ on

A(z) = origen(e) i AM(w) = final(e), definim 7 el pas modul C*.

Observeu que tenim un producte escalar de Petersson, aquest es pot traslladar
a H\(T,Z)" (fent el cilcul més simple) de la manera segiient: siguin «,f €
H,(T,7)" llavors

(@f)= Y al)Beuol,()

e€Y (I\T)

11



on vol,(e) = aquest 2 apareix del fet que e,e € Y(I'\ 7), estem pensant

s (
24T,
que no hi ha orientacid). Saber-ne el valor ens permetra calcular grau de m,;

Proposicié 5.1 (Gekeler). Sigui ¢ € H\(T,Z)"°™ com en §4 primitiu.
1. Sigui m(p) := min{(p,a) > 0la € H,(T,Z)"°™}. Liavors

m(p) = —veo (J(Ey)),

és a dir la valoracid a oo del j-invariant de la corba el.liptica de la parametritzacio
modular forta de Weil.

2. Denotem x(¢p) := (@, ¢)/m(p). Llavors r(¢) € N ir(p) = degn,, és a dir
el grau de la parametritzacio forta de Weil.

Anem a donar dos exemples de buscar les equacions de los corbes el.liptiques
que donen totes les parametritzacions modulars d’una corba modular i el grau

de la parametritzacio.
Exemple 1. Cas Xo(T?(T — 1)) en A = Fy[T].
Tenim que Parbre de Bruhat-Tits I'\ 7 és de la forma,

Observem que
To(T?(T = 1)) = H,(T,2)"T =) = 1, (Do(T*(T = 1))\ 7, Z).

Sigui ¢ el generador de H,(7, Z)FO(TQ(T’U). Recordem que ¢ s’anul.la en les
semi-linies (pr0p314[8]) i que Zterm,inal(aresta e)=v,en F\’T[F” : FE]@<6) = 0’ i
ST : Ty] = ¢oo + 1 = 3. Com tenim sempre tres arestes que van a cada punt
[T :T,] =1, tenim ¢(e;) = —p(e;y1) 1 recordant ¢(e;) = —(&;), tenim (p és
un generador)

6
(0,0) = > _(p(e:)voly(e:) + p(€:)*vol, () =

=1

D’aqui obtenim m(p) = 6 i r(p) = 1, (on el valor de m(yp) era evident que de
larbre de Bruhat-Tits). Sabem que m(y) = —v(E,) 1 tenim un isomorfisme

Xo(T*(T — 1)) = E, — Tate(t)

sobre Koo on veo(t) = m(g). Anem perd a descriure explicitament E,.
Considerem E : Y2 + TXY + TY = X?® corba el.liptica definida sobre Fy(T).
Un calcul prova cond(E) = T?(T — 1)oc, per tant té una parametritzacié de
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Weil, on obtenim per §2 que és K-isogena amb E,. Sigui n: E, — E aquesta
parametritzacié. Observem que j(E) = T®/(T — 1)? per tant E, = Tate(t)
i E = Tate(t') sobre Ko amb v (t) = veo(t'). Recordem llavors si Tate(t)
és isogena a Tate(t') sobre Ko, amb veo(t) = veo(t') llavors és isomorfisme.
Aplicant-ho a 7 obtenim que sobre K, és isomorfisme, per tant obtenim que 7
és isomorfisme sobre K, d’on

Xo(T*(T - 1)) =2, (Y2 4+ TXY +TY = X?).

Exemple 2. Cas Xo(T(T?+7T+1)) en A = Fo[T]. Denotem per I' = T'o(T(T*+
T +1)). L’arbre de Bruhat-Tits és de la forma,

Aqui tenim Hy(T'\ 7,7Z) = H,(T,Z)" = Z~, + Z~, on triem lorientacié de
71,72 indicada en I'arbre de Bruhat-Tits. Es pot provar que una base de vectors
propis pels operadors de Hecke a coeficients racionals sén,

Y1 =71+, g2 =—7 + 7.

Amb consideracions semblants a ’exemple anterior s’obté,

7
(1, 01) Z% (71 +72)( ) +(n+ 72)(61-)2) =
6
O -1+ ((n +72)(e)* + (n +72)(€7)?) =640

per la orientacié triada de v; i 75 que un pren positiu i altre negatiu, sem-
blantment

(£2,02) = 64 2((n +m)(er) + (1 +12)(E)?) = 10,

Per calcular els valors minimals pel producte de Peterson s’obté,

1
(prm) = 5201+ 12 +12 40 x 140° +0° +0%) = 3,

1
(p2,72) = 520 +0+0+2 x 1+ 1% +12+1%)) =5,
d’aqui obtenim que els graus de les parametritzacions r(p1) = 6/3 = 2 =

10/5 = r(p2) obtenim que Xo (T(Y2+4T+1)) és una corba modular de Drinfeld
biel.liptica. Tenim

J(lC(Xo(T(TQ + T+ 1))) ~K—isog Ey X Ey
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on F; son corbes el.lfptiques definides sobre K on sobre Ko, E; = Tate(t;) amb
Voo (£) = 3, i=1
AT B, =2

Amb arguments semblants al exemple anterior obtenim
Ei=X*+(T+1DXY +Y =X +T(T*+ T +1))
amb j(Ey) = (T + D2 /(T(T?* + T + 1)), i
E=Y’+(T+DXY+Y =X*+X*+T+1)

amb j(Eg) = (T + 1)2/T5(T? + T + 1).

Notem que en corbes modulars de Drinfeld hi tenim també involucions Atkin-
Lehner, definides analogament al cas classic, denotades per w, amb a un ideal
de K dividint n i coprimer amb n/a. En aquest exemple es pot provar,

B = Xo(T(T? + T + 1)) Jwr)

Ey = Xo(T(T? + T + 1)) /wir24741),

on tenim una corba biel.lfptica amb involucions biel.lfptiques donades per in-
volucions del tipus Atkin-Lehner.

Observacio 5.2. Fl cas classic de corbes modulars, les formes modulars ens
donen la decomposicio en factors K-isogens de la Jacobiana. En el cas de
moduls de Drinfeld necessitem formes automorfes, no es suficient l’estudi de
formes modulars en M3 | (T, Fp) (mireu el diagrama (5) ). En el nostre exemple
(Fp = Fa) tenim que p1 = p2(mod 2). Aizd implica ul, [uy, = U, [Ug,, com
formes modulars son la mateiza pero defineizen diferent factors no K-isogens
en la jacobiana de la corba modular de Drinfeld.

6 Algunes Taules

Centrem-nos en el cas Fy(T'). Considerem n com abans amb el grup que cor-
respon a Xp(n), i anem a intentar trobar quantes parametritzacions fortes hi
ha per nivell n, amb n petit, és a dir en restringirem amb deg(n) < 3. Ens re-
stringim com sempre al cas (Fy[T],00 = 1/T,F,(T)). Consulteu per les proves
i com Gekeler [6].

Anem a entendre primer ’espai de formes cuspidals.

Lema 6.1 (Gekeler, prop.2.1 and §3.1 [6]). Si deg(n) < 2 no hi ha cap
forma automorfa cuspidal amb conductor noo. Per cas deg(n) = 3 es sequeix de
la taula sequent:

tipus | dimWs),
q1%15: q
itz q
q3 q
qat] q-1
LH g-1

on els subindexs 1,2 o 3 denota el grau de lideal de A, on aquests ideals corre-
sponen a la descomposicio en ideals primers de n.
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Es pot estudiar ’algebra de Hecke $(n)®Q i tots els factors en Q ens donaran
corbes K definides, anem a fer una llista, per veure ’algorisme i com es pot fer
consulteu [6] (observeu que els dos primers exemples de la taula sén precisament
els exemples de la §5);

q( Fq(T)) Polinomi=n Hn)®Q #c.e. amb cond = oon
(mod K-isog)
2 T(T? +T+1) QxQ 2
2 T3+ T+1 Q(v2) 0
2 (T - 1) Q 1
2 T3 Q 1
3 T(T? - 1) QxQxQ 3
3 T(T*+ T +2) Q x Q(v17) 1
3 T(T? - 2) Q x Q(V/5) 1
3 T3 +T?+2 QX3 +3X2 - X —4) 0
3 T3 —T+1 QX3+ X2 —4X +1) 0
3 (T - 1) QxQ 2
3 T3 QxQ 2
4 T(T? 4+ T +v) Q(V6) x Q(v2) 0
4 T3 +T+1 Q(v2) x Q(6) 0
4 T3 — v Qx QX3+ X2 -9X +1) 1
1 (T - 1) Q% Q(V5) 1
4 T3 QxQxQ 3
5 [T@-1)(T-2)| QxQxQxQW3) 3
5 T(T? +T+1) Q(V7 x Q(X3 —4X +2)) 0
5 T(T*+T +2) Q x Q(v37) x Q(V17) 1
5 T(1? - 2) Q x Q(vT3) x Q1) 1
5 T34+T%2+1 cos de grau 5 0
5 T3 +2T +1 cos de grau 5 0
5 T2(T —1) QxOxQxQ 4
7 (T —-1)(T-2) Q x Q x Qxaltr. 3
7 T(T —1)(T — 3) | Qxaltres cossos(# Q)(=:altr.) 1
7 T(T?+T +3) Qxaltr. 1
7 T(T?*+T+4) altr. 0
7 T(T*+T +6) altr. 0
7 T(T? - 3) Qxaltr. 1
7 T?+T+1 altr. 0
7 T3 +3T +2 altr. 0
7 T3 -2 Qxaltr. 1
7 T3 4 Qxaltr. 1
7 T*(T —1) Q x Q x Q x Qxaltr. 4
8 T(T?>+T+1) Q x Qxaltr. 2
9 T(T? - 1) Q x Q x Qxaltr. 3
9 T(T - 1)(T —v) Qxaltr. 1
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