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1 Introducció

Quins problemes i conjectures clàssiques en cossos de nombres tenen una analo-
gia en cossos de funcions, i com és aquesta analogia? Aquesta exposició intenta
explicar aquesta pregunta referent a la conjectura de Shimura-Taniyama-Weil.
Recordem que aquesta conjectura, recentment 1995-99 provada, (Wiles [17] i en
generalitat per Breuil-Conrad-Diamond-Taylor [1]), ha estat a la mira de tot
amant de la Teoria de nombres després de que Ribet [12] va demostrar que la
prova d’aquesta conjectura implicava el teorema de Fermat.

Conjectura 1.1 (Shimura-Taniyama-Weil). Sigui E una corba el.ĺiptica
definida sobre Q amb conductor N . Llavors existeix un morfisme π definit
sobre Q de la corba modular X0(N) en E,

π : X0(N) → E.

En aquesta situació tenim una bijecció entre:

1. classes d’isogènea sobre Q de corbes el.lictiques definides sobre Q amb
conductor N .

2. Factors 1 dimensionals de la Q-descomposició de la part nova de la Jaco-
biana de X0(N), que denotem per Jnew

0 (N).

3. forma nova cuspidal normalitzada de S2(Γ0(N)) vector propi dels oper-
adors de Hecke.

En el cas de cossos de funcions, tenim espais de moduli groller per mòduls
de Drinfeld de rang r amb estructura de nivell, [18]. El cas anàleg de les corbes
modulars X0(N) en cossos de funcions correspon als espais de moduli X0(n)
([18]) amb un punt ∞ del cos de funcions fixat i n un ideal coprimer amb
∞. Aquestes corbes corresponen a certs espais de moduli groller anteriors amb
r = 2 amb nivell ∞n. Drinfeld va provar que aquestes corbes tenen en la seva
jacobiana les corbes el.ĺıptiques definides sobre el mateix cos de funcions amb
conductor igual al nivell de la corba modular X0(n) i això ens permet fer una
conjectura anàloga pel cas de cossos de funcions, veieu §2 per la seva formulació.

En el cas de cossos de funcions la prova és molt fàcil gràcies que tenim
que les funcions L per corbes el.ĺiptiques sobre cossos de funcions tenen les
propietats desitjades (Deligne), cosa que a priori en el cas de corbes el.liptiques
sobre Q aquest fet es dedueix després d’haver provat la conjectura de Shimura-
Taniyama-Weil, ja que es coneixia el resultat per la funció L associada a una
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forma cuspidal nova, però en principi no per la funció L per una corba el.ĺiptica
definida sobre Q.

Aquest caṕitol de [16] esbossa els principals elements per la formulació de la
conjectura pel cas de cossos de funcions, la prova i questions sobre paramatritza-
cions de Weil en el cas mes simple de P1 sobre un cos finit Fq(que com a cos de
funcions correspon a Fq(T )). Per mes generalitat per tota corba C projectiva
no singular definida sobre Fq veieu l’article original de Gekeler i Reversat [8],
una altra referència interessant és l’article de Gekeler [7] en que fa un survey de
l’article [8].

Notacions

Fixem notacions per tot aquest caṕitol. C denota una corba projectiva no
singular, geomètricament connexa sobre el cos finit Fq de caracteŕistica p, q = pe.
Fixem∞ un punt de la corba C, A denota l’anell de funcions regulars en C\{∞},
K és el cos quocient, K∞ la completació en la plaça ∞ de K. Per simplificar
C = P1

Fq
i l’uniformitzant de ∞ 1

T i considerarem

(K,∞,A) = (Fq(T ),∞,Fq[T ]),

observem que cl(K) = 1 cosa que fa menys tècnic la presentació dels resul-
tats, presentarem també la situació general (K,∞,A) i algun dels detalls que
comporta cl(K) 6= 1 en algunes situacions, per completitut en el cas general
consulteu [8].

n denota un ideal de A,
X0(n) la corba modular de Drinfeld associada al grup Γ0(n), (veieu final de
l’exposició 8 [18]).
J0(n) denota la jacobiana associada a la corba X0(n).

2 La conjectura

Sigui en aquest caṕitol (K,∞,A) una tripleta general. Donat n un ideal no
zero de A arbitrari, recordem que J0(n) està definida sobre K i la varietat
abeliana J0(n)/K∞ té reducció totalment split multiplicativa de la descripció
anaĺitica [18], i per tant cadascun dels seus factors K∞-isògens té reducció split
multiplicativa a ∞. Per tant per formular la conjectura de Shimura-Taniyama-
Weil per cossos de funcions ens hem de restringir amb corbes el.liptique E
definides sobre K amb reducció multiplicativa split en el primer fixat ∞ i per
tant cond(E) = ∞n amb (n,∞) = 1. Observem ([Tate] Theorem 5.3 [14]) que
E com a corba sobre K∞ és una corba de Tate.

Conjectura 2.1 (Shimura-Taniyama-Weil per cossos de funcions). Sigui
E/K una corba el.ĺiptica sobre K amb reducció totalment multiplicativa a ∞ i
cond(E) = ∞n. Llavors existeix un morfisme dominant K-definit de corbes
algebraiques,

π : X0(n)/K → E/K ,

π s’anomena parametrització de Weil.
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Observació 2.2. 1. La restricció split multiplicativa per trobar parametritza-
cions de Weil de corbes el.ĺiptiques E sobre K no és molt restrictiva. Si
j(E) no és constant, sempre podem triar una plaça de K que la elegim
com la plaça ∞ amb v∞(j(E)) < 0, llavors hi ha una extensió finita i
separable K ′ de K i una extensió ∞′ de ∞ en K ′ on E/K ′

∞′ té reducció
multiplicativa split. Si j(E) és constant, és a dir j(E) ∈ Fq, aquestes
corbes el.ĺiptiques son classificades directament.

2. La conjectura de Shimura-Taniyama-Weil 1.1, ens dona una relació en-
tre factors 1 dimensionals de la jacobiana de corbes modulars, amb certes
formes cuspidals; sobre K obtindrem aquestes bijecció entre factors 1 di-
mensionals de la jacobiana per corbes modulars de Drinfeld i certes repre-
sentacions cuspidals, observem que les formes modulars de Drinfeld ([11])
viuen en característica p i això no ens permet distingir diferents corbes
el.liptiques, no així les representacions cuspidals (que es troben a carac-
terística zero). Veieu l’exemple 2 §5 (observació 5.2), on fem explicit que
les formes cuspidals no ens diferencien corbes el.ĺiptiques sobre K no K-
isògenes.

La conjectura ens afirma la existència de parametritzacions de Weil. Su-
posant la existència ens podem preguntar sobre la de menor grau, que cor-
respondrà al factor isògen de la jacobiana de la corba modular de Drinfeld
d’aquesta corba el.ĺiptica, aquesta parametrització s’anomenarà seguint la teo-
ria clàssica parametrització forta de Weil.

Anem a centrar-nos d’ara en endavant amb (A,∞,K) = (Fq[T ], 1/T,Fq(T )).
Aquesta exposició s’estructura bàsicament en dues parts. En la primera,§3,
es fa un overwiev de la prova de l’anterior conjectura: la prova es basa en
el fet bàsic que tenim equació funcional per la funció L per aquestes corbes
el.liptiques, i utilitzant el treball de Jaquet-Langlands junt amb la relació entre
formes cuspidals i jacobianes de corbes modulars de Drinfeld (Drinfeld) s’obté
el resultat. La segona part, §4 i §5 tracta de la construcció de parametritzacions
fortes de Weil, i explicitar-ne alguns exemples concrets, veient com en l’arbre
de Bruhat-Tits tota informació de parametritzacions fortes de Weil en el cas de
cossos de funcions.

3 Una pinzellada de la prova del teorema 2.1

Sigui E/K corba el.ĺiptica sobre cos K i imposem que el j-invariant no prèn valor
en Fq (Fq ⊂ K) i cond(E) = ∞n. Considerem les realitzacions étales H1(E ×K

K,Ql) amb l 6= p primer, obtenim associada una Gal(Ksep/K)-representació
que anomenem πE que forma un sistema compatible de representacions l-àdiques
(veieu §8[2] per la definició, exemple 9.6 [2]). Considerem les representacions que
s’obtenen twistant la representació anterior mitjançant χ, caràcters unitaris de
IK/K∗. Sigui LE(χ, s) la funció L associada, llavors tenim els següents resultats
de Grothendieck-Deligne (§9[2]):

1. Les funcions LE(χ, s) són funcions polinomial en q−s a coeficients a Q;

2. satisfan, via una definició de factors epsilon (veieu [2]), l’equació funcional,

LE(χ, s) = εE(χ, s)LE(χ, 2− s).
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De 2, la correspondència de Jacquet-Langlands, thm. 11.3 [5], ens afirma
l’existència d’una única representació automorfa cuspidal (ρE = ρ(πE),VρE

)
en

K(n) := {
(

a b
c d

)
|c ≡ 0(modn)}

on α denota elements en l’anell de les àdeles de K.
Anem a precisar més aquesta representació cuspidal. Com E/K∞ és una

corba de Tate ([Tate] thm. 5.3[14]): πE |Gal(Ksep
∞ /K∞) és la representació especial

de Galois sp o spl de GL2(K∞) que es defineix per: l 6= p = car(Fq), definim
El = Kunr

∞ ((arrels lr-èssimes de π∞)r) on π∞ és un uniformitzant per Kunr
∞ i

r recorre tots els naturals. Llavors la representació especial es defineix per la
composició següent,

sp : Gal(Ksep
∞ /K) → Gal(El/K∞) ∼=

∼= Gal(Kunr
∞ /K∞)nGal(El/Kunr

∞ ) ∼= Ẑ n Zl
i→GL(2,Ql)

definida per i(1, 0) =
(

1 0
0 q−1

∞

)
i i(0, 1) =

(
1 1
0 1

)
.

La representació automorfa cuspidal s’escriu VρE
= ⊗vVρE ,v on en la plaça

∞ és (ρ∞, VρE,∞) ∼= (ρsp, Vsp).
Utilitzant altre cop la correpondència de Jacquet-Langlands, obtenim que a

la representació automorfa cuspidal li associem una forma automorfa cuspidal
nova ϕE ∈ VρE

en un espai concret de formes automorfes cuspidals que en el
nostre cas correspon a Wsp(K,C), (consulteu III [15] per la definició expĺicita
de forma cuspidal) espai (C-e.v.) format per funcions,

Y (K) := GL(2,K) \GL(2, U)/KZ(K∞) → C

sota certes hipòtesis, on U denota les ádeles de K, i K és Kfin,0(n)× I∞ amb

Kfin,0(n) = {
(

a b
c d

)
| ∈ Ufin, c ≡ 0modn}

(aqúi fin denota tots els primers de K a excepció del primer fixat de K que
anomenem ∞) i

I∞ = {
(

a b
c d

)
|a, b, c, d ∈ K∞, c ≡ 0mod∞}

(el grup d’Iwahori), i el subindex sp, indica que la formes automorfes cuspidals
transformen com sp en GL(2, K∞).

La teoria de Jacquet-Langlands [2], afirma que la forma cuspidal ϕE és vector
propi pels operadors de Hecke Tv (veieu §4.9[8] o [15] per definició i propietats
dels operadors de Hecke en formes cuspidals), amb v - n∞ i té valors propis en
la nostra situació λv = qv +1−#E(k(v)) ∈ Q, amb qv = #k(v) on k(v) denota
el cos residual de K en la plaça v.

Observeu que Wsp(K,C) és un C-espai vectorial de dimensió finita, Y (K) és
un conjunt discret i les formes cuspidals automorfes tenen suport en un subcon-
junt finit de Y (K) (1.2.3 [10]). La propietat de ser cuspidal dona una relació
lineal finita de valors de ϕ(∈ Wsp(K,C)), on els coeficients son volums de doble
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cosets amb nombres racionals com radis. Això ens permet tenir una estructura
Q-racional en Wsp(K,C), que denotarem per Wsp(K,Q), que compleix per tot
cos F amb car 0,(en particular per F = C)

Wsp(K,Q)⊗Q F = Wsp(K, F ).

Hem obtingut una projecció

proj : Wsp(K,Q) → QϕE ,

ja que podem normalitzar ϕE definida dins la Q-estructura del fet que Tv estan
definits sobre Q amb autovalors racionals.

Questió 3.1. Com relacionar ϕE ∈ Wsp(K,Q) amb un factor 1-dimensional
de la J0(n) que sigui K-isògen amb E?

Recordem ([18]) donat K tenim un problema de moduli de Drinfeld de niv-
ell n definit sobre K i tenim la corba X0(n) corresponent a K0,f . Tenim en
aquestes corbes de moduli uns operadors de Hecke, definits via v-isogènies (per
una definció precisa consulteu (7.6) [7]) i que aquestos operadors es traslladen
a J0(n).

El resultat clau per respondre la pregunta 3.1 és el següent resultat anomenat
llei de reciprocitat de Drinfeld (Prop.10.3 i Thm.2 [3]),

Teorema 3.2 (Drinfeld). Sigui l 6= p = carK. Llavors

J0(n)⊗Q(−1) = H1
et(X0(n)× C,Ql) ∼= Wsp(K0,f × I∞,Ql)⊗ spl

canònicament, és a dir compatible amb operadors (no-ramificats) de Hecke i amb
l’acció de Gal(K∞

sep
/K∞) (que actua amb el terme de l’esquerra de manera

natural del fet que aquest grup galoisà coincideix amb el grup d’automorfismes
continus de C/K∞ i que la corba modular de Drinfeld X0(n) està definida sobre
K).

Per construcció ϕE correspon a una forma automorfa nova de pes n. Per
construir la parametrització anem a relacionar la Jacobiana de l’anterior resultat
amb el factor 1 dimensional que ens dona a dins, necitem un endomorfisme de
la Jacobiana on la imatge ens doni E o una corba K-isògena per poder acabar,
nosaltres tenim un endomorfisme de Wsp donar per proj anem doncs a obtenir-
lo venint de la Jacobiana. Per questions de facilitar i no treballar en formes
cuspidals, introdüım les cocadenes armòniques.

Sigui T l’arbre de Bruhat-Tits de GL2(K∞) i Y (T ) denota les arestes i
X(T ) els vèrtexs (consulteu per més detalls de arbre de Bruhat-Tits, [4]).

Definició 3.3. Denotem per B un grup abelià. Diem que ϕ és una co-cadena
armònica de B per un arbre de Bruhat-Tits T si és una aplicació

ϕ : Y (T ) → B

complint

1. ϕ(e) = −ϕ(e), on e es la aresta e però en la direcció oposada,
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2.
∑

origen(e)=v ϕ(e) = 0 per tot v ∈ X(T ). Al conjunt de cocadenes armòniques
el denotarem per

H(T , B).

Denotem per
H(T , B)Γ (1)

amb Γ ⊆ GL(2,K) un subgrup aritmètic, al conjunt de cocadenes armòniques
que a més satisfant:

3. ϕ(γe) = ϕ(e) ∀γ ∈ Γ.

S’anomenen cuspidals i s’anota tot el seu conjunt per,

H !(T , B)Γ

el subconjunt de (1), complint que tinguin suport finit mod Γ, això vol dir
que a les semilinees de l’arbre de Bruhat-Tits de T /Γ s’anul.la en cada
semilinea a partir d’un cert lloc, realment després de la primera aresta.

S’anomenen doble cuspidals i s’anota per

H !!(T , B)Γ

si és cuspidal i a més s’anul.la a les puntes (és a dir s’anul.la en cadascuna
i en tota aresta de les semilineas de T /Γ).

Observació 3.4. Els conceptes cuspidal i doble cuspidal coincideixen si B és
lliure de torsió, veieu prop.3.10 i)[7].

Treballar en l’arbre de Bruhat-Tits és molt més senzill, i en particular tre-
ballar en les co-cadenes armòniques. El proper resultat ens permet traslladar el
nostre estudi que necessitem en formes automorfes a un estudi dins co-cadenes
armòniques.

Teorema 3.5 (Drinfeld). Sigui F un cos de característica 0, llavors,

H !(T , F )Γ0(n) ∼= Wsp(K0,f × I∞, F ). (2)

on Γ0(n) =
{(

a b
c d

)
∈ GL(2,AK)|c ≡ 0(n)

}
.

Aquest isomorfisme (2) és natural, en el sentit que en les co-cadenes tenim
definit uns operadors de Hecke i part nova i que aquest isomorfisme es compatible
amb operadors de Hecke i la part nova. Definim en les co-cadenes cuspidals
aquests conceptes que ens comporten bé via l’anterior isomorfisme (2).

Definició 3.6. Sigui m un ideal de A, pensem ϕ ∈ GL(2,K∞), definim l’operador
de Hecke Tm via,

(Tmϕ)(g) :=
∑

ϕ(
(

a b
0 d

)
g),

on la suma recorre les tripletes (a, b, d) ∈ A3 amb a, d mònics, (ad) = m, (a, n) =
1 i degb < degd. Aquests operadors actuen dins les formes cuspidals, commuten
entre ells. Els operadors de Hecke Tm amb (m, n) = 1 s’anomenem no-ramificats.
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Per simplificar notació,

H(n) := H !(T ,Z)Γ0(n).

Tenim en l’arbre de Bruhat-Tits un producte de Peterson, (, )µ que es defineix
de la forma següent,

Definició 3.7. Donat un grup aritmètic Γ, és defineix el producte de Peterson
per Γ,

(, )µ : H !(T ,Z)Γ ×H !(T ,Z)Γ → Z

per
(f, g) =

∑

e∈Y (Γ\T )

f(e)g(e)volµ(e),

on volµ(e) := #(Z(K)∩Γ)
2#(Γe) . Observem que cada aresta geomètrica {e, e} fa sumar

dos cops aquest sumatori el mateix valor (fixem-nos que estem pensant sem-
pre e, e son arestes de l’arbre de Bruhat-Tits). Multiplicant ⊗ZF obtenim un
producte escalar per qualsevol cos de característica zero.

Si n′|n tenim un morfisme natural per cada divisor mònic a de n/n′,

ia,n′ : H(n′) → H(n)

donat per,

ia,n′(ϕ)(g) := ϕ(
(

a 0
0 1

)
g).

Definició 3.8. La part nova de les formes cuspidals de H(n) ⊗ Q és, ho an-
otarem per (H(n) ⊗ Q)new, el complement ortogonal en H(n) ⊗ Q respecte al
producte de Peterson de les images de tots els ia,n′ ⊗ Q on n′ recorre tots els
divisor propis de n. Denotem per H(n)new := H(n) ∩ (H(n)⊗Q)new.

Els operadors de Hecke Tm actuen en H(n)new. Denotem per H(n) la Z-
algebra generada pels operadors no-ramificats de Hecke, i H(n)⊗Q la Q-àlgebra
que és commutativa i semisimple, per tant un producte de cossos totalment reals.
Com l’acció dels operadors de Hecke es compatible amb els dos isomorfismes de
Drinfeld anteriors (3.2,3.5), això ens permet explicitar proj com un morfisme
de la Jacobiana. Efectivament, per això recordeu ([4]):

1. tot endomorfisme de Jac(X0(n)) es puja al seu tor associat TΓ0(n) :=
Hom(Γ0(n),Gm), on Γ := Γab/tor(Γab);

2. hi ha una equivalència de categories,

Γ ↔ TΓ;

3. hi ha una aplicació injectiva natural,

j : Γ0(n) → H(n)

que correspon a la composició de les aplicacions canòniques següents: Γ ∼=
(Γ/Γf )ab =: (Γ∗)ab, (Γf és el subgrup normal de Γ generat pels elements
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d’ordre finit); recordant que Γ∗ s’identifica canònicament amb el grup
fonamental de Γ \ T , obtenim (Γ∗)ab ∼= H1(Γ \ T ,Z), definim l’aplicació

˜: H1(Γ \ T ,Z) → H !(T ,Z)Γ

˜(ϕ)(e) :=
#(Γe)

#(Γ ∩ Z(K∞))
ϕ(ẽ)

on e denota les arestes de T mod Γ (veieu una definició expĺicita de j en
3.3[8] orientant l’arbre de Bruhat-Tits).

Conjectura 3.9. L’aplicació j és bijectiva per tot Γ grup aritmètic de
GL2(K∞).

L’anterior conjectura està provada pel cas concret de C = P1 en que estem
treballant (no ho està per C genèrica).

De les consideracions 1,2 i 3 anteriors tenim el diagrama commutatiu,

End(J0(n))

End(H(n))

H(n)
?

©©©©*

PPPPq

(3)

Recordem que Tm són morfismes K-racionals de J0(n), per tant H(n) ens dona
una descomposició llevat de K-isogènia per J0(n), és a dir,

J0(n) ∼K

∏
Ai

amb Ai varietats abelianes definides sobre K.
Observem que Tm els podem restringir en la part nova i via l’isomorfismes

canònics, teoremes 3.2,3.5, tenim que la part nova de les co-cadenes cuspidals
correspon a la part nova de la Jacobiana (definida de la manera usual). Denotem
per H(n)new la Z-àlgebra de Hecke H(n) que pensem com l’algebra generada pels
operadors de Hecke no ramificats, però pensant els operadors actuant en la part
nova. Tenim el diagrama

End(Jnew
0 (n))

End(H(n)new)

H(n)new

?

©©©©*

PPPPq

(4)

La Q-algebra H(n)new ⊗ Q és commutativa semisimple i per tant un producte
de cossos totalment reals, on obtenim que Hnew(n)⊗ C té una base de vectors
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propis ϕ per l’acció de H(n)new. Sigui λ(ϕ,m) el valor propi per Tm. A més
tenim,
principi de multiplicitat fort: donats ϕ,ϕ′ ∈ Hnew(n) ⊗ C amb λ(ϕ,m) =
λ(ϕ′, m) per quasi tot m llavors ϕ′ = cteϕ.
D’aqúi, Hnew(n)⊗Q és unaQ-algebra semisimple de dimensió gnew := dimJ0(n)new =
rangZHnew(n), i per tant per la classificació dels anells d’endomorfismes per va-
rietats abelianes dona l’acció de l’àlgebra de Hecke una descomposició completa
de la J0(n)new via K-isogènea.

Per tant, proj poden pensar-lo proj ∈ End(J0(n)new)⊗Q donat per ϕE (via
l’isomorfisme 3.5) amb λ(ϕE ,m) són enters, per tant corresponent a un factor
1-dimensional en la descomposició de la jacobiana en K, és a dir tenim E′

una corba el.ĺiptica definida sobre K, que és un K-factor dins Jnew
0 (n), i tenim

una parametrització de Weil de E′ que correspon a la composició de l’aplicació
natural de X0(n) a la jacobiana i la projecció de la jacobiana a la corba E′.

Per acabar ens falta únicament demostrar que les corbes E′ i E, ambdues
definides sobre K, son K-isògenes, obtenint aix́i una parametrització de Weil
per a E. Com E i E′ coincideixen com Gal(Ksep/K)-submòduls de H1

et(X0(n)×
C,Ql) concloem.

La prova anterior ens dona l’anàleg d’equivalencies del teorema 1.1 pel cas
de cossos de funcions,

Teorema 3.10. Hi ha una bijecció entre,

1. conjunt de classes de K-isogènia de corbes el.ĺiptiques definides sobre K
amb conductor n∞;

2. factors 1-dimensionals (mòdul K-isogènies) en la K-descomposició de Jnew
0 (n)

de Jac(X0(n));

3. classes (mòdul multiplicació d’escalars no nul) de vectors propis pels op-
eradors de Hecke amb valors racionals en l’espai de formes cuspidals

Wnew
sp (Kf,0(n)× I∞,C)

o en l’espai de co-cadenes cuspidals Hnew
! (n)Γ0(n) ⊗ C.

4 Vers parametritzacions fortes de Weil

Sigui E una corba el.ĺiptica definida sobre K and cond(E) = ∞n. Hem constrüıt
en l’apartat anterior una corba el.ĺiptica E′ definida sobre K i K-isògena a E,
que és un factor de la Jac(X0(n)), i a més per construcció aquesta E′ és única.
Recordeu que anomenem parametrització (dèbil) de Weil per la corba el.ĺipitica
E a un morfisme no trivial K-definit, π : X0(n) → E, diem que és forta si
via K-morfismes tota parametrització dèbil de Weil per corbes el.ĺiptiques K-
isògenes a E factoritza via π. Observem que donada E l’apartat anterior ens
prova l’existènica de la parametrització forta de Weil donada per la projecció
de la Jac(X0(n)) a E′ factor K-isògen a E la corba el.liptica inicial, on la
parametrització de Weil X0(n) → E′ és forta.

Anem a explicitar la construcció de parametritzacions fortes de Weil.
Estudiem primer sobre C, busquem E′ i per tant una xarxa en C∗. De ([4]),

1 → Γ0(N) c→Hom(Γ0(n),C∗) → J0(n)(C) → 0;
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i de la identificació j : H !(T ,Z)Γ0(N) → Γ0(N), triem ϕ ∈ H !(T ,Z)Γ0(n), vector
propi amb valors propis enters, i a més primitiu, és a dir ϕ ∈ j(Γ0(n)) però
ϕ /∈ nj(Γ0(n)) per n ∈ N+. Definim aix́i l’aplicació

evϕ : Hom(Γ0(n), C∗) → C∗

f 7→ f(ϕ).

Teorema 4.1 (Gekeler-Reversat). Denotem per Λ := Imag(evϕ) ⊂ C∗(realment
⊂ K∞). Llavors ∃t ∈ C∗, |t| < 1 on Λ = tZ.

Observació 4.2. Quan A no és Fq[T ], Λ = µd×tZ on µd són les arrels d-èssimes
de la unitat en K∗

∞ on d és un divisor de q∞ − 1, (9.5.1,2 [8]).

Tenim el següent diagrama commutatiu,

1 → Γ0(n) c
→ Hom(Γ0(n), C∗) → J0(n)(C) → 0

↓ evϕ ↓ prϕ(C) ↓
1 → Λ −→ C∗ −→ C∗/Λ → 0

.

Observem:
- C∗/Λ és isomorf als C-punts de la corba el.ĺiptica de Tate Tate(t), per tant
C∗/Λ correspon a una corba el.ĺiptica Eϕ definida sobre K∞ amb C-punts C∗/Λ
(Tate, thm.5.3 [14]),
- tenim que prϕ és una aplicació anaĺitica de varietats abelianes definida sobre
K∞, utilitzant Gaga (treballs de Raynaud i Kiehl) obtenim que prϕ és alge-
braica.
-cada Tm no ramificat dona un EndK∞(Eϕ) (realment Tm estan definits en K en
el cas A = Fq[T ])que correspon a multiplicar per λ(ϕ,m) que per les hipòtesis
de ϕ és enter (a Z). Per tant la classe isogènia de Eϕ correspon al subespai
Qϕ ⊆ Wsp(K0(n)× I∞,Q).
-obtenim del punt anterior que prϕ pertany a l’algebra de Hecke dels operadors
no ramificats que estan definits en el nostre cas sobre K per tant prϕ està
definida sobre K
-X0(n) i J0(n) estan definides sobre K; considerem l’algebra de Hecke dels op-
eradors no ramificats dins End(J0(n)). Tenim Eϕ = J0(n)/M on M és una
varietat abeliana K-racional que correspon a l’ortogonal de prϕ en l’algebra de
Hecke dins End(J0(n)). Per thm.1[Shimura] [13] Eϕ està definida sobre K.

Observació 4.3. Els tres punts anteriors en la situació A general, són correctes
sobre el cos de classes de Hilbert H de K. Per obtenir la parametrització mod-
ular forta de Weil que busquem i Eϕ a K en el cas general, necessitem treballar
cada element de S en la partició de la Jacobiana, on #S = cl(K), i recordeu
que J0(n)(C) =

∏
x∈S JΓx(C).

Fixem ∞ com K-punt racional, obtenim la parametrització forta de Weil πϕ

per la composició,
X0(n) → J0(n) → Eϕ

on la primera aplicació és la inclusió usual amb el punt K-racional triat i la
segona correspon a prϕ.
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Observació 4.4. Pel cas de corbes modulars clàssiques X0(N) sobre Q, per
determinar la classe isogènia de Eϕ és suficient donar la forma cuspidal i per
la parametrització forta de Weil, via la conjectura de la constant de Manin, la
forma modular ens la determina. Pel cas de cossos de funcions no serà suficient
com ho veurem en un exemple, però si que donada una parametrització modular
poder associar-hi una forma modular. Anem a associar-li. Denotem per uϕ la
funció theta associada a ϕ ∈ Γ0(n)([4]), tenim el següent diagrama commutatiu,

Ω uϕ

→ C∗ → C∗/Λ
↓ ||

Γ \ Ω Eϕ(C)
↓ ||

Y0(n)(C) → X0(n)(C) πϕ

→ Eϕ(C)

C∗ denotem amb la coordenada w, la diferencial associada a Eϕ és dw
w , tenim

llavors

π∗ϕ(
dw

w
) =

u′ϕ(z)
uϕ(z)

dz

on obtenim f(z) := u′ϕ(z)

uϕ(z) dona una forma cuspidal en M2
2,1(Γ0(n)) (veieu [11]).

5 Alguns exemples de parametritzacions de Weil.

Tenim el següent diagrama commutatiu (6.5 [8]),

(5)

H !(T ,Z)Γ

H !!(T ,Fp)Γ

Θh(Γ)/C∗

M2
2,1(Γ,Fp)

Γ

-

??
-

©©©¼
HHHj

red

r
∼=

residu
∼=

θ

u j

on j definida anteriorment, red denota reducció de coeficients modul p, residu(f)
li associem la forma diferencial holomorfa ω (veieu [11]), triem e ∈ Y (T ),
es tria un disc convenient en geometria ŕigida (veieu §1.8 [8]), i residu(f)(e)
és el residu del desenvolupant de la forma en aquest disc que correspon a
la variable z de l’aplicació edifici amb λ(z) = origen(e)(veieu tot seguit);
u(ϕ) = uϕ és l’aplicació natural que a cada forma cuspidal li associem la

funció theta; θ(uϕ) = u′ϕ
uϕ

. L’aplicació r es defineix de la manera següent,

sigui λ : Ω → T (R) l’aplicació edifici, definim r(uϕ)(e) := logq∞ | f(w)
f(z) | on

λ(z) = origen(e) i λ(w) = final(e), definim r el pas mòdul C∗.

Observeu que tenim un producte escalar de Petersson, aquest es pot traslladar
a H !(T ,Z)Γ (fent el càlcul més simple) de la manera següent: siguin α, β ∈
H !(T ,Z)Γ llavors

(α, β) =
∑

e∈Y (Γ\T )

α(e)β(e)volµ(e)
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on volµ(e) = 1
2#Γ̃e

, (aquest 2 apareix del fet que e, e ∈ Y (Γ \ T ), estem pensant
que no hi ha orientació). Saber-ne el valor ens permetrà calcular grau de πϕ;

Proposició 5.1 (Gekeler). Sigui ϕ ∈ H !(T ,Z)Γ0(n) com en §4 primitiu.

1. Sigui m(ϕ) := min{(ϕ, α) > 0|α ∈ H !(T ,Z)Γ0(n)}. Llavors

m(ϕ) = −v∞(j(Eϕ)),

és a dir la valoració a∞ del j-invariant de la corba el.liptica de la parametrització
modular forta de Weil.

2. Denotem r(ϕ) := (ϕ,ϕ)/m(ϕ). Llavors r(ϕ) ∈ N i r(ϕ) = degπϕ, és a dir
el grau de la parametrització forta de Weil.

Anem a donar dos exemples de buscar les equacions de los corbes el.liptiques
que donen totes les parametritzacions modulars d’una corba modular i el grau
de la parametrització.

Exemple 1. Cas X0(T 2(T − 1)) en A = F2[T ].
Tenim que l’arbre de Bruhat-Tits Γ \ T és de la forma,

Observem que

Γ0(T 2(T − 1)) ∼= H !(T ,Z)Γ0(T
2(T−1)) ∼= H1(Γ0(T 2(T − 1)) \ T ,Z).

Sigui ϕ el generador de H !(T ,Z)Γ0(T
2(T−1)). Recordem que ϕ s’anul.la en les

semi-lińies (prop.3.1.4[8]) i que
∑

terminal(aresta e)=v,en Γ\T [Γv : Γe]ϕ(e) = 0, i∑
[Γe : Γv] = q∞ + 1 = 3. Com tenim sempre tres arestes que van a cada punt

[Γe : Γv] = 1, tenim ϕ(ei) = −ϕ( ˜ei+1) i recordant ϕ(ei) = −ϕ(ẽi), tenim (ϕ és
un generador)

(ϕ, ϕ) =
6∑

i=1

(ϕ(ei)2volµ(ei) + ϕ(ẽi)2volµ(ẽi)) =

6∑

i=1

(12 1
2

+ (−1)2
1
2
) = 6.

D’aqúi obtenim m(ϕ) = 6 i r(ϕ) = 1, (on el valor de m(ϕ) era evident que de
l’arbre de Bruhat-Tits). Sabem que m(ϕ) = −v∞(Eϕ) i tenim un isomorfisme

X0(T 2(T − 1)) = Eϕ → Tate(t)

sobre K∞ on v∞(t) = m(ϕ). Anem però a descriure expĺicitament Eϕ.
Considerem E : Y 2 + TXY + TY = X3 corba el.ĺiptica definida sobre F2(T ).
Un càlcul prova cond(E) = T 2(T − 1)∞, per tant té una parametrització de
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Weil, on obtenim per §2 que és K-isògena amb Eϕ. Sigui η : Eϕ → E aquesta
parametrització. Observem que j(E) = T 8/(T − 1)2 per tant Eϕ

∼= Tate(t)
i E ∼= Tate(t′) sobre K∞ amb v∞(t) = v∞(t′). Recordem llavors si Tate(t)
és isògena a Tate(t′) sobre K∞ amb v∞(t) = v∞(t′) llavors és isomorfisme.
Aplicant-ho a η obtenim que sobre K∞ és isomorfisme, per tant obtenim que η
és isomorfisme sobre K, d’on

X0(T 2(T − 1)) ∼=/K (Y 2 + TXY + TY = X3).

Exemple 2. Cas X0(T (T 2+T +1)) en A = F2[T ]. Denotem per Γ = Γ0(T (T 2+
T + 1)). L’arbre de Bruhat-Tits és de la forma,

Aqúi tenim H1(Γ \ T ,Z) = H !(T ,Z)Γ = Zγ1 + Zγ2 on triem l’orientació de
γ1, γ2 indicada en l’arbre de Bruhat-Tits. Es pot provar que una base de vectors
propis pels operadors de Hecke a coeficients racionals són,

ϕ1 = γ1 + γ2, ϕ2 = −γ1 + γ2.

Amb consideracions semblants a l’exemple anterior s’obté,

(ϕ1, ϕ1) =
7∑

i=1

1
2
((γ1 + γ2)(ei)2 + (γ1 + γ2)(ẽi)2) =

(
6∑
1

1) +
1
2
((γ1 + γ2)(e7)2 + (γ1 + γ2)(ẽ7)2) = 6 + 0

per la orientació triada de γ1 i γ2 que un pren positiu i l’altre negatiu, sem-
blantment

(ϕ2, ϕ2) = 6 +
1
2
((γ1 + γ2)(e7)2 + (γ1 + γ2)(ẽ7)2) = 10.

Per calcular els valors minimals pel producte de Peterson s’obté,

(ϕ1, γ1) =
1
2
(2(12 + 12 + 12 + 0× 1 + 02 + 02 + 02)) = 3,

(ϕ2, γ2) =
1
2
(2(0 + 0 + 0 + 2× 1 + 12 + 12 + 12)) = 5,

d’aqúi obtenim que els graus de les parametritzacions r(ϕ1) = 6/3 = 2 =
10/5 = r(ϕ2) obtenim que X0(T (Y 2 +T +1)) és una corba modular de Drinfeld
biel.ĺiptica. Tenim

Jac(X0(T (T 2 + T + 1))) ∼K−isog E1 × E2
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on Ei són corbes el.ĺiptiques definides sobre K on sobre K∞, Ei
∼= Tate(ti) amb

v∞(ti) =
{

3, i = 1
5, i = 2

Amb arguments semblants al exemple anterior obtenim

E1 = (Y 2 + (T + 1)XY + Y = X3 + T (T 2 + T + 1))

amb j(E1) = (T + 1)12/(T (T 2 + T + 1))3, i

E2 = (Y 2 + (T + 1)XY + Y = X3 + X2 + T + 1)

amb j(E2) = (T + 1)12/T 5(T 2 + T + 1).
Notem que en corbes modulars de Drinfeld hi tenim també involucions Atkin-

Lehner, definides anàlogament al cas clàssic, denotades per wa amb a un ideal
de K dividint n i coprimer amb n/a. En aquest exemple es pot provar,

E1 = X0(T (T 2 + T + 1))/w(T )

E2 = X0(T (T 2 + T + 1))/w(T 2+T+1),

on tenim una corba biel.ĺiptica amb involucions biel.ĺiptiques donades per in-
volucions del tipus Atkin-Lehner.

Observació 5.2. El cas clàssic de corbes modulars, les formes modulars ens
donen la decomposició en factors K-isògens de la Jacobiana. En el cas de
mòduls de Drinfeld necessitem formes automorfes, no es suficient l’estudi de
formes modulars en M2

2,1(Γ,Fp) (mireu el diagrama (5) ). En el nostre exemple
(Fp = F2) tenim que ϕ1 ≡ ϕ2(mod 2). Això implica u′ϕ1

/uϕ1 = u′ϕ2
/uϕ2 , com

formes modulars són la mateixa però defineixen diferent factors no K-isògens
en la jacobiana de la corba modular de Drinfeld.

6 Algunes Taules

Centrem-nos en el cas Fq(T ). Considerem n com abans amb el grup que cor-
respon a X0(n), i anem a intentar trobar quantes parametritzacions fortes hi
ha per nivell n, amb n petit, és a dir en restringirem amb deg(n) ≤ 3. Ens re-
stringim com sempre al cas (Fq[T ],∞ = 1/T,Fq(T )). Consulteu per les proves
i com Gekeler [6].
Anem a entendre primer l’espai de formes cuspidals.

Lema 6.1 (Gekeler, prop.2.1 and §3.1 [6]). Si deg(n) ≤ 2 no hi ha cap
forma automorfa cuspidal amb conductor n∞. Per cas deg(n) = 3 es segueix de
la taula seguent:

tipus dimWsp

q1r1s1 q
q1r2 q
q3 q

q1r
2
1 q-1

q3
1 q-1

on els subindexs 1, 2 o 3 denota el grau de l’ideal de A, on aquests ideals corre-
sponen a la descomposició en ideals primers de n.
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Es pot estudiar l’àlgebra de Hecke H(n)⊗Q i tots els factors en Q ens donaran
corbes K definides, anem a fer una llista, per veure l’algorisme i com es pot fer
consulteu [6] (observeu que els dos primers exemples de la taula són precisament
els exemples de la §5);

q( Fq(T )) Polinomi=n H(n)⊗Q #c.e. amb cond = ∞n
(modK-isog)

2 T (T 2 + T + 1) Q×Q 2
2 T 3 + T + 1 Q(

√
2) 0

2 T 2(T − 1) Q 1
2 T 3 Q 1
3 T (T 2 − 1) Q×Q×Q 3
3 T (T 2 + T + 2) Q×Q(

√
17) 1

3 T (T 2 − 2) Q×Q(
√

5) 1
3 T 3 + T 2 + 2 Q(X3 + 3X2 −X − 4) 0
3 T 3 − T + 1 Q(X3 + X2 − 4X + 1) 0
3 T 2(T − 1) Q×Q 2
3 T 3 Q×Q 2
4 T (T 2 + T + v) Q(

√
6)×Q(

√
2) 0

4 T 3 + T + 1 Q(
√

2)×Q(
√

6) 0
4 T 3 − v Q×Q(X3 + X2 − 9X + 1) 1
4 T 2(T − 1) Q×Q(

√
5) 1

4 T 3 Q×Q×Q 3
5 T (T − 1)(T − 2) Q×Q×Q×Q(

√
3) 3

5 T (T 2 + T + 1) Q(
√

7×Q(X3 − 4X + 2)) 0
5 T (T 2 + T + 2) Q×Q(

√
37)×Q(

√
17) 1

5 T (T 2 − 2) Q×Q(
√

13)×Q(
√

21) 1
5 T 3 + T 2 + 1 cos de grau 5 0
5 T 3 + 2T + 1 cos de grau 5 0
5 T 2(T − 1) Q×Q×Q×Q 4
7 T (T − 1)(T − 2) Q×Q×Q×altr. 3
7 T (T − 1)(T − 3) Q×altres cossos( 6= Q)(=:altr.) 1
7 T (T 2 + T + 3) Q×altr. 1
7 T (T 2 + T + 4) altr. 0
7 T (T 2 + T + 6) altr. 0
7 T (T 2 − 3) Q×altr. 1
7 T 3 + T + 1 altr. 0
7 T 3 + 3T + 2 altr. 0
7 T 3 − 2 Q×altr. 1
7 T 3 − 4 Q×altr. 1
7 T 2(T − 1) Q×Q×Q×Q×altr. 4
8 T (T 2 + T + 1) Q×Q×altr. 2
.. ... ... ...
9 T (T 2 − 1) Q×Q×Q×altr. 3
9 T (T − 1)(T − v) Q×altr. 1

..... ....... ...
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