Capitol 3

La conjectura de
Fontaine-Mazur

FRANCESC BARS

Exposicié: 20 de Gener 2004.

3.1 Introduccid

Aquesta exposicié unicament intenta introduir els ingredients basics
pel plantejament de la conjectura Fontaine-Mazur formulada en [11].
La conjectura formula de manera precisa la segiient idea: represen-
tacions del grup de Galois Gal(K/K) amb K un cos de nombres
que venen de les representacions locals d’un tros d’un motiu sobre K
amb coeficients amb un altre cos de nombres E tenen unes propietats
algebraiques fixes i que a més aquestes propietats algebraiques carac-
teritzen que vinguin de la geometria algebraica aritmetica, és a dir
d’un tros d’un motiu sobre un cos de nombres K amb coeficients en
E.

Sota el support economic de DGI, BFM2003-06092.



2 Cap. 8 La Conjectura de Fontaine-Mazur

Notacions 1 comentaris

FEn la §3.2, K denota un cos de nombres i £/ un altre cos de nombres.
En la seccié posterior §3.3 K denota un cos local amb cos residual de
caracteristica p amb E un cos local extensio finita de ;. Usualment
denotem A per a un primer de K i per 8 un primer de E. Igualment
Gk denotara el grup de Galois absolut de K, és a dir Gal(K /K) on
F sempre denota clausura algebraica del cos F, i igualment F, amb
v € Spec(F') denota el cos completat de F' per I'ideal v de F'.

L denota una extensi6 finita de Q; dins la clausura algebraica de Q
i LY una extensié de L dins Q;. Denotem per x(\) el cos residual de
Ky, i k(F) pel cos residual d'un cos local F'.

Observacid: Les notes d’aquesta exposicié difereixen de la exposicié
realitzada en el seu dia en el seminari STNB 2004, ja que en aquella
exposicié ens vam restringir a presentar la conjectura amb F = Q
(és dir consideravem motius sense coeficients!) i igualment no es va
poder explicar res sobre la teoria referent a moduls de Deligne, que
si que escriurem breument en aquestes notes (§3.3) (no obstant tota
aquesta teoria de moduls de Deligne i filtrats ho escriurem tnicament
per a [-representacions, és a dir “E =Q , L = L° = Q;”).

3.2 Enunciat de la conjectura de Fontaine-
Mazur

Anem primer a definir que vol dir que una representacié de G, amb
K cos de nombres, ve de la geometria algebraica (aritmetica).
Recordem que una representacié L°-adica és un morfisme continu

p: Gal(K/K) — GL(V)

amb V un LC-espai vectorial.(Una representacié l-adica, significa una
representacié Q;-adica)

Donada una varietat algebraica X sobre K llissa i projectiva, obtenim
de manera natural molts espais vectorials V' associats amb estructura
addicional (realitzacions), nosaltres ens interessa que tingui una accié
continua lineal per al grup de Galois G, considerem la realitzacié
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l[-adica étale associada a X;

2dim(X)

@ieg HY(X xx K,Q) ®g E (3.1)

amb accié de G (observem que la categoria que presentem correspon
a Chg(K, E) que és isomorfa a la categoria de Chg(K') per aquesta
equivaléncia veieu Deligne 2.1 [6]) Ens interessa usualment restringir-
nos a un H:,(X,Q;) ® E (informacié parcial de X en la realitzaci6
l-adica a coeficients en F). Les anteriors representacions sén un cas
concret de representacions provinents de la geometria algebraica con-
siderant els objectes M = (X, proj,r) dins la categoria de motius de
Chow sobre K amb coeficients en E on proj denota un projector i r
un enter (Tate twist) i obtenim una realitzacié l-adica,

2dim(X)

Di—o proj*Hét(X xx K,Q(r)) ®q F (3.2)

En general triar un sumand d’aquesta descomposicié correspondria a
representacions de la geometria “pures” (correspondria sol agafar un
d’aquests factors en la suma directa que té un unic pes, recordem
per X varietat projectiva el motiu proj*H. (X xx K,Q(r)) és pur
de pes w = i — 2r). Més en general en geometria algebraica po-
dem considerar objectes geometrics (X sense ser projectiva com fins
ara) i considerar la realitzacié [-adica de X pero ara X és una vari-
etat algebraica qualsevol, on les components irreductibles de la seva
realitzacié en grups de cohomologia étale poden tenir pesos mixtes
(veieu Deligne en [7](complement d’una varietat amb creuament nor-
mal,...)). Obtenim aixi el que podriem anomenar representacions de
la geometria “mixtes”.

Escrivim
p=11rs:Gx — GL(V ©q, Ep),
Bl

com GL lineal amb FEg, és a dir Eg-representacions de G, amb V' la
realitzaci6 [-adica d’un objecte geometric sobre K. Restringim-nos a
pg irreductible, i observeu que si V' és simple i prové d'un subquocient
d’algun grup de cohomologia étale a coeficients en E, llavors és una
pega de proj* H' (X, Q;(r)) @ Ez amb X projectiva (cas pur).

D’aquestes consideracions es proposa la segiient definicié.
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3.2.1 Definicié Sigui p una L’-representaci6 irreductible de G, és
a dir una representaci6 irreductible continua

p:Grg — GL(V)

on V és un L%espai vectorial i GL és lineal en L°. Diem que p ve de
la geometria algebraica (aritmetica) si és isomorfa a un subquocient
d’algun grup de cohomologia étale provinent de la realitzaci6 [-adica
d’alguna varietat X sobre K amb coeficients en un F, diem-li M
on existeix 3 € Spec(E) amb Eg = L ique V 2 M @ LY com
LY[G k]-representacions.

Anem a estudiar les propietats de la representacié de G e en HY, (X X i
K,Q), que passin a subquocients. Ens restringim amb X/K és pro-
jectiva i llisa sobre K (és a dir el cas de representacions “pures”,
basicament doncs estudiarem representacions irreductibles simples de
la geometria algebraica).

Considerem la representacio:

p: G — GL(HL(X, Qi) ®q, L).

Recordem que una representacié L-adica s’anomena no ramificada

en el primer A\ de K si el grup d’inércia de A en Gg, I, actua de
manera trivial.
Com X és una varietat, fora d’'un conjunt finit S de places de K
tenim que X té bona reduccié i per tant per tot A ¢ (S U {N|i})
finit, el grup d’inércia Iy es conegut que actua de manera trivial en
la realitzaci6 l-adica de X (és a dir en cada component de (3.1)) i per
tant en qualsevol subquocient d’una component, per tant s’obté;

3.2.2 Lema. Una representacio de Gi de la geometria algebraica és
no ramificada fora d’un conjunt finit de places finites de K. Es a dir
la representacio factoritza a traves de Gg s = Gal(Ks/K) on Kg
denota la extensio mazximal de K no ramificada fora del conjunt S.

Hi ha aqui la pregunta natural segiient,
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3.2.3 Questioé Existeix una representacié local irreductible semi-
simple de Gx (p : Gk — GLL(V)) de manera que no existeix cap
conjunt finit S de Spec(K) on la representacié p factoritzi a través de
Gk, s? (La resposta és que si, hi ha exemples amb V' no provinents
de la geometria on ramifica a un numero no finit de primers, veieu
[14] i §5 en [13]. Agrair aqui a en Luis Dieulefait per comentarme
aquestes referencies).

Restringim la nostra representacié
p:Gx — GL(HL (X, Qi) ®g, L)

al grup de descomposicié G de Gk en una plaga finita A € Spec(K).
Denotem per p = car(k(A)) on k(A) és el cos residual de A. L’estudi
d’aquesta representaci6 local de Gy = Gk, (elegint immersid) té un
comportament diferent per a l # piper al = p “tota la informacis”).
Estudi per al #p

Considerem una representacié local

px: Gy — GLL(V),

amb k()\) = p amb L extensié finita de Q; dins Q;.

Si ens restringim a V' com un tros (pur) d’una realitzacié [-adica
per una v.a. X projectiva i llissa sobre K (H%(X,Qi(r)) ®q, L),
llavors si X X, K\ té bona reduccié en A la ineércia I, actua de
manera trivial en cadascun dels grups de cohomologia étale de la
seva realitzacio [-adica, si té potencialment bona reduccié llavors en
una extensio finita K73, de K obtenim Iy (C G K/x) actua de manera
trivial sobre cada pega de la realitzaci6 l-adica associada a (X, proj, r)
i en particular en proj*H (X, Q(r)) ® L.

3.2.4 Definicié Diem que p) una representacié local arbitraria L-
adica (py : Gy — GLL(V)) s’anomena de bona reduccié si I es troba
en el nucli de py (condicié que també es diu que és no-ramificada en
A).

Diem que p) és potencialment de bona reducci6 si existeix un subgrup
obert de I, que actua de manera trivial (és a dir hi ha una extensi6
finita K}, de K dins K on Iy C Ker(p,\|GK/A/)).
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En quan a lestudi general de representacions amb [ # p tenim el
segiient resultat de Grothendieck (veieu 1 en [5]),

3.2.5 Proposicié. Sigui py : Gy — GL(V), com abans amb [ # p.
Imposem a més que cap extensio finita de k(\) contingui totes les
arrels I"-éssimes de la unitat ¥Yn (aquesta condicié es compleir per
exemple quan k(X) és finit). Llavors ezisteix un obert H de I, de
manera que p(h) és unipotent per a tot h € H.

DEMOSTRACIO: [sketch] Reduim-nos cas L = Q;. Via una extensié
finita de K podem suposar que tot element x € Iy compleix que
p(z) és una matriu a coeficients en Z; i congruent amb la matriu Id
modul /2, denotem igualment per Ky aquesta extensié. Amb aque-
stes condicions tenim p(Iy) és un pro-l-grup. Per veure que p(x) és
unipotent argumentem de la forma segiient;
sigui K, 'extensié maximal no ramificada de K, Iy = Gal(K}" /Ky,);
K la l-part de I'extensié maximal moderadament ramificada de K
(és a dir és 'extensi6 de K, generada per les ["-arrels d’un unifor-
mitzant a K, ). Es prova llavors que l'ordre de Gal(K}”/K;) com
nombre supernatural és primer amb [, i per tant si € Gal(K "/ K;),
p(x) és una potencia de [; per tant p(Gal(Ky " /K;)) = {1}. Per es-
tudiar llavors 1’accié en la inercia ens restringim a la imatge del grup
de Galois,

Gal(K/Kny) = limpyn = Ti(p)
compatible amb Gal(k(\)/k(N\)) = Gal(K,,,/K)) per automorfismes
interns. Considerem el caracter

X : G := Gal(k(N\) /(X)) — Z;

donat per l'acci6 de Gy, sobre Tj(u). Donat x € Gal(K;/Ky,) tenim
z i 2X® conjugats en Gal(K;/K)) per qualsevol t € Gy..
Considerem X = logp(x) el logaritme l-adic. De log(p(z)X(®)) =
X(t) X, tenim que X i x(¢)X son matrius conjugades Vt € G,. Sigui
a;(X) la funcié i-simetrica de les arrels caracteristiques de X, de la
igualtat anterior obtenim: a;(X) = x(t)%a;(X), com no conté totes
les arrels [-essimes de la unitat la imatge de x es un subgrup infinit de
[, triem ¢ complint que x(#) no és una arrels de la unitat, obtenint
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a;(X) = 0 per tot ¢ > 0, i per tant X és una matriu nilpotent.
Com p(z) = 1(mod [?) obtenim

p(x) = exp(log(p(z))) = exp(X) és unipotent.
a

3.2.6 Definicié Sigui p una L-representacié de G'i, del L-espai vec-
torial V' amb car(k(X\)) = p # car(L).

Diem que p és semiestable si I'accié de I, opera de manera unipo-
tent.

Diem que p és potencialment semiestable si existeix una extensié
finita F/K, (F C K)) on p|Gal(K,/F) és semiestable (equivalent-
ment existeix un subgrup obert H de Ix, on p actua de manera
unipotent en H).

3.2.7 Corollari. La L-representacié local de Gk, amb V igual a

m(X,Qi(r)) ®g, L és potencialment semiestable Y\ { 1, és a dir
tota representacio simple de la geometria algebraica és potencialment
semiestable YA { 1.

Denotem per Repr,(Gk,) amb | = car(k(L)) # p = car(k(X)) la
categoria tannakiana de les L-representacions de Gg,. Podem con-
siderar les representacions amb bona reduccié que formen una subcat-
egoria (de Repr,;(Gk,)) tannakiana que denotem per Repy,; (G, )
(si considerem les representacions que sén potencialment bona re-
duccié, el seu conjunt el denotem per Repr;,r(Gk,)) i si conside-
rem les representacions que sén semiestable tenim llavors la catego-
ria Repr 1 «t(Gk, ), i finalment denotem per Repr,;pst(GK,) per a la
categoria de representacions potencialment semiestables. Hem de-
mostrat en 3.2.5 per K /Q), finita(la nostra situacié) Repr;(Gk,) =
Repr 1 pst(Gr, ) (*). Tenim el segiient diagrama on totes les inclusions
son estrictes a excepci6 de la igualtat (*) per K, /Q, finita:

Repripf(GK,)
/! \
Repr1.¢(Gk,) Repr1pst(Gk,) — Repri(Gk,)
N /!

Repr,1,5t(GK,)
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Estudi peral=p

Considerem ara que [ = p, i centrem-nos en les representacions
de motius purs de Chow a Q-coeficients, més concretament amb
les representacions Gg, amb Al de V = H7(X,Q;), amb X pro-
jectiva i llisa sobre K, recordem que tenim els segiients resultats
de comparacié que ens donen certa forma d’estudiar aquest G-
representacions d’algun altre punt de vista.

Comencem amb el segiient resultat de comparacié (per una altra ex-
posicié més extensa de teoremes de comparacio i anells Fontaine veieu

[17]):

(Faltings) HZ (X, Q) @@, Ci = Borqem (H(X, Qg(/KA) Rk, Ci(—0))

que respecta l'accié de Galois Gk, , on C; = Q; i Q' és el complex de
cadenes de diferencials de X/K).

Reescrivim ’anterior isomorfisme de comparacié entre una cohomolo-
gia de diferencials amb una topologica via un anell de Fontaine Byr; :=
®;czCi(j) d'una altra manera. Recordeu que la cohomologia diferen-
cial de Hodge-Tate es defineix via HY;;(X/K)) = @otq=iH(X, ng/KA)

i aix{ el morfisme de comparacio és;
Hiy (X, Q1) ®q, Bty = (Hijoa(X/K)) @K, Bur,-

3.2.8 Observacié. (d’en X.Xarles) La B dels anells de Fontaine
es probablement en honor a Barsotti, i aquests anells han estat també
anomenats anells de Barsotti-Tate [8]. Barsotti va introduir anells
d’aquest tipus al estudiar com es relacionaven les diferencials d’una
varietat abeliana sobre els p-adics amb bona reduccié amb certs ob-
jectes cohomologics associats a la reducci6 (e.g. el modul de Dieudonné),
veieu [1].

Fixem-nos que si considerem la cohomologia de Rham HJ,(X/K))
tenim un K y-espai vectorial que té una filtracié natural, si volem
comparar amb la cohomologia étale que té una estructura de G, -
modul i volem que aquest isomorfisme sigui canonic i mantingui les
propietats d’aquests grups cohomologics, necessitem un altre anell de



3.2. Enunciat de la conjectura de Fontaine-Mazur 9

Fontaine pero ara amb accié de Galois i una filtracid, és 'anell Byg ;.
Tenim l’isomorfisme,

(Faltings 1988) H[} (X, Q) ®q, Bary = Hjr(X/K») @k, Bary

que és compatible amb I'accié de G i, que actua per c®o en ’esquerra
i per id ® o en el terme de la dreta, compatible amb les filtracions,
és a dir id ® Fil? « Za+b:q Fil® ® Fil®, dualitat de Poincaré,...

3.2.9 Observacié. Recordeu que GrpyHJR(X/K)\) = Hp}, ,(X/K)),
i per tant el la cohomologia de Hodge-Tate perdem aquesta filtracio,
i deixem escrit aqui que GrryBir; = Bur,-

Anem ara a endinsar-nos sobre quin tipus de reduccié té la vari-
etat X/K) en I'unic primer tancat de K, especialitzant-nos obtenim
que varietats amb cert tipus de reduccié tenen de manera natural una
topologia de Grothendieck amb més propietats com son un Frobenius,
una monodromia,... Anem a escriure-hi un parell de cosetes.
Suposem que X té bona reducci6 en A, tenim la cohomologia cristal.lina
que es compara amb la de de Rham (veieu p.9 [17]), que ens associa
un Ko y-e.v. (Kp ) és la subextensié maximal no ramificada dins K)
junt amb un Frobenius i una filtracié.

Tenim l'isomorfisme (Fontaine,Messing,Faltings,Kato, Tsuji):

HQ(Y, Ql) ®Ql ch's,l = g}is(YX/KO,)\> ®K07)\ Bcris,l;

compatible amb G, , Frobenius i filtracié.
En cas que X no té bona reduccié en A (ni potencialment bona re-
duccid), pero té reduccié semiestable en A (és a dir existeix un model
propi X' /O, on localment per la topologia etale és Ok, [t1, ..., tn]/(t1-
- t, — m), 7 uniformitzant de I'anell enters O, ) tenim una co-
homologia de Grothendieck (cohomologia log-cristalina) que té una
monodromia N, filtracié, frobenius; (i també tenim un isomorfisme
amb la cohomologia de de Rham Hjjy, ., (X)®k, , K = Hjp(X/K))
(com en el cas cristal.li)), i obtenim un altre anell de Fontaine By ;
que ens la compara amb la cohomologia étale compatible amb aque-
stes estructures:

(Kato, Tsuji, Faltings)

HQ(Y’ Ql) Qq, BSt,l = Hl?g—cris(‘)() ®K0,,\ Bst,l;
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isomorfisme compatible amb N, ¢(Frobenius), G, i amb filtracions
després de tensorialitzar Byg,®p,, -

Per entendre millor necessitem dir alguna cosa sobre els anells de
Fontaine B, (veieu la subseccié posterior §3.3.1) diem aqui que Bepis; C
By i fixant uniformitzant By ; C Bgg, i la filtracié en By prové
d’aquesta inclusio.

Denotem per B, si no es diu el contrari, a qualsevol dels anells de
Fontaine amb p =1 BCT’iS,h Bst,l) BdR,l 0 BHT,Z‘

3.2.10 Lema. 1. Sigui V' una representacid p-adica de G, . Lla-

vors:
d’imKB (B Ry, V)GK)\ < dileV,
K)\ per a B = Bde o BHTl
on Kp = ' '
{ KO,A per a B = Bcris,l o Bst,l

2. 8i tenim dimpg, (B ®q, V)5 = dimg,V, llavors el morfisme
natural:

B®k, (B®g, V)" - Bwg, V

és un isomorfisme.

3.2.11 Definici6 1. Unarepresentaci6 p-adica V' de Gk, s’anom-
ena B-admissible si dimg (B ®q, V)CEs = dimg, V.
Si B = Bgs s’anomena representacié cristal.lina. Si B = By
s’anomena representacié semiestable. Si B = Byg s’anomena
representacié de de Rham. Si B = Bpgp s’anomena repre-
sentaciéo de Hodge-Tate.

2. Una representacié p-adica V de Gi, s’anomena potencialment
.. .. G .
B-admissible si dimkp (B ®qg, V) “* = dimg,V; amb K} una
extensioé finita de K dins K.
Si B = B..;s s’anomena representacio potencialment cristal.lina.
Si B = By s’anomena representacié potencialment semiestable.

3.2.12 Observacié. Les nocions de potencialment Hodge-Tate i po-
tencialment de Rham no existeixen ja que directament sén aquestes
representacions de Hodge-Tate i de de Rham respectivament.
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Del lema 3.2.10 i dels teoremes de comparacié obtenim que la
representacié p-adica amb V = H7(X,Q;) és de Rham i de Hodge-
Tate. A més si X té reduccié semiestable és semiestable la G, -
representacié p-adica V. Isi X té bona reduccio llavors V' és cristal.lina.
Si X té potencialment bona reduccié llavors V' és una representacio
potencialment cristal.lina, i si X té potencialment reduccié semiestable,
llavors V' és potencialment semiestable.

3.2.13 Observacié. El twist de Tate va bé amb els isomorfismes de
comparacié per tant provem que H7(X,Q;)(r) és sempre de Rham i
segons la seva reduccié pot ser cristal.lina o semiestable. No obstant
un gran resultat de 'any 2002 de Laurent Berger prova que no hi
haura diferencies entre representacions potencialment semiestables i
de Rham ([2]).

3.2.14 Observacié. Per simplificar la notacié hem fet els isomor-
fismes de comparacié per motius purs i a coeficients en Q, amb aixo
volem dir per V = HZ (X, Q,(r)).

Si volem a coeficients en E enlloc de Q, i per tant no treballar
en (Q;-representacions sin6 en L = Eg-representacions de Gi, també
hauriem d’obtenir els resultats anteriors sobre aquestes representa-
cions amb la mateixes definicions (prenent aquest V' E-espai vectorial
com a Q-espai vectorial en les definicions) i resultats anteriors, no
obstant no ho he vist explicitament escrit.

3.2.15 Questié Considereu una varietat projectiva sobre un cos lo-
cal K arbitrari i considerem la [ = p-representacié de Gx donada
en V. = H™(X,Q(r)). Podeu trobar els anells de Fontaine per a
obtenir els morfismes de comparacié amb bona reduccié i reduccié
semiestable? (Veieu §1 [12] per a la construcci6 de B.is per a cossos
locals amb cos residual no perfecte).

Denotem per Repp(Grk,) (o Reppp(Gk,)) la categoria (tanna-
kiana) formada per les representacions L-adiques B-admissibles (o
respectivament potencialment B-admissibles) tenim llavors el segiient
diagrama:
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Rep(Gk,)
7
Repsi(Gk,) Reprr(Gk,)
/! N 7
Repcm's (GK,\ ) Reppst (GK,\ ) = Rede (GK)\ )
N /!

Reppcm‘s (GK,\ )

on Rep(Gk,) denota totes les representacions L-adiques de G, , i
cada — és estricta a excepcié de la igualtat entre ser potencialment
semiestable amb de Rham (Berger [2]).

3.2.16 Definicié Una representacié L°-adica de G que anomenem
V, amb K un cos de nombres (car(x(L%)) = 1), s’anomena geometrica
si existeix L i una L-representacié de G, diem-1i W, on W®y LY =V
com L°[G ]-representacions i la representacié W compleix les dues
condicions segiients:

1. és no ramificada fora d’un conjunt finit de places de K (és a
dir I, actua de manera trivial en la L-representacié per tot A a
excepcié d'un conjunt finit de \'s).

2. La restricci6 de la L-representacié a Gg, (A no arquimediana)
és potencialment semiestable (tan si K(A) = p # [ com k(\) =

l=p).

3.2.17 Proposicié. Una L°-representacic simple (i irreductible) de
la geometria algebraica és geométrica.

DEMOSTRACIO: Una L°-representacié de la geometria algebraica sim-
ple prové d’una L-representacié de la geometria algebraica per un L-
espai vectorial, per for¢a ve d’un motiu pur (pel fet de ser simple la
representacié), per tant s’inclon V. C HZ(X,Q(r)) ®q, L per certa
varietat llissa i projectiva X sobre QQ, amb certs m,r que ens donen
el pes w = m — 2r (és a dir prové dels motius purs de Chow amb pes
w i amb multiplicacié E on existeix 3 € Spec(E) on Eg = L).
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Per tant ens podem restringir a estudiar ’enunciat per la L-represen-
tacio V = HZ(X,Qi(r)) ®g, L. Ja sabem que fora de les places on
X té mala reduccid és no ramificada, per tant compleix la primera
condicié per tal de ser una representacié geometrica.

Restringim la representaci6 a G, , si A { k(L) = [ tenim pel corol.lari
3.2.7, és semiestable. Si A | k(L) = [, tenim que és de Rham pel teo-
rema de comparacié i pel resultat de Berger [2] que és semiestable.
Per tant es compleix la segona propietat per ser una representacio
geometrica. O

3.2.18 Observacié. Podriem considerar la categoria tanakiana ge-
nerada per totes les representacions de motius purs, sén les que
anomenem representacions semisimples, és la categoria de representa-
cions semisimples i que provenen de la geometria algebraica. Aquesta
categoria és subcategoria tanakiana de les representacions que prove-
nen de la geometria algebraica (aquestes inclouen els motius mixtos).
La proposicié anterior prova que aquesta categoria es troba dins la
categoria formada per representacions geometriques. Per a exten-
dre aquest resultat (proposicié anterior) per a representacions irre-
ductibles pero no simples de la geometria algebraica (i.e. per a motius
mixtes) s’estén ’argument anterior pero pensant que la representacio
ens dona submoduls simples purs i escrivint-ho com Ext’s de motius
purs podem atacar-ne la semiestabilitat (p = [) obtenint que sén
representacions geometriques.

Per tant hem provat que una representacié L-adica (modul conjec-
tures bones en motius mixtes) de la geometria algebraica és llavors
una representacié L-adica geometrica.

3.2.19 Conjectura (Fontaine-Mazur, 1993) Una representacid ir-
reductible L-adica és geometrica si i1 només si és de la geometria al-
gebraica.

3.2.20 Observacié. Sila L-representacio és potencialment abeliana,
és a dir existeix un subgrup obert de Gx que opera en V a través
d’un grup quocient abelia, llavors la condicié de ser geometrica, usant
teoria de classes ens permet obtenir un caracter de Hecke i d’aquest
una varietat abeliana CM amb el modul de Tate (m = 1 en coho-
mologia étale per la varietat) junt amb un twist de Tate convenient
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provant que és de la geometria algebraica (no obstant la construccié
no és molt explicita i estaria bé escriure-ho amb més detall i més
explicitament). Aquest és el primer cas en que podem provar la con-
jectura de Fontaine-Mazur.

3.2.21 Observacié. El treball de Wiles [16] (i de Taylor-Wiles [15])
sobre el teorema de Fermat, permet associar una forma modular
a certes representacions geometriques de dimensié 2, i en particu-
lar veure que provenen de la geometria algebraica per a certa corba
el.liptica amb m =11 K = Q.

En general falten idees per a poder demostrar que una representacio
geometrica és de la geometria algebraica i fins i tot centrant-nos en
representacions simples irreductibles. No obstant el pes que hauria
de tenir esta determinat.

Fixem-nos que una representacié irreductible V' que sigui geometrica

de les propietats locals, sén interessants inicament per a A | [ = p
(per al cas [ # p, el resultat del Grothendieck (3.2.5), no tenim cap
restriccid, recordem K és en aquesta seccié un cos de nombres). Ser
semiestable per A | [ = p = car(k(L)) implica que és de Hodge-Tate
i es poden associar de manera facil els pesos de Hodge-Tate. Abans
d’associar-los anem a definir el pes de V que denotem per w(V).
Si V' és 1-dimensional existeix un Unic enter ¢ complint que ’accié
de Gk és finita en V(i) (aix0 succeeix quan el pes és zero i com
w(V (i) = w(V) — 2i), definim llavors w(V') := 2i. Si V' té dimensié
N definim w(V) := w(/\TNV) (si V és simple i de la geometria alge-
braica, sera un enter (cas motiu pur), si és geometrica i és simple,
per la conjectura de Fontaine-Mazur tindria que ser un enter).

A la representacié V irreductible i geometrica, per ser de Hodge-Tate
li associem els pesos de Hodge Tate:

R\ = (he(\)y amb hy(X) := dimz(L(r) @1 V)5,

per cada A|l = p = k(L) i r € Z, usualment s’escriu h,(X) = hy5(X)
amb r;s € Z complint r + s = w. (Observem que per a qualsevol
representacié podem associar-li aquests pesos de Hodge-Tate).

Denotem per: Geom(K,S,h) el conjunt de les L-representacions ir-
reductibles de G g (i.e. representacions de Gk no ramificades fora
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de S) amb pes h de Hodge-Tate fixats per cada A | k(L) =1 = p
modul isomorfisme.

3.2.22 Conjectura (Fontaine-Mazur) Per a qualsevol conjunt de
places S amb l =p = k(L) € S, el conjunt Geom(K,S,h) és finit.

3.3 Estudi de representacions locals semiesta-
bles

Recordem que en aquesta seccié K denota un cos local extensié finita
de Qp (tot i que alguns resultats sén més genereals). Ens restringim
a Qj-representacions enlloc de L-representacions.

3.3.1 Una pinzellada dels anells de Fontaine.

Considerem K un cos local extensi6 finita de Q,(tot i que es possible
fer-ho per cossos locals K amb cos residual no perfecte [12]).

Anem a introduir primer una nocié vaga i no del tot precisa de que
sera els cossos que nosaltres volem (anomenats anells de Fontaine).
Els volem obtenir com un anell de periodes, és a dir d’un pairing:

Hifs(X/K) x HE.u;(X(C),Q) — B

<w,'y>'—>b:/w
Y

per tota X una varietat algebraica projectiva llisa sobre un cos de
nombres K (on K és la completacié de K en un placa finita) de
cert tipus aritmetic que estem interessats a estudiar, B és 'anell de
comparacié d’una cohomologia de diferencials amb una cohomologia
provinent de la topologia de X.

Tensorialitzem la cohomologia de Betti per ®gQ; obtenint que és iso-
morfa a la cohomologia étale (Grothendieck) i preguntem-nos sobre
aquest anell de periodes necessari per a comparar després d’aquesta
tensorialitzacio.

Si té bona reducci6 la varietat X/K, tenim que podem triar com
anell de periodes I'anell Q; si [ # p i 'anell de Fontaine anomenat
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Beris sil = p. Si X és varietat projectiva qualsevol tenim que quan
[ = p lanell de periodes és Byr. Aquests anells de Fontaine (B’s) ja
han sortit en el seminari durant alguna edicié per tant, solament en
farem un breu resum i introduirem els anells corresponent a varietats
semiestables tan en el cas | = p com [ # p (aquest dltim cas, pel re-
sultat de Grothendieck 3.2.5, correspon també, llevat d’una extensio
finita, amb els periodes de totes les varietats algebraiques projec-
tives).

Anem a recordar breument la construccié de Bepisp (denotem per
Berisg = Qp quan [ # p), i Byr, cas | = p. Per a una exposicié més
extensa d’aquests anells podeu consultar la lectura 2 en [3].
Denotem per C, = KiO:= Oc, el seu anell d’enters, obtenim I"anell
integre de caracteristica p i perfecte segiient:

Ro = lEn((’)/p —Ofp—...)

amb morfismes elevar a p, és a dir a — aP. Considerem el morfisme
de Teichmuller [ ] : Rp — W (Rp), (W denota 'anell de Witt) i sigui
pi= (p™) € Ro sistema compatible de p™-arrels de p, i € := () €
Rp format per sistema arrels p™-éssimes de 1. Definim per
(p — [p))"
|

Acris,p = {Z wnT, wy, — 0, w, € W(Ro)}

considerem I’element de A5, segiient

oo oo

t = Z(_l)nJrl([d;l)n = Z(n - 1)!(—1)n+1([€]n_!1)n € Acris,py
n=1 n=1

s’obté de o el Frobenius en I'anell de Witt s’estén a Ay p, denotem
per B;Cis,p = Acrispll/p] 1 Berisp = Berisp[l/t], I'element ¢ dona
la filtracié en el cos Beyisp on B;ﬁis’p és anell de valoracié discreta
val(t) = 1. Tenim doncs que Beyjs p és un anell amb filtracié i amb un
Frobenius ¢ provinent de ¢ i una accié de Gi. Compleix Bgfs’p = Ky
(maxima subextensié de K no ramificada enlloc)

Anem a definir Bgr,. Definim Bd+R,p = @IIW

anell de valoriaci6 discreta complet amb maximal m = (p — [p]), i

que és un

Birp = Quot(BjR’p). Tenim que ¢t € (p — [p]) i és uniformitzant,
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dona aix{ una filtracié on Fil™Byg m/Fil™ ™ Byg, = Cp(m). A més

Bgr,p té accié natural de Gx complint Bgéfp = K, i tenim de manera

natural Beisp C Byr,p-

Després d’aquest repas d’aquests dos anells de Fontaine anem a in-

troduir el Bg;.

L’anell Bg;.

Bscrivim per B — { Q sil# pamb Gx — accid t.m'm'al
Bcris,p sil=p

elegim ¢ € K que no sigui 0 ni una unitat. Anem a definir B, una

Bj-algebra amb G'i-accié i una derivacié N : By, — B4 de nucli

B;.

Sigui T}, := liin(F/qZ)ln i Wi, = Q ®z, T14. Considerem a =

neN

(an) € T4, elegim a, de a, en K compleix que existeixen r, € Z

tal que d,"" = ¢'* amb r, "—> w(a) € Z; on aquest element és

independent d’aquests aixecaments elegits de a, aquest v s’estén a

W, 4 amb linealitat, és Gg-equivariant i té nucli Q;(1), és a dir tenim

(tensoriatitzant per ®g,Q;(—1)):

0—Q — Wie(—-1) = Q(-1) — 0.

Considerem la Q-algebra Symq, W 4(—1) que és isomorfa a I’algebra
de polinomis en dues indeterminades. Denotem per

By 4 = Symg, W, 4(—1)/("1 en grau 0 =1 en grau 1")

que denota a un anell de polinomis a coeficients en (Q; en indetermi-
nada u amb u € Wy 4(—1), u ¢ Q; amb accié de Gx. Definim en Bj,
una derivacio,

N : B, — B 4(-1)

la Q-derivacié que a u € Vj 4(—1) vaa 1 ®@v(u) € V4(—1) @ Q(1).
Anem doncs a definir els anells de Fontaine semiestables per,

{ Batyq:=Big sil#p
Bat1,q = Berisp ®q, Bpg si l=p

En el cas | = p tenim en By, una G g-accié via g(b® c¢) = gb® gc,
acci6é Frobenius ¢:p(b ® ¢) = ¢(b) ® ¢, d'una derivacié N(b® ¢) =
bR N(c) on b € Bepis i ¢ € By pq. Es comprova que ¢ i N commuten
amb G (i si fem actuar ¢ sobre By, 4(—1) per p(b® c) = p(b) ® ¢
llavors N commuta amb ¢).
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3.3.1 Observacié. Usualment el By, 4 pel teorema de comparacié
que hem vist en la seccié anterior es pren ¢ un uniformitzant de K i
a més té un operador N : Byt pq — Bstpq (1 @ més una filtracié pero
que encara no li hem introduit!!!). Per relacionar la nostra definici6
amb aquesta, observem que Q,(1) C Berisp on si t generador de Q,(1)
va al ¢ definit anteriorment en Bepis p,

i Bstpq(—1) = Bt pg
b® 1 bt_l,

i es defineix 'operador de monodromia per Np,opn, := 10N (si val(q) >
0 que és el cas de triar ¢ un uniformitzant).

3.3.2 Observacié. Referent a la dependéncia de ¢q. Si ]l = p tenim

un isomorfisme canonic entre By p 4 = Bgtp o compatible amb G i

©, perd no sempre amb N, unicament és compatible en N si ¢/q’ és

una unitat de K.

Sil # p tenim iso canonic si g i g generen el mateix s.e.ven Kum;(K) =

Qi ®z, 1@(K*/K*ln) = HY(K, Q1)) (que sempre es compleix si el
n

cos residual de K és finit).

Podriem pensar Bgtyq = Berisp(u) amb v una indeterminada. Si
volem introduir-hi una filtraci6é i pensar com ’anell de periodes (és
anell de comparacié), és a dir v com un periode, estem pensant aquest
anell dins de Byr, i aquesta inclusié ens dona la filtracié en By 4
pero depen fortament de ¢ aquesta inclusi6!!!

Berisp = Bstp,q — Baryp

on u — log(b) € Bgryp, aquest b es construeix usant el ¢ triat
(val(q) = 1 ara) que prové d’'un periode concret en una corba el.liptica
de Tate, veieu la construccié explicita del periode log(b) en la pagina
13-14, exemple 12 [17].

3.3.2 Moduls de Deligne (I #pil=p)

Sigui V' una representacié l-adica de G, anem a associar-hi uns
moduls que ens donen informacié de V. Deixeu-me escriure que les
proves dels resultats segiients les trobeu en [10].
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3.3.3 Definicié (Modul de Deligne)

1. Suposem [ # p. Un l-modul de Deligne (relatiu a K/K) es
donar un (Q;-espai vectorial A junt amb una accié lineal de G
i una aplicacié Q;-lineal GG i-equivariant

N:A— A(-1).

2. Suposem [ = p. Sigui k el cos residual de K i denotem per
Py = Quot(W(k)) el cos de fraccions de I'anell de Witt W (k);
Py té accié natural de Gx (amb [k actuant trivialment) i un
Frobenius o.

Un p-modul de Deligne és donar un Pp-espai vectorial A junt

amb una accié semi-lineal de Gg, un frobenius
p:A— A

o-lineal, injectiu i commutant amb l'accié de Galois i d'una
aplicacié Py-lineal, G g-equivariant:

N:A—A

verificant Ny = ppN

S’anomena la dimensié d’un modul de Deligne a la dimensié com
espai vectorial (com Q-e.v. si l # p o bé com Py-e.v. sil = p).

Els moduls de Deligne formen una categoria tannakiana, on els mor-
fismes son aplicacions lineals (Q; si [ # p, Py si | = p), commuta
laccié de G i de N i amb ¢ si l = p. Denotem per Del, (Gk) la
subcategoria plena dels *-moduls de Deligne amb dimA < oo com-
plint:

1. Paccié de G és continua i I actua a traves d’un quocient
finit.

2. Poperador de monodromia N és nilpotent (per [ # p denotem
per N també a N ® id(—i) : A(—i) — A(—i —1)).
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(Observeu que la segona condicié es satisfa directament per | = p ja
que no hi ha aplicacié Py-lineal on Ny = p"@N per r >> 0, i per
[ # p també es compleix si el cos residual és finit).

Anem a construir un modul de Deligne a partir d’una representacio.
Considerem doncs V' una representacioé [-adica de G i considerem

V ®q, Bst,i

és un [-modul de Deligne (a partir d’ara [ pot ser = p o # p si no
s’especifica) amb:
glveb)=gvegb, g€ Gk, veE V, b€ By
N(v®b) =v® Nb,
(si Il =p exigim) p(v®b) =v® p(b).

Recordem que localment donar representacions per [ # p correspon a
donar una accié de N i de G (és una cosa coneguda pels especialistes
en el camp, veieu per exemple lemma 3.1.1. en lecture 3 de Breuil
en [3], i observeu aqui que la restriccié que posa en la lecture 3 per
la poténcia en p de commuta frobenius de Gxg amb N prové del
twist de com aqui definim 'operador de monodromia en els moduls
de Deligne per a | # p) , amb aquesta idea i per caracteritzar les
representacions potencialment amb certes propietats, considerem el
[-modul de Deligne:

Doy o(V) i= lim (By ®g, V),
HeH

on ‘H té per elements els subgrups oberts de I.

3.3.4 Teorema. Sigui V una representacid l-adica de Gxg i A =
D, . .(V). Llavors:

==pst,q
1. dimA < dimq,V i A € Del;(Gk).
2. L’aplicacio natural,
ay 1 Bg1,®A — B®qg, V

és injectiva.
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3. Les segiients afirmacions son equivalents:
(a) dim(A) = dimg,V
(b) ay és isomorfisme,
(c) V és potencialment semiestable,

(d) existeix K' /K finita on A com element de Del;(G k) tenim
que I, actua trivialment.

D’aqui obtenim una manera via moduls de Deligne com saber si una
representacio local és semiestable, de bona reduccié,...

3.3.5 Corollari. Denotem per By el cos Q sil # p i pel cos Beyis
sil =p. Donada V una representacio l-adica denotem per:

Dy o(V) i= (Bst,g@0,V)™, Dp(V) := (B@V)'®, D,;(V) := lim (BigV)".
HeH

Sigui V' una representacio potencialment semiestable de G 1 A =
D, (V). Llavors:
1. V semiestable < I opera trivialment sobre A i A = D ,(V).

2. Y potencialment bona-reduccié < N = 0 sobre A i llavors A =
pr(V).

3. V bona reduccio < N =0 i [ actua trivialment en A.

Preguntem-nos si donat un modul de Deligne Del un pot obtenir la
representacié, la resposta és NO per al = p i SI per al # p:

3.3.6 Proposicié. Sigui p # 1. Sigui A € Del;(Gk), definim per
Kpst(A) = {U € Bst,q & A’NU = O}
Llavors;

1. Kpst(A) S Rep@l,PSt(GK)7

2. Vg indueiv una ®-equivalencia entre Del) (G ) i Repg, pst(Gr)
on D,y €s el quasi-invers.
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3.3.7 Observacié. Quan [ = p, necessitem posar una filtracié en
D,(V) per a poder retrobar V' del modul de Deligne, per fer aixo

de com triem el logaritme g obtenim
Bst,p,q - BdR

i aix0d ens permet identificar (K ® g, stt(V))GK amb Dgyr(V) i per
tant una filtraci6. Fontaine proposa en [10] posar aquesta filtracié en

els moduls de Deligne per a obtenir ’equivalencia de categories.

3.3.8 Observacié. Crec que es pot fer una modificacié per L-repre-
sentacions definint L-moduls de Deligne i obtenir el resultat anteriors,
no obstant falta comprovar-ho en detall (exercici).

3.3.3 Moduls amb Frobenius i monodromia. Afegim-hi
filtracid.

Anem a introduir una nocié equivalent de moduls de Deligne posant-
hi en aquest llenguatge la filtracié que comentaven que necessitem
per p = [ (en acabament de la subseccié anterior). Aqui durant
tota aquesta subseccié imposem que [ = p. Deixem escrit que
les proves dels resultats segiients i/o indicacions amb referéncies per
les proves les podeu trobar a [10] i [3].

Sigui K’ una extensi6 de K.

3.3.9 Definicié Un (¢, N, G/ )-modul és un Kj-espai vectorial D
(recordem si M és un cos local My és la maxima subextensié de M
no ramificada) amb:
1. ¢ : D — D o-lineal (o és el Frobenius de K{)
2. aplicacié K{-lineal N : D — D,
3. acci6 semilineal de G/ x complint
(a) No =peN
(b) Vg € Grryk g9 =g igN = Ng.
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3.3.10 Definicié Diem que un (¢, N,Ggr/g)-modul és discret si
{9 € Grr/klgd = d, Yd € D} és un obert a Gy k.

Considerem,

M(@v N, GK//K)

la subcategoria plena dels (¢, NV, G g/ )-moduls on els seus objectes
sén “(¢, N, G/ )-moduls discrets de dimensi6 finita on es defineix
la dimensié d'un (¢, N, G gk )-modul per dimD := dimy D.
Denotem els (¢, N, 1)-moduls com (p, N)-moduls.

3.3.11 Proposicié. Considerem el segiient funtor:
@ : 7M0d(€07 Na GK) - Mp(GK>
D — PO ®K6L’I‘ D.

Es una ®-equivaléencia de categories.

Prenem K’ = K i per tant (¢, N)-moduls (aquesta simplificacié fa
que ens restringim en aquesta seccié a trobar una categoria de moduls
equivalent a representacions semi-estables sobre K enlloc de poten-
cialment semiestables, veieu observacié 3.3.18).

3.3.12 Definicié Un (p, N)-modul filtrat és un (¢, N)-modul D amb
una filtracié decreixent en Dy := DRy, K, (Fil' Dk );c7 per K-espais
vectorials on Fil'Dyg = Dy per i <<0i Fil'Dg =0 per 2 >> 0.

Considerem D un (¢, N)-modul filtrat, d = dimD = dimg, D, obtenim

que ®%(OD és un (p, N)-modul filtrat amb ¢ := % i N := N®...®

1419N®1®...01+1®...0 1® N, i filtracié Fil'(®'Df) :=

Yirtotig=i Fil"Dg @ ... ® Fil'"Dg . Igualment podem conside-

rar /\}l(OD com un (p, N)-modul filtrat amb l’estructura provinent de

®D. Del fet que dimg, (/\%{OD) = 1 existeix un Unic ig € Z complint,
/\dKDK per i < g

Igualment obtenim que existeix un tnic g € Z on e; € /\%OD \ {0}
w(e1) = Ager amb val(Ng) = .
Es defineix tg(D):=ig i tn(D):= ayp.
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3.3.13 Definicié Donat D un (¢, N)-modul filtrat. Diem que D’ és
un (¢, N)-submodul filtrat de D, si és un (¢, N)-modul amb D' < D
commutant amb ¢ i N i complint Fil’(D%) = D} N Fil'(D).

Anem a definir els moduls pels quals obtindrem una equivaléncia de
categories amb les representacions semiestables pel cas p = [.

3.3.14 Definicié Sigui D un (¢, N)-modul filtrat. D s’anomena
debilment admissible (=:w.a.=weak admissible) si compleix que t (D) =
tny(D) iamésty(D') <ty(D') per a qualsevol (¢, N)-submodul fil-
trat D’ de D.

Fent la immersié de By en Byg (triant aixi un uniformitzant concret)
obtenim una filtracié en By , donada per Fil"™(Bg;pq) = Bstpq N
Fil™(Bgygr)-

3.3.15 Lema. Sigui V' una representacio l-adica de Gk (recordeu
l = p). Sigui Dg(V) := (Bg,q ®qg, V)95 i definim en Dy (V) el
frobenius per ¢ := pp,, , ®@Id, N = Np,, , ®Id i Fil'Dg(V)k =
(Fil'Bgt,g ® V)N Dgt(V) k. Llavors;

Dy (V) és un (¢, N)-modul filtrat debilment admissible.

Denotem per
f
MFEy

la categoria dels (¢, N)-moduls filtrats discrets de dimensié finita que
son debilment admissibles.

3.3.16 Teorema. (Colmez-Fontaine,[4]) FEl functor,

Dst : Repst,Qp(GK> - Mé/[((%oa N)

Vi— (B'Stvq ®@p V)GK
és una equivaléncia de categories. S’obté V. mitjancant,

V 2=V (Du(V)) = Homy N pit ko—tineat (D2 (V), B ,)-

3.3.17 Observacié. Observeu que si N =0 en el (¢, N)-modul de-
bilment admissible, llavors correspon a una representacioé cristal.lina.
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3.3.18 Observacié. Per a obtenir 'anterior resultat per a poten-
cialment semiestables, tindriem que obtenir una inclusié de moduls
filtrats admissibles per extensions finites i prendre després limit in-
ductiu.

Treballant amb N = 0 en aquests limit inductius de moduls debilment
admissibles trobariem ’equivalencia amb les representacions poten-
cialment cristal.lines.

Si enlloc de treballar amb Q,-representacions volem treballar amb
L-representacions cal introduir algunes modificacions en la definicio
de (¢, N)-moduls i la filtracié, com per exemple treballar en Ko®q, L-
moduls enlloc de Ky-espai vectorial, per veure les generalitzacions en
detall consulteu [4].

3.3.19 Observacié. Per a veure exemples concrets d’aquest moduls
filtrats i fer-ne la llista completa en dimensié 2 en alguns casos i
llegir-ne les cristal.lines, consulteu §11 i §12 en [11].
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Cap. 8 La Conjectura de Fontaine-Mazur
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