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Prefaci

La perfeccié de les professions
depen de la perfeccié amb que
es coneixen els llurs objectes.

Jaume Balmes (Vic 1810 — Barcelona 1848)1

No vull subvalorar la
severitat del castig que cau
sobre vosaltres, pero confio

que els nostrees conciutadans
seran capacos de resistir

com ho va fer el

valent poble de Barcelona.
(Daily Telegraph, 19 juny 1940)

(Winston Churchill, Blenheim Palace 1874 — London 1965)

1Per a congixer millor la vessant pedagogica de’n Jaume Balmes suggerim “Criteri i Ped-
agogia” editat per Univ.Ramon Llull, col.leccié Eusebi Colomer, o bé llegir directament “el
Criteri” de Jaume Balmes que trobeu a la web. En Dactualitat hi ha una gran forca pels
pedagogs actuals d’ensenyament que defensen ’ensenyament sense continguts, actitud molt
discutible i qué pot afectar a la formacié pels futurs cientifics catalans, i en Jaume Balmes
defensava la tesis contraria.

2Sempre quan escriu unes notes i fa docéncia, li recau la pregunta: quin idioma escriure-ho
i/o expressar-se (i més amb un mén cada cop més globalitzat)? No obstant després de llegir el
llibre de’n Josep Benet i Morell “L’intent franquista de genocidi cultural contra Catalunya”,
és clar que haig d’aportar el meu gra de sorra al lloc on estic i per tant la resposta a aquesta
pregunta és evident.
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Capitol 1

Nocions preliminars de
COSSO0S

1.1 Preliminars d’anells, repas

Definicié 1.1.1. Un anell R és un conjunt amb dues operacions:
+:RXxR—R,(a,b)—a+Dd
*x:Rx R— R,(a,b)— axb

que satisfa les segiients propietats:

1. R amb lUoperacio + és un grup abelia, és a dir compleix + les propietats:
associativa, existéncia d’element neutre escrit 0, existéncia d’invers per
tot element de R, i commutativa (de esser grup abelid).

2. L’operacid producte x és associatiu: (a+b)*xc=ax (bx*c), Ya,b,c € R.

3. FEl producte és distributiu respecte la suma:

ax(b+c)=axbt+axc, i (a+b)xc=a*xc+bxcVa,b,c€R.
4. Hi ha un element que diem 1 de R que compleiz 1 xr =rx1=rVr e R
amb 1 #0,
Si tenim que el producte és commutatiu direm que R és un anell commutatiu.

ATENCIO: En aquest curs quan direm anell voldrem dir anell commutatiu
d’ara en endavant.

Exemple 1.1.2. Ezemples d’anells (commutatius) sén Z, 7./ (n), Rlz1,...,zy]
lanell de polinomis en n variables a coeficients en un anell R.

Definicié 1.1.3. Sigui R un anell, un subconjunt S de R és un subanell si S
amb les operacions de R és un anell.

Definicié 1.1.4. Sigui R un anell. Un subconjunt I # 0 de R és un ideal de R
St
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1. Ya,be I tenima+0bel,
2. NVael iVre R tenimrxac¢€l.

Definicié 1.1.5. Considerem R, R’ dos anells. Un morfisme d’anells ¢ : R —
R’ és una aplicacid satisfent:

pla+rb) = p(a) +r ¢(b)
¢(axrb) = p(a) *r ¢(b)
¢(1r) = 1p.

Recordeu que si R és un anell i I ideal de R amb I # R llavors R/I té
estructura d’anell amb (a+1)+g 7 (b+1) := (a+rb)+1i(a+1)*gr/ (b+1) :=
(a*rb)+I,1proj: R — R/I definida per proj(a) := a + I és un morfisme
d’anells.

També si S subanell de R és te que la inclusié S < R és un morfisme d’anells.

Proposicié 1.1.6 (Teorema d’isomorfisme). Sigui f : R — R’ un morfisme
d’anells. Llavors

1. Im(f) :={f(r)|r € R} és un subanell de R,
2. Ker(f):={r|f(r) =0} és un ideal de R,

3. emisteir un unic isomorfisme d’anells (=morfisme bijectiu d’anells) f:

R/Ker(f) — Im(f) definit per f([a]) = f(a+ Ker(f)) == f(a) (que esta
ben definit!!!) i compleiz que

vofoproj=f

on ¢ : Im(f) — R’ la inclusid i proj : R — R/Ker(f) la projeccié de R
donada per lideal Ker(f).

Observem que amb els anells R (amb unitat) definim el morfisme
carp : Z — R
n—nxlg

Definicié 1.1.7. Donat un anell R s’anomena la caracteristica de R al natural
més petit m on Ker(carg) = (m). Escriurem m = char(R) o m = car(R).

Exemple 1.1.8. L’anell Z té car(Z) = 0, Uanell Z/(n) té car(Z/(n)) = n,
Uanell Q[z] té car(Qx]) = 0.

El curs de teoria de Galois estudia cossos i propietats d’ells. Anem-los a
recordar.

Definicié 1.1.9. Un cos K és un anell commutatiu (amb unitat) on tot o €
K — {0} té invers amb loperacid *.

Exemple 1.1.10. Recordeu que coneizeu diversos cossos: Q, R, C (aquests
tenen caracteristica zero) també recordeu que Z/(p) amb p primer és un cos de
caracteristica p.



1.1 Preliminars d’anells, repas

Abans de presentar els “exemples” més importants per un cos per aquest
curs anem a donar algunes propietats més de cossos.

Lema 1.1.11. Sigui R un anell commutativ. R és un cos si i només si R no
té ideals apart de lideal (0) i R.

Demostracié. Suposem primer que R és un cos, i sigui I # (0) un ideal de R
diferent de 'ideal zero, per tant existeix @ € I — {0} no zero, del fet de ser R
cos tenim 1 = a * (a)~! € I i per tant [ = R.
Veiem el reciproc. Sigui b # 0 element de R, volem demostrar que té invers.
Considerem l’ideal no zero de R I = (b) per hipotesi és tot R on existeix ¢ € R
onbxc=1¢€ 1l =R, daqui obtenim que R és un cos.

O

Lema 1.1.12. Sigui ¢ : K — R un morfisme d’anells amb K un cos. Llavors
@ és sempre un morfisme injectiu, (deiem que és un monomorfisme d’anells, bé
si R fos un cos parlem de monomorfisme de cossos).

Demostracié. Recordem que ker(y) és un ideal de K, pel lema anterior obtenim
que ker(p) = (0) (ja que = R no pot ser perque el morfisme no és el morfisme

Zero ].K7£Oi].R:§D(].K)7£OR). O

Observaci6 1.1.13. Si p : K1 — Ks és un morfisme d’anells amb K; i Ko
cossos, parlarem de morfismes de cossos. Observeu que linvers d’un element va
a Uinvers, és a dir p(a™1) = p(a)™! per a a € K1 — {0}.

Recordeu que un anell commutatiu R s’anomonava domini d’integritat si
donat a *b = 0 amb a,b € R llavors a 6 b son el zero de R. Teniu molts
exemples de dominis: K un cos, K|[z1,...,z,] anell de polinomis en n variables
un un cos K ... (un exemple tipic de no és domini és Z/(n) amb n no primer
o bé Ms(K)).

Lema 1.1.14. Un cos K tan sols pot tenir car(K) =0 o bé p amb p primer.

Demostracid. Sigui (n) = ker(chark), tenim pel teorema d’isomorfisme que
Z/(n) = Im(f) i observeu que Im(f) és un domini d’integritat ja que és un
subanell d’'un cos, per tant com Z/(n) tan sols és domini d’integritat quan
n =0 o0 n =p amb p primer obtenint el resultat. O

Qiiestio 1.1.15. Ja coneizeu molts exemples de cossos de car =0, m’hen po-
drieu donar infinits? Igualment cossos de car p tan sols coneizeu potser Z/(p),
m’hen podeu donar infinits? Bé a final d’aquesta seccid haurieu de poder re-
spondre.

Anem ara a donar dos grans “exemples” per a construir cossos. El primer
sera via cos de fraccions,

Fet 1.1.16. Considerem R un domini d’integritat. Definim

Q(R) :={(r,s)lr,s € R,s # 0}/ ~

via la relacid d’equivaléncia en Rx (R—{0}): (11,51) ~ (r2, S2) sir1%Sy = ro*sy,
escriurem (r,s) € Q(R) per = i mitjangant les operacions:

S1 S9 S1 * So ' S1 S92 S1 * 52’

Q+E._ (ri*sa+ro%sy) LT2 . TiET
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fan que Q(R) un cos on R — Q(R) via r — § és monomorfisme (per tant via

aquest morfisme pensem R dins de Q(R)).

Per tant donat un domini d’integritat podem construir un cos on R es troba

dins mitjancant el morfisme r +— 7.

Exemple 1.1.17. 1. Si K és un cos Q(K) = K (ezercici).

2. Sigui K un cos i K[z] anell de polinomis a coeficients en K. Tenim que

~

Qi) = {ﬁjg)mq € Klal.q # 0}

és un cos que notarem en aquest curs K(x).

3. Si considerem K|z, ..., xy,] anell de polinomis en n-variables a coeficients
en un cos K, escriurem al cos Q(K|[xy,...,x,)) = K(x1,...,2p).

4. Z domini tenim Q(Z) és un cos observeu que és Q.

5. Considerem Uanell dels enters de Gauss Z[i] = {a + bila,b € Z} amb
2 _

i* = —1 amb Uestructura d’anell dins els complezos. Qui és el cos Q(Z[i]) ?
Anem ara a repassar un altre exemple de construir cossos, usant els dominis
euclidians. Recordem que ¢ € R (R un domini d’integritat) s’anomena una
unitat si a té un invers a R amb 'operacié *, és dir existeix h € R on ax h =
hxa = 1r. Diem que a € R és un atom o irreductible en R si sempre que
a =bxcamb b,c € R llavors b o ¢ sén una unitat a R i a no és una unitat de R.

Fet 1.1.18. Donat K un cos, tenim K[z] anell de polinomis és un domini
euclidia *. En un domini euclided tot ideal I és principal I = (p(x)), i per
Ualgoritme d’Euclides tenim que Uanell K[z]/(p(x)) és un cos si i només si p(x)
és polinomi irreductible en K|x] no constant 2.

Exemple 1.1.19. 1. Observem que x> +1 és un polinomi irreductible a Q[z]
per tant Q[z]/(z% + 1) és un cos.

2. (Z/(2))[z]/(x®+z+1) és un cos ja que x2+x+1 és un polinomi irreductible
o (2/@))a].
Fizeu-vos que Qlx]/(z? + 1) és pot pensar com Q éspai vectorial. Quina
dimensio té?
Podem pensar Q(z) = Q(Q[z]) com un Q-espai vectorial? FEn cas afirmatiu,
quina dimensid té?

Com observem de ’anterior exemples, per a construir exemples usant el
fet 1.1.18 necessitem decidir sobre irreductibilitat de polinomis, aquest és un
problema gens trivial i tan sols a Clz] o a R]z] és molt facil (en el suposit que
poguessim calcular les arrels del polinomi a C). Anem tot seguit a donar certs
criteris d’irreductibilitat que ens poden ser 1tils en algunes situacions.

1Recordeu que K[z1,...,2,] amb K un cos, no és domini euclidea si n > 2 perd sempre
K[z1,...,%n] sén dominis de factoritzacié unica.

2recordeu que quan p(z) no és irreductible en K[x] obtenim que K[z]/(p(x)) no és un
domini i en particular mai pot ser un cos, observeu que un cos sempre és un domini!
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Exemple 1.1.20. Ezemples d’irreductibilitat i factoritzacio.
Recordeu que K[x] amb K cos és domini euclidia, en particular domini de fac-
toritzacid unica (dfu)®; per tant tot o € Kx] s’escriu de forma tinica com a
producte d’elements irreductibles de K[x| llevat d’ordre i d’unitats, on recordem
que les unitats de lanell K[z] amb el producte és K — {0}.4

1. Sempre x — o amb o € K és irreductible en K|z].

2. Sip(x) € K[x] i « € K és una arrel de p(x) tenim que p(z) = (z — a)gq(x)
amb grau q(z) =grau p(x) — 1, criteri de Ruffini, en particular x — o és
un element irreductible en la descomposicio en irreductibles del polinomi
p(x).

3. Si p(x) € Klz] no té cap arrel de p(z) en K, és irreductible a K[x]?
NOOOOO sempre, demostreu que la resposta és afirmativa quan p(x) té
grau < 3 i doneu un exemple d’un polinomi de grau 4 sobre Q[x] sense
arrels a Q pero que no és irreductible a Q[z].

4. Factoritzacid a Clz]: recordeu que pel teorema fonamental de l'algebra tot
polinomi no constant a Clx] té una arrel a C, d’aquest fet conjuntament
amb Ruffini s’0obté que tot polinomi p(z) = apz™ + ...+ a1z + ag de grau
exactament n de Clx] té ezactament n arrels (que podrien anomenar):
aq,...,ap 1 per tant tenim la factoritzacid en Clx]:

"™ + ap 12" N arrFag=an(c—oy) ... (T — o)
i per tant els dnics polinomis irreductibles a Clx] son els de grau 1.

5. Factoritzacid a R[x]. Siguip(x) = anz™+...+a12+ao € Rlz] un polinoms,
en C hi ha exactament n-arrels, a més observeu que si o és arrel de p(x)
tenim que p(a@) = 0 (exercici) on @ és el conjugat de «, per tant @ és
arrel de p(x). Podem llistar les n-arrels de p(x) via: [1,...,0s arrels
Teals © Ys41y Vst1s-- -5 Ys+r, Ys+1 arrels complexes i no reals on s+2r = n.
Llavors obtenim que la factoritzacid de p(x) en R[z] és:

an(@=P1)-. . (2=0s)-(2* =2Re(ss1)a+|yor1[*)-. - (2° =2Re(Yspr) 2+ 7510 %),

on Re(z) és la part real del nombre complex z i |z| denota el modul. Per
tant els polinomis irreductibles a R[x] son els de grau 1 o de grau 2 sense
arrels a R.

6. Factoritzacid a Q[z].
Ja és més complicat, realment hi ha polinomis irreductibles de qualsevol
grau, tot i aixi tenim el criteris del Lemma de Gauss que fa que fac-
toritzacid a Q[x] no sigui tan complicat, anem a explicar el Lemma de

3Recordeu que un domini R s’anomena domini de factoritzacié tinica (dfu) si compleix les
dues condicions segiients:
(i) qualsevol r € R — {0} que no és una unitat de R s’escriu com producte finit d’elements
irreductibles o atoms de R,
(ii) donades 71 ... 7rp i 81+ ... sm dues factoritzacions per a r formada per elements
irreductibles es té que n = m i hi ha una permutaci6 de {1,...,n} on r; i So (i) SOn elements
d’R associats és a dir iguals llevat de multiplicar per una unitat de R.

4Recordeu que si R és dfu llavors R[x] és dfu, per tant també R[x1,...,zy] és dfu.
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Gauss i consequencies, ho escrivim en un llenguatge més general.

Sigui R un dfu, donem certs criteris itils per la factoritzacid en Q(R)|x].
5

Definicié 1.1.21. Sigui R un dfu, i f(x) = apz™+...+a1x+a9 € R[z]—0.
Es defineizx el contingut de [ (llevat d’unitats) al major factor comi que
divideiz tots els coeficients no zero de f, que anotem cont(f), es a dir
a; = cont(f) «b; amb b; € R per a i =0,...,n. Si el contingut de f és 1
(o una unitat de R) diem que és primitiu.

Lema 1.1.22 (Gauss). Sigui R un dfu. Tenim la segiient equivaléncia:

g € R[] és irreductible en R|x]

81 1 nomes si

grau(g) = 01 g irreductible en R 6 bé g primitiu i irreductible en Q(R)|x].

Corol-lari 1.1.23 (Criteri d’Eisenstein). Considerem f(z) = ap,a™+...+
a1z + ag € R[z] amb a, # 0 i R dfu. Sigui p € R irreductible en R (no
unitat) complint:

(a) p no divideir a,,és a dir a,, # pr ambr € R,

(b) p divideiz an—1,...,a1,a0;

(c) p? no divideiz a;

llavors f(x) és irreductible en Q(R)[z].

Demostracid. Sense perdua de generalitat podem suposar n > 2. Si f(x)
factoritza en Q(R)[x] també ho fa en R[z] pel Lemma de Gauss 6 i

f(x)=(bpa" + ...+ bo)(csz® + ...+ o) (1.1)

amb b;,¢c; € R, ir,s <n. Tenim que ag = bycg i com p? no divideix ag
P no pot ser un irreductible associat a by i ¢y alhora, tan sols a un d’ells,
sense perdua de generalitat triem p divideix by. Igualant els termes de
grau 1 en la igualtat (1.1) obtenim:

a1 = bger + bico

on p apareix en la decomposicié de by, igualant els termes de grau 2,
obtenim p divideix b, continuant iterativament aquest procés obtenim
que p divideix b; per i = 0,...,7 (r < n), perd a,, = brcs 1 p no apareix
per hipotesi en la decomposicié en irreductibles de a,,, en contradiccié. [

Fem-ne una aplicacio:

5Penseu R = Z i Q(R)[z] = Q[z]; un altre exemple és R = Z[i] = {a + bila,b € Z} i
Q(Z[i])[z]. PERO no penseu que hi ha tans bon llocs a usar!! per exemple R = Z[y/—5] =
{a+bv/—=5|a,b € Q} no és dfu per tant els criteris que segueixen no ajuden per Q(Z[v/—5])[z].

60bserveu que hem de dir més coses per escriure la segiient linea, les quals es dedueixen
rapidament de l’enunciat del Lemma de Gauss, exercici



1.2 Polinomis simeétrics

Exemple 1.1.24. El polinomi de graun x™ —p € Q[z] on p és un primer,
és irreductible en Q[z]. En particular en Q[z] hi ha polinomis irreductibles
de qualsevol grau.

Exercici 1.1.25. Considerem R un dfu. Sigui 6 = ¢ € Q(R) amb a,b € R
b # 0 una arrel d’un polinomi

amx™ + ... +a1x+ ag

amb a; € R, i suposem que a,b no tenen cap factor irreductible associat en comi
en la descomposicio en irreductibles; llavors

a=apl, i b=amkK per certs £,k € R. 7
Exercici 1.1.26. Sigui R un domini i I un ideal no buit i diferent de R.

1. Comproveu que proj : Rlz] — (R/I)[z] definit per proj(> i aiz’) =
Sorolailx’ és un morfisme d’anells on a; € R i [a;] = a; + R € (R/I).

2. Demostreu que si I és un ideal mazimal de R llavors (R/I)[x] és un dfu.

3. Suposem R és dfu, suposem també que tenim un polinomi p(x) € R[z] de
grau exactament n, que I és un ideal mazimal de R i que proj(p(x)) és un
polinomi irreductible en (R/I)[z] de grau n, demostreu llavors que p(z) és

irreductible en Q(R)|x].

Comentem que Maple pot factoritzar a Q[z] o (Z/p)[x], mitjancant les in-
struccions:
>factor(polinomi);
>factor(polinomi) mod p;

1.2 Polinomis simetrics

En aquesta seccié pensem R un domini, com usual R[T1,...,T,] anell de poli-
nomis commutatius en les variables T1,...,T, a coefiecient en R. Sigui f €
R[T, ..., Ty)i0 €Sy, := {bijeccié en un conjunt de n elements} denotem per
f7 € R[Ty,...,T,] el polinomi que s’obté canviant la variable T; per la variable
T, ;) en I'expressio.

Exemple 1.2.1. Si f =3T1T3 + 12Ty i 0 = (123) € Sy llavors
[7 =3T50)To(3) + To@2)Toy = 32Ty + T3Ty.

Definicié 1.2.2. Donat f € R[Ty,...,T,] diem que és simétric si f° = f per
atoto € S,.
Denotem per R[Ty,...,T,]% := conjunt de tots els polinomis simétrics.

Exercici 1.2.3. R[Ty,...,T,]°" és un subanell de R[Ty,...,T,)].

“en particular en un polinomi a R[z] amb R dfu, tenim els candidats a arrels en Q(R) del
polinomi!!!

8No obstant hi ha paquets més interessants per Algebra i qliestions de Teoria de Galois,
Teoria de Nombres i Geometria Algebraica usant el programari lliure SAGE
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Definici6 1.2.4. Els polinomis

sei= Y. Ty...oTyy= Y Ty -...-Tj, €R[T,....T,]
1<i;<...<ip<n M={j1,..,jk}
(on M recorre els subconjunts de {1,...,n} que tenen exactament k elements);

s’anomenen els polinomis simétrics elementals on k varia entre 1 i n.
Exercici 1.2.5. Comproveu que s, € R[Ty,..., T, perk=1,... n.

Exemple 1.2.6. 1. Fizeu-vos que sy =T1+ ...+ Ty, sp=T1 ... - Tp.

2. Definim 6 := [[,;(Ti — T};). Observeu que 67 = sign(c)d on sign(o) és
la funcié signe de S,,; per tant A := 62 és un polinomi simétric.

Teorema 1.2.7. Totp € R[TY,..., Tn]S" es pot expressar com un polinomi en
S1,.--,8n @ coeficients en R, és a dir:

R[Ty,...,T,)°" = R[s1,...,8,] °.

Demostracid. Es clar que R[sy, ..., sn] C R[TY,...,T,]%". Veiem I'altra inclusié
(usarem I’anomenat metode de Waring).
A un monomi: 77! ---T/» amb r; > 0 natural assignem (rq,...,r,) € N* i
definim un ordre en N” anomenat lexicografic mitjancant: (ri,...,7,) >jex
(rly...,rh) si Fital que ry = 7). rim1 =7i_y ir; >l

Donat f € R[T,...,T,] — 0 definim el grau lexicografic via degje,(f) :=
(ri,...,mm) € N* on (r1,...,7,) és la n-tupla més gran via >;., dels difer-
ents monomis no zero de f. Definim dege,(0) = —oo on definim —oo <je,
(r1,...,7r,) per qualsevol n-tupla en N.

Deixe’m al’estudiant demostrar:1) dege. (f+9g) < max{degic.(f), degie=(9)};
2) deglew(fg) = deglem(f) +ne degiex (9)

Tornem a la demostracié. Observeu degje(s;) = (1, ...,1,0,...,0) els primers
i-coeficients son 1 i els altres tenen el valor zero. Com f és simetric aleshores

degrex(f) = (r1,...,mn), ambry > 1y > ... > 1p;
sigui A € R coeficient del monomi on degie,(f) és maxim, llavors

f1=71— )\s;"s:;ffir" coestT
compleix degies(f1) <iew degie(f) 1 f1 també és simetric. Iterant el procés i
com de graus menors que el de f tan sols n’hi ha un nombre finit, obtenim el
resultat. O

Exemple 1.2.8. 1. Considerem el polinomi simétric

372 +3TF — 2T\ Ty € R[Ty, T»)"2.

9Atencié: la notacié R[si,...,sn] denota R[s1,...,sn] = {p(s1,...,sn)lp €
R[Ty,...,Tn]}, i no vol dir que s; siguin variables independents i que no pugui haver-hi
alguna relacié entre elles no trivial; “(bé realment no hi ha relacié entre les s;’s perd aixo és
el resultat segiient d’aquests apunts, corol.lari 1.2.9!)”
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Anem a aplicar el métode de Waring per escriure’l com a polinomi amb
s1=T1+ Ty i s =T1T5.

Observeu primer que degje, (312 +3T5—2T1Tz) = maz((2,0), (0,2), (1,1)) =
(2,0), per tant anem a calcular fi de la demostracid anterior:

3T? 4+ 3T% — 2T\ Ty — 35957 Y = —8T1 Ty = —8sy

obtenint que no fa falta reiterar el métode amb aquest exemple obtenint
que
3T12 + 3T22 — 2T1T2 = 351 — 882.

2. Considerem un polinomi de grau 2 i anomenem per Ty i T5 les seves arrels,
€s a dir escrivim una erpressio

2 +ar+b=(z—T)(z —Tp).

Conclusio els coeficients del polinomi a,b son els polinomis simétrics el-
ementals respecte Ty, Ts llevat potser de signe. Es aquest resultat similar
per un polinomi de grau n?

Corol-lari 1.2.9. Siguip € R[T1,...,T,] un polinomi en n-varialbles i suposem
que p(81,...,5n) =0 amb s; els polinomis simétrics elementals amb les variables
Ty,...,T,. Llavors p és el polinomi zero de lanell R[Ty,...,T,].

Demostracié. Si p és una constant no zero no pot donar zero en substituir
les variables T; per s;. Si p tan sols té un monomi en fer aquesta substi-
tucié tampoc pot donar el polinomi zero. Suposem doncs que p té almenys
dos monomis diferents. Si my(Ty,...,T,) = Ty - T 1 mo(Th, ..., Tn) =
lel -+~ TP sén dos monomis diferents de p veiem que degies(m1(s1,...,5,)) #
degex(ma(si,...,s,)) 1 d’aquesta forma si f té dos a més monomis diferents,
aquests no es cancel.len ja que hi haura un que tindra el grau més gran que els al-
tres obtenint el resultat. Anem doncs a comprovar que dege,(m1(S1,...,5n)) #

degrex(ma(s1, ..., 5,)).
degiex (st - spr) =(a1+ ...+ an a2+ ...+ A,y .., a0n)

degiea(s5h - s8) = (b1 + ...+ bp,ba + ... 4 by, by)

per tant si ambdos deg fossin iguals, obtenim (iniciant per I'iltim coeficient de
la tupla i anant cap a ’esquerra anant restant el coeficient a la posicié ¢ amb el
de la posicié i + 1): a,, = by, an—1 = by—1,... a1 = by perd en contradiccié del
fet que my # mo. O

1.3 Resolucioé d’equacions: problematica resolu-
bilitat per radicals.

Heu demostrat el segiient resultat:
Teorema 1.3.1 (fonamental de I’Algebra). Tot polinomi de graun > 1 en Clz]:
anx™ 4 ... + a1z’ + ag € Clz]

té una arrel en C.



12 Francesc Bars, (versié preliminar) Nocions preliminars de cossos

I demostraveu com a conseqiiecia:

Corol-lari 1.3.2. Tot polinomi de grau exactament n en Clz] té exactament n
arrels a C, on aquestes arrels poden repetir-se.

Exercici 1.3.3. Demostreu el corol.lari anterior a partir del teorema fonamen-
tal del algebra.

Definicié 1.3.4. Un cos K s’anomena_algebraicament tancat si tot polinomi
p(x) € K[x] no constant té una arrel en K, (en particular p(x) té tantes arrels

en K com el grau del polinomi p(x)).

Pensant amb polinomis en L[z] on L és un subcos d’un cos algebraicament
tancat K era natural plantejar-se la seglient qiiestio:
Qiiestié 1.3.5. Donat un polinomi en Llx] ,

p)=2"+ap 12" '+ . Fazta=(r—a) ... (z—a,) € K|z|
on a;’s son les arrels de p(x) en el cos algebraicament tancat K i a,_; =
(=1)*si(a1,...,an) € L on s; és el polinomi simétric elemental i-éssim, per

tant els coeficients del polinomi son funcions de les arrels. Podem escriure les
arrels del polinomi p(x) com a funcid dels coeficients an—1,...,a0?

Pensem en aquesta seccié d’ara en endavant que K = C per a simplificar.
Considerem un polinomi de grau 2 arbitrari en L[z]:
l(z) = 2 + bz + c.
Busquem £(z) = 0, escrivim-ho per
(x2+bx+ib2) - ib2—|—c:0

d’aqui obtenim

1 1
Zp)2 = Zp2 =
(z+ 5 ) 1 c
i per tant
1 b2 — 4c
h=4yr "
T+ 5 2
i obtenim que
—b n Vb2 —4c
r=—+x ——-

2 2

una férmula per les arrels del polinomi de grau 2 involucrant els coeficients del
polinomi:b i ¢ amb sumes productes i arrels quadrades.

Qiiesti6 1.3.6. Referent a la pregunta (1.8.5), especifiquem-la dient: és possible
trobar una férmula per les arrels d’un polinomi de grau n en funcié dels coefi-
cients del polinomi involucrant tan sols suma, productes d’aquests coeficients i
numeros de L, arrels m-éssimes e iteracions d’aquestes operacions?
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Si l'anterior pregunta té resposta positiva per un polinomi p(z) diem que
p(z) és resoluble per radicals sobre L. Hem demostrat que en L[xz] amb L C C
tot polinomi de grau 2 és resoluble per radicals sobre L.

Anem a estudiar 'anterior pregunta respecte polinomis de grau 3, la resposta
és també afirmativa.

Considerem ara un polinomi de grau 3 arbitrari en L[x]:
((z) = 23 + ax® + bz + c.
Fem el canvi en /() y = = + § obtenim

y) =y +py+q

a

o 2, o 2a3 ab . . .
onp=>b- % iqg=c+ 5 — %. Considerem doncs el polinomi

g(z) =2®+py—+gq

Sigui w = €2™/3 € C arrel de 2* —1 (de 22 +x+1) en C i denotem per o, g, a3
les tres arrels en C del polinomi g(x) escrivim ara:

UV i= 1] +wag + wzag,
€:=q1 + w2a2 + was.
Observeu que si expressem v i € en funcié de p, ¢ també ho obtenim per «; les

arrels de g (i desfen el canvi lineal les arrels de £(x)), ja que tenim les igualtats:

1
oy = g(v+e)

1
ag = g(&]Q’U + we)

ag = g(wv + w?e).

Per tant per obtenir una férmula per les arrels de grau 3 via les arrels suma
i producte dels coeficients dels polinomis és suficient trobar-la per v i e.
Fixem-nos ara que:

V€ = a%—l—a%—i—ag—l—(w—l—wQ)(a1a2+a1a3+a2a3) = (a1+a2+a3)2—3(a1a2+a1a3+a2a3) =-3p

(1.2)
on recordeu que 34022 +pxr+q recordeu que 0 és el polinomi simetric elemental
s1 avaluat en les arrels del polinomi (llevat potser de signe), p és el polinomi
simetric elemental sy avaluat en les arrels del polinomi (llevat potser de signe)
i ¢ és el polinomi simetric elemental s3 avaluat en les arrels del polinomi g(z).

Per tant observem que v3e® = —27p3. Igualment observem que (recordeu
a1 + as + az = 0 ja que el coeficient de 22 de g(z) és zero):

V3 € = (o +wag +w?az)® + (a1 + wias +Fwaz)® + (a1 +az + az)?

=3(a? + ol +al) + 18z = —27¢



14  Francesc Bars, (versié preliminar) Nocions preliminars de cossos

(on en iltima igualtat hem usat el metode de Waring per escriure-ho en funcié
dels simetrics elementals avaluat a les arrels).
Fixem-nos que tenim

(x —v®)(z — €3) = 2% + 27qx — 27p?

3

per tant tenim una férmula via arrels sumes i productes per v* i € donat per:

—27 3 .
— 4 + i(Arrel quadrada de — 3(4p> — 27¢%))
obtenim llavors que v és una arrel ciibica concreta de v3 i un cop triat v obtenim
que € = =2 de la igualtat (1.2).

D’aquesta forma tot polinomi de grau 3 en L[z] és resoluble per radicals
sobre L.

Una férmula per radicals de les arrels de polinomis de grau 4 també és
possible, amb idees similars amb la de grau 3. Per a graus més gran o igual que 5
tots els intents fracassaven, i no va ser fins Galois que va justificar que realment
no era possible trobar expressions com les anteriors usant sumes productes i
arrels a partir dels coeficients del polinomi.

Per un polinomi de grau > 5 qualsevol veurem a final de curs que no podem
expressar les arrels com expressions d’aquesta forma algebraica via radicals i per
tant la qliestié 1.3.6 no té resposta afirmativa. Deixeu-me comentar no obstant
que pot haver-hi polinomis concrets de grau > 5 que els podrem resoldre per
radicals, perd no una férmula generica per tots els polinomis de grau n fixat
amb n > 5.

Finalment comentar que la qiiesti6é 1.3.5 és més general ja que pot usar fun-
cions analitiques a partir dels coeficients. Usant els Thetanullwerke és pot trobar
una férmula per les arrels d’un polinomi de grau arbitrari; per les persones in-
teressades podeu consultar J.Thomae Beitrag zur Bestimmung von 9(0,0,...0)
durch die Klassenmoduln algebraischer Funktionen en J. Reine Angew. Math.
71 (1870), 201-222; o bé J.Guardia: Jacobian nullwerte and algebraic equations
en J. Algebra 253 (2002), no. 1, 112-132.

1.4 Extensié de cossos: elements algebraics i
transcendents

Definici6é 1.4.1. Donats dos cossos K i F diem que F és una extensié de K
st K CF is’anota F/K.

Observaci6 1.4.2. Si K i F son cossos i ¢ : K — F un morfisme de cossos
tenim K = o(K) i Uextensid de cossos F/p(K) a vegades s’escriu F/K si el
monomorfisme @ se sobreentén.

Exemple 1.4.3. 1. Recordem que un cos F té 0 bé car(F) =0 J car(F) =p
amb p primer.

(a) si car(F) = 0 tenim Z C F (via el morfisme car), d’aqui s’obté
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Q = Q(Z) C F de la propietat universal del cos de fraccions 1* i F
és una extensid de Q (via el morfisme car)

(b) si car(F) = p amb p primer tenim via el morfisme car i el terema
d’isomorfisme el morfisme bijectiu Z/pZ —= Im(car) C F, per tant
podem pensar F' com una extensid del cos Z/pZ via aquest morfisme.

2. Considerem el cos F := K[x]/p(x) amb p(x) un polinomi irreductible en
K[z] amb K un cos arbitrari. Observem que podem escriure els elements
de K mitjancant:

F={8o+ BT + ...+ Bacgpa) 17971 3; € K}
1 podem pensar que F és una extensié de K escrivint F'/K wvia la inclusid
K—F
donada per, k — k + 0T + ... 4 0zdes®)—1,
3. Q[z]/2* — 2 és eatensid de Q.
4. C/R, R/Q i C/Q sdn extensions.

Notaci6 MOLT IMPORTANT: Sigui R un domini i F un cos on Q(R) C
Fiae€F, denotem per R[a] el subanell de F' més petit que conté R i « i és té
(exercici)

Rla] ={ap+a1a+... +a.a"|a; € R, € F fix}

Si R = K un cos K|[a] és el subanell de F més petit que conté K i « i denotarem
per

el cos de fraccions de K|a].

Més en general donat A C F un subconjunt de F denotem per R[A] el
subanell més petit de F' contenint R i A. Denotem per K (A) el cos de fraccions
de K[A] amb K un subcos de F.

Considerem ara F//K una extensié de cossos i a € F', definim el morfisme
(d’anells) evaluacié en « via:

evy : Kz = F

p(x) — p(a)

Exercici: comproveu ev, és morfisme d’anells.
Es clar im(ev,) = K|a].

10Recordem ara la propietat universal del cos de fraccions, intiutivament diu que Q(R) és
el cos més petit on R és troba a dins, formalment és la segiient propietat: sigui R un domini,
i F' un cos arbitrari i suposem que tenim un morfisme injectiu ¢ : R — F' d’anells, llavors
existeix morfisme (injectiu) de cossos ¢ : Q(R) — F complint

¢ = ¢ oincl

on incl : R — Q(R) donat per r — 7.
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Lema 1.4.4. Fl ker(evy) és 0 o bé = (p(x)) amb p(x) polinomsi irreductible
monic de K[x].

Demostracid. Es clar que ker(evy) = (s(z)) amb s(x) un polinomi que pot ser
el polinomi zero o de grau > 1: efectivament, useu el fet que Klx] és d.e. i
tot ideal és principal i per tant generat per un element i que ker(ev,) # Klz]
perque ev, (k) = k per k € K. Suposem doncs s(x) # 0, per tant un polinomi
de grau > 1 veiem que és irreductible. Del teorema d’isomorfisme tenim un
morfisme injectiu

ety : Klz]/(s(x)) — F

com F és cos en particular domini si s(z) = s1(x)s2(x) fos reductible (deg(s;) >
1) obtenim

0 = eta([0]) = eva([s(z)]) = eta([s1(2)])eta([s2(2)]) € F
perd com [s;] # 0 obtenim ety ([s;(z)]) # 0 per la injectivitat del morfisme. [

Definicié 1.4.5. Sigui F/K una extensié i a € F. Diem que « és algebraic
sobre K si Ker(evy) = (p(x)) amb p(x) un polinomi monic irreductible en K|z],
i denotem p(x) per Irr(a, K)[z] 1.

Diem que « és transcendent sobre K si Ker(evy) = (0).

Exemple 1.4.6. 1. /2 € R és algebraic sobre Q, tenim que Irr(\/2,Q)[z] =
x? —2.

2. ™ € R és algebraic sobre Q(r), tenim que Irr(m,Q(n)) =z — 7w € Q(n)[z].

3. FExercici: demostreu que V243 €R és algebraic sobre Q amb Irr(\/i—I—
V3,Q)[z] = 2* — 1022 + 1.

Lema 1.4.7. Sigui F/K una extensid.
1. aw € F és algebraic sobre K llavors K|a] = K(a),
2. a € F és transcendent sobre K llavors K[a] # K(«).

Demostracid. Si « algebraic sobre K tenim K[z]/(Irr(a, K)[z]) = K[a] un cos
per tant Q(K[a]) = K[a] i recordem que per notacié K («) := Q(K|[a]).
Si a transcendent, suposem que K[a] = K (a) tenim llavors 1 € K[a] d’on una
igualtat:
a :a0+a1a+...+akak
amb a; € K ay # 0, per tant

aox + a1z’ + ... + apz®t € Ker(evs) = (0)
contradiccié. O

No és facil demostrar que certs nombres complexos (o reals) sén transcen-
dents sobre Q, exemples de nombres transcendents sobre Q sén: m, e, sin(1), ...
Denotem per Q tots els nombres complexos que sén algebraics sobre Q. Es pot

11 Notacié6 MOLT IMPORTANT!!
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demostrar que @ és un conjunt numerable (exercici), per tant hi ha molts més
nombres transcedents que algebraics sobre Q. 2

Per a una lectura i problemes sobre nombres transcendents mireu I’Apéndix

A.

12Comentar que Q és un cos algebraicament tancat, intenteu-ho demostrar(*)
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Capitol 2

Nocions basiques
d’extensions algebraiques

2.1 Grau d’una extensio de cossos

Si F/K és una extensié de cossos, observeu que F' és en particular un K-espai
vectorial.

Definicié 2.1.1. Sigui F/K extensid de cossos. Denotem per [F : K] :=

dimg (F) la dimensid de F' com K -espai vectorial i s’anomena el grau de lextensid.

Si [F : K] és finit direm que F/K és una extensid finita.

Exemple 2.1.2. 1. Sigui F/K una extensié amb [F : K| = 1 llavors F =
K.

2. C/R és una extensid finita, observeu [C : R] = 2 (una base de C com
R-espai vectorial és {1,i}).

3. Tenim R/Q és una extensié no finita, [R : Q] = oo perque si fos finita
llavors R seria numerable ja que podriem escriure R = v1Q + ... + v, Q
on v; base de R com Q-espai vectorial i el conjunt v1Q + ... + v,Q és
numerable.

4. Com /2 és algebraic sobre Q tenim Q[v2] = Q(v/2) i Q[v2]/Q és una
extensid a més finita de grau 2 ja que {1,/2} és una Q-base de Q[v/2].

5. Considerem el cos F = K[z]/(p(x)) amb p(z) irreductible en K[z] de grau
n, llavors Uextensic F'/K és finita i de grau de ’extensid és n; efectivament

una K-base de F és {1,[z],[2?],...,[x" Y]} (exercici per repassar bases
d’e.v. i c.l).

6. Sia és algebraic sobre K tenim que K (o) = K| et Klz)/(Irr(a, K)[x])
on aquest isomorfisme ev, €és K-lineal, observem llavors que

[Ko] : K] = grau(Irr(a, K)|x]
on una base €s

{1 _ 6’[@(1),04 — 8’[)0([1’]),02 — 617&([1,2])’ . .7agrau(lrr(a,K)[a:])fl — ef}a([:Cgrau(lrr(oz,K)[x])fl])}'
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7. Si vy és transcendent sobre K tenim que evy : K[z] = K[y i per tant
dimg (K[y]) = oo per tant com incl : K[y] — K(v) (com K -espai vecto-
rials) obtenim [K () : K| > dimg(K[y]) = oo.

Proposicié 2.1.3. Sigui K C F C L tres cossos (o escrivim les extensions de
cossos com L/F/K ) llavors

[L:K]=[L:F|[F:K]

Demostracié. Podem suposar que [F' : K] i [L : F] s6n finits, altrament si algin
d’ambdos sén oo és clar [L : K] també és infinit. Sigui doncs [L : F] = n i
[F: K] =misigui!

{e1,...,en} una F —base de L,

{y1,--+,Ym} una K — base de F.

Afirmem que A = {e;y;|1 <i<n,1 <j<m} és una K-base de L, i per tant
s’obté el resultat.
Anem doncs a demostrar que A és una base de L com K-espai vectorial:
Demostrem que A genera L com K-e.v.:
sigui a € L obtenim

a=Mei+ ...+ e, = (*)

amb \; € F' per tant
Ai = Ayt + o+ A mYms

amb )\; ; € K, per tant
n m
() =D Aijyjes
i=1j=1

obtenint que A genera L com K-e.v.
Demostrem que el conjunt A és K-linealment independent:
Considerem la igualtat

n.om n m
0= aiysei =y (O aizy)e
1=1j=1 i=1 j=1

amb «a; ; € K; com els vectors e; sén F-li. obtenim que Z;nzl o ;y; = 0 Vi,
ara com y; sén K-Li. obtenim que a; ; = 0 Vj, 1. O

Corol-lari 2.1.4. Suposem que tenim una cadena de cossos
K=KyCKyC..CK,=F

llavors
n

[F: K] =][]IK: : Ki-al.

=1

Demostracio. Exercici al lector. O

INotacié K-base de E denota una base de E com a K-espai vectorial
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Exemple 2.1.5. 1. Si F/K extensid i a € F algebraic sobre K tenim la
inclusid de cossos K C K(a) C F i com [F: K] =[F: K(a)|[K(a) : K]
i [K(a) : K] = grau(Irr(a, K)[z]) obtenim

grau(Irr(a, K)[z] divideiz [F : K].

2. Si F/K extensid i si existeiz o € F transcendent sobre K de l'inclusid de
cossos K C K(a) C F i com [K(a) : K] = oo i de la proposicid anterior
[F: K] = 0.

3. Calculeu el grau de Uextensio Q(v/2,/3)/Q.

Fizem-nos que
[Q(V2,V3) : @ =[Q(V2,V3) : Q(V3)I[Q(V3) : Q]
i com [K(«a) : K] = grau(Irr(a, K)[z]) si a algebraic sobre K tenim:
[Q(V2,V3) : Q(V3)] = grau(Irr(v2,Q(V3))[x])

[Q(V3) : Q] = grau(Irr(V3,Q)[z]) = grau(z® — 3) = 2

per acabar tan sols falta trobar Irr(v/2,Q(v/3))[x] (sabem que aquest poli-
nomi divideiz Irr(v/2,Q)[x] = 2% — 2) per tant aquest polinomi monic és
de grau 1 o 2, si fos de grau 1 caldria que V2 € Q(v/3), veiem que aizo
no succeeiz, efectivament si /2 € Q(v/3) = Q[v3] = {a + b\/3la,b € Q}
obtenim \/52 = (a+ bv/3)? obtenint 2 = a® + 3b> + 2abv/3 com 2,a,b € Q
obtenim ab = 0, si a = 0 obtenim 2 = 3b% perd no té solucié amb b € Q,
si b =0 obtenim 2 = a® que tambpoc té solucid a Q, per tant demostrem

que V2 ¢ Q(v/3) per tant Irr(v/2,Q(V/3)[z] = 2% — 2. Per tant obtenim
[Q(V3,V2):Q]=2-2=4.

Per finalitzar aquesta secci6 recordem que podem fer calculs en el Maple per
Q(c) amb c algebraic sobre Q, per exemple
>alias(c=RootOf(X? + 2z + 2));
introdueix ¢ com una arrel d’aquest polinomi sobre Q,
>factor(z* + 4,¢);
factoritza aquest polinomi en Q(c)
També donat (3 algebraic sobre Q ens ajuda a decidir Irr(3, Q(«))[z], presentem
un cas simple,
>alias(d=RootOf(z® — 2% + x + 8)); d arrel d’aquest polinomi sobre Q,
>factor(x® — 2% + z + 8,¢);
22—+ x+8
Aquest resultat ens diu que Irr(d,Q(c))(z)|Irr(d,Q)(x) en aquest cas és el
mateix. Fem un altre exemple més interessant:
>factor(z? + 16,c);
(22 — 4+ 4e) (22 + 4 — 4c)
per tant si e és una arrel de z* +16 tenim Irr(e, Q)(z) = z* + 16 (exercici facil),
perd Irr(e,Q(c))(z) sera un dels dos polinomis de grau 2 anteriors, cal decidir
quin d’ambdos és (via leleccié que triem ¢ dins a una immersié fixa en C).
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2.2 Extensions simples. Teorema d’Steinitz.

Sigui F//K una extensi6 de cossos.

Definicié 2.2.1. F/K s’anomena simple (o una extensid simple) si existeix
d € F on F = K(0), diem en aquest cas que § és un element primitiuv de F
sobre K.

Exemple 2.2.2. 1. C/R és simple ja que R C R(7) C C i tenim [C : R] =
2 =[R(i) : R] 7 per tant C = R(i).

2. Q(Klz]) = K(x) és simple sobre K (cas simple i transcendent, realment
és com un Pt sobre K, geometria algebraica!)

3. Q(v2,V3) és simple sobre Q, ja que Q(v/2,v/3) = Q(v/2 +V3)!!! (exer-

cici: demostreu 'anterior igualtat de cossos).

No és facil donada una extensié de cossos F'/K si és simple o no. El segiient
teorema és de gran ajuda

Teorema 2.2.3 (Steinitz). Sigui F/K una extensid finita. Llavors F/K és
simple si i només si hi ha un nombre finit de cossos entre K i F.2

Demostracié. Farem la demostracié suposant que K és un cos amb infinit ele-
ments, no obstant el resultat també és correcte quan K és un cos finit tot i que
no escriurem la demostracié en aquests apunts. 3

Suposem primer que F' és simple sobre K,és a dir F = K(§) amb § € F.
Observeu primer el segiient fet general, per a inclusions de cossos K C E C F
fixem-nos que tenim la segiient divisibilitat de polinomis en E|x]:

Irr (0, E)[z]|Irr (6, K)|x].

Tornem ara a la prova suposant F' = K(§) i anem a demostrar que hi ha un
nombre finit de cossos entre F//K. Considerem el conjunt

C :={E|FE subcos entre K i F'}

i I’aplicacié de conjunts
Y :C — Flx]

E — Irr(6,E)[z] € E[z] C F[z]

Demostrem que 1 és injectiva:
Si Irr(6, Ey)[w] = Irr(8, Eo)[z] = co + c1z + ... + 2’ pertany a Ei[z] i a Eq[x],

2Fora del curs de Teoria de Galois: Si F/K no és finita i imaginem que F té un element
transcendent sobre K anomenem-lo t € F, llavors sempre F/K té una infinitat de cossos
intermedis, i la pregunta de quan F/K és simple és més complicada i es troba la resposta
dins P’estudi en geometria algebraica aritmética, un exemple és F' = Q(Q[z,y]/(y? — 423 —
4)) que correspon a una corba elliptica sobre Q on Q C Q(z) C F on x és una variable
lliure, ser simple F'/Q és equivalent a dir F' és una recta projectiva sobre Q on en I’exemple
Q(Q[z,y]/(y? — 43 — 4)) s’obté que no és simple sobre Q, en geometria algebraica aritmetica
l'estudi de la simplicitat és llegeix amb el genere de la corba algebraica, que correspon al
nombre de forats de la corba com veieu en un curs de geometria diferencial o topologia, i a
l’accié de grups d’extensions finites del cos Q dins els nombres C

3Exercici, intenteu feu la demostracié del teorema d’Steinitz per quan K és un cos finit.
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en particular E' := K(cp,...,ce—1) compleix E' C F; per i = 1,2 i obtenim la
divisibilitat segiients:

Irr(8, By [z]|Irr(8, B')[x]|co + c1 + ... + 2

per i = 1,2 (I'ultima divisibilitat perqueé co + c1x + ... + 2° € E'[z]); per tant
obtenim
Irr(8, Ey)[x] = Irr(8, E2)[x] = Irr(6, E')[z]
d’aqui obtenim
[F : EIHEI : El]

[F:E1]={F:E2]=[F:E]:{ [F: Bo][Es : E']

per tant [Ey : E') =1 = [Ey : E'] d’on E; = E' = E5 obtenint la injectivitat.

Considerem ara la Im(), es troba dins els divisors monics del polinomi I'rr(d, K)[z]

en F[z], de la factoritzacié en polinomis monics irreductibles en F[z]
Irr(6, K)[x] = p1(x) - ... ps(x) € Flz]

el nombre de divisors monics de Irr (4, K)[z] en F[z] és

S
(1)~
i
i=0

on el nombre combinatori s entre ¢ correspon a triar exactament ¢ dels s
factors irreductibles de Irr(d, K)[x] en F|[z]. Per tant hi ha un nombre finit de
cossos intermedis.
Anem a demostrar la implicacié contraria. Suposem que solament hi ha un
nimero finit de cossos intermedis i demostrem llavors que F//K és una extensié
simple.
Siguin «a, 8 € F qualsevol, considerem v, := o + af amb a € K, com K és
infinit i com hi ha un nombre finit de cossos intermedis entre K i F' obtenim
que existeixen aj,as € K amb a; # as complint

K(a)) = K (Yas).

Escrivim llavors el sistema lineal de dos equacions i dos incognites en K (7q,)
segiient:
{ T+ ay = Ya,
T +by = Yaz

fixem-nos que és sistema compatible determinat en K (7,,) i una solucié del
mateix sistema en F és (o, 3) per tant resulta que (a,3) € K(v,,)? per tant
a, B € K(v,,) don

K(a, ) € K(7a,) € K(, B)

per tant K(a,3) = K(7V4,). Anem finalment a demostrar I'implicacié que ens
interessa. Triem « € F on [K(«a) : K| maximal, si F' # K («) existeix 8 € F —
K (a) perd tenim que existeix v, on K(«, 5) = K (74 ) pel que hem demostrat
a sobre per tant

K(o) & K(o, ) = K(yar) C F

pero en contradiceid de triar a on [K(a) : K] maximal i F' # K(«), obtenint la
implicacié desitjada. O
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Exemple 2.2.4. Recordeu que abans hem comentat que Q(\/ﬁ, \/3) = Q(\/ﬁ—l—
\/§) per tant aquesta extensio és simple sobre Q i pel teorema anterior tenim
que hi ha un nombre finit de cossos intermedis (la demo del teorema d’Steinitz
també us diu una cota superior pel nombre de cossos intermedis entre K (8)/K,

quina és per la extensic Q(v/2 +/3)/Q?).

Observacio6 2.2.5. Fizeu-vos que la demostracié d’Steinitz us dona un metode
de trobar elements primitius per una extensid K(«,3)/K en cas d’haver-hi un
nombre finit de cossos intermedis, cal buscar-los de la forma a+af amba € K.

Exercici 2.2.6. Demostreu que lextensio Q(3/2,/3) és simple sobre Q i trobeu-
ne un element primitiu.

2.3 Extensions algebraiques. Extensions de mor-
fismes.

Definicié 2.3.1. Una extensid F/K és algebraica si Vo € F' és algebraic sobre
K.

Proposicié 2.3.2. Sigui F/K una extensid, son equivalents:
1. [F: K] < oo,
2. F/K és algebraica i F = K|aq,...,an) = K(ag,...,a),

3. emisteizen y1,...,vn € F on F = K(71,...,7) on 7; és algebraic sobre
K(yi,...,vic1) peri=1,...,n.

Demostracid. (1)=-(ii) Com F/K finita, sigui a1, ..., una K-base de F' amb
¢ finit, per tant F' = Klay,...,ap 1 com F és cos tenim Klay,...,ap] =
K(ai,...,a4). Demostrem que F'/K és algebraica, sigui § € F tenim lla-
vors que {1,3,32%,..., 3"} sén K-linealment dependents, per tant obtenim una
equacié

M +MB+...+Ap =0

amb A € K per tant 3 és arrel del polinomi \g + A1z + ... + Az’ € K[z] d’on

[ és algebraic sobre K.

(ii)=-(iii): és clar ; és algebraic sobre K, per tant és algebraic sobre K (ay, ..., a;—1),
per tant triant v; := a; obtenim ’enunciat.

(iii)=-(i): Podem escriure la cadena de cossos:

KCK(nm)CKMm,72) C...CK(v,...,mm) =F

icom [K(y1,...,7%) : K(71,...,7-1)] < oo perque ~; és algebraic sobre K (1, ..., vi—1),

obtenim usant Corol.lari 2.1.4 que [F': K] < 0. O
Corol-lari 2.3.3. Sigui F/K una extensid i aq,...,a, € F algebraics sobre K,
llavors K (ay,...,an)/K és algebraica, en particular si o, 3 algebraics sobre K

1

tenim que o+ B, af i a~" son algebraics sobre K.

La demostracié és evident. Escrivim una altra conseqiiencia de I'anterior
proposicié,
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Corol'lari 2.3.4. Sigui K C F C L inclusié de cossos. Tenim,
L/K algebraica < L/F i F/K algebraiques.

Demostracid. = és clar. («<=): sigui o € L llavors 3f(x) € Flz]—0on f(a) =0
per ser L/F algebraica. Escrivim f(z) =co+c1z+...+cp12" 1+ 2" € F[a]
com F/K algebraica tenim que ¢; € F s6n algebraics sobre K per tant per la
proposicié anterior obtenim K («,co,...,c,—1) és algebraic sobre K (ja que «
és algebraic sobre K(cg,...,c,—1)) obtenint que « és algebraic sobre K. O

Primeres nocions d’extensié de morfismes
Donat ¢ : K — L un morfisme de cossos (recordeu que sempre és injectiu) i
F/K una extensid, volem estudiar les maneres d’extendre ¢ al cos F, és a dir

Qiiestié 2.3.5. denotem K' = o(K), (recordem que tenim K' = K ), existeix
@ F — L complint que | = p? 4

Donat ¢ : K < L lestenem a anell de polinomis via ¢ : K[z] — L[z] un
morfisme d’anells definit per ag + ...+ a,z" — p(ag) +@(a1)z+ ...+ p(a,)z™;
observeu que obtenim via ¢ un isomorfisme entre Klz] i K'[z].
Pensem en aquesta secci6 la pregunta anterior quan F = K [a] amb « algebraics
sobre K.

Proposicié 2.3.6. Sigui ¢ : K — L morfisme de cossos i a € F algebraic
sobre K on F/K una extensid. Donat 8 € L, existira una extensid del morfisme
@ K(a) — L complint () = [ si i només si B és una arrel del polinomi
@(Irr(a, K)la]).

Demostracid. Demostrem que si existeix ¢ amb @(a) = S llavors 3 és arrel
del polinomi p(Irr(o, K)[z]). Efectivament, escrivim Irr(a, K)[z] = 2™ +

an_12" 1. .. 4 ag i observeu les segiients igualtats

0=¢(0) = ¢(Irr(e, K)la]) =

$()"+.. +@(@)p(a1)+@(ao) = 8" +¢(an—1)8" " +... §lag) = ¢(Irr(a, K)[2])(B)

on 'ultima expressi6 és avaluar a [ el polinomi en L[z] o(Irr (o, K)|x]).
Anem a laltra implicacié.(<=). Escrivim K’ := ¢(K). Tenim l'isomorfisme
d’anells:

o Klz] - K'lz)

anx" + ...+ ag— lay)x” + ...+ p(a1)z + v(ao)
i observeu que p porta polinomis irreductibles en K[x] a polinomis irreductibles
en K'[z], per tant ¢(Irr(c, K)[z]) és un polinomi irreductible en K'[x] i com (3
és arrel d’aquest polinomi per hipotesi, tenim

eIrr(a, K)[z]) = Irr(3, K')[],

tenim el segiient diagrama:

4La notacié @ x = ¢ per un morfisme ® : F' — L amb F/K una extensié, vol dir que
D(k) = p(k) Vk € K, és a dir que la restriccié del morfisme ® en K coincideix amb el morfisme

©.
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observeu que Ker(projz o o) = o ((Irr(8,K')[z])) = (Irr(a, K)[z]) per
tant pel teorema d’isomorfisme existeix un morfisme d’anells

&' Klz]/Irr(a, K)[z] — K'[z]/Irr(3, K')[z]
complint @' o proj = projs o ¢ i per tant podem definir I'extensié del morfisme

via

O

Corol-lari 2.3.7. Siguin K(a)/K, i K'(¢/)/K' dues extensions algebraiques i
stimples amb ¢ : K — K' isomorfisme. Llavors: ezisteiz ¢ : K(a) — K'(a)

amb g = ¢ i p(a) = o & p(Irr(a, K)[z]) = Irr(o/, K')[z].

Exercici 2.3.8. Considerem incl : Q — R i a € R algebraic sobre Q. Quants
morfisme podem pugjar incl en incl : Q(a) — R on incl|g = incl?

Proposicié 2.3.9. Sigui L/K una extensid algebraica i 7 : L — L morfisme
de cossos on 7| =1id. Llavors T és isomorfisme.

Demostracié. Sol cal demostrar que 7 és epimorfisme. Sigui o € L i considerem
el conjunt finit
R :={arrels en L de Irr(a, K)[z]}

Sigui 8 € R observem llavors les igualtats seglients:

Irr(a, K)[7(8)] = 7(Irr(a, K)[B]) = 7(0) =0
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per tant 7 envia en conjunt R a ell mateix, com 7 és injectiva i R és finit tenim
7 envia bijectivament R a R d’on existeix v € R on 7(y) = « ja que o € R per
definicié del conjunt R. O

Definicié 2.3.10. Donat L/K una extensié escrivim Auty (L) al conjunt dels
isomorfismes de cossos ¢ : L — L on @i = id.

Exercici 2.3.11. Comproveu que Autyg (L) és un grup.

Exercici 2.3.12. 1. Calculeu Autg(Q(V/2)).

2. Demostreu que Autg(Q(i)) = {id, c} on ¢ denota la conjugacic compleza.

2.4 Punts construibles amb regle i compas.

Ens aquesta seccié construible significara construible amb un regle no marcat i
un compas.
Suposem que tenim:

1. un compas, (instrument per a dibuixar circumferencies)
2. un regle sense marques (instrument per a dibuixar rectes entre dos punts),

3. Dos punts que es troben a longitud 1, diem-los-hi (0,0) i (1,0), que els
pensem que es troben en un pla.

Amb aquests elements permetem fer les segiients operacions:

1. dibuixar una linea que uneix dos punts construits (parlarem d’una linea
construible),

2. dibuixar una circumferencia amb radi una distancia entre dos punts con-
struibles i centre un punt construible (parlarem de circumferéncia con-
struible).

Definicié 2.4.1. Un punt P = (a,b) € R? s’anomena construible si hi ha una
seqliencia de punts finita

(030)’(170)3P17~-'7Pj =P
on cada P; s’obté com:

1. Interseccid de dos linies construibles diferents obtingudes cadascuna d’elles
d’unir dos punts dels Py amb ¢ < 1,

2. interseccié d’una linea construible i una circumferéncia construible con-
struits a partir dels P, amb £ < i,

3. interseccié de dues circumferéncies construibles usant tan sols els punts
Py amb l < i.

Observacio 2.4.2. Observem alguns punts construibles:



28  Francesc Bars, (versié preliminar)

Nocions basiques d’extensions algebraiques

. (Z,0) sén punts construibles, efectivament inicieu (0,0) i (1,0), podem

dibuizar Ueiz OX (recta construible) i la circumferéncia construible amb
radi 1 (diferencia entre (0,0) i (1,0)) i centre (1,0) per a obtenir el punt
(2,0), fent aquest procés podeu obtenir (N,0) i facilment dibuizant la cir-
cumferéncia de radi 1 en el punt (0,0) obteniu (-1,0) construible i podeu
obtenir (Z,0) sdn punts construibles.

. Donat un punt P construible i una recta construible que passa pel punt

P, la recta perpendicular a l’anterior i que passe per P és una recta con-
struible, efectivament:

3. Donat un punt construible P i una recta construible r (que passe per dos

punts construibles ay, s ), llavors la recta paral.lela a la recta v que pase
pel punt P és una recta construible, efectivament:

i useu ara l’apartat d’abans.

. Donat un punt P = (a,b) € R? construible llavors (a,0) i (0,b) sén con-

struibles ja que x = 0 e y = 0 son rectes construibles i usant l’apartat
anterior obtenim facilment el resultat.

Igualment donat dos punts construibles (a,0) i (0,b) llavors (a,b) és con-
struible, ja que es construible la paral.lela a © = 0 pel punt (a,0) i es
construibla la paral.lela a y = 0 pel punt (0,b). Igualment si (a,0) con-
struible també (0, a) construible (useu per exemple circumferéncia de radi
a centrada (0,0) i la recta y = 0 és construible), per tant Z* sén punts
construibles de R?.
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Definicié 2.4.3. Un a € R s’anomena construible si es possible construir un
segment de longitud || el valor absolut de o (és a dir és a construible si s’obté
com la distancia entre dos punts construibles de R? ).

Lema 2.4.4. a € R construible < («,0) és un punt construible.

Demostracid. <« es clar, distancia((0,0), («,0)) = a.
=: sigui « la distancia entre P’, () dos punts construibles que sén dos punts
dins una cadena de punt construits:

(O7O)a(170)7P17~--;P€

fixem-nos que podem triar Pp41 = (a,0) finalitzant la demostracié. Efectiva-
ment, triem la circumferencia de centre (0,0) i radi |af i la recta construible
y = 0 via (0,0) i (1,0), l'interseccié obtenim els punts construibles (—a,0) i
(o, 0) i triem Ppyq (e, 0). O

En temps dels grecs hi havia en particular aquests tres problemes classics de
geometria:

1. Es possible duplicar el cub? Es a dir donar un cub de costat 1 i volum 1
podem construir el cub de volum 2, és a dir podem construir la longitud

real /27

2. Es possible la quadratura del cercle unitat? Es a dir donat el cercle unitat
que és construible i que té area 7, podem construir un quadrat que tingui
la mateixa area (i.e. podem construir el nombre /7?

3. Es possible la triseccié de 1'angle? Es a dir donat un angle arbitrari 6
podem construir I'angle 6/3?

Demostrarem al final d’aquesta seccié que usant teoria de galois (teoria de cos-
sos) que les respostes anteriors totes tenen resposta negativa. Traslladem el
problema de construccié a la teoria de cossos.

Lema 2.4.5. Siguin c,d € F CR amb F cos es t’e:

1. si ¢ id construibles llavors també ho sén c+d, ¢ —d, cd i ¢/d per d # 0
aquest ultim,

2. si ¢ >0 construible llavors \/c és construible.

Demostracid. 1. tenim que (¢, 0),(d,0) dos punts construibles dibuixant la
circumferéncia construible de radi d centrada al punt (¢,0) obtenim que
(¢c+d,0) i (c—d,0) com els punts construibles com mostra el dibuix segiient
de linterseccié recta construible y = 0 i la circumferéncia construible
anterior:
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per construir ¢d construim la paral.lela per punt construible (0,d) de la
recta construible que passe pels punts (0,1) i (¢,0) com mostra el dibuix

segiient:
084~
e
G 4e,)
& 1 3 —

per ¢/d s’obté del tall de la recta construible y = 0 amb la recta construible
pel punt (1,0) parallela a la recta construible que passe pels punts con-
struibles (0,d), (¢,0) com mostrem amb el dibuix segiient:

i ) a,b\

2. si ¢ construible es suficient demostrar que el punt (1/c,0) és un punt con-
struible, i aquest punt s’obté de la forma segiient: el punt (051 ,0) és con-
struible ja que és el punt mig del segment dels punts construibles (—1,0),

(c,0) és un punt construible, d’aqui podem construir la circumferéncia
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construible de centre (<51,0) i radi ¢ — (<t1) i la recta construible z = 0

que passe pel punt (0,0), (i aplicant el teorema de Tales: sigui C un punt
d’una circumferencia de diametre AB diferent de A i B, llavors ACB és un
angle recte) s’obté el punt @ = (0,2) amb z = \/c com mostra el segiient

dibuix:
(0,c) ®
| {
- ;. L 2 é
4o B foo, C,0
" ((5.-0) (€,0)

efectivament, observeu que tg(a) = § = £ on « és angle centrat al (—1,0)

%
del triangle rectangle (—1,0)Q(0,0) i també és angle centrat al punt @ del
triangle rectangle (¢, 0)Q(0,0).

O

Del lema anterior obtenim els segiients conseqiiéncies,

Corol-lari 2.4.6. Com 7Z és construible obtenim que Q també és construible.
Si i, ..,y son construibles tenim llavors que tot 8 € Q(aq, ..., qm) €s con-
struible del apartat (i) del lema anterior.

Anem ara a demostrar el resultat principal per punts construibles. Anem
primer a introduir certes notacions.

Sigui F' un subcos de R, el F-pla indica F' x FF C R x R, un F-punt denota
(o, B) € F x F; una F-linea en R x R és una recta de la forma ax + by + ¢ =0
amb a,b,c € F; una F-circumferéencia en R x R és una expressié del tipus
(x —a)®>+ (y—b)?> =c? amb a,b,c? € F.

Lema 2.4.7. Siguin L, L' F-linies diferents i C,C’ F-circumferéncies diferents.
Llavors

1. LNL' =0 o bé es tallen en un F-punt.

2. LNC =0 o talle en 1 0 2 punts de F[\/e] = F(y/e) per algune € F e > 0.
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3.CNC" =0 o talle en 1 o 2 punts de F[\/e] = F(y/e) per algun e € F
e>0.

Teorema 2.4.8. Un nombre real ¢ és construible si 1 només si hi ha una cadena

finita de cossos
Q=KyCK,C...CK,CcC

amb ¢ € Ky complint [K;11: K;] <2 peri=0,...,s—1.
Demostracio. = com c és construible, obtenim una cadena de punts construibles:
(070) =P, P = (170)7'~-7Ps = (C,O)

on Py, P sén Q-punts, i cada P; és K;_1-punt 6 Ki_l[\/(?i] per cert e; > 0 on
K; 1 és el cos més petit, extensiéo de Q, on P;_; és un punt definit, és a dir
que les seves coordenades estan en aquest cos. Triant ambdues de les situacions
anterior per K; obtenim P, € K i per construccié [K; : K;_1] < 2 amb Ky = Q.
<: suposem que tenim la cadena de cossos

Q=KyC K, C...CK;
fem NR, observem que ¢ € K; N R per hipotesi,
Q=K,NRCK,NRC...CK,NR

i escrivim K/ := K; NR. Es clar que [K’ : Q] = 2" anem a demostrar per
induccié en n que tot ¢ € K és construible si té la cadena de subcossos en grau
2. Quan n = 0 és clar, cert per n = k — 1 veiem-ho cas n = k, sigui ¢ € K/ i
tenim [K7 : K._,] =2 (per cert £ > 1) on existeix a € K on Irr(a, K._,)[z] =
2> +br+di K, =K. ,(vVb?—4d) on una K!_,base de K. és {1,Vb? —4d}
per tant ¢ = B11 + B2v/b2 —4d amb 3; € K!_, i com [K!_,: Q] = 28! per
hipotesi d’induccié 8; sén construibles i b2 —4d construibles, per un lema anterior
obtenim que v/b% — 4d construible i també ¢ = 811 + [$2v/b% — 4d és construible
obtenim per induccio el resultat. O

Corollari 2.4.9. Sic € R és construible llavors [Q(c) : Q] és una poténcia de
2.

Demostracid. Si ¢ és construible tenim una cadena
Q=KyCK C...CK;

amb ¢ € K, on [K, : Q] = [[[K; : K;_1] = 2* per cert enter k i com Q(c) C K,
obtenim [Q(c) : Q] divideix 2* obtenint el resultat. O

Com a conseqiiéncia podem resoldre els tres famosos problemes grecs

Corollari 2.4.10. No és possible construir amb regle i compas els segiients
problemes:

1. la duplicacié del cub,
2. la quadratura del cercle

3. la triseccio de l’angle.
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Demostracio. 1. per la duplicacié del cub cal construir I'element /2 perd
fixem-nos [Q(v/2) : Q] = grau(Irr(¥/2,Q)[z]) = 3 i per tant no pot ser
construible pel corol.lari anterior.

2. per la quadratura del cercle cal construir el nombre /7 perd com 7 és
transcendent sobre Q també ho és /7 sobre Q i [Q(v/7) : Q] no és una
potencia finita de 2.

3. per la trisecci6 de ’angle cal trobar un angle que no pugui triseccionar-se,
veieu appendix B per fer-ho explicit. Exercici al lector.
O

Per més informacié sobre construccio en regle i compas i altres construccions
consulteu i llegiu ’apendix B d’aquests apunts.
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Capitol 3

Engrandint el grup Autg (L)

El grup Autg (L) sera de gran importancia en l'estudi de lextensié L/K, cal
tenir pressent resultats coneguts de teoria de grups. Escrivim una llista dels
resultats necessaris en 'appendix C d’aquests apunts els quals els treballeu a la
classe de seminaris o practiques.

3.1 Algunes consideracions del grup Auty (L)

Donat L/K una extensid, tenim el grup (amb la composicié) Autk (L) = {¢ :
L — L isomor fisme de cossos amb | = id} on els elements d’aquest grup
també anomenarem K-automorfisme de L.

Recordem els segiients resultats de §2.3:

1. Si F/K és una extensié algebraica i ¢ : F' < I' amb ¢|x = id llavors ¢
és un isomorfisme.

2. Sitenim ) : K — K’ un isomorfisme i K’ C L, K C M i a € M algebraic
sobre K, llavors:
existeix ¢ : K(a) — L amb @ = 1 si i només si p(a) = B on 3 és
arrel en L de ¢ (Irr(a, K)[x]) € K'[x] (fixem-nos que en aquesta situacié
Im(@(K () = K(B)), a més @ és tinic amb 3(a) = B 1 §x = 1.

Corol-lari 3.1.1. Sigui K(«)/K una extensio algebraica i g(x) := Irr(a, K)[z].
Llavors
|Autg (K ()| = ¢

on £ és el nombre d’arrels d’Ivr(a, K)[z] en el cos K(a).

Demostracidé. Es clar dels dos fets recordats just abans d’aquest corol.lari, un
K-automorfisme de K () ve determinat per () ja que pjx = id i ¢(a) ha
d’esser arrel del polinomi id(Irr(a, K)[z]) en K (a) i un cop triada aquesta arrel
el K-automorfisme de K (a) és tnic. O

Corol-lari 3.1.2. Si L/K finita llavors |Auty (L)| < [L : K].

Abans de iniciar la demostracié anem a fer alguna reflexi6 sobre ¢ € Aut g (L)
amb L/K finita. Del fet L/K finita L = Klay,...,a,] = K(aq,...,a,) amb
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a; € L algebraics sobre K. Escrivint Ko = K i K; = K;_1(o;) peri=1,...,n
tenim una cadena de cossos:

K=KycKycCc..CcK, 1CK,=1L

on denotem ¢; := ¢, : K; — L i per construccio Vilk,_, = @i—1 per i =
1,...,non ¢, = piypy=id. Com K;/K,;, 1 és extensi6 simple donada per
Pelement «; tenim que @;(;) ha d’anar a una arrel de l'irreductible a; (sobre
K, portat pel morfisme ¢;_; el polinomil) en L caracteritzant de forma unica
el morfisme (pensant que la restriccié de ¢ en K;_1 és p;—1), i sabem que existeix
i Univocament determinada la eleccié de ¢;(a;) per qué prové del morfisme
¢ € Autk (L), per tant tenim una injeccio:

Y= (<)003Q017"'3Q0n)~

Anem ara a fer la demostracié del corol.lari. Anem a explicitar que tuples de
morfismes (g, %1, ...,%y,) amb ¢; : K; — L amb Vijg,_, = Yi—1 per i > 11
1o = id i demostrarem que n’hi ha com a molt [L : K] demostrant el corol.lari.

Demostracié. Efectivament anem a demostrar que donat v; tan sols hi ha com
a molt [K;11 : K;] maneres de definir ¢;;1 complint que la restriccié a K; és 9;
i llavors de la regla multiplicativa de combinatoria i la férmula de graus obtenim
que el nombre de posibles tuples sén:

[Kn : Kn—l][Kn—l . Kn_g] et [Kl : Ko] = [Kn . K()] = [L . K]

provant el corol.lari.

Per tant ens falta demostrar que les possibles extensions de 1; a un morfisme
Vi1 2 Kiy1 — L tan sols n’hi ha com a molt [K;4+1 : K;] peri =0,...,n— 1.
Aix0 ja ho hem demostrat, efectivament, recordem-ho: per fer aquesta extensio
d’aquest morfisme tan sols hem de dir a on ;47 de ser K;11/K; extensi6 simple
(Ki+1 = K;(@41)) amb la restriccié que Yit1)r, = i Hem vist que per poder
extendre el morfisme v; i definir ¥;, tan sols cal imposar ;11 (1) sigui
una arrel en L del ¢;(Irr(ca;y1, K;)[z]) (i aixo determina tinivocament t;41),

en particular si en L no té arrels no podem pujar-ho!!! Per tant, com a molt en
L hi ha

[Kit1: K] = grau(Irr(cigr, Ki)[x] = grau(ys(Irr(aag, Kq)[z]))

arrels (n’hi pot haver-hi menys, per exemple quan L no té totes les arrels
d’aquest polinomi, o bé aquests polinomis tenen arrels repetides, ...), provant
finalment el resultat. O

Observacié 3.1.3. Fizeu-vos per tal que Autg (L) sigui exactament [L : K] cal
succeir dues coses, la primera es que el nombre d’arrels per ;(Irr(aiy1, K;)[x])
en L sigui el grau d’aquest polinomi, i també que aquests polinomis irreductibles
no tinguin arrels repetides, i en particular les arrels en L d’aquest polinomi son
totes diferents.

!Recordeu que donat ¥ : K < K’ morfisme de cossos definim ¢ : K[z] < K'[z] definit
per anz™ + ...+ a1z + ao — P(an)z™ + ... + P(a1)z + ¥ (ao), recordeu que 3 és morfisme
d’anells.
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Observacié 3.1.4. Fizeu-vos per donar un automorfisme de K(aq,...,an)
fixzant K, es suficient saber les imatges per l'automorfisme d’ay,...,an,, pero
aquestes imatges no poden anar a qualsevol lloc!!!.

Exemple 3.1.5. Uns exemples calcul automorfismes de cossos.

1. Caleulem Autg(Q(vV/3 +V/11)).

Una forma: Com Q(/3+ V11) és extensid simple, tot automorfisme ha

de portar aquest element a una arrel del Irr(v/3 + V11,Q)[x], calculem-hi
Utrreductible, és facil veure

Irr(\/3 + V11,Q)[z]|z* — 622 — 2

pero esclar que ambdos son el mateir ja que per Eisenstein x* — 6x% — 2
és irreductible (per tant | Auto(Q(v/3 +v/11))] < [Q(v/3 ++/11) : Q] = 4.
Hem de buscar les arrels del polinomi x* — 62> —2 en Q(v/3 4+ V/11) (pen-
sant totes les arrels dins C podeu trobar que {i\/?) + V11, j:\/3 — \/ﬁ}

sdn les arrels en C). Per tant com Q(v/3 4+ +v/11) C R tenim que £v/3 — /11 ¢

Q(V3+ V11) per tant tenim tan sols dos automorfismes, la identitat i

Ualtre definit via:
02(\/3+V11) = —\/3+ V11

on g 0wy =1id, (aqui Autg(Q(vV3 + V11)) = Z/(2) ja que és l'inic grup

de dos elements).

2. Calculem Autg(Q[V/2,w]) on w® =1 on w = e>™/3 = Z? +1.
Veureu en levemple 3.2.7, que Irr(w,Q(v/2)[x] = 2% + x + 1, i que
[Q[/2,w] : Q] = 6, escrivim L = Q(v/2,w).
Anem ara a calcular-hi el grup d’automorfismes.
Calculem primer ¢y : Q(V/2) — L, és dnivocament determinat i existeizen
si©1(¥/2) ha d’anar a una arrel de oo (Irr(3/2,Q)[x]) = id(Irr(3/2,Q)[x]) =
23 — 2 (podeu pensar també que en el cas simple els automorfismes venen
de permutacions en les arrels i cal saber quines es donen i quines no) les
tres arrels d’aquest polinomi sén /2, w</2,w*</2 i com sén de L podem
definir exactament tres monomorfismes Q(3/2) — L mitjancant:

V1(V2) = V2,11 = (inclusio)
P (V2) = wv/2
¢3(\7§) = w2 \?/5
Anem a veure si podem pujar cadascin aquests monomorfismes a pg :
L — L on la restriccio a M := (@(\3/5) és un dels anteriors, per a definir-
ho:
cas V1 = inclusto, hem de definir quina imatge ha de tenir w, ha d’anar a

una arrel de o1 (Irr(w, M)[z]) = 2?+x+1, per tant tenim dos aizecaments

(ja que les dos arrels sén a L que corresponen a: w,w?), tenim doncs que
de 1 tenim dos automorfismes:

o1 = id, ¢1(w) = w, ¢ (V2) = V2,
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b, donat per ¢o(w) = w?, ¢2(€/§) — 2.

cas Yo, hem de definir quina imatge ha de tenir w, ha d’anar a una arrel de
o (Irr(w, M)[x]) = 2®+x+1 (fiveu-vos que en aquest exemple el polinomi
22+ 41 va al mateiz polinomi ja que els coeficients es troben a Q i no en
M, pero usualment els coeficients seran a M i via el morfisme donara un
altre polinomi d’aplicar-hi aquest morfisme als coeficients), per tant tenim
dos aivecaments (ja que les dos arrels d’aquest polinomi x>+ x + 1 sén a
L que sénw,w?), tenim doncs que de 1o ens puja a dos automorfismes:

¢3, p3(w) = w, p3(V2) = wV/2,
b4, donat per ¢y(w) = w?, ¢4(V2) = wV/2.

cas Y3, hem de definir quina imatge ha de tenir w, ha d’anar a una arrel de
Y3(Irr(w, M)[x]) = 2% +2+1 (fiveu-vos que en aquest ezemple el polinomi
22 + x4+ 1 va al mateiz polinoms ja que els coeficients es troben a Q i no
en M, pero usualment els coeficients seran a M 1 via el morfisme donarda
un altre polinomi d’aplicar-hi aquest morfisme als coeficients), per tant
tenim dos aizecaments (ja que les dos arrels d’aquest polinomi x® + x + 1
son a L que sén les arrels:w,w?), tenim doncs que de 13 ens puja a dos
automorfismes:

¢5,¢5(U/) = wa¢5(\3/§) = wz\s/ia
b6, donat per ¢g(w) = w?, ¢6(\3f2) = w?V2.

Per tant |Autg(L)| = [L : Q] = 6 en aquest cas. Quin grup és? Grups de
6 elements hi ha (llevat iso) Z/(6) i Ss, en el nostre cas és facil veure que
no és commutativ (Ezercici) per tant és isomorf a Ss.

. Les biquadratiques. Considerem l’element \/a+ Vb € C amb a,b racionals

no quadrats (és a dir cap d’ells és un quadrat a Q) i que a/b no és un
quadrat. Considerem el cos L = Q(v/a + \/B) Calculem aqui el grup
Autg(L).

Es un calcul semblant al del primer parcial que

Irr(va + Vb, Q)[z]|z* — 2(a + b)x? + (a + b)? — 4ab.

Es un ezercici per a vosaltres demostrar ara que aquest polinomi de grau 4
és irreductible sota les condicions aritmétiques que hem imposat a a i a b.
Un cop comprovat s’obté doncs que [L : Q] = 4, i fizeu-vos que les arrels del
polinomi son 4v/a++/b (també es poden escriure per: 1/ (a + b) £ 2v/ab,
on observeu que l’expressid en forma radical de les arrels no és dnica).
Quines de les arrels es troben en L i quines no? Anem-ho a raonar de la
forma segiient, veiem que L = Q(/a, \/5) i un cop vist aixo és clar que
totes les arrels son a L.

Evidentment Q C L C Q(v/a, vb), i fizeu-vos

[Q(va, V) : Q] = grau(Irr(va, Q(Vb)[z))grau(Irr (vb, Q)[z])

com Irr(vVb,Q)la] = 2% = b i Irr(v/a, Q(V)[a][+* — a Veatensid Q(v/a +
V) /Q té grau 2 o 4, perd com L es troba a dins i té grau 4 vol dir que



3.2 Cos de descomposicié d’un polinomi

39

aquesta extensié és de grau 4 i L = Q(/a, VD).

Anem ara finalment a calcular Autg(L), tenim que com hi ha exactament
4 arrels £+/a + Vb en L obtenim exactament J automorfismes:

1 =id
p2(vVa+Vb) =va— b
p3(Va+vb) = —va— Vb
pa(Va+Vb) = —va+ Vb

Es una comprovacid (exercici per a wvosaltres, feu-ho!!) que @; o p; =
id per tant tot element té ordre 2, com un grup isomorf a 4 elements
sempre és commutatiu i tot element no trivial tingui ordre dos és el grup
Z/(2) x Z/(2). Doneu tots els subgrups de Autg(L)[Ezxercicil.

3.2 Cos de descomposicié d’un polinomi

Sigui f(z) € K[z] polinomii L/K una extensi6 de cossos, diem que f descompon
sobre L (o L[z]) si f(z) = Mz —a1) ... - (x — an) € L[z] (és a dir o; € L,
A € K jaque f € K[z]).

Diem que L/K és un cos de descomposicié de f sobre L si compleix les dues
condicions segiients:

1. f descompon sobre L[z],

2. no hi ha un subcos L’ complint K € L’ C L amb L’ # L on f descompon
sobre L'.

Proposicié 3.2.1. Sigui M /K una extensid on f(x) € K[z| descompon en M
com f(x) =Mz —o1)...(x —ap) € Mz, llavors K(aa,...,a,) €s un cos de
descomposicio de [ sobre K.

Demostracid. és clar que f descompon en K (v, ...,q,). SiL' C K(aq,...,q,)
contenint K i f descompon en L' via f(z) = Az — a1)...(x — ) € L'[z] per
la unicitat de la descomposicié, obtenint que «; € L' per i = 1,...,n, i per tant
K(ag,...,an) C L. O
Observacié 3.2.2 (sobre Automorfismes!). Sigui L = K(aq,...,a,) cos de
descomposicié sobre K d’un polinomi f(x) de grau n on «ay,...,c, les arrels

de f(x) en L, i considerem ¢ € Auty(L). Ja hem dit en l'observacid 3.1.4 que
¢ queda determinat si sabem quan val ¢ pels o;’s. Fizeu-vos que o(f(x)) =
id(f(z)) = f(x) demostrant-nos que en fer x = «; el morfisme @ porta una
arrel de f(x) a una arrel de f(x). Per tant si ordenem les arrels diferents de f

Via a1, ..., (M < n), i escrivim
Y ={arrels de f(x) en L}

i considerem les permutacions en el conjunt ¥ amb |X| = m, obtenim un mor-
fisme de grups injectiu (exercici):

Rep : Autg (L) — Sp,
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definit via Rep(p)(i) = j on p(a;) = a; amb ¢ € Autg(L).

Aquest morfisme és molt 4til per a saber quin grup correspon Auty (L) i sempre
pensar Auti (L) com a un subgrup del permutacions d’arrels d’un polinomi f
si L és cos de descomposicié de [ sobre K. (“Ahhh!! no sempre totes les
permutacions es donen!!!! es a dir Rep no ha de ser epi necessaremant ”).

Una aplicacié: Considerem L = Q(2Y/3,w) = Q(2'/3, w23 w?21/3) el cos
de descomposicié de z3—2 dins C, on té arrels aquest polinomi 21/, w21/3, 21/342
en l'exemple 3.1.5.2 hem vist que és un grup de 6 elements, pero ara sabem que

Rep : Autg(L) — Ss

i com S3 té 6 elements sequr que tenim que aquest grup €s isomorf a Ss3.
Escrivim els 6 elements de Autg(L) de lexemple 3.1.5.2 via el morfisme de
grups Rep; tenim ¥ = {2V/3 w23 w?2Y/3Y i considerem a1 = 23,09 =
w23 § g = w223, Tenim

Res : Autg(L) — Ss
b1 id
¢2— (2,3)
03— (1,2,3)
¢s > (1,2)

o5 — (1,3,2)

¢6 = (L 3)

Anem a explicat un d’aquests i els altres feu-ho vosaltres, fem-ho per ¢5 definit
per ¢5(2Y/3) = w?2'/3 i ¢5(w) = w, hem de calcular ¢s a les tres arrels
de 3 — 2 ja que L és cos de descomposicié de x3 — 2 sobre Q: (;55(21/3) =
w23, s (w2'/3) = @5(w)hs(2'/%) = w - w?2'/F = 213 i fs(w?2!/3) =
b5 (w)2ps(21/3) = w? - w23 = w2/ per tant la permutacié que surt és amb
Uordre triat dels «;’s és (1,3,2).

Observacié 3.2.3. Fizeu-vos que donat f € K|x] si podem pensar un cos M que
conté K de forma que f(x) factoritzi en M[z] en factors de grau 1, la proposicid
anterior ens dona una manera senzilla de pensar el cos de descomposicio, aixo
sempre ho podrem pensar per K = Q amb M = C. FEl que sequeix es construir
un cos de descomposcio encara que no hi tinguem aquest M, veieu no obstant
observacio 3.2.9.

Recordem el teorema de Kronecker, ja repassat en el curs:
si g(z) és un polinomi irreductible en K[z] tenim que M := K|[z]/(g(z)) (pensem
M = {ko + k1T + ... + kgrau(g)—1Z9 '|k; € K} ésun cos i T € M isi g(z) =
2"+ an_ 12"+ ...+ a1z +ag tenim T = —a, 1" — ... — 4T — ag) T és ara
una arrel del polinomi g(z) en M on pensem K — M via ko — ko
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Observaci6 3.2.4. Fiveu-vos que Q[z]/(z3—2) és una extensid de Q introduint

un element T amb la propietat T = 2. També tenim el cos Q[\S’/i] dins els
complezos que és una extensié de Q amb Uelement /2 amb aquesta propietat.
Aquests dos cossos sdén isomorfs (useu el morfisme evaluacid), perd com a cossos
son diferents, fizeu-vos que Q[x]/(x® — 2) no es dins els nombres complexos,
realment hi ha més d’una manera de definir un morfisme d’aquest cos a un cos
isomorf a ell dins els nombres complexos, un €és el cos Q[\g/ﬁ], se us acudeir
algin altre?

Proposicié 3.2.5. Sigui K un cos i f € K[z] polinomi de grau > 1. Llavors
existeix un cos de descomposicid F' de f(x) sobre K de forma que [F : K] <nl.
A més, si F' /K és un altre cos de descomposicid de F sobre K aleshores existeix
un isomorfisme de cossos ¢ : F' — F' amb ¢ = id.

Demostrem primer la primera part.

Demostracid. Induccié grau(f) = n. Per n = 1 és clar el mateix K. Sigui
f(x) de grau n > 2, usant el teorema de Kronecker tenim que existeix E;/K
amb [F7 : K] < non f té una arrel en E; (hi posem una arrel d’algun factor
irreductible de f) per tant obtenim

f(@) = (z — ar)h(z) € By [a]

per hipotesi d’induccié existeix F /E7 on h descompon totalment, en particular
f i per la férmula de graus en una torre de cossos tenim:

[F:K]=[F:E]E :K|<(n—-1)!n=nl

com F C F (corresponent a agafar totes les arrels de f en F,i per tant existeix),
obtenim [F : K] < nl. O

Veiem ara referent a la unicitat del cos de descomposicié via isomorfisme. Ho
farem també per induccié pero demostrarem un lema més general que implica
el resultat de la proposicié anterior que ens falta demostrar:

Lema 3.2.6. Sigui f € K[z] iv) : K =% K’ un isomorfisme on g(z) = ¥ (f(x)).
Sigui E/K extensid on E és un cos de descomposicid de f, i E'/K' extensid
on E' és un cos de descomposicid per a g. Llavors existeix un aivecament

Y E — E' que és isomorfisme on g = 1.
Nosaltres per la proposicié anterior prenem K = K’ i ¢ = id.

Demostracid. Induccié grau(f) =n. Sin=1: E= K i E' = K’ el resultat
és clar. Siguin > 11 f(z) = h(z)¢(x) on pensem ¢(z) irreductible de grau
> 1 (si no existeix, f descompon en K i per tant el resultat és clar), per
tant g(x) = Y (h(z))Y(l(z)) = hi(x)fi(x) amb £ (z) irreductible. Sabem que
existeixen o € E i a; € E’ arrels de ¢(x) i £ (x) respectivament en llurs cossos
de descomposicié per tant obtenim que existeix un lifting:

b K(a) = K'(a1)

on 1E|K = 1), ara tenim que E és cos descomposicié de f(z)/(x — a) sobre K («)
i B de g(x)/(z — ay) sobre K'(¢); per hipdtesi d’induccié podem aixecar ¢ a
un isomorfisme @[NJ : E —% F’ on restringit a K(«) és 1& i per tant restringit a K
és 1 com voliem demostrar. O
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Exemple 3.2.7. Trobeu un cos de descomposicio per xP — 2 sobre Q, p sempre
denota un primer enter.

El polinomi és irreductible per Eisenstein, si ho pensem dins C (cos de descom-
posicio tots son isomorfs, per algebra tots temen les mateires propietats pero
potser per altres coses per exemple analisis en ells,i.e. topologia, cal vigilar!!!)

les arrels sén 217 € R, i 2Y/Pwi amb j = 1,...,p — 1 on w = e*™/P per
tant F = Q[21/T’,21/T’w,...,21/pwp_1] és un cos de descomposicio, observeu
que w = 2211/# € Fiés clar que F C Q2'/P,w] on F = Q[2'/?,w]. Anem a

calcular [Q[2'/7,w] : Q|, sabem que és de grau < p! pel resultat anterior. Es
clar que

Il := [Q(2"/7) : Q] = grau(a? —2) = p
Q= [Q(w) : Q) = grau(Trr(w, Q)fe]) = grau(@ + ... + 2 +1) =p—1

(la segona igualtat prové d’un exercici de classe de problemes d’irreductibilitat),
com 11, Q divideizen [F : Q] i sén coprimers ((II, 2) = 1) obtenim que

[Q[21/7,w] : Q] > p(p — 1)
pero fireu-vos:
[Q[2"/7,w] : Q] = [Q(2"/7,w) : Q(2"/7)][Q[2"/*] : Q] =

grau(Irr(w,Q2Y7))[z]) - grau(Irr(2"/?,Q)[z]) < (p—1) - p

i per tant obtenim que el grau és exactament p(p — 1).

Observacié 3.2.8. L’anterior exemple ens observa que per a donar el cos de
descomposicio ens ajuda molt pensar les arrels en algun lloc que hi siguin totes,
fixeu-vos si ho pensem amb abstracte, construiriem primer el cos:

Ey :=Qlx]/zP — 2

on en E1 hem introduit una arrel del polinomi xP — 2 pero ara es fa més dificil
comprovar que E1 no és cos de descomposicio del polinomi xP — 2 sobre Q, és
a dir comprovar que realment en E1 no hi ha un nombre o =1 on o? =1 amb
a:=ayg+a1T+...+ ap_lfp_l amb a; € Q on T compleix TP = 2.

Observacié 3.2.9 (IMPORTANT). Existéncia de la clausura algebraica.
Donat un cos K qualsevol, podem construir en abstracte una extensic K9/K
que compleiz la seglient propietat: que tot polinomi sobre K[x] descompon (amb
factors de grau 1) totalment en K%9[z], i els elements de K9 son algebraics
sobre K (K99 conté totes les arrels dels polinomis sobre K|x] i tot element
de K9 és arrel d’un polinomi sobre Kx]). Aquest K%9 s’anomena clausura
algebraica del cos K (i és unica llevat d’isomorfisme) i usualment s’anota per
K.

Fizeu-vos que donat un polinomi p(x) in K[z] sempre podem pensar que un
cos de descomposicié de p(x) sobre K esta dintre d’aquest cos K, i entre tots
els cossos de descomposicié de p(x) exactament un es troba dins de K. (Una

referéncia per a demostrar la existéncia d’aquesta clausura la trobeu detallada
en Uapéndiz §A.2).
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Ezxercici: Demostreu que Uanterior definicid de clausura algebraica K per a
K coincideiz amb la ser K /K una extensid algebraica sobre K complint que K
és un cos algebraicament tancat, (és a dir que tot polinomi sobre K|x] té una
arrel en K ).

Observacié 3.2.10. Comentar que Maple pot factoritzar a Q[x] o (Z/p)[z],
mitjancant:

> factor(polinomi);

> factor(polinomi) mod p;

Observem també aqui que podem fer calculs en el Maple per Q(a) amb «
algebraic, per exemple
>alias(c=RootOf(X? + 2z +2));
introduix ¢ com una arrel d’aquest polinoms,
> factor(z* + 4,c);
factoritza aquest polinomi en Q(c)
També donat 5 algebraic sobre Q ens ajuda a decidir Irr(8,Q(«)), presentem
un cas simple,
>alias(d=RootOf(x® — x® + x +8)); d arrel d’aquest polinomi sobre Q,
>factor(z® — 2% + x + 8,¢);
22— 42 +8
Aquest resultat ens div que Irr(d,Q(c))(x)|Irr(d,Q)(x) en aquest cas és el
mateiz. Fem un altre exemple més interessant:
>factor(z* + 16,c);
(2% — 4+ 4c) (2% + 4 — 4c)
per tant si e és una arrel de x* + 16 tenim Irr(e,Q)(x) = z* + 16 (exercici
facil), pero Irr(e,Q(c))(xz) serd un dels dos polinomis de grau 2 anteriors, hem
de trobar amb quin dels dos e és una arrel.

Anem a introduir els cossos finits, abans fem el segiient lema,

Lema 3.2.11. Sigui f(z) € K|[x] un polinomi de grau > 1. Llavors f té arrels
multiples (en qualsevol cos de descomposicid) si i només si med(f, f') # 1 on f’
denota la derivada formal del polinomi f (i.e. si f(x) = apz™ 4+ ...+ a1z + ag
es defineir f'(x) = na,z" ' +...4+2asx +ay, penseu que podem estar en cossos
com els de caracteristica p > 0)

si S cos de caracteristica p > 0 tenim (a—l—b)pl =a?' 7' perlenteria,be S

ja que els coeficients combinatoris sén a Z i p| perk=1,....,.p—1;1

p
k
fixeu-vos que si S = IF, tenim a € F), tenim a” = a pel petit Teorema de Fermat.
Fixeu-vos també que si p(x) = ag+ a1z +...+apz™ € S[z] amb car(S) =p >0
tenim (p(z))? = ab + afaP + aba® + ... + abx™ € S[x].

Exemple 3.2.12. El polinomi f(z) = xP — 1 en F,[z] t€ arrels miltiples ja
que f'(z) = pzP~' = 0 en F,[z] per tant mcd(f, f') = f # 1. Efectivament
flx)=aP —1=(z—1)? en Fplz].

El polinomi g(x) = aP —t € Fp(t)[z] és irreductible per Eisenstein i fizeu-vos
g (x) = 0, per tant g té arrels mailtiples, efectivament g(x) = (z — t*/P)P €
Fy (£1/7) o]
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Demostracid. Sigui E un cos de descomposicié per a f(x), si té arrels repetides,
diem « € E la derivada de f(z) en Fx] tindra el factor  — « per tant (z — «)
divideix el mcd(f, f') en E[z], i per tant aquest no és trivial en E|[x], perd el
med(f, f') pertany a K[x] isifos 1 també ho seria a E[x], per tant el resultat. [

Cossos Finits. Tots els cossos finits.

Lema 3.2.13. Si K és un cos finit llavors |K| = p™ per cert p primer.

Demostracio. Si K té caracteristica zero Z seria un subanell de K via el mor-
fisme caracteristica (del repas d’anells del curs, recordeu-ho!), i també el cos
quocient de Z que és Q s’injectaria en K. Per tant si K és finit K ha de tenir
caracteristica p > 01 F, C K on la inclusié és via el morfisme caracteristica.
Facilment tenim doncs que K és un F,-espai vectorial. D’aqui K és un F,-
espai vectorial de dimensié finita si K és finit i per tant |K| = p™ per a cert
nec Nzl' O

Proposicié 3.2.14. Considerem el polinomi z? — x € Fp[z] amb ¢ = p". Sigui
K un cos de descomposicié d’aquests polinomi sobre F,. K és un cos finit de
q-elements.

Demostracio. Ja sabem de l'existencia de K anem a veure que té g elements.
Considereu,
F:={ae Kla! =a}

(fixeu-vos que sén exactament les arrels del polinomi x? —x), veiem que F; és un
cos, pel petit teorema de Fermat 3 € IF), tenim 3P = 3 i en particular 37 = 3 on
F, C Fi, i donats a, § € Fy és clar que tenim (o + BP" =a+ B, (aB)P" =af
ial=at2pera#0iqg>2(oa"!=aquanF}), on F; subcos de K i com
té totes les arrels del polinomi F; = K a més té exactament ¢ elements ja que
med(x? +xz,1) = 1. O

Lema 3.2.15. Tot cos de q elements és isomorf a un cos de descomposicio pel
polinomi x? — x.

Demostracié. F finit, F* = F — {0} grup abelia d’ordre ¢ — 1 on 2971 = 1
Vo € F* per tant 29 = x Vx € F on F' C E on E un cos descomposicié per
x? — x i com amb dos tenen ¢ elements tenim F' =2 F. O

Exercici 3.2.16. Demostreu que si F' cos finit F* és un grup abelia ciclic. A
un generador d’aquest grup ciclic en F s’anomena un element primitiu pel cos

F.

Observaci6 3.2.17. Donat un cos finit Fp, i firant una clausura algebraica Fp
al cos de descomposicio de x?—x dins ), s’anota perFy, cos finit per q elements,
on g =p" per a cert n € N>q.

Exemple 3.2.18. Considerem 2% +x+1 € Fa[z] polinomi irreductible. Consid-
erem el cos Falz] /(22 +x+1) que té quatre elements: 0,1 € Fy i T, T+1, observeu
que (Falz]/ (22 + 2+ 2))* és un grup ciclic d’ordre 3 i tot o € Fa[z]/(2? + x4+ 1)
compleiz o* = a. Efectivament, escrivim-ho per T + 1:

@T+1)>2=7+1=T+1+1=7
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@+1)?=2@F+1)=7>+7=T+1+T=1,
@+ =@+1)*@F+1)=ZT+1).

Exemple 3.2.19. Recordem Frob : E — E amb x — xP és un morfisme de
cossos si E té caracteristica p > 0 [Exercici/.
Calculem ara Autp,(F,) amb q = p". Fizem-nos

Frob:F, — T,

i Frob(a) = a? = a per a € F,, (pel petit Teorema de Fermat: n? = n(mod p)),
a més €és clar Frob és automorfisme ja que és mono entre conjunts finits amb
el mateiz nombre d’elements.

Recordem que Fy és cos de descomposicic del polinomi x? — x, i fizem-nos
que Frob™(§) = Frobo..." o Frob(d) = 6*" = 09 = § per § € F, per tant
Frob™ = id € Autp, (F;), a més no hi ha una poténcia inferior del Frob que
doni la identitat (ja que si Frob™ = id tenim 6?" = § per tot § € Fy 4 per tant
Fy ésta dins el cos de descomposicic de xP" —x que té menys elements!!!). Per
tant tenim

< Frob >< Auty, (Fy,),

on | < Frob > | =n. Sabem que |Autp, (F,)| < [F, : Fp] =n (Fy com F,-espai
vectorial té dimensid n), per tant obtenim

< Frob >= Autg,(F,)
i és un grup abelia ciclic d’ordre n = [Fy : Fp).

Observacié6 3.2.20. Comentar que Maple conté un paquet de Teoria de Galois
per a fer calculs en cossos finits, per exemple pot trobar un element primitiu per
F,, crideu-lo mitjancant: readlib(GF), s’'usa GF(q) per denotar cos finit en g-
elements, i la notacid és també del fet d’acreditar a Galois també la construccid
de cossos finits en general.

3.3 Extensions normals

Definicié 3.3.1. Sigui F/K una extensid algebraica. Diem que F/K és nor-
mal si tot f(x) € K[x] irreductible en K|x] que té una arrel en F' descompon
(totalment) en F[x] (i.e. si f(x) irreductible en K[x] i té una arrel en F' llavors
totes les arrels de f(x) estan a F i f(x) factoritza en factors de grau 1 en F[z]).

Exemple 3.3.2. 1. C/Q no compleiz la condicid de normalitat ja que C/Q
no és algebraica (tot i que si compleiz que tot polinomi que té una arrel en
C descompon en Clz]), en C tenim nombres transcendents sobre Q com
per exemple .
Recordem ara I’observacié 3.2.9, i pensem Q C C, tenim llavors que Q/Q
és mormal, recordeu que vau demostrar a problemes que [Q : Q] no és finit.

2. Considerem F,/F, és normal ja que g(x) € Fplz] irreductible i té arrel
en Fy llavors g(z)|z? — x i com Fy t€ totes les arrels del polinomi z9 — x
també les de g(x).
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3. Considerem Q(3/2)/Q. Aquesta extensio no és normal, ja que x° — 2 ir-
reductible sobre Q[z] i en Q(¥/2) tan sols hi tenim una de les tres arrels del
polinomi. (Observeu que Autg(Q(/2)) = {id} i tenim que |Auto(Q(¥/2))| =
1<[Q(V2): Q] =3).

4. Considerem Q(/2,w)/Q, on w # 1 amb w® = 1, pensem w = e>™/3, on
Q(/2) és un cos de descomposicid del polinomi x> —2 sobre Q[x]. Veurem
que en aquest cas és normal, veieu el proper teorema.

En aquest curs a partir d’ara majoritariament treballarem per extensions
finites, tot i que moltes coses es poden fer per a extensions no finites.

Teorema 3.3.3. Sigui E/K una extensid finita.

E/K és normal si i només is E és cos de descomposicid sobre K d’algun f €
Kx].

Demostracié. Com E/K finita escrivim F = K(ay,...,a,) amb «; algebraics
sobre K.

Suposem primer que E/K normal. Escrivim g;(z) = Irr(a;, K)[z], de la
hipotesi de normalitat cada g;(x) té totes les arrels en E ja que «; € E, d’aqui
obtenim que en E el polinomi

f(@)=gi(x)- ... gn(zx) € Klz]

descompon en factors de grau 1, per tant £ cos de descomposicié de f.

Suposem ara E cos de descomposicié per algun f(z) € Klx] i si diem
My---sYm les arrels f en E, E = K(v1,...,vm). Sigui g(z) € Klx] irre-
ductible on 33, € E arrel de g en F, volem demostrar que totes les arrels
de g(x) sén llavors en E, si el grau 1 o tan sols en un cos de descomposicié de
g té una arrel ja estem, suposem doncs g(z) té dues arrels 3 i 3. Considerem
M = E(f1,...,0s) un cos de descomposicié de g(x) sobre E on (;’s sén les ar-
rels de g(z) (aquest cos conté K((1,...,3,) que seria un cos de descomposicid
de g sobre K, pero fixeu-vos l'ordre en escriure-ho de la importancia de on hem
construit les arrels del polinomi).

Tenim que existeix un isomorfisme ¢ : K (1) — K(f2) amb px = id portant
B1 — B2 ja que o(Irr(By, K)) = id(g(x)) = g(x) 1 B2 és arrel de g(x). Usant ara
el resultat 3.2.6 obtenim que l'isomorfisme puja a un isomorfisme ¢ : E — E’ on
E cos descomposicié de f 1 E’ cos de descomposicié o(f(z)) = f(x) sobre K(32)
ja que f € K[z], perd pensant E' C M tenim E' = K (82,71, ..,7m) = E(f2),
com de Viso tenim [F : K] = [E' : K] = [E(B2) : K] = [E(f2) : E][E : K] i per
tant E(f82) = F provant §; € E. O

Corol-lari 3.3.4. Sigui E/K extensid normal i finita. Sigui K C F C E on F
cos. Llavors E/F és normal i finita.

Demostracié. E és cos de descomposicié de f sobre K, doncs també és cos de
descomposicié de f sobre F'. O

Exemple 3.3.5. Hem vist que Q(3/2,e>™/3) /Q és normal, per tant Q(¥/2,e>™/3) /Q(/2)
també és una extensié normal, pero observeu que Q(¥/2)/Q no és una extensid
normal.
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Proposicié 3.3.6. Sigui E/K extensié finita normal. Sigui K C F C E
extensio cossos. Suposem que temim un morfisme de cossos ¢ : F — E on
@ik = id. Llavors ¢ s’extén almenys a un ¢ € Autg (E) on ¢|p = @ i Q| = id.

Demostracié. Com F /K normal finita, tenim que F cos descomposicié de f(x) €
K|[z]. També E cos descomposicié de f sobre F, fixem-nos ¢ : F —= ¢o(F) C E
i com p(f(x)) = f(z) del fet f € K[z] i p)x = id obtenim del lemma 3.2.6
(E també és cos descomposicié de f sobre ¢(F')) que el morfisme s’aixeca a un
isomorfisme ¢ : £ — E amb ¢|p = ¢ i 9| = id. O

Proposicié 3.3.7. Sigui E/K extensid normal i finita, i considerem Auty (F).
Sigui F' un cos on K C F C E. Llavors:

F/K normal si i només si p(F)=F Yy € Autg(E),

(on p(F) = F no vol dir que és fix per a cada element f € F, sind que porta
un element del cos F' a un element del cos F).

Demostracid. Suposem primer que F/K és normal, i 0 € Autx(E). Sigui
a € F, considerem Irr(a, K)[z] tenim Irr(a, K)[o(a)] = o(Irr(a, K)[a]) =
o(0) = 0 per tant o(«) arrel Irr(a, K)[z] i com descompon sobre F' ja que F/K
normal tenim o(a) € F, per tant (K C)o(F) C F i com [0(F): K] = [F : K]
tenim o(F) = F.

Suposem ara que o(F) = F Vo € Autg(FE). Sigui a € F, considerem
Irr(a, K)[z] que té una arrel en F', per veure normalitat és suficient demostrar
que aquest polinomi descompon en F. Com E/K normal i « € E tenim que
Irr(a, K)[x] descompon en E, sigui § una arrel d’Irr(a, K)[z] (que pertany a
E, E/K normal), per tant tenim un morfisme ¢ : K(a) — K(8) C E de cossos
on g = id. Com E cos descomposicié de cert f sobre K (pel teorema 3.3.3)
i també és cos descomposici6 de f sobre K(«a) i K(8)) pel lema 3.2.6 anterior
@ puja a un o € Autk(F) per tant o(a) = § € F per hipotesi, provant el que
volem. O

3.4 Elements separables i extensions separables

Sigui f € K[z] un polinomi, i sigui E un cos de descomposicié per a f(x). Diem
que f(z) és separable si tots els polinomis irreductibles que divideixen f en K|x]
no tenen arrels miltiples en E.

Definicié 3.4.1. Sigui M/K una extensid i « € M. Diem que o és separable
sobre K si és algebraic sobre K i Irr(a, K)[z] és un polinomi separable.
Diem que M /K és una extensid separable si tot « € M és separable sobre K.

Es facil observar:

Lema 3.4.2. Si M/K finita i separable i K C L C M llavors M/L i L/K son
extensions separables.

Demostracid. Que L/K separable és clar ja que o« € L C M tenim Irr(o, K)[z]
no té arrels miltiples en un cos de descomposicié. Veiem M/L separable, tenim
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m € M Irr(m, K)[z] no té arrrels multiples en un cos de descomposicié, perod
observeu que Irr(m, L)[z]|Irr(m, K)[z] en L[z] perd en particular el polinomi
Irr(m, L)[z] tampoc tindra arrels multiples en un cos de descomposicié per
aquest polinomi. O

Observacié 3.4.3. Recordem de nou que si K(a)/K és extensid finita simple
de graw d, i tenim j : K — L, tenim que Irr(a, K)[x] té grau d. Recordem
que podem pujar el morfisme a j : K(a) — L amb j"K = j de ¢ maneres on ¢
son les arrels diferents en L del polinomi j(Irr(a, K)[x]), per tant per haver-
hi exactament d hem d’imposar que totes les arrels d’aquest polinomi son a
L (“normalitat”) i que aquest polinomi irreductible no tingui arrels repetides
( “separabilitat”).

Es té el segiient resultat que no demostrarem:

Proposici6 3.4.4. Si L/K extensid finita de grau d i j : K <— M monomor-
fisme. Si L/ K separable, mq,(x) = Irr(a, K)[z] i j(ma(z)) descompon sobre M
per a cada o € L llavors hi ha exactament d morfismes de ®; : L — M complint
Qi =1J-

Altrament si existeiz o € L no separable sobre K o bé algun j(me) no descom-
pon sobre M hi ha estrictament menys de d morfismes ® : L < M complint

Demostrem un resultat més particular per a recordar-nos de la demostracié
del corol.lari 3.1.2 on la demostracié de la proposicié anterior és similar a la
proposicié que segueix.

Exercici 3.4.5. Demostreu la proposicio 3.4.4.

Proposicié 3.4.6. Si L/K extensid finita de grau d iincl : K — L monomor-
fisme corresponent a la inclusid. Si L/K separable, mq(x) = Irr(a, K)[x] 4
id(mealz]) = ma(x) dsecompon sobre L per a cada o € L llavors hi ha exacta-
ment d automorfismes ®; : L — L complint ®; ¢ = incljx = id.

Altrament si existeiz o € L no separable sobre K o bé algun id(mq[x]) no de-
scompon sobre L hi ha estrictament menys de d morfismes.

Demostracid. Veiem primer si existeix « on no és separable sobre K o bé m ()
no decompon sobre L llavors |Autx (L)| < [L : K]. Recordant i tenint present la
demostracié del corol.lari 3.1.2, prenem «; = i escrivim L = K (o, g, ..., o)
amb [K(«) : K] # 1, en la demostracié del corollari 3.1.2 vam demostrar
|Aut g (L)| és igual al nombre d’aixecaments de monomorfismes de L a L que
es poden obtenir per a cada § : K(«a) < L on la restriccié de § a K és la
identitat. Fixant 8 d’aquests monos de L a L n’hi ha com a molt [L : K(«)]
de possibles per a cada 3. Sabem que el nombre de morfismes (3’s és el nombre
d’arrels de mq(z) en L que és < [K(«) : K] per hipotesi en «, per tant el
nombre d’automorfismes és

|Aut (L)| < [L: K(a)|#6's < [L: K(o)][K() : K] = [L: K].

Anem ara imposar que tot o € L és separable sobre K i m,(z) descompon
en L per a tot a. Com L/K finita escrivim L = K(ayq,...,ay). Denotem per
K; = K(a1,...,q;) vam demostrar que per a pujar un morfisme ¢ : K; — L
a r morfismes K;; — L on la restriccié a K; sigui ¢ la condicié necessarea i
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suficient es que @(Irr(iq1, K;)[x]) tingui exactament r arrels diferents en L,
fixem-nos ara que

Irr(cq, K;) 2] | Irr (i, K]

err(angr, Ki)[z]) | o(Irr(civr, K)[z]) = Irr(aiv, K)[z]

ja que o = id com el polinomi de la dreta descompon en L sense arrels repe-
tides ja que ;41 separable, tenim que les arrels diferents en L de o(Irr (41, K;)[x])
és exactament [K;(a;41) @ K] 1 per tant cada ¢ s’aixeca en [I?iJrl : K;] mor-
fismes, comencant per Ky fins arribar a K,, = L obtenim que |Autg(L)| >
170 [Kis1 : K] = [L : K] per tant la igualtat. O
Donat L/K finita sempre « € L s6n separables? NOOOOOOOOO0OO!!
Anem-ho a estudiar una mica, tot i que molt poc aquest curs.
Fixeu-vos si @ € L\ K no separable llavors Irr(a, K)[z] = 2" + ap_12" 1 +
...t az+ag € K[z] (n > 2) té arrels multiples en un cos de descomposicié per
tant tenim

(med(Irr(a, K)[z], Irr(a, K)[z]")) # (1) en K|x]
per la irreductibilitat de I'rr(«, K)[z] en K|z] I'inica possibilitat és quan
(nz™ ' + ... +a; =)Irr(a, K)[z) =0 € K|z]
és a dir és el polinomi zero per tant:

Proposicié 3.4.7. Sigui L/K extensid algebraica i suposem que car(K) = 0,
llavors és L/ K separable.

Per tant elements no separables és particular per cossos amb car(K) = p > 0,
i del fet que la derivada del polinomi irreductible ha de ser zero, els polinomis
irreductibles amb arrels multiples sén de la forma:

p(z) = ag + a13” + agz® + ... + anz?" € Sz
on S cos amb car(S) =p > 0 (p denota sempre primer).

Exemple 3.4.8. 1. F,/F, és separable ja que tot a € Fy és una arrel de
x?—x i per tant Irr(c, Fp)[z]|z? — 2 i la derivada de x9 —x és -1 per tant
ged(x?—x, —1) = 1 no té arrels miltiples 27 —x € Fq[x] i per tant tampoc
Irr(a, Fp)[z] (en Fylz] on recordeu F, és un cos de descomposicid per a
! —zx).

2. Tota extensid algebraica de Q és separable ja que car(Q) = 0.
3. L’extensid F,(t)/F,(tP) de grau p no és separable, és facil demostrar p(x) =
Irr(t,Fp(t?))[z] = o? — P i p/(x) = 0 € F(¢?)[x] per tant té p(z) arrels

repetides en el cos de descomposicid, efectivament comproveu:

P —tP = (x — t)? € Fp(t)[z].
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Observacié 3.4.9. Recordem de nou que: si S cos de caracteristica p > 0 tenim
(a+ b)pl =a? +b* perl enter i a,b € S ja que els coeficients combinatoris son

aZ ip| Z perk =1,...,p—1; i fizeu-vos que si S =, tenim a € Fp,

tenim a?' = a per definicié del cos finit .
Fizeu-vos també que si p(x) = ag+a1x+...+apz™ € Slx] amb car(S) =p >0
tenim (p(x))P = ab + a{zP + abz® + ... + aPa™ € S[x].

Si tenim elements separables sobre K és el cos que genera K i aquests ele-
ments una extensio separable sobre K7 La resposta és si, anem-ho a justificar
tot seguit. (Ho demostrem com una aplicacié de la proposicié 3.4.4)

Proposicié 3.4.10. Sigui L/K finita, escrivim L = K(aq,...,ap). Siay és
separable sobre K i o; és separable sobre K(aq,...,c;—1) peri=2,...,n llavors
L/K és una extensid separable.

Demostracid. Fem-ho per induccié en n. Per n = 1 L = K(«), sigui E un
cos descomposici6é de Irr(a, K)[z] amb L C E. Hem demostrat abans (bé ja
fa una mica) que el nombre de monomorfismes de K(a) en E de forma que la
restriccié en K sigui la identitat sén exactament el nombre d’arrels diferents de
Irr(o, K)[z] en E, com « separable i E cos de descomposicié, tenim que hi ha
exactament grau(Irr(a, K)[z]) = [L : K]-morfismes, per tant per la proposicié
3.4.4 L/K és separable.

Suposem cert per k > 1 i veiem-ho per a k+ 1. L = K(aq,...,+1) 1
escrivim K; = K(oq,...,a;) amb 1 < j < k+1). Considerem E el cos de
k+1

descomposicié de f(z) = [[;2; Irr(a,;, K)[z] (cada «; és algebraic ja que L/K
finita). Per hipotesi d’induccié Kj/K és separable, per tant tenim que hi ha
[K} : K]-morfismes de K, en E on la restriccié a K és el morfisme identitat ja
que E conté un cos de descomposicié E’ de Hle Irr(ay, k)[z] 1 per tant m, (x)
descompon en E’ (i per tant també en E) per tot o € K. Sigui ¢ un d’aquests
monomorfismes, ¢ : Ky — E on ¢|g = id. Anem a veure quan morfismes
podem pujar ¢ : L — E amb @k, = ¢. Hem demostrat que n’hi ha tants com
arrels diferents en E del polinomi ¢(Irr(ak41, Ki)[x]), aquest polinomi no té
arrels repetides per hipotesi oy separable sobre Kj, a més

oI, Ki)a)lp(Irr(, K)le]) = Irr(ais, K)fa]

i com E té totes les arrels de Irr(ayi1, K)[z] també té totes les arrels de
o(Irr(ags1, Ki)[z]), demostrant que hi ha exactament [L : K] possibles @,
per tant tenim que els monomorfismes de L a E n’hi ha com a minim [L :
Ki|[Ky : k] = [L : k], per tant L/K és separable usant proposicié 3.4.4.

O
Corol-lari 3.4.11. Sigui L/K una extensid, i siguwin aq,...,q, elements alge-
braics i separables sobre K llavors K(ay,...,a,)/K és una extensid separable.

Demostracio. Directe de I’anterior resultat ja que si a; separable sobre K també
ho és sobre K (a1, ...,a;—1) peri > 2, jaque Irr(a;, K(aq,...,a;—1)[z]|Irr(c, K)[x].
O

Corollari 3.4.12. Si L/K és cos de descomposicié d’un polinomi separable
f(z) € K[z], llavors L/K és separable.
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Demostracié. L = K(ay,...,ay,)on q; sén les arrels de f(z) on Irr(a;, K)[z]|f(x)
en K[z] i per tant no tenen arrels multiples d’on a, . . ., a,, sén separables sobre
K, aplicant la proposicié anterior finalitzem. [

Corol-lari 3.4.13. Si L/M i M/K son extensions finites separables llavors
L/K és separable.

Demostracié. Com L/M i M/K finites escrivim L = M(fy,...,0m), M =
K(ag,...,ayp), per tant L = K(aq,...,an,01,...,0m). Els a; sén separables
sobre K per ser M /K separable en particular «; separable sobre K (aq, ..., q;—1).

Sabem també que [3; sén separables sobre M i en particular sobre K (aq, ..., an, B, . ..

aplicant la proposicié 3.4.10 finalitzem. O

767271)



52  Francesc Bars, (versié preliminar) Engrandint el grup Autg (L)




Capitol 4

Teorema principal de la
teoria de Galois finita

4.1 Extensions de Galois. Teorema d’Artin.

Definicié 4.1.1. Sigui L/K wuna extensid algebraica, diem que L/K és de
Galois si és normal i separable. En aquest cas escriurem Gal(L/K) pel grup
AUtK(L),

Proposicié 4.1.2. Sigui L/K finita. Llavors:
L/K Galois si i només si |Auti(L)| = [L : K].

Demostracié. Suposem L/K Galois, per cada o € L tenim Irr(a, K)[z] de-
scompon en L i no té arrels repetides, per tant per la proposicié 3.4.6 hi ha
exactament [L : K| morfismes i com sempre |Auty(L)| < [L : K] obtenim una
implicacio.

Suposem ara que |Auty(L)| = [L : K]. Sigui « € L, com finita considerem
Irr(a, K)|[x] és suficient demostrar que té totes les arrels en L (per demostrar
normalitat, penseu-ho un moment!!!) i que no té arrels repetides per obtenir la
condici6 de separabilitat. Anem-ho a fer.

Seguim la demostracié de |Autx(L)] < [L : K]: Considerem a = a3 vam
demostrar que
|Autg (L)| < [L: K(a)]- A

on A és el nombre d’arrels diferents en L de Irr(a, K)[x]; com sempre A <
[K(a) : K] i tenim ara que |Autgx(L)| = [L : K] per hipdtesi, obtenim A =
[K(a) : K] on per tant el nombre d’arrels diferents en L de Irr(a, K)[z] és
justament el grau, és a dir descompon en L aquest polinomi i no té arrels
repetides, demostrant el que voliem.

O

Corol-lari 4.1.3. Si F/K és una extensid finita de Galois i M és un cos tal
que K C M C F tenim F/M és Galois.
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Demostracié. Com F/K Galois es normal, cos de descomposicié d’un polinomi
sobre K, triant el mateix polinomi s’obté que F/M és normal. Referent a la
separabilitat, com F/K separable, Irr(a, M)[z]|Irr(a, K)[z] per tot o € F per
tant no tindra tampoc arrels miltiples on F'//M és separable. O

Fixem L/K una extensié finita i sigui Autg (L) el grup d’automorfismes de
L que deixa fix K.
Sigui H < Autg (L) un subgrup, definim

®(H):=L" .= {z € L|o(z) = 2,Yo € H}
que conté K i és subcos de L, per tant tenim un cos
KcLclL

és a dir:

O : {subgrups Autg (L)} — {subcos de L que conté K}

H— LY.

Igualment donat un cos F entre K i L (és a dir K C F' C L) definim el subgrup
de Autg (L) segiient:

U(F) :={o € Autg(L)|o(v) = v,Yv € F} < Autg (L),
és a dir

U : {subcos L conté K} — {subgrups Auty(L)}.
Lema 4.1.4. Sigui L/K extensid i H < Auti (L), i F un cos intermedi entre
L i K és té:
1. H CVU(®(H)),

2. F Ca(u(F),

3. PoVod(H)=P(H)

): 2’
4. UodoU(F)=U(F).

Demostracid. Per (i) resseguint les definicions és clar que
H CU(P(H)) = {0 € Autg(L)|o(z) = x,Vo € ®(H) = L7},

Per (ii) resseguint les definicions també és obvi: fixem-nos que W(M) sén au-
tomorfismes que fixen M en cada punt, per tant els elements de L que queden
fixats per U(M) s’hi troba M.

Per (iii), fixem-nos que per (ii) tenim ®(H) C ®U(P(H)), veiem l'altra in-
clusié. Fixeu-vos que aplicar @ en dos subgrups H; C Hs s’obté per definicié
®(Hs) C ®(Hq) canvia el sentit de la inclusio, per tant de (i) com H C U (®(H))
tenim que PUP(H) C $(H) obtenint (iii).

Un argument semblant de (iii) us serveix per demostrar (iv), exercici. O

Teorema 4.1.5. Sigui F/K extensid finita, H < Autg(F), considerem F

subcos de F que conté K. Llavors F/FH és Galois, en particular [F : FH] =
|H|.
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Demostracié. Observem que és clar que H < Autpu(F) ja que FH estd fixat
element a element per cada element de H, per tant tenim

|H| < |Autpn (F)| < [F: FH).
Volem demostrar igualtat, la igualtat prové del segiient resultat d’Artin O

Teorema 4.1.6 (Artin). Sigui F/K extensid finita,H < Autg (F), considerem
FH subcos de F que conté K, i m = |H| el nombre d’elements del grup H.
Considerem m+1 elements qualsevol de F': uy,. .., Umyt1, llavors aquests m+1-
elements sén FH -linealment dependents, per tant [F : F*] < m.

Demostracid. Suposem que uy, ..., Upn+1 son F7-linealment independents.
Considerem el sistema lineal homogeni de n equacions amb n + 1-incognites
en el cos F' seglient:

n+1
> o(ui)a; =0 (4.1)
i=1
per tot o € H. Com és sistema compatible indeterminats, siguin doncs ay, . .., 0,41 €

F no tots zero soluci6 del sistema (4.1) i triem-la aquesta amb |{i|a; # 0}| el més
petit possible. Sense perdua de generalitat (feu una reordenacié si cal) podem
pensar a,4+1 # 0. Tenim llavors

n

o(tnt1) = Y o(u;)b (4.2)

j=1

on b; = —aja;il per j = 1,...,n per tot 0 € H, en particular per o = id
obtenim .
Un+1 = Zujbj
j=1

i com per hipotesi u; sén F¥-linealment independents obtenim algun b; ¢ FH
sense perdua de generalitat podem suposar que by ¢ F*. Com by ¢ F | existeix
7 € H on 7(b1) # b1, per tant aplicant T a l'equacié (4.2) obtenim

o(tUn1) ZTU uj)T (4.3)

pero fixeu-vos que o7 = ¢’ € H i podem escriure el sistema de (4.2) mitjancant:

o(Un+1) Z To(u;)b (4.4)

restant (4.3)-(4.4) obtenim

O—ZTU (u)( —bj)

Vo € H, per tant fent o’ = 70

O—Za u;)( —b;)



56 Francesc Bars, (versié preliminar) Teorema principal de la teoria de Galois finita

Vo' € H per tant:

{4l (b;) = b; # 0} < [{ila; # 0} =1

i com 7(b1) # by per tant és una solucié no trivial del sistema (4.1) amb menys
elements no zero (si a; = 0 tenim b; = 0 resseguint la demostracid) en contra de
la minimalitat triada per la solucié del sistema. O

Demostracid. [segueix demostracié teorema 4.1.5] El resultat s’obté d’aplicar
ara 'anterior resultat d’Artin. O

4.2 Teorema fonamental de la Teoria de Galois
finita

Hem vist que per extensions de Galois finites F'//K hi ha tants elements en el
grup d’automorfismes com el grau, a més hem vist que subgrups H donen cossos
intermedis F, demostrem que tots els cossos intermedis sén aixi, és a dir el
grup Autk (F) = Gal(F/K) i tots els subgrups ens donen una bijeccié amb tots
els cossos que hi ha entre K i F pel cas F//K extensi6 finita i Galois.

Teorema 4.2.1 (fonamental de la teoria de Galois finita). Sigui F/K una
extensio finita de cossos que és Galois, llavors:

1. les aplicacions ® i W de la seccio anterior son bijeccions, €s a dir tenim
una bijeccid entre subgrups de Gal(F/K) amb els subcossos entre K i F.

2. si Hy, Hy < Gal(F/K), tenim F™ [Hz;

3o € Gal(F/K) on o(F™) = F2 & H) = r1Hor !

per cert T € Gal(F/K), a més aquest T és o~ .

En particular (recordeu H <G subgrup normal, si i nomes si THT~1 = H
V1 € G) tenim:
FH /K Galois < H < Gal(F/K)

i aquest cas Gal(FH /K) = Gal(F/K)/Gal(F/FH).

Demostracid. Demostrem primer (i). Demostrem primer per H < Gal(F/K)
que VO(H) = H.

Fixem-nos ®(H) = F i sabem per Artin F/FH Galois on |Gal(F/FH)| =
[F: FH] = |H| i com H < Gal(F/FH) (per definicié de F) obtenim H =
Gal(F/FH) = Autpu(F) on per definici6 ¥(®(H)) = Autpu(F) obtenint
VO(H) = H.

Veiem ara que ®U(M) = M per tot cos intermedi (provant que ¥ = id i
d’abans TP = id):

Observem que ®(U(M)) = ®(Auty(F)) = FAME) i tenim la inclusié de
cossos (recordeu que F/K Galois tenim F/M Galois corol.lari ?7):

M C FGal(F/M) C o

Com F/M Galois [F : M] = |Gal(F/M)| i del teorema d’Artin tenim [F :
FGAF/M)] = |Gal(F/M)| per tant M = FEUF/M) — o (M).
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Demostrem ara I'apartat (ii): anomenem també Fy a FH1 i F, a FH2
sigui o € Gal(F/K) on o(FH1) = FH2 | tenim llavors per tot b € FH#2 ¢71(b) €
Fy daqui 7(071(b)) = 071(b) per 7 € Hy on (o707 1)(b) = b per la definicié (i
la bijeccié demostrada de (i)) obtenim que o700~ € Hy per tant o Hyo~! C Hy,
i altra inclusié surt fent un argument analeg amb b € FH1 enlloc de FF2 i
7 € Hy enlloc de Hy(exercici) per obtenir 0 ~'Hyo C Hy d’on Hy C oHyo L.
Anem ara a demostrar la implicaci6 que H; = 7Ho7 ! per cert 7 (tenim
77 H 7 = Hy) s'obté llavors 7~ (FH1) = FH2 | efectivament; sia € Fy i 3 € H;
tenim:
7 18r(r7a) =77 ta

com tots els elements de Hs sén de la forma 7! 37 obtenim que 7~ 'a € F, d’on
77Y(Fy) C Fy, l'altra inclusié es fa semblantment canviant els papers de F} i
Hy per Fy i Hy (exercici).

Anem a demostrar la part final referent a subgrups normals.
Si ara F™1 /K normal, tenim o(F7) = FHi per tot 0 € Gal(F/K) (useu
proposici6 3.3.7) per tant obtenim del que just hem demostrat ara fa un moment
que cHyo~! = H; per tot o € Gal(F/K) per tant H; < Gal(F/K).

Suposem ara Hy <Gal(F/K), tenim o(Fy) = F} per tot o € Gal(F/K) altre
cop per la caracteritzacié de la proposicié 3.3.7 obtenim F; /K és normal.

Falta demostrar per completar la demostracié del teorema que donat H =
Gal(F/FT) (laigualtat és d’Artin) i suposem H < Gal(F/K), hem vist FH /K
és Galois, ens falta demostrar:

Gal(F*/K) = Gal(F/K)/H.

Per fer-ho definim
f:Gal(F/K) — Gal(F¥ /K)

O"—>O'|FH

(esta ben definida perque F¥ /K normal i per tant la restriccié en FH dona
automorfisme pel resultat 3.3.7). Es epimorfisme de grups ja que tot morfisme
T € Gal(F¥/K) puja a F ja que F és cos descomposicié de cert polinomi
{(z) sobre FH (que podem pensar sobre K|[z] ja que F/K normal) i F' també
és cos de descomposicié sobre FZ del polinomi 7(4(z)) (que és igual a £(x) si
{(z) € K[z], ) = id) i per tant puja a Gal(F/K) useu lemma 3.2.6. Clarament
v € Ker(f) v fixa cada element de F¥ per tant v € Gal(F/F?) = H (d’on
Ker(f) < H)1iésclar que H < Ker(f), per tant pel teorema d’isomorfisme per
a grups obtenim el resultat. O

Exemple 4.2.2. Considereu ’extensid Q(v/2,i)/Q. Demostreu que és de Ga-
lois, doneu tots els cossos intermedis (reticle de cossos) i tots els subgrups de
grups de Galois.

Per veure que és Galois, es suficient veure que és normal ja que estem en
caracteristica zero, i per tant veure que és cos de descomposicio d’algun polinomsi
sobre el cos base, en el nostre cas sobre Q. Observem que tenim la segiient torre
de cossos:

Q C Q(V2) C Q(V2,4)
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i [Q(V2 : Q] = grau(Irr(v/2,Q)[z]) = grau(z* — 2) = 4 (irreductible per
Fisenstein). Fizem-nos les arrels de 24 —2 en C sén £v/2 i +iv/2 per tant el cos
de descomposicid Q(v/2,iv/2) = Q(v/2,4), i tenim que és Galois lextensid, com
Q(v/2) C R obtenim [Q(v/2,1) : Q(v/2)] = grau(Irr(i,Q(v/2))[z]) = grau(z? +
1) = 2 4 per tant [Q(v/2,i) : Q] = 4. Sabem que |Auto(Q(sqrt[4]2,i))| =
|Gal(Q(V/2,1)/Q)| = 8 de ser Galois, anem a calcular aquest grup de 8 elements.

Observacié 4.2.3. Per a una extensi6 simple algebraica K(«)/K recordeu
que per a calcular o € Autg (K («)), anomenant p(z) = Irr(a)[z], és su-
ficient dir a on va o(a). I aquest o(a) ha d’esser una arrel de p(z) en
K(a).

Per a una extensié que no esta expressada com extensié simple
pero que és algebraica i finita com per exemple K(«, 3) recordem com
es calcula el grup automorfismes Auti(K(«,)). Considerem la torre
de cossos:

K € K(a) € K(a,5)

on té grau

[K(a,B) : K| = grau(Irr(a, K)[z]) - grau(Irr(3, K(«))[x]),
anomenem p(z) = Irr(o, K)[z] i ¢(z) = Irr(B, K(a))[z]. Llavors o €
Aut (K(a, 8)) ve determinat de dir quan val en o(a) (que ha d’esser
una arrel de p(z) en K(a,f3)) i en o(8) (que ha d’esser una arrel de

q(z) en K(«, ) de la manera com hem construit la torre de cossos, fixreu-vos
que q(x) no és Irr(B, K)|z]!!!).

Les arrels de Irr(a, Q)la] =o' — 2 en Q(V/2,1) son V/2,iv/2,—V/2,—iV/2;

Q,
les arrels de Irr(B,Q(a))[z] = 2% + 1 en Q(v/2,1), amb arrels i, —i.
per tant o € Gal(Q(+/2,1)/Q) tenim 8 morfismes:

o1 = 1id,
02(V2) = V2, a2(i) = i;
a3(V2) = —V2, o3(i) = i;
o1(V2) = —iV/2, 04(i) = 1i;
05(V2) = V2, 05(i) = —i;
06(V2) = iV2, 06(i) = —i;
07(V2) = =V2, 07(i) = —i;
0s(V2) = —iv/2, og(i) = —i.
No obstant fixem-nos per saber quin grup €s, és més facil pensar el grup dins un
grup permutacions Sy. Per aixo és més util pensar-ho com que és Galois és el

particular el cos de descomposicié d’un polinomi i per tant observem (recordem)
el segiient:
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Observacié 4.2.4. Sigui F//K Galois finita, per tant F' és cos de de-

scomposicié d’un polinomi p(z) amb arrels diferents a;,...,a,. Tenim
que F = K(ay,...,ap), i 0 € Gal(F/K) queda determinat en conéixer
o(a;) per i = 1,...,n. Com un automorfisme que deixa fix K porte

les arrels «; del polinomi p(z) € K[z] a arrels de p(z), obtenim que un
automorfisme déna una permutacié de les arrels del polinomi p(z),
d’aqui s’obté que tenim una injeccié de grups

g:Gal(F/K) — S,

pensant S, com les permutacions del conjunt de les n arrels de p(x)
{Oél, ce ,an}.

Tornem al nostre exemple. L’anterior fet ens permet pensar el grup Gal(Q(v/2,1)/Q)
com un subgrup de Sy ja que Q(v/2,1) és cos descomposicid pel polinomi x* —2,
tenim que té arrels: ¥ := {aq 1= V2, 00 = —v/2, 03 == iv/2, 0y = —Z{L@} amb
aquest ordre d’eleccié de les arrels. Anem a descriure el monomorfisme g de
grups en aquest exemple:

g: Gal(Q(V2,1)/Q) — S,

g(o1) =id —id

9(02) = (17 3, 254)

g(os) = (1, 2)(3’4)

g(o4) = (1,4,2,3)

9(05> = (3,4)

9(06) - (17 3)(23 4)

g(o7) = (1,2)

9(08) = (17 4)(2a 3)

és un grup no abelia de vuit elements. Dins Sq és més simple fer el reticle de
grups:

Reticle de subgrups per Gal(Q(v/2,1)/Q):
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Observeu facilment que els subgrups Hy, Hs i Hs (seguim la notacid del
reticle dibuizat!) sén normals sobre Gal(Q(v/2,i)/Q) ja que sén d’index 2 i
sabem que tot subgrup d’index 2 és normal (veieu appéndiz C).

Usant ara la correspondéncia bijectiva de Galois tenim un reticle de cossos

entre Q i Q(v/2) segiient:
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Fizeu-vos que les extensions L1 /Q, LH2/Q, L2 /Q i L*¢ /Q son Galois ja
que H; < Gal(L/Q) per i =1,2,3,6, a més fivxeu-vos que els graus corresponen
als indexs de grups (veieu els colors en les rames dels reticles!). (Usualment
és més facil mirant els cossos intermedis quins son Galois sobre Q: fizeu-vos
que Hy i Hs son conjugats ja que el morfisme o del grup de Galois que envia
V2 aiv2 fa o(FH4) = FHs  per tant no +s normal (useu la segona part
del teorema fonamental de Galois), un altre cas es Hy i Hg, fizeu-vos que la
conjugacié complera v € Gal(Q(~v/2,1)/Q) fa que t(LH7) = LHs 4 per tant no
son ext. normals sobre Q, © Hy © Hg no son subgrups normals.

Anem ara a explicitar com hem calculat els cossos intermedis anteriors.
Fem-ho amb detall per un cos intermedi, per evemple per calcular L7 = Q(~/2+
1\4/5) on H7 = {Zd = 0'1,0'6}.

Una Q-base per L)Q és: {1,v/2,v/2,V/23,i,iv/2,iv/2,iv/23} (mireu la demostracid
de [L: K] =[L: M|[M : K] per a trobar base pel cas no simple), sigui ¢ € L
volem trobar els elements fix pel subgrup Hy = {id, 06}, és a dir cal resoldre:

id(l) =4, og(f) = L.
La primera no ens diu res pero si la segona, fixem-nos que podem escriurem
(=ql+q@V2+qV2+ V23 + g5i + qsiV2 + qriv2 + qsiV23 € L

amb q; € Q i anem a imposar que og(£) = £ en aquesta base del Q-espai vectorial
L:

o6({) = (J11+Q206(\4/5>+Q306(\/§)+Q406(@)+Q506(i)+Q606(i%)+Q706(iﬂ)+q806(i\4/2>3) =

= @114 ¢2i V24 g5(—(V2)) + qa(—iV/2%) + g5 (1) + 46 V2 + 7 (iV/2) + g (— V/23)

igualant amb £ obtenim el sistema lineal homogeni segiient:

g =
2 = (gs
a3 = —Gq3
4 = —Gq8
g5 = —(Qs
qr = Q7
d’aqui obtenim g3 = q5 = 0 i g2 = q6 @ Q1 = —qs i q7,q1 lliures (tenim 4 graus

llibertat, és clar com Q-espai vectorial el cos té dimensid 4 sobre Q!!!) fixem-nos
doncs que hem obtingut:

LT = {1+ (V2 +iv2 + qa(V23 —iV23) + ¢riV2|q1, 42, a4, a7 € Q}

fizem-nos que L7 = Q(f/ﬁ—i—z{‘/ﬁ) ja que (\‘75—1—1\4/5)2 =2iV2 i (\4/5—&—1\‘7?)3 =
—Q(W—i@) i per tant una Q-base de L7 és 1, v/2+iv/2, (\4@—1-1 {‘@)2, ((7?—1—
iv/2)? que és la usual per Uextensié simple Q(v/2 +1iv/2)/Q.

Corollari 4.2.5. Sigui F/K extensio finita i separable. Llavors F és una
extensid simple sobre K, és a dir F' = K (b) per cert b € F algebraic i separable
sobre K.
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Demostracié. Com F/K és finita tenim F = K(f,...,0¢) amb (; algebraics
sobre K. Considerem f(z) = Hle Irr(B;, K)[z] € K[z], i F' un cos de de-
scomposicié de f(x) sobre K que contingui F' (aixo ultim és factible ja que
B; € F i pensem F’ un cos de descomposicié de f(x) sobre F' que coincideix
amb F’ anterior), per tant F’/K normal. Com f;’s separables sobre K f(x)
no té arrels multiples i per tant totes les arrels ; de f en F’ sén separables
i com F' = K(v;s) obtenim F'/K és una extensié separable, d’aqui F"/K és
una extensié de Galois finita. Com el reticle de grups per a Gal(F’'/K) és finit
(és a dir hi ha un nombre finit de subgrups), els cossos intermedis entre F’ i K
n’hi ha també un nombre finit (usem la correspondéncia bijectiva de Galois del
teorema fonamental), en particular entre F' i K (F és un cos intermedi de K
i F) hi ha un nombre finit de cossos, llavors usant el teorema d’Steinitz 2.2.3
obtenim que F/K és una extensié simple. O

Exemple 4.2.6. Hem considerat abans Uextensid Q(+/2,1) ara hem demostrat
tot just a sobre que és una extensid simple sobre Q (ja que és finita i separable
sobre Q). Per tant podem usar la demostracid del teorema d’Steinitz per a trobar
un element primitiu, és a dir un element 6 on

Q(%a ’L) = Q(é)

Anem-ho a fer: recordeu que la demostracio del teorema d’Steinitz 2.2.3 ens sug-
gereiz que aquest element és de la forma v/2+ai amb a € Q. Pensem ara del fet
que lextensio Q(v/2,1)/Q és simple pel resultat anterior, un element primitiu &
ha de complir que Irr(5,Q)[x] ha de tenir grau 8 (ja que: [Q(~/2,i) : Q] = 8)
i sabem que els automorfismes han de portar una arrel de Irr(8,Q)[z] a una
arrel d’aquest mateix polinomi (ja que o;(Irr(6,Q)[z]) = id(Irr(6,Q)[z]) i per
tant Irr(8,Q)[0:(0)] = ai(Irr(8,Q)[8]) = 04(0) = 0) i a Q(v/2,i) hi han de ser
les 8 arrels diferents d’aquest polinomi (per esser normal i del fet que anterior
polinomi irreductible sobre Q té una arrel en aquell cos normal sobre Q), amb
aquesta idea fem el segiient:

veiem que o;(V/2 + i) va a 8 valors diferents de Q(~/2,1) i per tant podem
triar § = /241 com a element primitiu per Uextensid, anem-ho a comprovar.
(Penseu que una Q-base de Q(+/2,7) és 1,v/2,v/2,v/8,i,iv/2,iv/2,iv/8 (recor-
dem la demostracidé de [L : K] = [L : M][M : K] de com obteniem una K -base
per L, nosaltres tenim L = Q(v/2,i) M = Q(v/2) i K = Q on una Q-base per
M és1,v/2,7/2,V8, i una M-base per L és 1,i)

o1 (V2 +1i) = V2 +1,
oo(V2+1i) = ivV2+i,
o3(V241i) = —V2 +1,
o4(V241i) = —ivV2 +1,
o5(V2+i) = V2 —i,
o6(V24i) =iv2 — 1,
o7 (V241i) = —v2—1,
os(V2+1i) = —iv2—1i,
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que tots son diferents les imatges (useu per exemple que donen vectors diferents
de L respecte la Q-base anterior). Per tant,

Q(v2,i) = Q(V2 +1).

També obtenim

8
Irr(V2+14,Q)[x H:cfoj (V2 +14)) = 28 + 42° + 224 + 2822 + 1.

Observacié 4.2.7. Donada F/K algebraica i separable, tenim F = K(«a) pel
corol.lari 4.2.5. Per a trobar aquest «, fixem-nos que l'anterior idea via usant
automorfismes del exemple anterior déna una metodologia quan L/K Galois; no
obstant quan no és F/K Galois també ens la dona, efectivament: la diferéncia
serd tal sols que cal considerar una extensid finita L' de F on L'/ K és Galois
1 pensar que les arrels del irreductible de [’element primitiu o per a F que
busquem estaran en L' (no han de ser necessareament a F) i ara sequrament
alguns automorfismes de Gal(L'/K) portara « al mateix o pero hem de buscar
que surtin exactament [F : K| elements diferents per o(a) € L' on o recorre
Gal(L'/K), aquestes [F : K]-arrels diferents seran les arrels de Irr(o, K)[z] en
L'[z] pel candidat a element primitiu o per a la extensid F sobre K, F = K(«).

Exemple 4.2.8. Sigui F,/F, una extensio finita entre cossos finits (q = p* on
p primer, s natural positiu), és normal per ser cos descomposicid i és separable
(exercici), per tant és Galois, observeu que Gal(Fy/F,) =< Frob® > ciclic
d’ordre exactament £ on Frob: K — K és Frob(x) = P (exercici). Estudieu
els cossos intermedis que hi ha entre Fye 1 Fy.

Finalitzem el capitol amb una definicié:

Definicié 4.2.9. Donat p(z) € K[x] sense arrels maltiples en els seus factors
irreductibles en K[x], diem Gal(p(z)/K) al grup de Galois Gal(E/K) on E és
el cos de descomposicid de p(x) sobre K. (Recordeu que Gal(p(x)/K) actua
permutant les arrels del polinomi p(x) i conéizer aquesta permutacid determina
aquest element univocament dins del grup de Galois).

Observacié 4.2.10. Maple sap calcular donat un p(z) € Q[z] de grau no massa
gran el grup Gal(p(x)/Q), escriviu:
> galois(polinomi);

Observacié 4.2.11 (*). Si L/K Galois (no finita) vol dir normal i separable
on normal (es pot demostrar que és equivalent a la condicid de ser cos de de-
scomposicid d’una col.leccio de polinomis sobre el cos base K ). Ara Gal(L/K)
no és un grup finit, la correspondéncia bijectiva de Galois (o l’apartat primer del
teorema fonamental de la teoria de Galois) s’escriu en el cas no finit afirmant
que hi ha una bijeccio ® de la forma seguent:

® : {subcossos entre L i K} — {subgrups tancats de Gal(L/K)},
F v Gal(L/F)
! —H
I qué son els subgrups tancats de Gal(L/K)? Amb quina topologia en Gal(L/K)?
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Es la topologia de Krull pel grup Gal(L/K) definida de la forma segiient:
per a cada o € Gal(L/K) definim el conjunt

B, :={0cGal(L/K")| K'/K extensié Galois finita} C Gal(L/K)

i fitem-nos que o € B,. FEs demostra que B, és una base d’entorns de o €
Gal(L/K) Yo € Gal(L/K) i recordem que U C Gal(L/K) és obert si Yo € U
Fv € B, onv C U. Aizo defineix la topologia de Krull en Gal(L/K) que el
converteiz amb un grup topologic (grup topologic:=és un espai topoldgic que tés
a més estructura de grup on les operacions de grup sén continues). Els entorns
basics o - Gal(L/K') son oberts i tancats.



Capitol 5

Teoria de Galois
d’equacions

El “aim” d’aquest capitol és demostrar que no tenim férmula generica per poli-
nomis de grau > 5.

Per aquest capitol considerem que treballem amb cossos de carac-
teristica zero.

Val a dir que per restriccions d’horari, (teoria de Galois té 30 hores en el
grau) aquest capitol donara les idees principals per a demostrar el teorema de
resolubilitat §5.1 i la impossibilitat de la férmula per radicals per a polinomis
de grau > 5 §5.2, 1 no crec que doni temps a fer a classe ni la demostracié
del teorema ni la caracteritzacié de les extensions radicals que continguin arrels
n-essimes de 1(8§5.3, 1 §5.4 respectivament).

Comentar-vos que les extensions radicals no tan sols tenen aplicacié al re-
sultat de Galois de resolubilitat d’equacions; Kummer va treballar amb elles tot
introduint-hi arrels de 'unitat per atacar el teorema de Fermat i va demostrar el
teorema de Fermat pel cas dels primers regulars. Aquestes extensions de Kum-
mer també sén importants per obtenir el teorema de Fermat per tot primer p,
resultat d’Andrew Wiles. Més encara, els ultims ICM, Kazuya Kato és sem-
pre un expositor principal i sempre és referent a treballs per a atacar un dels
problemes de U'Institut Clay: la conjectura de Birch-Swinnerton-Dyer i més
en general la conjectura del nombre de Tamagawa (o de Bloch-Kato). Aque-
stes conjectures passen per a estudiar objectes a través d’aquestes extensions
de Kummer, més concretament extensions ciclotomiques. En la conjectura del
nombre de Tamagawa també surt la funci6 zeta de Riemann i el seu valor en els
enters, per exemple quan val

oo

1

n=1

amb k > 1, més facil: quins ((2k+1) sén nombres irracionals? quants d’aquests
sén transcendents sobre Q7. El cas ((2k) ho treballareu a analisi complexa, el
nombre 7w amb poténcies seves ens soluciona les anteriors preguntes! per ((2k).
Queé succeeix per ¢(2k +1)?
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5.1 Resolubilitat per radicals. Grups resolubles

Recordem que a partir d’ara tots els cossos tenen caracteristica zero.

Comencem a formalitzar que voldria dir que poguessim escriure les arrels
d’un polinomi amb arrels n-essimes, sumes, productes, e iteracions d’aquestes
operacions.

Definicié 5.1.1. Una extensid F/K s’anomena radical si existeizen o € F
im € N>y on F = K(a) 1 o™ € K. (Quan o™ = 1 parlarem d’extensid
ciclotomica).

Definicié 5.1.2. Una torre finita d’extensions radicals és una cadena finita de
€08808
KoCKiC...CK,

on K;/K;_1 és una extensio radical peri=1,... (.

Definicié 5.1.3. Sigui K cos (sempre estem en car =0) i p(z) € K[z] \ K.
Diem que l’equacio
p(z) =0

és resoluble per radicals sobre K si existeix una torre finita d’extensions radicals:
K=KyCK| C...CK,
on Ky conté un cos de descomposicio de p(z) sobre K.

Observacié 5.1.4. Aquesta definicio s’adiu a la problematica de buscar una
formula mitjancant Uiteracio d’arrels i sumes i productes, tal com s’obtenien les
formules de grau 2, 3 i 4 (alguna d’elles vistes en el curs).

Recordeu que tot i tenir una expressié en radicals per les arrels d’un poli-
nomi a vegades tampoc és facil obtenir igualtats, ja que I’expressié en radicals
no és tnica tot i que existeixi, i a més ja sabeu també que * és una funcié
multivaluada. No obstant aqui no ens plantegem aquests problemes de les ex-
pressions radicals, tan sols si donat un polinomi és resoluble per radicals, on una
resposta afirmativa vol dir (segons la definici6 anterior, penseu-ho una mica) que
les arrels s’expressen en forma de radicals: és dir com iteraci6 d’arrels n-essimes,
sumes i productes.

Exemple 5.1.5. 1. L’extensié Q(e*™/™)/Q és radical ja que (e*™/™)™ € Q.

2. El polinomi x3 + 4 € Q[x] és resoluble per radicals, efectivament tenim la
torre finita d’extensions radicals:

Q C Q(~V4) C Q(~V4,e*m/?)
on Q(—+/4,e*>/3) és un cos de descomposicié de p(x) sobre Q.

Anem a explotar una mica la propietat de ser p(x) resoluble per radicals,
tenim en aquesta situacié una torre finita d’extensions radicals K C ... C Kj.
Si K;/K fos Galois, llavors d’aquesta torre de cossos obtindriem una cadena
de subgrups de Gal(K,/K) usant el teorema fonamental de la teoria de Galois,
fem la segiient definicié.
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Definicié 5.1.6. Un grup finit G s’anomena resoluble si existeix una cadena
de subgrups
G=Hy>H,>...> H = {id}

complint que H; > H; 11 peri=0,...,£—1 i H;/H; 11 és un grup abelid.

Observacié 5.1.7. Si G resoluble es pot refinar la cadena de forma que H; / H; 11
és un grup ciclic.

Un dels resultats principals de la teoria d’equacions de Galois és el segiient:

Teorema 5.1.8 (de resolubilitat). [Galois i altres] Sigui K un cos de carac-
teristica zero, i p(x) € K|[x] — K. Llavors:
p(x) és resoluble per radicals si i només si Gal(p(x)/K) és un grup resoluble.

Exemple 5.1.9. 1. Tot grup abelia és resoluble,

2. S3 és resoluble:
{id} < A3 < 53

3. Sy és resoluble via la cadena:

{id} < {id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)} < Ay < Sy

4. Sp 0 Ay, no és resoluble per an > 5 (Galois)

5. Teorema Feit-Thomson: tot grup finit d’ordre senar és resoluble.(Molt
dificil la demostracid en aquest nivell).

El fet que el polinomi de grau 3 i 4 tingui férmula per radicals de les seves
arrels prové del fet que Gal(p(z)/K) — S3 6 Sy respectivament (recordeu que
donat p(x) un polinomi de grau n en Kz| es té Gal(p(x)/K) — S, ja que un
automorfisme queda determinat en saber a on va cadascuna de les arrels del
polinomi i les arrels del polinomi p(z) han d’anar a arrels del mateix polinomi
per un element de Gal(p(z)/K)) i per tant és un grup resoluble (recordeu que
un subgrup d’un grup resoluble és resoluble, veieu appendix C).

Anem ara a demostrar la implicacié facil de lanterior teorema 5.1.8, de-
mostrar que p(z) resoluble llavors el grup Gal(p(z)/K) és un grup resoluble.

Considerem p(z) és resoluble per radicals, i tenim una cadena finita d’extensions

radicals:
K=KyCK;C...CK, (5.1)

on un cos de descomposicié de p(z) és dins de K i escrivim K; = K;_1(a;) on
a; € K;_1 per a cert n; € N>q.

Fem la segiient hipotesi en el proper paragraf per a aportar certa reflexio:
Suposem per un moment i tan sols en aquest paragraf que K,/K és Galois;
llavors per la correspondencia de Galois (el teorema fonamental de la teoria de
Galois) de la cadena (5.1) obtenim la cadena de grups

Gal(K¢/K) > Gal(K¢ /K1) > ... > Gal(Ke/K,) = {id} (5.2)

pero fixeu-vos que per donar una cadena semblant a la definicié de grup resoluble
necessitem la condicié de normalitat. Si volem la condicié de normalitat en la
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cadena (5.2) necessitem Gal(K,;/K;) QGal(K;/K;_1); i pel teorema fonamental
de la teoria de Galois cal que K;/K;_; sigui una extensié de Galois i recordem
que K; = K,;_1(a;) amb a* € K,_1, per tant necessitem que hi hagi les arrels
de 2™ — 1 en K; per tal que en K; hi hagi totes les arrels de 2" ~* — a"'.

Els segiients lemes volen caracteritzar les extensions radicals M/K on K hi

té arrels de polinomis %V — 1 i un lema tecnic de grups resolubles.

Definicié 5.1.10. Donat F un cos, una arrel n-éssima de la unitat és una
arrel del polinomi x™ — 1 en F. Una arrel n-éssima de la unitat & s’anomena
primitiva si el grup < & >= {&/|j € N} té ordre exactament n, en cas d’existir,
anotarem també per una arrel n-essima per &, si volem fer explicit el seu ordre.

Lema 5.1.11. Considerem E un cos de descomposicié de a™ — 1 sobre K.
Llavors E té una arrel n-éssima primitiva de unitat &, la qual és element
primitiu de Uextensid, (per tant E = K(£)) i Gal(E/K) = H amb H < (Z/(n))*
on recordeu que (Z/(n))* son els elements invertibles de lanell Z/(n) amb el
producte.

Demostracié. Considerem oy, ..., o, = 1les n arrels de 2" —1 en E (totes difer-
ents per separabilitat), E = K(ag,...,ap); ésclar que H :={aq,...,a,} < E*
és un subgrup finit dels elements invertibles de E. Demostrem que H és ciclic
d’ordre n i per tant un generador d’aquest grup és un arrel n-essima primitiva
de 11 un element primitiu § per E (és dir E = K(§). Anem doncs a demostrar-
ho: si H no fos ciclic llavors per la classificacié de grups abelians finits podem
escriurte H 2 C,,, X Cp, X ... X Cp, amb n =ning ... n, i nq|ne|...|n, per
tant mem(ny, ne,...,n.) =n, <nsir > 1, perd llavors o] = 1 per tot ¢ per
tant el polinomi z"" — 1 té n arrels pero té grau n, < n Impossible!! Per tant
r=11iel grup H és ciclic.

Per acabar ens falta demostrar que o € Gal(E/K) és un subgrup de (Z/(n))*.
Escrivim E = K(£)

Sigui 0 € Gal(K(§)/K), o(€) ha d’esser una arrel de 2™ — 1 en K (§) per
tant de la forma £ on podem pensar r € (Z/(n)). Com Gal(K(§)/K) és un
grup existeix 7 = o ~1 i 7(£) = £° com o7 = id obtenim que rs = 1(mod n) per
tant r, s € (Z/(n))*, definim doncs V'aplicacié:

¥ Gal(K(6n)/K) — (Z/(n))*

o

és clar que és injectiva (penseu-ho un moment). Veiem que v és morfisme de
grups:

per un costat tenim, (o109)(€) = £¥(9192) per laltre (0102)(€) = o1 (£¥(72)) =
o1(&)V(2) = (gvlo))vlo2) = ¢¥(e)¥(e2)  provant que via 1 Gal(K(€)/K) el
podem pensar com un subgrup de (Z/(n))*. O

Lema 5.1.12. Suposem K conté una arrel n-éssima primitiva de 1, que anomenem
¢ Sigui a € K, i « arrel del polinomi de K|x] ™ — a en un cos de descom-
posicid de ™ — a sobre K, llavors K(a)/K és una extensid de Galois amb grup
de Galois un grup ciclic de grau d on d|n i a® € K.
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Demostracid. Si a = 0 és clar, pensem a # 0, tenim &a amb i = 1,...,n
sén també arrels de x™ — a; com £ € K per hipotesi tenim K («) és cos de
descomposicio pel polinomi ™ —a i per tant Galois. Definim la segiient aplicacio:

h:Ga(K(a)/K) = {w e Klw" =1}

RG]
observem que
h(oor) = o o;(a) _ US’(S;)) agl) _ U(TS))U(QQ) _ T(C;)é) a(aa) — h()h(o)

on en la penidltima igualtat usem 7(«)/a € K; fixeu-vos que l'anterior igualtat
demostra que h és morfisme de grups i clarament h és injectiva (o queda deter-
minada per la imatge de « ja que estem extensié simple amb element primitiu
a), per tant

Gal(K(a)/K) = subgrup de C,, = Cy

on és un grup ciclic amb d|n. Sigui 6 un generador de Gal(K(«)/K) tenim
llavors:

0(a) g4
A yd _q
(Fa
per tant 6(a?) = a®itambé 67 (a?) = o per tant a? € K (useu K (a) Gl E(@)/K) —
K), finalitzant la prova. O

Lema 5.1.13. Sigui G un grup finit i que té una cadena de subgrups
G=Hy>H>...> H,

amb H; > H;y1 per i = 0,...,n — 1 amb H;/H;+1 grup abelia, amb H, no
necessareament el subgrup identitat. Suposem que tenim H, < H < G on
H < G. Llavors G/H és resoluble.

Demostracio. Com H < G tenim la cadena de subgrups:
G=HyH>HH>...>H,H

amb H;H> H; 1H per i = 0,...,n — 1. Com tenim que H, < H obtenim

H,H = H. Llavors podem formar la cadena:

G _HH _HH - HH

H H - H -~ " !

; Hi1 H —_— )
amb HI;H > —57—. Estem doncs a punt de justificar que % és resoluble, ens

falta veure que els quocients son grups abelians i usarem els teoremes de Noether
que vau veure al taller teoric de grups, el primer taller. Efectivament, observem
primer que

;17 4

H;++H —
% H, 1H

pert=0,...,n—1,1 tenim

H;
HH _  H A7
H,.+H H,NHH 7H%HJ1H
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finalment com HH és abelia també ho és HHiHH, demostrant finalment que
i41 i+1
G/H és resoluble. O

Finalment ja estem en condicions de demostrar una implicacié del teorema
5.1.8,

Demostracid. [= del teorema 5.1.8]
Sigui doncs una torre d’extensions radicals

K=K,CK C...CK,

on K, conté E un cos de descomposicié del polinomi p(z) sobre K. Escrivim
K, = K;_1(a;) amb a]" € K,_1 per ¢ = 1,...,¢ (del fet que K;/K; 1 és
una extensi6 radical). Denotem per N al natural ny - ... - ng i considerem un
cos de descomposicé del polinomi 2 — 1 sobre K, podem escriure aquest cos
usant el lemma 5.1.11 via Ky({x) on &y és una arrel N-éssima primitiva de 1.
Considerem llavors la torre d’extensions

K CK(n)CKi(én) S ... C Ke(én)

que fixem-nos que és una extensio de torres radical i observem ara que K;(¢n)/K;—1(En)
és una extensié radical que és de Galois amb grup de Galois un grup ciclic ja que
K;(&n) és cos de descomposicié del polinomi z™ —a;'* sobre K;_1(£x) (observeu
5%/7“ és una arrel n;-éssima primitiva de 1) pel Lemma 5.1.12. Observem també
que K ({n)/K és una extensié radical de Galois amb grup de Galois abelia pel
5.1.11. 1

Considerem ara F' un cos de descomposicié per zV — 1 i Irr(al’, K)[z].
Fixem-nos que Ky(§ny) C F, F/K és Galois i tenim una cadena de grups:

Gal(F/K)BGal(F/K(¢n))2Gal(F/K1(§n))B. . .BGal(F/Ke1(En))2Gal(F/Ki(¢N));

on G, > Gy en la cadena indica que G} és un subgrup normal de G, i aquesta
normalitat s’obté del fet que K;({n)/Ki—1(En) 1 K(§n)/K sén extensions de
Galois i de la correspondencia bijectiva de Galois obtenim aquesta normalitat.
Observem que

Gal(F/Ki-1(&n))/Gal(F/K;(En)) = Gal(K;(En)/Ki-1(En))
és abelia per i = 1,...,¢ where Ky = K, i tenim també
Gal(F/Ko)/Gal(F/Ko(én)) = Gal(K (En)/K)

abelia, per tant apliquem ara el Lemma 5.1.13 amb G = Gal(F/K) i H =
Gal(F/E) on recordem que E és el cos de descomposicié de p(z) que esta dins
Ky, tenim H < G del fet que F/K és Galois (useu teorema principal de la
teoria de Galois) i pel teorema principal de la teoria de Galois tenim G/H =
Gadl(E/K), ara aplicant el Lemma 5.1.13 obtenim que Gal(E/K) és un grup
resoluble.

O

1Fixeu-vos que si Ky(n)/K fos Galois tindriem quasi bé, usant la correspondéncia de
Galois amb la torre radical contruida entre K i Ky(£y), una cadena de subgrups que com-
pleixen la condicié de grup resoluble per al grup G = Gal(K¢(¢n)/K); usant llavors Lema
5.1.13 obtindriem el resultat del teorema. Lamentablement no ha de perquée complir-se que
Ky(&n)/K sigui Galois, per resoldre aixo seguiu la lectura de la demostracié.
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5.2 No hi féormula per radicals per a polinomis
de grau > 5

Anem ara obtenir que com a conseqiiencia del teorema 5.1.8 podem demostrar
la impossibilitat de férmules per polinomis de grau > 5.

Recordem primer els segiients resultats de grups resolubles que es treballen
a la classe de seminaris, veieu també appendic C d’aquests apunts:

Exemple 5.2.1. 1. Tot grup abelia és resoluble,
2. Tot subgrup d’un grup resoluble és resoluble.

3. Sy és resoluble:
{id} < Ay < S

4. Sy és resoluble via la cadena:

{id} < {id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)} < Ay < Sy

5. S, 0 A, no és resoluble per an > 5 (Galois)

6. Teorema Feit-Thomson: tot grup finit d’ordre senar és resoluble.(Molt
dificil la demostracid en aquest nivell).

El fet que el polinomi de grau 3 i 4 tingui férmula per radicals de les seves
arrels prové del fet que Gal(p(z)/K) — S3 o Sy respectivament (recordeu que
donat p(x) un polinomi de grau n en K[z| es té Gal(p(x)/K) — S, ja que un
automorfisme queda determinat en saber a on va cadascuna de les arrels del
polinomi i les arrels del polinomi p(z) han d’anar a arrels del mateix polinomi
per un element de Gal(p(x)/K)) i per tant és un grup resoluble.

Teorema 5.2.2. Un polinomi geneéric de grau n sobre K que escrivim per
p(r) =" +ap_12" 1+ ...+ a0 € K(ag,...,an_1)[x] (pensant a; com a vari-
ables) té grup de Galois Sy, és a dir Gal(p(x)/K(ag,...,an-1)) = Sp.

Abans de demostrar-ho anem a fer el segiient resultat preparatori:

Teorema 5.2.3. Considerem K(X1,...,X,,) el cos de fraccions dels polinomis
en n-variables a coeficients en K K[X1,...,X,]. Fem actuar o € S,, permutant
les variables, és a dir 0(X;) := Xo;y. Llavors:

K(Xy,...,X,)%" = K(s1,...,s0),

on s; son els polinomis simetrics elementals en les variables X;, recordeu per
ezemple s1 = X1+ Xo+ ...+ X,,, 59 = ZKJ. XiXj, ...

En particular Uextensid K(Xi,...,X,)/K(s1,...,8,) és Galois amb grup de
Galois isomorf a Sy,.

Demostracid. [teorema 5.2.3] Com o(s;) = s7 = s; per o € Sy, és clar que

K(s1,.--,8n) C (K(X1,..., X)) C K(Xy,...,X,).
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Fixeu-vos que
p(x) = (2—X1)(x—X2)-.. (2—X,,) = 2" —s12" .. AH(=1)"s, € K(81,...,5)[7]

obtenim que K (X7, ..., X,) és un cos de descomposicié de p(z) sobre K (s1,...,8,)
i com té grau n obtenim (de la proposicié 3.2.5):

[K(X1,...,Xn): K(s1,-..,8,)] < nl,

per altra banda obtenim que S,, < Gal(K(X1,...,X,)/K(X1,...,X,)%") per
tant [K(Xy,...,X,) : K(X1,...,X,)%] > nl, obtenint [K(Xy,...,X,)% :
K(s1,...,8,)] = 1.

Fixem-nos com K (X1, ..., X,)/K(Xi,...,X,)% és Galois pel teorema d’Artin
amb grup de Galois 5, i observem que a més hem demostrat en la prova que
K(Xi,...,X,) és el cos de descomposicié del polinomi 2" — sjz"~ ! + ... +
(=1)™s, sobre K(s1,...,8n)- O

Demostracid. [teorema 5.2.2] Sigui ara f(x) un polinomi generic de grau n que
escrivim ara per,

fx)=a" —tia" 4 (1), € Kty ..., ty][x]

on pensem t; variables indeterminades (on a,_; = (=1)%; i K[t1,...,t,] =
Kla,...,a,)), és a dir Klt1,...,t,] és lanell de polinomis en n-variables a
coeficients en K. Considerem el morfisme d’anells (K-lineal):

6 K[t ... tn] = K[s1,..., 5]

ti'—>8i

clarament és epi, i veiem que és injectiu: efectivament si P(sy,...,$,) € K[s1,...,Sy]
vam demostrar al principi de curs que P era el polinomi zero, demostrant
la injectivitat (Corol.lari 1.2.9). Per tant ¢ dona a un isomorfisme dels cos-
sos K(t1,...,tn) a K(s1,...,8,) enviant f(x) al polinomi ¢(f(x)) = a™ —

sp2" L+ .o+ (=1)"s, € K(s1,...,5,)[z]. Per tant un cos de descomposicié
de f(x) sobre K(ti,...,t,) és isomorf a un cos de descomposicié de ¢(f(x))
sobre K(s1,...,sy) 1els grups de Galois coincideixen per tant té grup de Galois
Shp. O

Corol-lari 5.2.4. No hi ha una formula en radicals genérica per les arrels d’un
polinomi genéric arbitrart de grau n si n > 5.

Demostracid. Com Gal(p(z)/K(a1,...,a,)) = S, del teorema 5.2.2 obtenim
que no és resoluble per radicals per a n > 5 del fet que S, no és un grup
resoluble i usant ara el teorema de Galois 5.1.8. O

Observacié 5.2.5. Un voldria una afirmacic de l’anterior resultat sobre Q en
el sentit segiient: que donat un polinomi qualsevol de grau n sobre Q no tenim
formula per radicals en general, és a dir per un polinomi de grau n sobre Q
hi ha infinits casos en que té grup de Galois S,,. Aquest fet és veritat com va
demostrar Hilbert i que va donar peu a unes linies de recerca respecte al problema
que plantejo tot sequit en aquesta observacio.

Un dels problemes més interessants en teoria de Galois és el segiient (prob-
lema invers de la teoria de Galois): fizem un cos K i un grup finit G, existeix
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una extensid de Galois d’aquest cos K amb grup de Galois G? Fizeu-vos que
si el cos base no esta fiza’t la resposta €s facill(useu el teorema de Cayley per
pensar aquest grup dins cert S, i useu llavors el teorema d’Artin per a obtenir
que F(X1,...,X,)% és Galois sobre F(X1,...,X,) amb grup de Galois G on
F(Xy,...,X,) és el cos de fraccions de U'anell en n-variables F[X1,...,X,]).

Acabem aquesta seccié amb un resultat més numeric, donant explicitament
una familia no finita de polinomis en que no podem expressar les seves arrels
per radicals, Corol.lari 5.2.8!!

Lema 5.2.6. Siguip un primer i H < .S, un subgrup que conté una transposicio
i un cicle d’ordre p. Llavors H = S,.

Demostracid. Sense perdua de generalitat podem pensar (4,7) 1 (1,2,...,p) sén
elements de S,. Si p = 2 és clar el resultat. Suposem p > 2. Observeu
(1,2,...,p)"%" = (i,4,as,...,a,), per tant podem suposar (1,2) (1,2,...,p) €
H. De la igualtat:

(1,2,..,0) (L,2) (1,2, .,p) = (L + 6,24 0)
per £ =1,...,p—2; per tant (1,2),(2,3),...,(p—1,p) € H i tenim:
(ii+ 1)(L,d)(1L,i+1) = (Li+1)

per i entre 2 i p—1, comengant per (1, 2) anem obtenint que (1, 2), (1,3),...,(1,p)
H, i finalment observem

(m,n) = (1,n)(1,m)(1,n) € H

per tant com tota transposicié de S, és en H i com tot element de S, és producte
de transposicions obtenim que H = S,. O

Corol-lari 5.2.7. Sigui p(z) € Q[z] un polinomi irreductible de grau p primer
amb exactament dos arrels complexes i no reals llavors Gal(p(x)/Q) = S,

Demostracid. Sigui K el cos de descomposicié de p(z) sobre Q pensat dins els
nombres complexos. Sabem Rep : Gal(K/Q) = Gal(p(z)/Q) — S, pel fet de
ser cos descomposicié de p(z) € Q[z] de grau p. Siguin {a1, a2, as,...,q,} les
p arrels diferents en C on a3,y € C\ R. Considerem la conjugacié complexa
7, sobté 7(a1) = g, T(ag) = a1 1 (o) = oy per ¢ > 3, via lordre triat de
les arrels tenim Rep(7) = (1,2) una transposicié. Ara com p|[K : Q] ja que
p(z) irreductible, obtenim p||Gal(K/Q)| doncs pel teorema de Cauchy de grups
obtenim que Gal(K/Q) té un element d’ordre exactament p, és a dir un cicle
ordre p. Ara aplicant lema 5.2.6 obtenim Gal(K/Q) = S,. O

Corol lari 5.2.8. Gal(z® — pnz + p/Q) = S5 amb p primer i n > 2 natural.
Per tant les arrels d’aquest polinomi x° — npx + p no s’expressen per radicals.

Demostracié. Per Eisenstein £(z) := a° — pnx + p és irreductible. Anem a
demostrar que té exactament tres arrels reals. Calculem ¢'(x) = 5z* — pn que
té dues arrels reals diferents i(‘/%T’ , per tant com a molt ¢(x) té 3 arrels reals.
Fixem-nos lim, 400 €(z) = 400, (1) =1 —-np+p < 1—-p <0, {(-1) =
—1l4+pn+p>p—1>0,lim,,_ ¢(x) = —o0, obtenim que £(z) té una arrel
< —1, una altraentre-11i1, ila tercera > 1, aplicant el resultat anterior obtenim
que el seu grup de Galois és S5 i usant el teorema de Galois de resolubiltat
obtenim que el polinomi no és resoluble per radicals. O
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5.3 Extensions ciclotomiques. Extensions cicliques.

Per intentar demostrar la implicacié contraria del teorema 5.1.8, cal caracter-
itzar les extensions amb grup abelia ciclic i si estan relacionades amb extensions
radicals. Aix0 és aixi si el cos base té les arrels de 'unitat, anem doncs a apro-
fundir amb les extensions obtingudes d’adjuntar-hi arrels unitats en aquesta
seccio.

Definicié 5.3.1. Sigui K un cos. Una extensid ciclotomica de K és una ex-
tensid algebraica de la forma K(&,) on &, és una arrel n-éssima primitiva de 1.
Fizem-nos que K (&,)/K és Galois ja que és cos de descomposicid del polinomi
2™ — 1 € Klz] i és separable sota la hipotesi del capitol de considerar K de
caracteristica zero en aquest capitol.

Definicié 5.3.2. Una extensid finita L/ K radical amb L = K(a) amb a™ € K
s’anomena de Kummer si K conté una arrel n-éssima primitiva de 1.

Hem vist com a conseqiiencia del Lemma 5.1.11 el seglient resultat
Corol-lari 5.3.3. Gal(z™ — 1/K) és isomorf a un subgrup de (Z/(n))*.

Introduim ara els conceptes necessaris per a podem preparar la demostracio
de la implicacié contraria del teorema 5.1.8, per aixo cal caracteritzar extensions
finites galois amb grup de galois ciclic.

Definicié 5.3.4. Diem que una extensid finita F/K és ciclica si és una extensié
de Galois i Gal(F/K) és un grup ciclic.

Proposicié 5.3.5. Sigui F'/K una extensio de grau n on K conté una arrel
n-éssima primitiva de 1. Suposem que F/K és una extensid ciclica. Llavors
Jda € F on F = K(«) i« és arrel d’un polinomi de la forma ™ —a amb a € K
(és a dir F/K és una extensid radical).

Abans d’iniciar la demostracié, necessitem un lema referent a condicions
lineals d’automorfismes

Lema 5.3.6 (de Dedekind). Sigui K i F dos cossos. Siguin o; : K — F,
morfismes de cossos diferents peri =1,...,n. Llavors oy,...,0, son linealment
independents sobre F.

Demostracid. [Lema de Dedekind] Demostrem-ho per induccié respecte n. Per
an=1, 01 # 1 perque o1(1) =1 # 0 obtenint el resultat.
Suposem n > 1 i que oy,...,0,—1 sO6n linealment independents sobre F.
Considerem a; € F' satisfent:
a101 + ...+ ano, = 0. (5.3)
S’obté doncs que Vs € K tenim la igualtat:
a101(8) + ...+ anon(s) =0 (5.4)

escrivim s = xy fixant y € K i Vo € K obtenim

a101(zy) + ... + anon(zy) = aror1(@)o1(y) + ... + anon(z)on(y) =0 (5.5)
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si multipliquem per o, (y) 'equacié (5.4) fent s = x obtenim que per tot = € K:
a107 ($)Jn(y) +o+ anan(x)o—n(y) =0, (56)

restant ara equacié (5.5) amb equacié (5.6) obtenim (que podem eliminar o,
efedctivament):

a1(o1(y) —on(¥))or(@) + ... an-1(on-1(y) — on(y))on-1(x) =0
per tot x € K per tant obtenim:

ai(o1(y) —on(y))or + ... an—1(on-1(y) — on(y))opn-1 =0

on a;(0i(y) — on(y)) € F icom o1,...,0,-1 s6n F-linealment independents
obtenim

ai(ai(y) - Un(y)) =0, (57)
perai=1,...,n— 1 a més aix0 és cert per a qualsevol y € K fixat. Usem ara
que o; #op,peri=1,...,n—1 per a concloure que a; =0perai=1,...,n—1
de l'equaci6 (5.7). Per tant del sistema (5.3) obtenim a,0, = 0 i com o, # 0
obtenim finalment que a,, = 0, és a dir obtenint que o1, ..., o, sén F-linealment
independents. O

Demostracid. [Proposicié 5.3.5] Suposem F/K extensié ciclica de grau n, i es-
crivim Gal(F/K) = {id,o,...,0""'}. Consideren o : F — F, amb a =
id+ &0+ ... +£&7 10" pel Lema de Dedekind 5.3.6 3\ € F on a(\) # 0 (ja
que id, o, ...,0" ! sén F-linealment independents i per tant aquesta combinacié
lineal és no zero) , escrivim

B=a\) =A+&oN)+ ...+ & o (V)"
d’aquesta expressié obtenim que

o(B) =&18; oF(B)=¢&"p

a més sabem que o ha de permutar les arrels de g(x) = Irr (5, K)[z] jaque § € F
i F/K Galois, per tant &, %3 sén arrels també de g(x), i per tant [K(8) : K] =
grau(g(z)) > nicom [F: K] = n i tenim l'inclusié de cossos K C K(8) C F
obtenim que F = K(8) i o(8") = (£,18)" = 8" i per tant 8" és fix per tot
Gal(F/K) i per tant " € K. O

Anem per acabar aquesta seccié a estudiar en detall Gal(2™ —1/Q) i d’aquest
calcul podem caracteritzar el poligons regulars que sén construibles amb regle i
compas com una primera aplicacié al que és ’estudi d’extensions ciclotomiques

sobre Q.

5.3.1 Extensions ciclotomiques sobre Q

Sigui &, una arrel n-éssima primitiva de 1 (la pensem dins Q, o dins C en aquesta
subseccié), fixem-nos que ¥ també és una arrel n-éssima primitiva de 1 si es
compleix med(k,n) = 1.
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Definicié 5.3.7. El n-essim polinomi ciclotomic es defineix per

o,2)= ] @-&= ] @-¢

ke(z/(n))* 1<d<n,(d,n)=1
Lema 5.3.8. El polinomi ®,,(x) és en Q[z].

Demostracid. Fixem-nos que Yo € Gal(Q(&,)/Q) tenim o(®,(z)) = ®,(x) per
tant o fixa els coeficients del polinomi ®,(z), i per tant aquests sén en Q =

Lema 5.3.9. Per an > 1 tenim la igualtat en Q[z]

2" —1= HCIJd(x).

d|n

Demostracié. Bs clar que ®4(x)|z™ —1 per a d|n, i com ®4(z) té arrels diferents
a @y (x) si d+#d obtenim que

H Dy(x)|z™ — 1
d|n

perd tota arrel de 2™ — 1 es troba en algin ®4(x) per d|n, per tant [[;,, ®a(z) i
" — 1 tenen el mateix grau i el coeficient de ™ és 1 en ambdos polinomis. [

Corollari 5.3.10. Tenim que ®,(z) € Z[x].

Demostracié. Demostrem-ho per induccié en n, per n = 1 tenim @4 (z) = z—1 €
Zlx]. Suposem cert per 1 <n < k i veiem que ®;(z) € Zlz] per 1 < j < k+1.
Tenim que

Oppr(2)l(z) = 2P -1

on xFtl -1 4(x) = [Tajk+1.028+1 ®alz) sén en Z[z] i ambdos monics, en aquesta
situacié i com Z és un domini amb Q(Z) = Q és facil demostrar (exercici al
lector) que ®y11(x) € Z[z] obtenint el resultat. O

Teorema 5.3.11. El polinomi ®,(x) és un polinomi irreductible sobre Q[z],

per tant @, () = Irr(&n, Q)[], [Q(&n) : Q] = grau(®,(v)) = [(Z/(n))*].

Demostracid. Linic que cal demostrar és que @, (z) és irreductible en Q[x].
Suposem que fos reductible, pel Lemma de Gauss podem escriure

P () = fi(2) f2(z)

amb f;(r) € Z[z] monics. Podem suposar sense perdua de generalitat que
¢, € fi(x), amb f; irreductible i demostrarem que &¥ és arrel de f;(x) per tot
k amb mcd(k,n) = 11 per tant fo = 1 obtenint que ha de ser irreductible.

Escrivim k& = pm amb p un nombre primer p { n, es suficient demostrar
que sempre que tenim & arrel de fi(z) llavors &P és també arrel de fi(x) per
a obtenir el resultat. Anem a demostrar aixo ultim. Suposem que &P fos arrel
de fa(x). Escrivim g(z) = fa(2z?) on g(§) = 0. Com f; irreductible tenim que
fi(z) = Irr(£,Q)[x] per tant tenim que

g(x) = fr(x)h(z)
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amb algun h(z) € Z[x] ja que g, f1 € Z[z] monics. Fem ara reduccié a Z/(p)[z]
on escriurem una barra damunt a la reduccié en Z/(p)[x]. Tenim llavors

g(x) = fola?) = (fa(x))?

per tant obtenim f;(x)h(z) = f,(x)P, prenem g(z) factor irreductible de f,(X)
tenim que g(x)|fo(x)P per tant g(x)|fo(x) de ser irreductible, i obtenim que g(z)
és factor irreductible per a f(z) i fo(z) on g(x)?|®, (), perd ®,,(z) no té arrels
miultiples en un cos de descomposicié sobre Z/(p) ja que ™ — 1 no en té (p t n),

per tant aquesta situacié no es pot donar, obtenint aixi la irreductibilitat per
b, (). O

Corol-lari 5.3.12. Es té Gal(z" — 1/Q) = (Z/(n))*.

Anem a fer una aplicacié del teorema anterior, i del teorema principal a la
teoria de Galois finita per a construccions amb regle i compas.

Definicié 5.3.13. FEs defineix la funcio ¢ d’Euler a la funcid definida per
¢(n) := |(Z/(n))*| per an € Nx1.

Anem a llistar algunes propietats de la funcié ¢ d’Euler.
Lema 5.3.14. La funcié ¢ d’Euler satisfa:

1. p(nm) = p(n)p(m) sin,m € N>1 amb med(n,m) =1,

2. o(p™) =p"(1— ;1)) per a p primer.

Demostracid. Exercici al lector. O

Fixeu-vos que lanterior lema permet el calcul de ¢(n) un cop tenim la fac-
toritzacié de n en nombres primers.

Definicié 5.3.15. Un nombre primer (de Q) s’anomena de Fermat si és de la
forma 2™ — 1. Diem C al conjunt de primers de Fermat.

Fixeu-vos els primers de Fermat p satisfant que ¢(p) és una potencia de 2.

Teorema 5.3.16 (Gauss-Wantzel). El poligon regular de n costats és con-
struible amb regle i compas si i només sin = 2™ Hpecp on p recorre un sub-
conjunt finit dins els nombres primers de Fermat.

Demostracio. Fixeu-vos primer que per tal de construir el poligon n-costats és
suficient demostrar que cos(2mi/n) és un nombre construible, que pel teorema
2.4.8 és equivalent que hi hagi una cadena de cossos reals amb

Ky=QCK; C...CK,

amb cos(2mi/n) € K¢ i [K; : K;—1] < 2peri=1,...,¢. Observem que tenir
Panterior cadena és equivalent (exercici al lector) a tenir una cadena de cossos

Loy:=QC L C...Ly,=Q(/m) (5.8)

amb [L; : L;—1] <2peri=1,...,m.
Per tant estudiem per a quins n l'extensié de Galois Q(e?™/")/Q té una
cadena com anterior (5.8).
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Pel corol.lari 2.4.9 s’ha de complir que [Q(e?>™/™) : Q] ha de ser una potencia
de 2, per tant usant el teorema 5.3.11 s’ha de complir que p(n) = 2returel j
per les propietats de la ¢ d’Euler n ha de tenir la factoritzacié en primers de la
forma 2™ Hpec p on p recorre un subconjunt finit dins els nombres primers de
Fermat. Anem ara a demostrar que si n té aquesta factoritzacié tenim la cadena
(5.8) demostrant el teorema. Efectivament, usem ara el teorema principal de
la teoria de Galois finita. Com Gal(Q(e?™/™)/Q) és un grup abelia d’ordre
una potencia de 2 (recordeu que estem impossant que n és 2™ HpEC p) podem

construir una cadena de subgrups de Gal(Q(e*"/™)/Q) d’index 2,
Hy = Gal(Q(e*™/™)/Q) > Hy, > Hy > ... > H}, = {id}

amb index entre H; i H;11 exactament 2 per ¢ = 0,...,k — 1, per tant per la
correspondencia bijectiva de la teoria de Galois finita obtenim una cadena

My:=QC M, C... M, =Q(e*™/™)

amb [Mz : Mi,1] = 2. O

5.4 Demostracio teorema resolubilitat radicals

Recordem que en la §5.1 van enunciar el teorema de resolubilitat de radicals,
teorema 5.1.8 i vam fer la demostracié que si p(z) resoluble per radicals sobre K
llavors Gal(p(z)/K) és resoluble per radicals, anem a demostrar ara la implicacié
que ens falta.

Lema 5.4.1 (d'irracionalitats naturals). Sigui L/K wuna extensic i p(x) un
polinomi separable sobre el cos K. Siguin Fy, Fy cossos de descomposicid de
p(z) sobre K i L respectivament. Llavors F1/K i Fy/L sén extensions de Galois
i Gal(Fy/L) és isomorf a un subgrup de Gal(Fy/K)

Demostracié. Es clar que p(z) és també separable sobre L. Escrivim ag, ..., a,
les arrels de p(z) és un cos de descomposicié de p(x) sobre L, podem pensar
Fi = K(aq,...,apn) 1 F» = L(ay,...,a,) amb F; C Fy. Definim el morfisme
de grups (exercici a comprovar que és morfisme de grups) que és ben definit ja
que Fy/L és una extensié normal:

h: Gal(Fy/L) — Gal(F1/K)

h(o) := 0|, és adir la restriccié de o en el cos Fy. Fixeu-vos que si o € Ker(h)
tenim llavors que o(a;) = a; per i = 1,...,n i per tant ¢ = id demostrant que

Gal(F>/L) = Im(f) < Gal(F1/K).
O

Ara usant el lema anterior i la proposicié 5.3.5 podem demostrar que si
Gal(p(x)/K) és un grup resoluble llavors p(x) és resoluble per radicals:

Demostracid. [de < del Teorema 5.1.8] Escrivim n = |Gal(p(z)/K)|. Com
Gal(p(z)/K) és un grup resoluble i Gal(p(z)/K(§,)) és isomorf a un sub-
grup de Danterior (via el lema d’irracionalitats naturals) per tant tenim que
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Gal(p(x)/K(&,)) és un grup resoluble. Escrivim F un cos de descomposicié de
p(z) sobre K(&,). Tenim llavors la cadena de subgrups:

amb H; <H; 1 on H;_1/H; és un grup ciclic per tot i = 1,...,¢. Pel teorema
principal de la teoria de Galois finita obtenim una torre de cossos:

Ko:=K()=E™CK,=EMC..CK/,=FE

complint a més K;/K; 1 Galois amb Gal(K;/K;—1) = H;_1/H; un grup ciclic
d’ordre n; dividint 'ordre del grup Gal(E/K(&,)) en particular dividint n
(Gal(E/K (&) és un subgrup del grup Gal(E/K) que té ordre n ). Ara com
K;_1 conté &, una arrel n-essima primitiva de 1, per la proposicié 5.3.5 obtenim
que existeix a; € K; on K; = K;_1(o;) i o) € K;—1 peri=1,...,01i per tant
K;/K;_1 és una extensi6 radical. Observem ara la torre de cossos:

KCKyC...CK;,=F

i sigui E' un cos de descomposicié de p(z) sobre K, és clar que podem triar un
E’ dins de E i com K C Kj és una extensié radical, obtenim que la torre

KCKyC..CK/,=F

és una torre formada per extensions radicals i conté un cos de descomposicié de
p(x) sobre K, demostrant que p(z) és resoluble per radicals sobre K. O

Per acabar aquesta seccié i el capitol, donem un exemple per a observar la
importancia de les arrels de la unitat per a poder obtenir una férmula en radicals
d’un polinomi p(x) quan és resoluble, en particular observarem un polinomi
concret 1 especific el qual és resoluble per radicals i per a tota torre de cossos
radical per a p(z) sobre K (on en aquest exemple correspon a K = Q):

KC...CK,

satisfa que el cos de descomposicié de p(xz) sobre K no és cap dels cossos
d’aquesta torre (justificant la definicié 5.1.3) i observarem la importancia de
les arrels de la unitat per a construir la torre i donar una férmula per radicals
de les arrels.

Anem primer a fer una mica de teoria general per a polinomis.
Sigui f(z) € K[z] un polinomi de grau n > 1 en Klx] amb mcd(f, f') =11
siguin a7, ..., , arrels de f en un cos de descomposicié L de f sobre K, (sén
diferents aquestes arrels). Escrivim

6= H (047; — Oéj) 7é 0.
1<i<j<n

Considereu o € Gal(L/K) via el monomorfisme de grups Rep : Gal(L/K) — S,
(pensem S,, com permutacions de les arrels {aq,...,a,}) poden pensar o com
un element de S,,, per tant obtenim

o) = J[ (ole)=c(a;)= [ (Crepo)i)—Crep(o)i)) = sign(Rep(a))é

1<i<j<n 1<i<j<n
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on sgn denota la funcié signe en S,, que val 1 si o és permutacié parell (és a dir
de A, el grup alternat) o —1 si o és senar, és a dir de S,, — 4,,.

Definicié 5.4.2. Donat un polinomi f(x) de grau n sobre K sense arrels repe-
tides en un cos de descomposicid, es defineix el discriminant de f(x) al nombre

A =62

Fixeu-vos A € K, ja que Vo € Gal(p(z)/K) = Gal(L/K) tenim o(A) =
0(6)% = sgn(Rep(c))?A = A i pel fet de que L/K és Galois, A € LEAUL/E) —
K. Per tant el discriminant és un element de K no zero (de no tenir arrels
repetides f). Obtenim que hem justificat el segiient resultat:

Proposicié 5.4.3. Donat f(x) € Klx] un polinomi de grau n sense arrels
repetides en un cos de descomposicio de f sobre K. Llavors es tés:

1. si A té una arrel quadrada en K llavors Rep(Gal(p(x)/K)) < A, (podem
pensar Gal(p(x)/K) com a subgrup del grup alternat);

2. si A no té arrel quadrada en K llavors Rep(Gal(p(x)/K)) & A,.

Observem tot seguit que podem calcular facilment el discriminant A d’un
polinomi. Efectivament, observeu que

1 1 1
a1 9 (7%
6 == . I
n—1 n—1 n—1
aq Q Ay,

i reescrivint 'anterior via § = |A| amb A una matriu n X n a coeficients en L

obtenim
n )\1 e e /\n—l
Mo A e
A=A A= ) .
)\n—l An . L. )\Qn_g

on \j = aj + ...+ a i fixem-nos que \; és un polinomi simetric respecte les
arrels i per tant és pot calcular a partir dels coeficients del polinomi gracies al
teorema 1.2.7 i podem calcular algoritmicament A (metode de Waring). Anem
a explicitar alguns exemples de discriminants.

Exemple 5.4.4. El discriminant per a

1. un polinomi f(z) = x? + bx + ¢ € K[z] de grau 2 amb b,c € K s’obté
A =b? — 4c,

2. un polinomi f(x) = 23+ ax® +a1x+ag € K[| de grau 3 amb ag, a1, as €
K és

A = —4ajag + a3a3 + 18agarag — 4a’ — 27a3.
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Exemple 5.4.5. Anem a explicitar un exemple concret d’un polinomi resoluble
per radicals pero que cap cadena de cossos radical conté el cos de descomposicid.

Prenem {(x) = 23—152+5 € Q[z] irreductible en Q[z] pel criteri d’Eisenstein,

a més és facil demostrar que les tres arrels de £(x) son reals. Siguin oy, ag, a3 €
R les tres arrels ara de ¢(x) (pensem el cos de descomposicié de £(x) sobre
Q dins C). Sigui L = Q(a1,a2,a3) cos descomposicié €(x) sobre Q, tenim
[L: Q] = |Gal(L/Q)| de ser Galois, i recordeu Rep(Gal(L/Q)) < Ss (sempre
[L : Q] < 3! perqué és cos descomposicid per un polinomi de grau 3). Calculem
el discriminant per a £(x) i obtenim:

A = —4(—15)3 — 27(5)% = 335%(20 —

1)
i per tant 6 = 15v/3-19 ¢ Q i sempre per construccid 0 L per tant com
-

S

L [Q(O‘z) 1 Q] =

61 Gal(L/Q) = S3
3) >; que

), Q).

Sabem pel teorema 5.1.8 que £(x) és resoluble per radicals (ja que Sz és un
grup resoluble), anem ara a demostrar que la torre formada per extensions rad-
icals pel polinomi £(x) no conté el cos de descomposicid, ho fem per reduccid a
Uabsurd, imaginem que S7 i demostrarem que no és possible. Com el teorema
principal de la teoria de Galois ens déna tots els cossos intermedis possibles
entre L/Q, si podem construir una torre radical on L apareiz a la cadena ha de
ser de la forma segiient:
4)QC Q@) CL
B) Q CQ(a;) €L, ambie€ {1,2,3},

C)QCL.

Observem primer que el cas C) no pot ser torre radical. Efectivament si L/Q
fos extensid radical, triem L = Q(6) on 6™ € Q cert n > 1, i pensem L C C,
llavors totes les arrels del polinomi x™ — 0™ sén en L per ser L/Q normal, en
particular 0e>™/™ /0 que és a C — R pero recordem que L C R, contradiccid.
Veiem ara que el cas A) tampoc pot donar una torre radical. Efectivament, és
clar que Q C Q(8) és extensid radical perqué és de grau 2. Veiem que L/Q(0)
no és una extensid radical. Si ho fos, existiria @ € L on L = Q(6)(0) on 6™ =
q € Q) per tant Irr(0,Q(9))|0™ — ¢, observem que grau(Irr(0,Q(d))[z]) =
3 =1[L:Q)]. Com L és dins R les tres arrels de Irr(6,Q(9))[x] son reals,
pero el polinomi ™ — ¢’ tan sols té com a molt 2 arrels reals!!! per tant L/Q(4)
no pot ser una extensio radical.

Veiem ara que el cas B) tampoc pot donar una torre radical. Es clar que
L/Q(«a) és radical perque té grau 2. Veiem que Q(c;)/Q no pot ser radical.
Si Q(a;) = Q(n) on ™ = q € Q tenim Irr(n,Q)[z]|z™ — q pero ara com L/Q
normal tenim que en L hi ha d’haver totes les arrels de Irr(n,Q)[z] que han de
ser 3 1 totes reals perqué L C R, pero ™ — q tan sols té com a molt 2 arrels
reals! provant que aquesta torre no pot ser radical.

Q C QU CLiQU):Q =2 ztemeC(@(az)
grau(Irr(a;, Q)[z]) = grau(l(x)) = 3 obtenim que [L : Q) Gal(
Fizeu-vos que tenim 4 subgrups de Ss: Az, < (1,2) >,< (1,3) >,< (2
corresponen als cossos intermedis respectivament: Q( ), Q(a3), Q(«

Per tant per ¢(x) sabem de forma tedrica usant el teorema 5.1.8 que és
resoluble per radicals pero en cap torre de cossos d’extensions radicals per a
£(x) hi apareiz el cos de descomposicid de £(x), tan sols en un d’aquests cossos
de una torre radical contindra el cos de descomposicio.
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En Iexemple anterior hem explicat per un ¢(z) concret que no obtenim una
torre radical pensant en una cadena donada pel cos de descomposicié. Com es
soluciona per a trobar una torre radical i trobar una féormula per les arrels en
forma radical?

A la demostracio del teorema 5.1.8 s’han donat idees per tal de trobar aque-
sta torre: introduir les arrels de la unitat. Referent a obtenir la férmula per
les arrels en radicals, és clau que si M/K radical, cal trobar un 6 explicit on
M = K(#) amb ¢/ € K per cert natural j no zero: per a trobar 6 el punt clau
es troba en la demostracié de la proposicié 5.3.5. Anem a explicitar-ho per una
equacié d’una cibica en general reobtenint la férmula per radicals donada de
forma ad-hoc en la §1.3.

Sigui ara i fins finalitzar aquesta seccié £(z) € K[z] un polinomi de grau 3
que l'escrivim per
U(z) =a® +pz +q,
observeu A = —4p3 — 27¢% i § una arrel quadrada de A. Sigui L un cos de
descomposicié de £(x) sobre K i sigui £3 una arrel 3-éssima primitiva de 1 que
introduim sobre el cos L, llavors tenim la segiient extensié de cossos on marquem
les extensions que sén sempre radicals:

Lz
N

%1 Y, \Q?
el Tadind o deger
L o \” A

k($) ME}

24
;\”61\ A w&uak

ext. ool ],C

Observeu que L(&3)/K(6,£€3) és Galois de grau 3 i per tant és ciclica. Per la
proposicié 5.3.5 és una extensio radical; per tant la cadena

K C K(&) C K(6,&3) € L(&3)

és una torre de cossos radicals que conté un cos de descomposicié pel polinomi
de grau 3 ¢(z) i d’aquesta torre hem d’expressar les arrels del polinomi ¢(z) en
radicals, anem a buscar aquesta féormula per radicals de les arrels.

Anem a buscar element 6 on L(&) = K(&,0)(0) on 0% € K(&,9). Es
facil veure que Gal(L(&3)/K(€3,0)) =< o > on o(aq) = ag, o(ag) = asz i
o(ag) = aq. Usant ara la demostracié de la proposicié 5.3.5 el candidat a 6
és (fixeu-vos ara que l'eleccié que vam fer a la §1.3 per trobar la férmula es
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transforma amb una eleccié natural a partir de la demostracié de la proposicié
5.3.5)
0 := oy + &§3an + 532,0437

escrivim
o 2
€:=q1 + 53012 + 530&3.

Fixem-nos que tenim
Be = —3p, (Be)® = —27p>; 03 + & = —27¢,

obtenim (x — 3)(x — €3) = 22 + 27qx — 27p> i per tant obtenim que 2,3 s6n
els elements %q + %(253 +1)0 € K(&,0), d’aqui i per construccié tenim

1
o] = §(9+€)

a2 = 2 (680 + &9

s = 3(E0 + &)

obtenint les férmules pel polinomi de grau 3 donades en §1.3 d’aquests apunts.
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Appendix A

Els nombres complexos

A primer curs us van definir el nombres racionals Q, els reals R i el nombres
complexos C. Recordeu que els nombres reals es defineixen per axiomes de
completitud topologica via la topologia del valor absolut usual sobre Q (valor
absolut arquimedia sobre Q), veieu I'iltim tema proposat d’aquest apendix per
diferents valors absoluts i diferents topologies.

Dins els nombres reals us parlavem de nombres irracionals i nombres racionals,
on n’hi ha dels primers un nombre no numerable i numerables pels racionals. A
teoria de Galois x € C (en particular en R) parlem de nombres transcendents
i d’algebraics, dels nombres irracionals n’hi ha d’algebraics sobre Q com /2, i
V/2,... (nombres que sén solucié d’un polinomi en Q[z] i de nombres transcen-
dents com ... (nombres reals que no sén arrels de cap polinomi a coeficients
a Q[z]). No obstant demostrar que un nombre real és transcendent no és una
tasca facil (tampoc ho és demostrar que fos irracional, és dir que no pertany
als nombres racionals!!!, per exemple: és sin(1) irracional? En cas afirmatiu, és
transcendent o algebraic sobre Q7).

Aquest appendix aprofundira ’estructura de C com nombres algebraics i tran-
scendents, estudiant-hi Aut(C) (automorfisme com cos) i comentarem la tran-
scendéncia sobre Q d’alguns nombres i referéncies per la demostracié al lector
interessat.

En aquest appendix suposem que coneixem que C és un cos algebraicament
tancat, és a dir que tota extensi6 finita de C és C (equivalentment que tot
polinomi no constant sobre C[z] té una (totes) arrel(s) a C) i volem proposar
diversos treballs per ’alumne interessat en aprofundir el temari del curs.

A.1 Primer treball: primers resultats de tran-
scendencia
La primera tasca d’aquest treball és voler presentar i demostrar el resultat de

Lioville de ’any 1844 que afirma que un nombre algebraic esta “allunyat” dels
nombres racionals, anem a detallar que volem afirmar amb el terme “allunyat”.

Teorema A.1.1 (Lioville, 1844). Per qualsevol nombre algebraic a € C amb
n = grau(Irr(a,Q)[z]) > 1, existeiz una constant ¢ (que sol depén d’a) com-
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plint
o - 2> =
q q

per tots els nombres racionals p/q amb ¢ > 0 on el valor absolut és l'usual de C
onz+iy € Ca,yeR |x+iyl =22+ y>.

Després de fer la demostracié, veureu amb un exemple com aquest resul-
tat de Lioville permet demostrar transcendencia de certs nombres expressats en
series numeriques, efectivament:

€= i 10~
n=1

. N . , . 1l j —n! in .
¢s facil comprovar és convergent, trieu p; = 107 > _,107™, ¢; = 107" i com-
- & P 1t de Lioville anteri b e
proveu | pr | < ;7 iuseu el teorema de Lioville anterior per observar que és
J

transcendent.

Segonament el treball consisteix en presentar una demostracié sobre la tran-
scendencia dels nombre 7 i del nombre e (potser acceptant algun resultat d’analisi
complexa).

Fem primer una mica d’historia. Euler 'any 1744 va demostrar la irra-
cionalitat de e i 'any 1781 Lambert va demostrar la irracionalitat del nombre
m. No fou fins 1873 que Hermite va demostrar la transcendencia del nombre
e. Aquest treball d’Hermite va aportar una nova linea de treball, la qual, una
generalitzacié va permetre a Lindemann demostrar el 1882 la transcendencia
de w. Aquests treballs van ser estudiats, simplificats i generalitzats per grans
matematics com Weierstrass, Hilbert i Hurwitz.

Vosaltres en el seminari cal que doneu una demostracié analitica, sense usar
el teorema de Lindemann(-Weierstrauss) i/o la generalitzacié de Baker (veieu
el tercer treball per 'aplicacié d’aquest resultat).

[Referencies: consulteu pp.1-5 del llibre Alan Baker “Transcendental number
theory” Cambridge Mathematical Library.
També podeu consultar “Calculus” de Spivak per la prova e i w transcendent).

A.2 Segon treball: clausura algebraica d’un cos

Hem vist a classe que si a € C és algebraic sobre Q tenim que Q(a)/Q és
una extensié algebraica sobre Q, és a dir tot ¢ € Q(«) és algebraic sobre Q
és dir £ és solucié d’un polinomi no zero sobre Q[z]. Considerem ara Q =
{a € Cla algebraic sobre Q}, demostrarem que és un subcos de C i que és
algebraicament tancat, Q s’anomena la clausura algebraica de Q dins de C.
Per fer-ho, ho fareu en un context més general.

Comencem fent la segiient definicio,

Definicié A.2.1. Una extensio de cossos L/K (usualment de grau infinit) es
div una clausura algebraica de K si L/K és algebraica i L és algebraicament
tancat.
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Fixeu-vos que C/Q no és algebraica ja que m € C no és algebraic.
Recordeu que C és un cos algebraicament tancat.

La primera feina d’aquest treball és enunciar i demostrar 'existencia de la
clausura algebraica per a un cos K arbitrari.

Teorema A.2.2. Donat un cos K qualsevol, existeir una clausura algebraica
L/K.

La segona feina és demostrar la unicitat (llevat d’isomorfisme) de la clausura
algebraica d’un cos K, anem-ho a detallar una mica.

Proposicié A.2.3. Siguit: K1 — Ko un monomorfisme amb K; cossos, amb
K5 algebraicament tancat. Considerem L/K;y una extensid algebraica llavors
existeir j : L — Ko monomorfisme amb jigx, = t.

I demostrar,

Teorema A.2.4. Siguin L1/K i Ly/K dos clausures algebraiques de K llavors
existeiz un automorfisme ¢ : Ly — Lo amb @i = id.

Un cop demostrats els resultats anteriors, apliquem-los a K = Q. Es facil
demostrar que Q és una clausura algebraica de Q i és tinica entre les clausures
algebraiques de Q dins C. Demostreu que Q és numerable, per tant hi ha un
nombre no numerable de nombres no algebraics en C.

[Referéncia: capitol 8 del llibre d’en Garling “A course in Galois theory”,
Cambridge University Press. Consulteu també el capitol 6 del llibre de’'n Milne
“Galois Theory”.]

A.3 Tercer treball: més exemples de nombres
transcendents mitjangant els teoremes de
Lindermann(-Weierstrass) i Baker

Estudi de la transcendéncia de af.

El treball de Lindermann presentat en l'any 1882 (veieu també el primer
treball pel primer resultat important d’aquesta memoria de Lindermann que
demostrava la transcendencia de 7w per primer cop) afirmava un altre resultat
(una demostracié completa va ser donada per Weierstrass alguns anys després),
és,

Teorema A.3.1 (Lindermann-Weierstrass). Siguin ai,...,a, nombres alge-
braics sobre Q que son Q-linealment independents. Llavors les exponencials

el ..., e compleizen que no hi ha cap polinomino nul f(x1,...,x,) € Qz1,...,2y]
complint f(e*,...,e*) = 0.

Aquest teorema és equivalent al teorema

Teorema A.3.2 (Lindermann-Weierstrass). Siguin aq,...,a, nombres alge-
braics sobre Q diferents. Llavors e®', ..., e* son Q-linealment independents.



88  Francesc Bars, (versié preliminar) Els nombres complexos

Després d’esbocgar-ne la prova en la vostra expossicié en el seminari, ex-
pliciteu tot demostrant-ho diferents conseqiiencies immediates del teorema de
Lindermann-Weierstrass com sén ! 2:

1. e* amb « algebraic no zero és transcendent,
2. 7 i e transcendents (m:red.absurd i useu e™ = —11 €% = 1),

3. sin(a), cos(a), sec(u), cosec(u), tan(u), cotan(u) amb u algebraic no nul sén
transcendents (useu expressions de ¥, e™** amb x € R per les anteriors
funcions trigonometriques)

4. u # 1 algebraic no zero i f una de les funcions trigonometriques inverses,
Navors f(u) és transcendent sobre Q,

5. si u # 1 algebraic llavors log(u) és transcendent sobre Q.

L’any 1900, Hilbert, dins el congrés internacional de matematiques (el ICM,
que es celebra cada quatre anys, i recordeu que 'any 2006 el ICM va celebrar-se
a Madrid) va presentar un conjunt de 23 problemes que van ser referéncia per
tots els matematics en la seva recerca durant tot el segle XX, [per aprofundir en
aquests problemes (cosa que no se us demana en aquest treball!l!) i els posteriors
esforgos animo a tot matematic interessat a llegir “El reto de Hilbert” de Jeremy
J.Gray publicat en ed.Critica |.

El seté problema es referia a transcendencia i preguntava:

Donats «, 8 € C algebraics sobre Q amb «a # 0,1 que podem dir sobre tran-
scendeéncia o no del nombre complex o sobre Q? per exemple és 2‘5(:
eﬂlog@)) transcendent sobre Q7

La intuicié de Hilbert va fallar aqui, ja que inicialment va considerar que la
solucié d’aquest problema vindria després de demostrar la hipotesi de Riemann
(que encara és un problema obert) i 'iltim teorema de Fermant (demostrada
per Wiles recentment, 1995-1998). Gelfond 1929 i Kuzmin 1930 van aportar
resultats parcials fins arribar al resultat general que afirmava la transcendencia
de of usant una técnica d’analisi d’una funcié auxiliar, el resultat obtingut
simultaneament per Gelfond i Schneider (de forma independent) és,

Teorema A.3.3 (Gelfond-Schneider, 1934). Siguin a1, a9, 81 i B2 nombres al-
gebraics sobre Q no zero amb log(aq),log(as) Q-linealment independents, lla-
vors

B log(ar) + B2 log(az) # 0.

Demostreu que aquesta formulacié d’aquest teorema implica el corol.lari
segilient,

IExponencial complexa i logaritme complex. Coneixéu, les funcions de variable real
e:R— {r eRlr>0}ilog:{r € Rlr >0} — R. Sabem que €!" = cos(r) +isin(r) amb r € R
aixd permet definir una exponencial complexa amb la propietat exp(A + B) = exp(A)exp(B)
amb A, B € C definida per exp : C — C* exp(r +is) := e(r) cos(s) + ie(r) sin(s) amb r, s € R.

2Fixem-vos que exp(c + 2mik) = exp(c) per ¢ € C amb k € Z, per tant la funcié exp no
és injectiva. No obstant podem plantejar-nos si existeix un logaritme, no obstant la falta
d’aquesta injectivitat fara que s’han de restringir a una banda de nombres complexos, “deter-
minacié del logaritme”, indicant que en aquesta banda no hi ha dos nombres complexos on la
seva diferéncia sigui un multiple enter de 27i € C. Usualment es tria el seglient subconjunt
M_7 7 ={ceC|—nm <Im(c) < 7}is’obté una funcié logaritme log : C* — M_ » complint
exp(log(a)) = a € C, fixeu-vos que es compleix log(ezp(a)) = o’ amb o — o/ = 2mwik’ per a
cert k' € Z.
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Corol-lari A.3.4 (Gelfond-Schneider, 1934). «, 3 algebraics sobre Q no zero
amb a # 14 3 ¢ Q llavors of és transcendent sobre Q.

Aqui acaba la primera part del vostre treball. Deixeu-me completar una
mica més la posterior evolucié i algunes altres qiiestions.

El teorema de Gelfond-Schneider de 'any 1934 es va plantejar si es po-
dia generalitzar a una expressié amb n enlloc de 2 i es va observar que fer-ho
aportaria resultats de transcendeéncia per expressions de la forma e o/f Loabn
amb (3;, a; algebraics. Va ser Alan Baker 'any 1966 que obté aquesta general-
itzacié (comentar que a 'TCM 1970 Baker va rebre la medalla Fields per aquesta
aportacid):

Teorema A.3.5 (Baker, 1966). Si aq,...,q, son nombres algebraics no zero
complint que
log(ay), ..., log(ay,)

son Q-linealment independents llavors 1,log(aq), . .. ,log(ay,) sén Q-linealment
independents.

Com a conseqiiencies s’obtenen els seglients corol.laris

Teorema A.3.6 (Baker,1966). Siguin a1,...,n,01,..., 0, algebraics, amb
as mo zero. Escrivim 6 := (1log(an) + ...+ By log(ay,). Sid # 0 llavors 6 és
transcendent sobre Q.

Teorema A.3.7 (Baker, 1966). El nombre e afl ...aPn és transcendent sobre
Q per qualsevol aq, ..., ap, Bo, B1,-- -, Bn algebraics no zero.

Teorema A.3.8 (Baker, 1966). El nombre o' ...aP" és transcendent sobre Q
per qualsevol aq, ..., algebraics no zero ni 1, i qualsevol nombres algebraics
B1y..., B complint que 1, 31, ..., By Q-linecalment independents.

Fins aqui, tan el primer treball d’aquest seminari com en aquest treball
hem estudiat transcendencia sobre Q. Tot seguit, en el segiient treball d’aquest
seminari, parlarem de bases de transcendéncia i surt la pregunta natural (veieu
proposicié A.4.2) si un nombre transcendent sobre Q ho és encara sobre Q(d)
on § és un altre nombre transcendent, per exemple podem preguntar-nos: és m
transcendent sobre Q(e)?

Per respondre afirmativament caldria afirmar que no existeix f(x,y) € Q[z,y]
no zero complint f(e,7) = 0.

Hi ha molt pocs resultats en aquest sentit. Hi ha una conjectura de Schanuel
que aportaria gran progrés en la materia. Anem a explicar-la, no obstant hem
d’introduir primer la segiient definicid.

Definicié A.3.9. Sigui F/K extensid de cossos. Siguin ay,...,am € F. Diem
que ay, ..., G, son algebraicament independents sobre K sitota f € Klx1,...,Zm]
complint f(a1,...,ay,) =0 implica f =0.

Conjectura A.3.10 (Schanuel). Siyi, ..., Yy, nombres complexos Q-linealment
independents llavors hi ha com a minim m dels nombres

1
y17"'aynL76y 7"'7eym

que son algebraicament independents sobre Q.
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Suposant certa la conjectura, considereu els dos nombres algebraics Q-linealment
independents 1,4, obtenim 1,im, e’ = —1,e almenys dos sén algebraicament
independents, per forga han de ser i7 i e, d’aqui facilment s’obté:

Corollari A.3.11. Si la conjectura de Schanuel anterior és certa llavors m és
transcendent sobre Q(e) i e és transcendent sobre Q().

[Referéncia (pel treball): P.Morandi, “Fields and Galois theory”, Springer,
GTM 167, p.135 i posteriors.
Altra referencia: A. Baker, “Transcendental number theory”, Cambridge, CML,
capitols 1, 2.]

A.4 Quart treball: base de transcendencia

Hem vist del segon treball que tenim

QcQccC

on Q és el cos que conté tots els nombres complexos que sén algebraics sobre Q
(a més és numerable), per tant C — Q estd format per nombres transcendents
(i és un conjunt no numerable). En el tercer treball hem demostrat que per ex-
emple eV2ie2V2 g6n transcendents, pero és clar que ambdéds tenen una relacié
algebraica entre ells. Volem un concepte de base de transcendencia on no hi
hagi relacié algebraica entre aquests nombres, aquest problema s’ha plantejat
ja anteriorment; efectivament hem preguntat en el treball anterior si e és tran-
scendent sobre Q(7) o no. La nocié de base de transcendéncia sobre un cos
F C C refereix a triar un conjunt maximal de nombres de C que sén algebraica-
ment independents sobre el cos base F' (veieu definicié A.3.9 d’algebraicament
independents en el treball anterior).

El treball consisteix en presentar la nocié de base de transcendeéncia i obtenir-
ne la seva existencia i propietats basiques, i com aplicacié observar que C/Q
té una base de transcendencia (format per nombres transcendents sobre Q i
en particular sobre Q) no numerable {t;};c; on C/Q({t;}ics) és una extensi6
algebraica (C és una extensi6 algebraica sobre Q({t;}icr)-

El treball consisteix en exposar §18.1 i §18.2 del llibre de’n Garling, veieu
referencia.
Anem a detallar el treball, comencem fent la segiient definicié:

Definicié A.4.1. Un subconjunt S de L és algebraicament independent sobre
K (L/K extensid de cossos) si per cadascin dels subconjunts finits T de S, els
elements de T son algebraicament independents respecte la definicié A.3.9.

Per agafar intuicié enuncieu aquest resultat sense demostrar-ho,

Proposicié A.4.2. Sigui L/K extensid i 01,...,0, elements diferents de L.
Denotem Ko = K, K; := K(61,...,6;) peri =1,...,n. Llavors {61,...,0n}
son algebraicament independents sobre K si i només si §; és transcendent sobre
K, 1 peri=1,...,n.

Denotem per Ly x = {S C L[S algebraicament independent} ordenem
aquest conjunt per inclusié, un element S € L,x maximal respecte inclusi6
s’anomena una base de transcendencia de L sobre K.

Observareu la propietat segiient (demostrant-la o no)
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Proposicié A.4.3. Sigui L/K una extensid i S subconjunt de S. Llavors S és
una base de transcendéncia de L sobre K si i nomes si S € L i i L/K(S) és
una extensio algebraica.

I demostrareu

Teorema A.4.4. Sigui L/K extensid, i A un subconjunt de L on L/K(A) és
algebraic i C un subconjunt de A que és algebraicament independent sobre K.
Llavors existeiz una base de transcendéncia B de L sobre K amb C C B C A.

Un cop demostrat aplicarem a demostrar que C té una base de transcendencia
S sobre Q o sobre Q on S és un conjunt no numerable (useu el fet que tota ex-
tensié algebraica finita 0 no d’un cos numerable és numerable).

[Referencia: el llibre Garling “A course in Galois Theory” de la Cambridge,
capitol 18.]

A.5 Cinqué Treball: Autg(C)

Aquest treball intenta donar idees de cossos isomorfs a R que es troben dins
de C, ( penseu que cal que mantingui 'operacié producte i la idea “ximple” de
rectes dins C passant per 'origen, que sén QQ-espais vectorials, no donen cossos:
el producte de dos nombres surt d’aquesta recta), i de com és de gran Autg(C).
La dificultat d’aquest treball radica en donar-ne una referencia, anem doncs a
indicar el treball en forma d’exercicis e indicacions per poder-los fer.

Sempre aquest treball Aut(K) es refereix a automorfismes de cossos del cos
K en ell mateix, i Autp(K) els automorfismes del cos K deixant fix el cos M.
El primer que farem és demostrar el segiient resultat

Proposicié A.5.1. Aut(R) = {id}.

Indicacié: es facil demostrar que fixa Q. Després demostreu que envia nom-
bres reals positius a positius i preserva ordre, obtenint

{reQla<r}={reQlafa) <r}

per a € Aut(R), usant la propietat de suprem en conjunts en R obteniu el re-
sultat.

De D’anterior proposicié observem que tenim molt pocs automorfismes del
cos dels nombres reals, tan sols un!!!

Anem tot seguit a estudiar Aut(C) els automorfisme de cossos de C en ell
mateix. Es facil demostrar que Autg(C) = Aut(C).
Del treball anterior tenim que C és una extensi6 algebraica de Q(S) on S és una
base de transcendeéncia de Q a C on S és un conjunt no numerable. Observeu:

Lema A.5.2. Hi ha una infinitud no numerable de Autm(Q(S)).

Per fer-ne la demostracié observeu que qualsevol bijecci6 del conjunt S déna
un automorfisme de Q(S) fixant Q i recordeu que S és un conjunt no numerable.
Tot seguit demostreu:
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Proposicié A.5.3. Tot ¢ € Autg(Q(S)) s’extén a un element del grup Autz(C)
i en particular déna elements del grup Autg(C), i Autg(C) és un grup amb un
nombre no numerable d’elements.

Per demostrar-ho, considereu ¢ € Autgm(Q(S)), podem pensar-ho com ¢ :

Q(S) — C, i demostreu primer que ¢ s’estén a un monomorfisme ¢~) :C—-C
(useu lema de Zorn, recordeu C/Q(S) és una extensié algebraica). Tot seguit,
demostreu que ¢ és automorfisme, és a dir un element de Aut@((C), per fer-ho

observeu ¢(C) = C i C/¢(C) és una extensié algebraica de com esti construit
¢, observeu que gg((C) és algebraicament tancat i intenteu concloure.

Un podria preocupar-se per Autg(C) enlloc d’estudiar Aut@((C) on en aquest
altim Pautomorfisme fixa tots els nombres algebraics sobre Q, pero per les nos-
tres qiiestions aqui és suficient. Fixeu-vos que un nombre algebraic sobre Q
ha d’anar un algebraic sobre Q per un automorfisme de Autgy(C); per tant un
grup clau a estudiar és Autg(Q) (un automorfisme de Auty(Q) podem pujar-lo
a Q(9), hi ha una infinitud no numerable d’automorfismes de pujar-los i cadas-
cun d’aquests automorfisme a Q(S) heu demostrat en la prova sugerida per la
proposicié anterior que poden pujar-se a C, és a dir a elements de Autgp(C)
on aquest tltima pas el nombre d’aixecaments d’un automorfisme en Q(S) a
C és un conjunt numerable, ja que és C/Q(S) extensié algebraica) aquest és el
grup més important pels teoristes de nombres i gedometres aritmetics, una millor
comprensié permetria un millor atac a problemes d’aquests camps matematics.

Centrem-nos amb algunes conseqiiencies dels nostres resultats, heu de de-
mostrar,

Corollari A.5.4. C conté infinits cossos isomorfs a R que contenen a Q.

Per fer la demostracié observeu que si o1, 09 € Autg(C) tenim que o, 'oy €
Autg(R) i per tant o1, 02 sén iguals si es restringeixen a R.
Tot seguit, definiu la relacié d’equivaléncia o1 ~ g3 < 01(R) = 02(R). Veieu
que en cada classe sol hi ha dos elements de Autgp(C), useu la infinitud dels
Autg(C) per a concloure.

Finalment demostreu el segiient resultat:

Proposicié A.5.5. Sigui K C C un cos diferent dels R pero isomorf a R.
Demostreu que K és dens en C amb la topologia del modul en variable complexa

|z = a+ bi| = Va? + b2.

Per la prova si 8 : R — K és I'isomorfisme de cossos, és facil demostrar que
s’extén a un automorfisme dels complexos 3 : C — C. Heu de demostrar que
donat = + 1y € C arbitrari i per a tot € > 0 existeix elements del cos K, diem-lo
7 complint |z + iy — n| < €. Per fer aixd trieu a + bi € K arbitrari amb b # 0
isiq,q2 € Qobserveu ¢1(a+ bi) + g2 = (q1a + q2) + q1b1 € K, per qualsevol
racionals q1, g2. Ara trieu ¢q, g2 amb els proposits buscats usant que la clausura
del valor absolut usual (arquimedia) de Q és R.

A.6 Sise Treball: Inmersions i topologies

Considerem el cos K := Q[z]/(2? — 2), fixem-nos que la clase de = representa
un numero on el seu quadrat és 2, dins dels nombres complexos hi ha dues
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possibilitats per aquest valor +v/2 i podem definir els segiients isomorfismes de
cossos (inmersions de K en C),

01: K —Q[V2]CC,o0: K - Q[-V2]CC

via o1([z]) = V2 i o2([z]) = —v2. A C tenim el valor absolut usual |z =
a + bi] = va? + b? definint-hi una topologia. Anem a estudiar com o; donen
valors absoluts diferents en K i per tant topologies diferents. Ho farem en gen-
eral per un cos K no necessareament extensié de grau 2 sobre Q, sin6 de grau n.
Anem a detallar el treball, es un treball que combina analisi, topologia i algebra.

Definicié A.6.1. Sigui K un cos qualsevol. Un wvalor absolut de K és una
aplicacid | | : K — R tal que Va,y € K satisfa els aziomes segiients:

1. |z| >0,
2. |z =0&2=0,
3. |yl = 2llyl; @

4. desigualtat triangular: |x +y| < |z| + |y|.
Si a més satisfa un axioma més fort que la desigualtat triangular:

(d’) desigualtat ultramétrica: |x + y| < maz(|z|, |y|)

es diu que el valor absolut és no arquimedia o ultramétric, en altre cas el valor
absolut s’anomena arquimedia.

Recordeu que donar un valor absolut en K, defineix una topologia donat per
la distancia(z,y) = |z — y|.

Observeu que tot ’analisi que us han explicat es arquimedia, pero hi ha tot
un altre analisi no arquimedia que no se us explica. Perque és util I'analisi no
arquimedia? Es molt ttil per teoria de nombres per exemple, recordeu la reina
de les matematiques segons Gauss ja que és una disciplina que usa tant analisi,
geometria, algebra i topologia. Anem a donar un conjunt de valors absoluts a
Q per tenir idea de diferents valors absoluts.

Exemple A.6.2. Valors absoluts en Q. A Q, hi ha el valor absolut ar-
quimedia usual |x| := max(x,—z). D’altra banda per cada nombre primer p
de Q definirem un valor absolut (no arquimedia) mitjancant |z|, := p~»@) on
vp(x) €s Uenter definit de la forma segiient: escrivim x € Q com x = 7= amb
n,m enters coprimers, sigui {1 la poténcia de p que divideix n i fs la poténcia
de p que divideiz m lavors vy(x) = €y —la. Per ezemple |24]y = 35, [24]5 = 1 i
|24|, =1 per a p > 5, fireu-vos que el valor |x|, ens permet saber com el primer
p apareir en x, propietat aritmetica.

Es pot demostrar que aquests valors absoluts que acabem de presentar son
tots els valors absoluts a Q que defineizen topologies diferents, tot sequit ho
detallem un mica amb més generalitat.

Definicié A.6.3. Dos valors absoluts d’un mateiz cos K, | |1,| |2 s’anomenen
equivalents quan defineizen la mateiza topologia, recordeu que la topologia don-
ada per un valor absolut | | és via la funcid distacia distancia(x,y) = |z — y|.
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Es pot demostrar,

Proposicié A.6.4. Dos valors absoluts no trivials d’un cos K | |1,| |2 son
equivalents si i només si existeix un nombre real r > 0 tal que per a tot x € K
]2 = [}

Recordem que R és un cos complet respecte el valor absolut usual arquimedia,
i R s’obté de completar Q amb el valor absolut arquimedia. També hi ha com-
pletacions de Q pels valors absoluts no arquimedians de ’exemple A.6.2, aquesta
completacié déna altres cossos que no treballarem en aquest curs, cossos p-adics
que s’anoten per Q.

Anem avui a parlar de cossos respecte un valor absolut arquimedia.

Teorema A.6.5 (Ostrowski). Sigui K un cos complet respecte d’un valor abso-
lut arquimedia | |. Llavors K és isomorf al cos R o bé al cos C i el valor absolut
|| és equivalent al valor absolut usual (i.e. lisomorfisme de cossos €s també un
morfisme continu amb les topologies donades pels valors absoluts).

Anem després d’aquesta introduccié a detallar el que heu de treballar en
aquest treball del seminari, fins ara tan sols era a nivell divulgatiu.

Considereu K una extensi6 finita de Q, tenim [K : Q] = n, veurem a teoria
que K és simple i per tant K = Q(«) on grau(Irr(a,Q)[z]) = n, per cert « € K.
Per a cada arrel ¢; € C del polinomi Irr(a, Q)[z] podem definir monomorfisme,

o5, : K —C

via 0g, (@) := 6; 1 Q-lineal. Aquest morfisme que anomenem immersié defineix
un valor absolut en K (i per tant una topologia en K) definit per:

%05, =1/ 05, (2)05, ()

on donat v =a+ bi € C amb a,b € R, ¥ = a — bi és el conjugat complex.
Ordenem les n arrels de Irr(a,Q)[z] de la forma: aq,...,a, € R les arrels
reals i

Qpy 1, Oy 15+ oy Olpy g s Olpy iy

, les arrels complexes i no reals (recordeu que si «y és arrel d’un polinomi a Q[x]
també 7 és arrel d’aquest polinomi). Considerem les diferents immersions:

On, : K —=C

definides per o4, () = a; 1 Q-lineals, observeu que les 1 primeres la imatge és
real, i les 2ry segones la imatge no és dins els nombres reals.
El teorema a estudiar i a demostrar és

Teorema A.6.6. Sigui K una extensio de grau n. Siguin r1,79 com abans.
Tot valor absolut arquimedia de K és equivalent a un dels valors absoluts ||,
amb i € {1,....n}, a més si aip1 = a; el valor absolut |z, — €s igual a
|6, @ llevat d’aquestes identificacions tots els valors absoluts anteriors sén no
equivalents, i per tant hi ha en K exactament r1+rs valors absoluts arquimedians
no equivalents.

[Referencia: J. Neukirch “Algebraic Number Theory”, cap.Il §3,Springer]



Appendix B

Aprofundint amb
construccions geometriques
usant teoria de galois

Hem vist a classe de teoria que un punt « € R és construible amb regle i compas
si 1 només si existeixen una torre de cossos Q = Ky C K; C ... C K,,, amb
€K, i[K;: Ki1]<2peri=1,...,m.

En aquest apendix expossarem diversos treballs per ’alumne interessat a
ampliar resultats sobre construccions amb regle i compas de certs punts i un
segon bloc de treballs referent a construccions possibles amb origami, és a dir
distancies que poden fer-se amb plecs en un paper (via certs axiomes). En
técniques d’origami s’obté un resultat analeg a Panterior perod amb [K; : K;_1] <
3, per tant la construccié en origami permet fer més construccions que amb regle
i compas.

B.1 Construccio del poligons regulars amb regle
i compas.

En aquests treballs volem estudiar per a quins n € N cos(2) i sin(2X) sén
construibles amb regle i compas, ja que si ho sén ens permet construir el

punt P = (cos(2%),sin(22)). Considereu el cos Q(e*), on recordeu e’ =

cos(2X) +isin(2X) € C. Es facil demostrar que el poligon regular d’ n-costats és
construible amb regle i compas si i només si Q(e™» ) té una cadena de subcossos

Q=1LyC L C...C L amb Q(eQZi) C L.i[L;: Li—1] < 2 si i només
si Q(cos(%)) té una cadena de subcossos Q = My C M; C ... C M, amb
Q(COS(Zﬂi)) - Ms amb [Ml : Mi—l] < 2.

n

(Trl) Treball 1: Un petit estudi del cos Q(e*"). |
En aquest treball heu de calcular [Q(e%) Q)i Py(z) = Irr(e%,(@) 2],
Es clar que e+ és una arrel de #" —11 és clar que 2" —1 = (x—1)(z" 1+

..t a+1). Peran > 2tenim P,|z" ! +...+ 2+ 1. Observeu que si m|n
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(Tr2)

(amb m # n, m > 2) les arrels no 1 de ™ — 1 sén de 2™ — 1 i per tant
s’'obté P,|z" ! + ...+ 2 + 1. Definim ara una arrel n-éssima primitiva
&n € C com un arrel de 2™ — 1 perd que no és arrel de ™ — 1 quan m|n
amb m # n. Definiu el polinomi

D, () = H(m —&n).

&n
I definim ¢(n) := grau(®,,).

El treball consisteix en:

1) demostrar @, (z) € Q[z],

2) Demostreu ¢(n) = #{¢ € N>q|med(¢,n) = 1,£ < n}. Si escrivim n =
n;—1

[17_, pi' amb p; primers, demostreu llavors que <p( ) =L P (pi—1).
3) Proveu que P,(z) = ®,(z) i per tant [Q(e*") : Q] = p(n).
[Referéncia: llibre de Matematica discreta de’n Rifa i altres autors, Mate-

rials UAB, i/o algtn llibre de Teoria de Galois (en aquest dltim cas vigileu
a no utilitzar tecniques no donades encara en el curs)].

Treball 2: Poligons construibles amb regle i compas. Primers de
Fermat.

El treball consisteix principalment en demostrar el segiient teorema de
Gauss (usant el resultats del treball 1 d’aquest seminari):

Teorema B.1.1 (Gauss, 1796). Si el poligon d’n-costats és construible
amb regle i compas llavors n és de la forma segiient n = 2° 0 bé 2°py-...-p,
on p; son primers diferents de Fermat, amb s € N.

Falta dir que és un primer de Fermat: un primer s’anomena de Fermat si
és de la forma p=2"+ 1 amb r € N.

Usant el petit teorema de Fermat és facil demostrar que els possibles
primers de Fermat han de ser de la forma 2% + 1 (efectivament 27 =
—1(mod p) per tant 2r|p — 1).

Fermat va conjecturar ’any 1650 que tots els nombres naturals de la forma
22’ 11 s6én primers, aquesta conjectura és errdnea i va ser Euler Pany 1732
que va donar el primer contraexemple.

El treball consisteix primer en demostrar ’anterior teorema de Gauss, i tot
seguit explicitar els primers de Fermat més petits que sén primers i obser-
var que la conjectura de Fermat és erronea, és a dir donar el contraexemple
d’Euler.

[Referéncia: qualsevol llibre de teoria de Galois, per exemple el Garling].

Comentar, a caire informatiu, que més endavant en el curs veurem que
Q(ezzlm) té la bona propietat d’extensié d’automorfismes sobre Q, dita
“extensié de Galois sobre Q" amb cert grup (grup d’automorfismes) que
anomenarem grup de Galois, i el coneixement dels subgrups d’aquest grup
(que en el cas Q(e*™/™) és un grup abelia i per tant molt facil calcular-
hi tots els subgrups) permet construir tota la torre de subcossos (corre-
spondencia de Galois) i per tant si tenim una torre de subcossos amb grau
2 obtindrem que és construible, aix0 permet demostrar usant teoria de
Galois el reciproc de I'anterior resultat de forma molt senzilla.




B.1 Construccié del poligons regulars amb regle i compas.

Referent a aquest reciproc a ’anterior teorema de Gauss, cal comentar
que Gauss va afirmar-lo, pero la primera demostracié va ser presentada
Pany 1836 per Wantzel:

Teorema B.1.2 (Wantzel, 1836). Si n = 2° o0 bé 2°py - ... - p, on p;
son primers diferents de Fermat, amb s € N, llavors el poligon regular de
n-costars és construible amb regle i compas.

(Tr3) Treball 3: Construccié del poligon regular de 17 costats

Gauss tenia dues passions, les matematiques i la filologia. Va esser (segons
una llegenda) trobar la segiient expressié als dinou anys d’edat, (1796):

2
16005(1—7;) = —1+V17+1/34 - 2xﬁ7+2\/17 +3V17 — /34 — 2V/17 — 24/34 + 2V17,
(B.1)

que va fer-lo decidir a dedicar-se a les matematiques completament. Ob-

serveu que la igualtat (B.1) ddéna la construccié algebraica del punt nec-
essari per a construir el poligon regular de 17 costats que Gauss sabia
que era construible pel teorema de Gauss que hem intrduit en el treball 2
d’aquest seminari.

Aquesta expressi6 (B.1) com 'argument general de construccié de poligons
regulars (el teorema de Gauss explicat en el treball 2 d’aquest seminari)
es troben a §365,366 del llibre “Disquisions Aritmetiques”, llibre de C.F.
Gauss dedicat a la que ell considera la reina de les matematiques: “la
teoria de nombres”.(Hi ha la versié en catala d’aquest llibre de Gauss per
Griselda Pasqual, editat per la Societat Catalana de Matematiques)

Cal dir que Gauss no va explicitar la construccié amb regle i compas del
poligon regular en 17 costats. El primer en explicitar-ho va esser Erchinger
al voltant de I'any 1800. Una altra de les histories diuen que Gauss en
observar la construccié va demanar que la construccié del poligon regular
amb regle i compas fos reproduida en la seva lapida.

El vostre treball consisteix en:

1) trobar Ir7(cos(3Z),Q)[x], i obtenir Pexpressié de Gauss per cos(3%) de
lequacié (B.1),

2) trobar extensions de cossos M; amb [M; : M;_1] = 2 que justifiquin que
és construible amb regle i compas el poligon regular de 17 costats,

3) i usar aquestes extensions de grau 2 per a donar una construccié amb
regle i compas per a la construccié del heptadecagon regular.

[Referéncies: Per a obtenir 'expressié donada per Gauss, i calcular Irr(cos(27/17), Q)[X]
consulteu per exemple:

“Constructibility of Regular Polygons”, Eric T. Eekhoff, Iowa State Uni-

versity, pages 9-13.

Després d’haver obtingut ’expressié de Gauss donada per la férmula (B.1),
per a la construccié de cossos intermedis de grau 2 i una construccié amb
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regle i compas, suggerim la construccié segiient donada per Linn Smith
(1920):
Denotem per z; = 2cos(27/17), és Parrel més gran (ambdues sén a R) de
I’equacié:
72—y Z 4y, =0
on y; és larrel més gran de l'equaci6é (ambdues arrels sén reals):
Y2—2Y —1=0
i y4 és I’arrel més gran de I'equacié:
Y2 — 25 —1=0;
on xp i x9 sén arrels reals amb z1 > x5 de I'equacié:
X+ X—-4=0.

Un cop comprovat, fixeu-vos que les arrels de W2 — aW +b = 0 d’'un
polinomi de grau 2 s’obtenen intersecant ’eix OX amb la circumferencia
construida de la forma segiient: tenim els punts que hem de suposar con-
struibles (a,b) i (0,1), considereu P = (a/2, (b+ 1)/2), la circumferéncia
buscada és la que té centre P i que passa per (a,b) i (0,1). Si necessiteu
més detalls consulteu: “A construction of the regular polygon of seventeen
sides” de L.Lynn Smith, Amer. Math. Monthly 27 (1920), no. 7-9, pp.
322-323.]

La lemniscata de Bernouilli.
Aquest apartat és totalment divulgatiu i tan sols de caire informatiu.

Comencem parlant primer de la circumferencia.

Considerem 22 + y% = 1 i sigui lox () la longitud de P’arc del primer quad-
rant de la circumferéncia que s’obté de recorre de 0 fins  amb = € [0,1] (és a
dir la longitud de la circumferéncia d’anar del punt (0, 1) al punt (z, v1 — z2)),
igualment lgpng1c(6) la longitud de l'arc d’un angle § format a partir del punt
(0,1) en el sentit de les agulles del rellotge, és a dir entre el punt (0,1) a
(sin(#), cos(f)) = (z,v/1 — 2?) amb 6 angle expressat en radiants sobre la cir-
cumferéncia (fixeu-vos que aquesta no és la nocié estandard de definicié del sinus
i cosinus).

Recordeu lgngie(1) = 1 (aquesta és la definicié de radiant) i per tant lyngie(6) =

6.

Anem a fer una mica d’analisi i geometria diferencial, anem a trobar lpx ().
La férmula per la diferencial d’arc és di? = dxz? + dy? i per la circumferéncia
d’equacié 22 + y2 = 1 obtenim dl = %, d’on

I (x)_/xL
(004 0 ,717t27
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és mondtona creixent en Uinterval [0, 1], per tant té una funcié inversa ¢ on

p(a) dt
0 V1—t2 ’

fixeu-vos perd que aquesta ¢ és la funcié sin, efectivament, lox(x) = 6 on 6
és langle en radiants recorregut entre el punt (0,1) a (z,v1— a?), per tant
x = sin(f), d’on obtenim:

sin(0) dt
0 VI—12
Observem que lpx (1) = 7/2 = fol \/%, és la longitud de l'arc de la circum-
ferencia en el primer quadrant i és un nombre transcendent.
Per a construir 'n—agon regular en la circumferencia, hem de calcular el sin(%”),
volem una longitud d’arc de magnitud 27/n. Aquest resultat equival a estudiar
el cos Q(e2™/™) on *™/™ s6n elements de torsié de C*, i usant teoria de Galois
estudiar el grup Autg(Q(e?™/™)) que és abelia.

0:

Anem a la lemniscata. L’equacié de la lemniscata presentada per Jacob
Bernouilli té per equacio:

En coordenades polars # = 7 cos(f), y = 7 sin(f) I'equaci6 (22 +y?)? = 22 —y?

s’escriu per r? = cos(26).
Sigui lpx (z) la longitud de l’arc en el petal de la dreta i part superior de la
lemniscata entre 0 fins x amb x < 1. La férmula de diferencial d’arc és:

dr?

di? = dz® + dy* = dr* + r?do* =
1—rt

obtenint

Toodt
I(r) = e
0o V1—1t4
on [(r) és la longitut d’arc de la lemniscata comengant a (0,0) fins el punt de la
fulla de la dreta i superior de la lemniscata que és troba a distancia r del (0, 0).
Com 7? = cos(20) tenim 0 < r < 1.
Denotem ara per w la longitud d’un petal de la lemniscata (pel cas de la
circumfereéncia aquest valor és 7), obtenim:

w_/l dt
2 0 \/177547
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es pot demostrar que w és un nombre trascendent, demostrat primerament per
Theodor Schneider (1937).

Quiestié: Volem construir longituds d’arc 2w/n (de forma similar com en el
cas de la circumferéncia amb 27 /n, perd ara amb l’arc donat per la lemniscata).
Per a quins n és possible?

Observem primer que [(r) és mondtona creixent a U'interval [0,1] i per tant
es pot invertir, diem r = ¢(l) la seva inversa obtenim:

w(s) dt
o Vi@

aquesta ¢ s’anomena el sinus lemniscatic.

Denotem per ¢ = sinlem ara. Hem d’estudiar la construccié amb regle i compas
per sinlem (2w/n).

Per fer aixo necessitem analisi en variable complexa: sinlem s’estén a una tipus
de funcié en variable complexa sinlem : C — C i destaquem que és periodica
amb ret A =< (1 + 9w, (1 — )w >, és a dir sinlem (a + 7) = sinlem («) per
v € A. Aquest fet és relaciona amb el que es diu corbes el.liptiques: C/A,
que topologicament és un donut, i la construccié del sinus lemniscatic 2w/n es
trasllada a l'estudi de punts de torsié de la corba el.liptica C/A. Aquests punts
de torsi6 donen extensions abelianes (extensions amb grups d’automorfismes un
grup abelia, les quals s6n més facil el seu estudi) sobre un cos provinent d’una
certa extensié d’un cos quadratic imaginari (Q(v/D) amb D < 0 sén els cossos
quadratics imaginaris) si la corba elliptica és molt particular “multiplicacié
complexa” pero la corba el.liptica que surt per la lemniscata de la xarxa A és
de “multiplicacié complexa”, aixd permet obtenir per Abel(1828)

S =

Teorema B.1.3 (Abel, 1828). Sin és una poténcia de 2 per primers de Fermat
diferents la lemniscata es pot dividir en n parts iguals.

I finalment el fet que entenen molt bé les extensions abelianes sobre un cos
quadratic imaginari en Rosen 'any 1981 va demostrar el reciproc:

Teorema B.1.4 (Rosen, 1981). La lemniscata es pot dividir en n parts iguals
st 1 només sim €s una poténcia de 2 per primers de Fermat diferents.

Comentar per completitud el segiients resultats

Teorema B.1.5 (Weber). Tota estensid finita L de Q on L és cos de de-
scomposicié d’un polinomi sobre @ amb Autg(L) un grup abelia es té que
L C Q(e*™/™) per a cert n.

Teorema B.1.6. Tota extensid finita L de K on L és cos de descomposicio
d’un polinomi sobre K amb K = Q(\/ﬁ) amb D < 0 lliure de quadrats amb
Autg (L) un grup abelia llavors existeiz una corba el.liptica E amb multiplicacid
complexa on L C K(j,torsio(E)) on j és un invariant modular de la corba
el.liptica i del cos K i torsio(E) sén punts de torsié de la corba el.liptica.

[Referéncia: per un article més detallat consulteu: “Gauss i els poligons”
de Joan Carles Lario, membre del Seminari de Teoria de Nombres UAB-UB-
UPC. Comentar que per una millor comprensié cal saber una mica sobre corbes
el.liptiques i geometria algebraica, “la” referencia és: J.Silverman “The Arith-
metic of Elliptic Curves”, GTM 106, Springer.]
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B.2 Construccié usant plecs en paper: origami

Anem a explicitar certes operacions que podem fer sobre un pla (pensarem
també un paper quadrat) que ens permeten construir longituds reals, longituds
que direm que sén construibles amb origami (corresponen a la longitud entre
dos punts construibles amb origami).

L’axiomatica per la construccié de punts construibles amb origami és la
segiient: partim de dos punts 0 i 1 (o millor diem-los (0,0) i (1,0), i construim
els seglients per iteracié dels segiients axiomes:

(i) la recta que es forma unint dos punts construibles direm que és una recta
construible (en origami),

(ii) el punt d’intersecci6 de dos rectes construibles (no paral.leles) és un punt
construible,

(iii) donades dos rectes paral.leles construibles, podem construir la recta paral.lela
ambdues i equidistant amb elles,

(iv) donades dues rectes construibles, defineixen un angle, aquest angle es pot
biseccionar, és dir podem construir la recta que bisecciona 'angle,

v) donats dos punts construibles 1 1ferents, podem construir la recta
d d ibles P i @ diferent d ir 1
perpendicular a la recta formada pels dos punts P i @ de manera que el
punt de tall d’ambdues rectes és el punt mig del segment PQ,

5
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(vi) donada una recta construible ! i un punt construible P, podem construir
la recta perpendicular a [ contenint el punt P,

(vii) donades dues rectes construibles Iy i Iy (possiblement iguals) i dos punts
construibles P; i P, (possiblement iguals) un pot construir la recta que
simultaniament reflexa P; en l; i P> en s,

(observeu que aquest axioma afirma que un pot obtenir tangents comuns
de les paraboles py i po amb focus Py, P i directrius [ i l5 respectivament,
repasseu propietats de la parabola).

Per parlar de nombres reals construibles en origami, volem dir els punts con-
struibles en origami en I'eix OX, és dir de la forma (a, 0). Per fer-ho acceptarem
aquests dos axiomes:

a) donat un segment entre dos punts construibles i una recta construible r
amb un punt constuible P en la recta, podem portar el segment damunt
la recta a partir del punt P,

b) podem portar un angle a qualsevol punt P construible on hi tenim una
recta construible pel punt P.

Denotarem per M el conjunt de tots els nombres reals construibles amb
origami. Es demostra que és un cos, i es caracteritza de forma similar al cas de
construccié amb regle i compas amb [K; : K;_1] < 3 enlloc de 2. Veieu treballs
516.

(Tr4) Treball 4 Dos dels problemes classics de lantiga civilitzacié grega van
ser: la duplicaci6é del cub (també anomenat problema de Delion), i la
triseccié de 'angle. Es a dir construccié amb regle i compas la longitud
/2 i el cos(0/3) (recordeu la férmula de les raons trigonometriques de
Pangle triple en funcié de les raons trigonometrics de 1’angle).

La primera feina és demostrar que és impossible la duplicacié del cub i la
triseccié de I'angle amb regle i compas.

[Referéencia: qualsevol llibre de Teoria de Galois, per exemple el llibre
de’n Garling “Galois Theory”, que teniu a la bibliografia de I’assignatura.
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(Tr5)

Arquimedes, va trobar una construccié per la triseccié d'un angle de la

forma segiient: —

inscriguem 6 dins una circumferéncia de radi £ on 6 ’angle que forma OP
i OA, tenim que 6/3 és 'angle format per BC i BO on BC és construit de
forma que té longitud /.

La segona feina d’aquest treball és: expliciteu aquesta construccié a classe,
justificant la construccid, i veieu que no és una construccié amb regle i
compas.

[Observacié: necessiteu un regle marcat!! Si teniu interés per construc-
cions amb compas i regle marcat, us aconsellem la lectura del segiient tre-
ball: Arthur Baragar, “Constructions using a compass and twice-notched
straightedge” en The American Mathematical Monthly, vol. 109, No.2,
(Feb.2002), pp.151-164.]

Considerem finalment construccions amb els axiomes d’origami descrits
anteriorment.

La tercera feina és exposar construccions geometriques (grafiques) en origami

per tal de fer la duplicacié del cub i la triseccié de ’angle en plecs de paper,
justificant el resultat.

[Refereéncia: Robert J. Lang, “Origami and geometric constructions”, el
trobeu en
http://www.langorigami.com/|

Treball 5(*) En l'article “Euclidean constructions and the geometry of
Origami” el professor Geretschlager demostra en el teorema 1 d’aquest
article que totes les construccions amb regle i compas sén construibles en
origami, acceptem aquest resultat pel que segueix. El vostre treball con-
sisteix en demostrar de forma algebraica que amb origami un pot construir
una arrel de qualsevol polinomi de grau 3 definit sobre un cos format per
elements construibles amb origami i aquest grau 3 és el maxim possible
que podeu aconseguir per I’axiomatica en origami en fer-ne un pas dels ax-
iomes en la construccié d’un punt d’origami a partir d’uns de ja construits
via origami.

[Referencia: capitol 6 i 7 de larticle de’'n Geretschlager “Euclidean con-
structions and the geometry of origamy”, Mathematics Magazine, vol.68,
No.5, (Dec.1995), pp.357-371.]
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(Tr6) Treball 6 En lanterior treball ja teniu els preliminars (useu el treball 5)

per a demostrar seguint la demostracié de teoria feta per construccions
amb regle i compas del segiient resultat:

Teorema B.2.1 (Geretschlager-Emert-Meeks-Nelson). Un punt x € R
és construible en origami si © només si existeizen una torre de cossos

Q=K¢cKiyCc...CK,ambze K, i [K;: K;_1] <3

Finalment useu el treball 1 per tal de demostrar un analeg del teorema de
Gauss per a poligons regulars usant origami:

Teorema B.2.2 (Emert-Meeks-Nelson). Si el poligon regular d’n costats

és construible amb origami llavors n = 2°3" o bé n = 2°3"py - ... Pg on
s, € N i p; son primers de Pierpont diferents.

Recordem que un primer és de Pierpont si és un primer de la forma 2#3%+1
amb u, @ € N. Per tant en origami si que podem fer la construccié exacta
del heptagon regular!!!!

[Referéncies: Robert Geretschlager: “Euclidean constructions and the ge-
ometry of origamy”, Mathematics Magazine, vol.68, No.5, (Dec.1995),
pp-357-371.
John W. Emert, Kay I. Meeks, Roger B. Nelson: “Reflections on Mira”,
The American Mathematical Monthly, vol.101, No.6, (Jun-Jul, 1994),
pp-544-549.
Roger C. Alperin, “A mathematical theory of origami constructions and
numbers”.]



Appendix C

Nocions en Teoria de grups

En aquest apendix expossarem alguns resultats basics de teoria de grups algun
d’ells potser ja expossats en cursos anteriors. Comencem recordant algunes
nocions preliminars de grups ja conegudes;

Definicié C.0.3. Un grup és un conjunt G, no buit, junt amb una operacio *
complint la propietat associativa, 'existéncia de ’element neutre (anomenem-lo
e) i lexisténcia de ’element invers per l'operacié x, (donat g € G anomenem
aquest invers per g—1, ja que facilment es demostra la unicitat de l'invers).

Si a més * compleix la propietat commutativa, diem que (G, *) és un grup abelia
o commutatiu.

Alguns exemples de grups sén (Z,+) i (Sp,o) les permutacions; recordem
que S,, denota les aplicacions bijectives del conjunt {1,...,n}.

Definicié C.0.4. Un subgrup d’un grup (G,*) és un subconjunt H de G tal
que (H,x) és un grup, en particular hy *x hs € H Vh; € H.

Es facil demostrar

Lema C.0.5. Sigui (G, *) un grup i H un subconjunt de G. Llavors sén equiv-
alents:

1. H és un subgrup de G
2. es compleivec H VNge H=g '€ H, iVg,gpp0 € H=>g1xg2 € H
3. H#0 iVgi, g0 € H=g1%g," €H.

Normalment quan * se sobreenten escriurem G enlloc de (G, *). Igualment
per H un subgrup de G ho escriurem per H < G. Donat H < Gig,g2 € G
denotem per Hg,gH i go H g els segiients subconjunts de G: Hg := {hxg|lh € H},
gH = {g*hlh € H} i goHg := {go x h x g|lh € H}. Si Hy,Hy < G sigui
HyHy :={hy x ha|h; € H;} que és un subconjunt de G que conté Hy i Ho.

Lema C.0.6. G un grup i H < G. Les relacions binaries segiients:
1. g1 ~4q g2 sz’inoméssigl*ggl €eH

2. g1 ~ec go 80 i només si gy x g1 € H
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sdn d’equivaléncia. Les ~g-classes d’equivaléncia sén Hg ={hxg € Glh € H}
anomenades classes a la dreta de G modul H. Les ~.—classes d’equivaléncia
sén gH = {g*h € G|h € H} anomenades classes a l’esquerra de G modul H.
(Recordeu que dues classes laterals esquerra o bé son disjuntes o la mateiza, i
G és unid de classes laterals esquerra, similarment per la dreta).

Definicié C.0.7. Sigui N un subgrup de G, N < G. Diem que N és un subgrup
normal de si g7' xnxg € N Vg € G iV¥n € N. En aquesta situacié escriurem
també N < G.

Recordem que tot subgrup d’un grup commutatiu és normal. Es facil de-
mostrar:

Lema C.0.8. Un subgrup N de G és normal si i només si gN = Ng Vg € G,
on recordeu gN = {g*njn € N} i Ng:={n+gln € N}.

Lema C.0.9. Si N < G, definim G/N := {gN|g € G}. Definim l’operacié
91N - gaN := (g1 *xg2)N Vg1, 92 € G, la qual esta ben definida. Llavors (G/N,-)
és un grup que anotarem per abis de notacid G/N.

Donat un grup (G, *) i un element g € G denotem per < g >>1:= {g"|n €
Nyeq1} U{e} on g?> = g g, ¢° = g* g * g,... Es facil veure que si existeix n > 1
on g" = e llavors < g >>1< G i el natural positiu més petit complint g" = e
s’anomena 'ordre de g en G, aquest natural sempre existeix quan G és un
grup finit. Altrament denotem

<g>={g"nez\{0}}U{e} <G

isig té ordre tenim < g >=< g >>1.
Diem que G és un grup ciclic si existeix g € G on G =< g >.

Definicié C.0.10. Donats dos grups (G1,*) i (Ga,-), una aplicacid f : Gy —
Go diem que és un homomorfisme o morfisme de grups si conserva l’operacio
de grup, és a dir

Ve, by € Gu, f(ly % l2) = f(l1) - f(£2).

Un morfisme de grups es diu monomorfisme si €s injectiu; epimorfisme, si és
exhaustiu, i isomorfisme, si és bijectiu. Un morfisme d’un grup (G,*) amb ell
mateir s’anomena endomorfisme de (G, *). Un endomorfisme bijectiu s’anomena
automorfisme.

Donem un parell d’exemples de morfismes de grups:
(1) Si H < G linclusié ¢« : H — G donada per ¢(h) = h Vh € H, és monomor-
fisme.
(2) Si N < G, la projeccié proj : G — G/N definida per proj(g) = gN és
epimorfisme.

Lema C.0.11. Sigui f : G1 — G2 un morfisme de grups. Llavors,

1. Im(f) == {f(91)|lg1 € G1} és un subgrup de Gz, on Img(f) s’anomena la
imatge de f.

2. Ker(f) :={g1 € G1|f(91) = e} < G1, on ker(f) s’anomena el nucli de
f-
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Recordem que tenim el segiient resultat,

Teorema C.0.12 (d’isomorfisme). Sigui f : G1 — G2 morfisme de grups.
Llavors ezisteiz un isomorfisme overlinef : G1/Ker(f) — Im(f) mitjancant
f(gKer(f)) := f(g) Vg € Gy (després de comprovar que esta ben definit).
Definicié C.0.13. Diem que dos grups (Gy1,%) (Ga,-) son isomorfs si existeix
un isomorfisme entre ells. Escriurem (G1,%) = (Ga,-) o bé G1 = Gy si les
operacions son conequdes en el context que treballem.

Volem fer un estudi de classificacié de grups.

Definicié C.0.14. Sigui G un grup. Denotem per |G| el nombre d’elements
d’aquest grup en cas de ser finit © pel simbol oo en cas contrari; |G| ’anomenarem
lordre del grup G.

Ens preguntem: quants grups d’ordre 6 hi ha, identificant els grups isomorfs
entre ells? Igualment per a qualsevol n € N podem preguntar-nos quants grups
hi ha llevat d’isomorfisme d’ordre exactament n? Aquesta pregunta la trebal-
lareu per grups d’ordre petit en aquest seminari.

Fixeu-vos que dos grups isomorfs G1,Gs via un isomorfisme f : G; — Gy
porta subgrups de G a subgrups G, i porta subgrups l'ordre « a subgrups
d’ordre «.

Es facil demostrar que si G és finit G t6 un nombre finit de subgrups diferents
(recordeu que tot conjunt finit tan sols té un nombre finit de subconjunts).

Definicié C.0.15. Sigui G un grup finit. Sigui C .= {Hy = {e}, Hy,..., Hy =
G} la llista (finita) de tots els subgrups diferents de G. Dibuizem el segiient graf,
per a cada subgrup li fem correspondre un punt, i si tenim H; < H; amb i # j
i a més exigim que no existeir cap k # j complint H; < Hy, < H; dibuizen una
aresta del punt corresponent a H; al H;. Usualment dibuizarem el graf possant
de bair a dalt els subgrups de menor a major ordre. Aquest graf l’anomenarem
el reticle del grup G.

Dibuixem el reticle del grup Ss. Es un exercici demostrar que els dnics

subgrups sén {{id}, S3,< (1,2) >,< (1,3) >,< (2,3) >,< (1,2,3) >} i tenim
el segiient reticle:

2cm

Observaci6: recordeu que la notacié (ai,...,a;) d'un element de S, és
Vapliacié f:{1,...,n} — {1,...,n}on f(a;) = a;+1 perai <j—1, f(a;) = a1
if)y=0vbe{l,...,n}\{a1,...,qa;}.

C.1 Primer Treball: propietats basiques, grups
abelians, reticles grups d’ordre petit i abelians.

Primer consisteix en demostrar els teoremes de Noether segiients:

Teorema C.1.1 (Noether). Sigui G un grup, N1 < G, N2 < G amb N1 C Ns.
Llavors,
(G/N7)/(N2/Ny) =2 G/Ns.
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Definicié C.1.2. Sigui H < G, definim el normalitzador de H en G per
Ng(H) :={g9€Glg 'Hg=H}.
Comproveu que Ng(H) < G i H < Ng(H).

Teorema C.1.3 (Noether). Sigui G grup, Hi < G, Hy < G amb H; C
N¢g(Hz). Llavors HyHy = HyHy és un subgrup de G, Hy < Hy, Hy N Hy < Hy
i a més
(H1H,)/Hy = Hy/(Hy N Hy).
Tot seguit recordarem

Teorema C.1.4 (de Lagrange). Sigui H un subgrup d’un grup finit G. Llavors
|H| divideiz |G|,

(repaseu la demostracio, tot i que no cal expossar-la en piblic) i recordeu la
definicié d’index,

Definicié C.1.5. Sigui G un grup finit, H < G, I’ index de H en G denotat
per (G : H) és el nombre natural |G|/|H|.

Volem estudiar per indexs petits quan els subgrups sén normals o no.

Definicié C.1.6. Definim el cor normal d’un subgrup H de G per corg(H) :=
Ngecg ' Hg.

Demostreu,

Proposicié C.1.7. Donat H un subgrup d’un grup G, tenim les seguents propi-
etats:

1. corqg(H) <G icorqg(H) < H.
2. Si G finit amb (G : H) =n es té (G : corqg(H))|n!. 1

3. Si G és finit i p és el primer més petit que divideiz |G| llavors tot subgrup
d’index p de G és un subgrup normal de G.

Observeu que com a corol.lari immediat de la proposicié tenim que tot sub-
grup d’index 2 d’un grup finit G és un subgrup normal.

Recordem la nocié de finit generat,

Definicié C.1.8. Un grup G s’anomena finit generat (f.g. per simplificar)

si existeizen un nombre finit d’elements gi,...,gr € G complint que qualsevol
g € G s’escriu com un producte finit de {g1,..., g} U{gr",... ,gk_l} i en cas
afirmatiu escrivrem G =< g1,..., gk >.

Els cursos anteriors de la titulacié de Matematiques heu demostrat un teo-
rema de classificacié de grups abelians finit generats, modul d’isomorfisme de
grups.

Heu de recordar-ho en la vostra expossicié en el seminari (i si teniu temps donar
alguna idea de com us el van demostrar),

lndicacié per la prova: definiu un morfisme de G' en S, on penseu S, aqui com les
aplicacions bijectives del conjunt {H,a1H,...,an,—1H} de les classes laterals de H en G
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Teorema C.1.9 (de classificacié de grups abelians f.g.). Sigui G un grup abelia
f-g. Llavors existeizen naturals v, t i naturals n; > 1 amb nq|na|...|ny complint

t
G=7" x[[2/(nz),
i=1

a més aquests enters r,t,n; son unics complint aquestes propietats.

Definicié C.1.10. El numero r del teorema previ s’anomena el rang del grup
abelia G, i els n; son els factors invariants.

Podem construir quan ged(m,n) = 1 un isomorfisme,
[ Z/(mn) — Z/(m) x Z/(n)

donat per [z]mn — ([2]m, [2]n) on [a]; denota la classe de a en Z/(i). Llavors es
pot escriure el teorema anterior mitjangant,

Teorema C.1.11 (de classificacié de grups abelians f.g.). Sigui G un grup
abelia f.g. Llavors existeixen naturals r, s, nombres primers diferents p1,...,ps
i naturals m; ; > 1 amb nq|ns|. .. |ny complint

s k;
o=z x [T 112/t D)

i=1j=1

a més aquesta descomposicid €s unica llevat d’ordre dels factors, els nombres

p?” s’anomenen divisors elementals de G.

Cal dir que hi ha grups abelians que no sén finit generats. Doneu els exem-
ples: Qi Q/Z tot justificant-ho.

Finalment heu de donar el reticles de grups abelians d’ordre < 20, explici-
tant la metodogia que heu fet servir.

[Bibliografia: qualsevol llibre d’Algebra amb un capitol de teoria de grups,
i/o qualsevol llibre de Teoria de grups.]

C.2 Segon Treball: grups de permutacid, teo-
rema de Cayley. Grups simples. A, és sim-
ple per n > 5

Recordarem diferents notacions per elements del grup de permutacions 5,,.
Cal introduir cicles de longitud r, nocié de cicles disjunts, nocié de transposicid,
i demostrar que tota permutacié o € S,, és producte de cicles disjunts dos a dos
i demostrar que aquesta descomposicié en cicles disjunts és tnica llevat ordre
dels factors.

Definiu el signe d’una permutacié o € S, i recordarem el morfisme de grups
signe
signe : S, — {1,-1}
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on el nucli s’anomena el grup alternat de grau n que denotarem per A,, sub-
grup d’‘index 2 amb S, i per tant A, < S,. Doneu un petit criteri de calcul
de signe(o) quan o és producte de cicles disjunts i de transposicions.

Sigui G un grup finit demostreu el teorema de Cayley:

Teorema C.2.1 (Cayley). Donat un grup finit G d’ordre n sempre existeiz un
monomorfisme de grups G — S, per tant tot grup G és un subgrup d’un grup
de permutacions.

Definicié C.2.2. Un grup G és simple si G # {e} i els tinics subgrups normals
de G son {e} i G.

Si G és abelia i finit, per tal de ser simple ha de ser ciclic d’ordre pimer.
Feu el reticle de grups per a Ss, Az, Sy i Ay.

La feina principal d’aquest treball consiteix en demostrar:
Teorema C.2.3. FEl grup A,, és simple per an > 5.

Per a demostrar-ho heu de treballar molt bé amb els elements del grup A,
en particular un sistema de generadors i que significa que existis un subgrup
normal a A,,.

Bibliografia: Pel teorema anterior, qualsevol llibre de Teoria de Galpis, per
exemple el Garling. Pels altres resultats, veieu apunts de cursos d’Algebra
d’altres anys o bé consulteu qualsevol llibre d’Algebra basica.

C.3 Tercer Treball: Teoremes de Sylow

Aquest treball consisteix en demostrar el teorema de Sylow, on en ’expossicié
oral pot reduir-se tan sols a demostrar-ne el primer apartat. També demostrar
el teorema de Cauchy i una aplicacié a grups de cert ordre. Anem a detallar-ho,

Definicié C.3.1. Sigui G un grup finit. Sigui p un primer on |G| = p*m amb
med(k,m) = 1. Un p-subgrup de Sylow de G és un subgrup H de G d’ordre
exactament pk.

Teorema C.3.2 (de Sylow). Sigui G un grup finit d’ordre p*m amb med(m,p) =
1. Llavors:

1. existeix un p-subgrup de Sylow de G

2. tot subgrup de G d’ordre p" amb 0 < r < k esta inclos en un p-subgrup de
Sylow de G,

3. els p-subgrups de Sylow de G son conjugats, és a dir, si Hy, Hy son dos

p-subgrups de Sylow de G, llavors 3g € G complint H; = gHyg™?,

4. st ny designa al nombre total de p-subgrups de Sylow de G, es té n, =
1(mod p) i ny|m.

després de demostrar-ho com a aplicacions demostrareu,
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Corol-lari C.3.3 (Teorema de Cauchy). Sigui G un grup finit, i p primer
complint p||G|. Llavors G té algun element d’ordre p.

i també demostreu de forma teorica (usant els teoremes de Sylow) que tot
grup d’ordre 15 és abelia i ciclic, i que un grup d’ordre 42 no pot ser simple
(veieu definicié de grup simple en el treball anterior).

[Bibliografia: qualsevol llibre d’Algebra amb un capitol complert de teoria
de grups, o qualsevol llibre inicial de Teoria de grups.]

C.4 Quart Treball: p-groups, grups resolubles

En aquest treball estudiarem la nocié de resolubilitat (introduida la seva idea
per Galois en demostrar la impossibilitat de ’equacié generica per un polinomi
de grau > 5, com veurem a classe de teoria molt més endavant). Treballarem en
dos tipus de grups que compleixen la propietat de resolubilitat: p-grups i grups
nilpotents.

G sempre és un grup finit en aquest treball d’aquest seminari.

Definicié C.4.1. Donat un grup finit G, diem que G €s un p-grup si i nomes
si el seu ordre és una poténcia de p.

El primer a demostrar és el segiient resultat,

Lema C.4.2. Donat G llavors el centre de G: Z(G) := {h € G|hxg = gxh,Vg €
G} és un subgrup normal de G. Si G és un p-grup es té que p||Z(G)|, és a dir
el centre d’un p-grup té elements diferents de l’element neutre del grup G.

Calculeu explicitamet el centre, per tots els grups d’ordre 8 elements (llevat
d’isomorfisme), i observeu que si G és abelia és clar que Z(G) = G.
Demostreu tot seguit,

Lema C.4.3. Sigui G un p-grup G (finit) d’ordre p™. Llavors G té subgrups
normal d’ordre p* per a qualsevol natural i complint 0 < i < n, en particular G
té un subgrup normal d’indez p.

(Com indicacié de la prova: observeu Z(G) és abelia, i G/Z(G) és un p-grup
i podem calcular-hi de nou el centre ara al grup G/Z(G)).
Com una aplicacié a classificacié de grups, demostreu:

Lema C.4.4. Tot grup finit G d’ordre p* és abelia.

En particular els grups finits d’ordre 25 tan sols sén isomorfs a Z/(5) x Z/(5)
o béaZ/(25).
Definirem tot seguit una nocié introduida per Galois (tot i que amb un altre
llenguatge) inspirada de la bijeccié entre extensions de cossos (de tipus Galois)
i la seva analogia en teoria de grups (grup d’automorfisme d’un cos deixant un
subcos fix), és la noci6 de grup resoluble:

Definicié C.4.5. Un grup finit G s’anomena resoluble si existeix una cadena
de subgrups H; de G amb 0 < i < n complint:

1. HQZ{e}ZHn:G,
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2. Hi<Hiyq peri=0,...,n—1,
3. Hiy1/H; és un grup abelia peri=20,...,n— 1.

La cadena Hy < Hy < ... < H, = G direm que és una cadena resoluble per a

G.

Demostreu en el seminari que A4, i S, per n > 5 no sén resolubles (podeu
usar que el grup del segon treball d’aquest seminari ha demostrat que A, és
simple per n > 5). Doneu una cadena resoluble per a Sy i Ss.

Demostreu que la condicié d’abelia en I’anterior definicié de grup resoluble pot
ser substituida per ciclic, és a dir, demostreu:

Lema C.4.6. G és resoluble si i només si una cadena de subgrups H; de G amb
0 <i<m complint:

1. Hy={e} i H,, =G,
2. Hi<H;41 peri=0,...,m—1,
3. Hip1/H; és un grup ciclic peri=0,...,m — 1.
Finalment demostreu,
Proposicié C.4.7. Tot p-grup G és resoluble.

(Indicacié: useu la propietat del centre no trivial per anar obtenint la ca-
dena resoluble, observeu primer Z(G) < G, si G/Z(G) no és abelia té centre no
trivial, useu per tal d’obtenir subgrups entre Z(G) i G que permeten obtenir
una cadena resoluble).

[Bibliografia: per a p-grups: Leedham-Green, Cr.R. and McKay, S. (2002)
The structure of groups of prime power order, vol. 27, London Mathematical
Society Monographs, Oxford Univ. Press. També un llibre de Teoria de grups
que treballi el concepte de p-grups.]

C.5 Cinqué Treball: Reticle de grups no com-
mutatius d’ordre 6 a 25

Hem vist diferents nocions que ens ajuden a estudiar els grups de cert ordre
fixat. Inicialment és omplir una taula de mida n X n per a un grup d’ordre
n, usant les propietats de grup, per veure-les mireu la bibliografia. D’aquesta
forma podem dibuixar el reticle. Potser usant els teoremes de Sylow, resultats
en p-grups, i altres podem ajudar-nos a simplificar-ho en alguns casos.

En aquest treball heu de donar reticles de grups pels grups d’ordre n amb
7 <n < 25 via isomorfisme (els d’ordre menor o igual a 6 ja s’ha fet en el primer
treball de seminari).
En la expossicié doneu alguns exemples destacats de com ho heu calculat.
[Bibliografia: Atlas of finite groups: 20-A-27,20-A-11,20-A-29.]
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C.6 Sissé apartat: Presentacié de grups: gener-
adors i relacions

Aquest apartat és divulgatiu, i tan sols s’expossa per a completitut del sem-
inari en teoria de grups i segurament pot ser til en altres assignatures com
Topologia, o potser realitzant algun dels treballs anteriors trobeu aquesta nocié
en treballar en certs grups especifics.

Una metodologia per a definir un grup és per una presentacié. Anem a
detallar-ho una mica.

Definicié C.6.1. Un grup lliure en un conjunt S és un grup on cada element
no trivial g del grup s’escriu de forma unica com un producte

Q01 a2 aj
g=s1"83"...5;

amb j finit, on cada s; € S s; # si+1 amb a; € Z — {0} on Uelement neutre
és representa com triar cap element del conjunt S, equivalentment g s’escriu
com a producte finit dels elements de S de forma tnica llevat de cancelacions
consecutives d’un element de S pel seu invers. Denotem per Fg el grup lliure
donat per S.

Per exemple si |S| = 1, S = {a} tenim Fy,} = {a"|n € Z—{0}}U{e = aa"'}
que és isomorf a (Z,+).
Per exemple el grup ciclic Z/(n) no és lliure ja que n[1] = [0] = [e].
Observeu que si |S] > 2 Fg és no abelia.

e . ) b,
Definicié C.6.2. Donat un conjunt S les expressions s5's5? ... s; ambs; €5

ib; € Z— {0} les anomenarem paraules del conjunt S. Clarament tot element
de Fg és una paraula en el conjunt S.

Destaquem algunes propietats de grups lliures:

Teorema C.6.3. Considerem S i T dos conjunts finits. Fs = Fp si i només si
S i T tenen el mateix cardinal.

Teorema C.6.4 (Nielsen-Schreier). Tot subgrup d’un grup lliure és lliure.

Comentar que el rank no ha de baixar del subgrup lliure d’un de lliure. Per
a molta més informacié: primer capitol Groups acting on graphs de Warren
Dicks, M.J. Dunwoody (Dicks és professor del departament).
Anem ara a treballar el cas d’un grup G arbitrari. Denotem per

dJZFGHG

definit en les paraules d’'un element en Fg per ¢(g) = g. Es facil demostrar
que és un morfisme de grups exhaustiu. Pel teorema d’isomorfia tenim que
Fg/Ker(y) =2 G, i és clar que els elements de Ker(1)) esta format per paraules
de Fg, denotem per R a un conjunt de paraules de F; que pertanyen a ker ()
de forma que generen Ker(y) (aquest conjunt R podria tenir un nombre no
finit d’elements), llavors escriurem

Fg/Ker(y) =< G|R >

i direm que < G|R > és una presentacié pel grup G.
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Definicié C.6.5. Donat G un grup, una presentacic de G és donar un conjunt
S i un subconjunt R de les paraules de Fg anomenades relacions on G = Fg/N
on N és el subgrup normal més petit de Fs que conté R. Denotem aquesta
presentacid de G per < S|R >. (No confongueu aquesta notacié amb la notacid
de subgrup generat per certs elements!!! tot i que s’anoten de la mateiza forma).

Hem vist abans que qualsevol grup admet una presentacié amb S = G, i si
G és finit podem triar S un conjunt finit i R un conjunt finit per a donar-ne
una presentacio.

Donem tot seguit exemples de presentacions de certs grups:

Fq < S|0 >
Z/n < ala™ >
Ds,,, diedral
ordre 2n < a,bla™, b?, (ab)* = abab >
7 x 7 < a,blab = ba >
Z/m x Z/n < a,bla™,b™, ab = ba >
Sn <ai,... ,an_l\a?, a;ia; = ajaNj 75 i+ 1, (aiai+1)3 >




