Fonaments d’AIgebra
Llista 9 de Problemes
Atoms, primers i factoritzacié tnica. Curs 2001/02, ler semestre

1. Proveu que 'anell Z[i]/(1 + 3i) és isomorf a l'anell Z/(10).

2. Considerem el subanell Z[/—5] := {a + b\/—5|a,b € Z} de C. Proveu
que (2 +v/5), (2 —+/—=5) i 3 s6n atoms per a aquest anell. Proveu
llavors que Z[v/—5] no és un DFU.

3. Sigui un cos imaginari quadratic Q[v/d] := {a + bv/d|a,b € Q} amb

d < 0 un enter lliure de quadrats. Considerem 1’anell R, segiient:

R {n+mVdn,m e Z} si d# 1(modA)
¢ {u+vVdlu,veZouveZ+1i} si d=1(modd)

Definim amb 'anell R; la norma N per:
N : Ry — NU{0},a+bVd — (a+bVd)(a —bVd) = a> — db? > 0.

(a) Proveu que Va, 8 € Ry llavors N(af3) = N(a)N(5).
(b) Un element o € R, és una unitat si i només si N(a) = 1.
(c) Les unitats de Ry sén {£1} a excepcié de per d = =11 d = —3.

Sid = —1, les unitats sén {£1, i} i si d = —3 les unitats son les
poténcies de %(1 + +/—3) una 6-ésima arrel primitiva de 1.

(d) Proveu que I'inic d amb d = 3(mod 4) tal que Ry és un DFU, és
d=—1.
Indicacié: 1 —d =2(352)i1—d=(1+Vd)(1 —Vd)iveure 2 és

irreductible.

4. Sigui D un DFU. Proveu llavors que D és un domini tal que tot element
no zero i no unitat descompon en producte d’atoms i que tot atom és
primer.

5. Sigui D un DIP que no sigui cos. Llavors proveu que Vp € D sén
equivalents:

(a) p és primer,

(b) pD és un ideal primer diferent del ideal zero,
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(¢) pD és un ideal maximal.
. Proveu que en un domini D, Vp € D sén equivalents:

(a) p és atom,
(b) pD és un ideal diferent del zero i I'impropi i
YqpD CqD CD = gD =pD 6qD =D.

. Considerem la notacié de I'exercici 3.

(a) Suposem que d = 2 o 3(mod 4). Demostreu que un primer p
de Z es manté primer en R, si i només si el polinomi 2% — d és
irreductible a IF,[z].

(b) Suposem ara que d = 1(mod 4). Llavors p és manté primer en Ry
si i nomes si el polinomi 2% — z + (1 — d) és irreductible sobre F,,.

. Sigui R un domini i I un ideal de R. Recordeu que hi ha una bijeccié
entre els ideals de R que contenen [ i els ideals de R/I.
Restringim-nos ara amb R = R,.

(a) Proveu que donat un ideal I de Ry no trivial llavors R,;/I és finit.
Conclou llavors que el nombre d’ideals de R; que contenen [ és
finit.

(b) Proveu que si p és un ideal primer no trivial de Ry, llavors R;/p
és un cos.
Indicacié: un domini d’integritat amb un nombre finit d’elements
és un cos.



9. Exercici complementari Aceptem el segiient resultat (veieu el segiient
exercici suplementari):

Proposicié 1 (a) Siguin a,b,c ideals no zero de Ry. Si ab D ac
llavors b D ¢. A més, si ab = ac llavors b = a.

(b) Sia,b son ideals no zero de Ry, llavors a C b si i només si b = ac
per algun ideal ¢ de Ry.

Utilitzant aquest resultat, proveu

(a) * Tot ideal no zero i diferent de I'impropi de Ry és el producte
d’ideals primers de Ry. Aquesta factoritzacié és tnica, llevat
d’ordre dels factors.

Indicacié: Donat un ideal el podem incloure en un maximal que
és un ideal que conté l'ideal inicial i que en particular un ideal
maximal és primer.

(b) * Proveu que Ry és un DFU si i només si és un DIP.
Indicacié: Veieu que un ideal primer esta generat per un element
irreductible de Iideal, el qual defineix un ideal maximal.

10. Exercici suplementari

(a) * Sigui a un ideal de R, arbitrari. Proveu que existeix un enter n
on
aag = (n)
ona:= {u+vvd€ Ryl u,v €Q, i u—vVd€ a}.
Indicacié: Aquest ideal el podem pensar com una xarxa a R? i per
tant generada per dos elements.

(b) Proveu la proposicié 1.



