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1 Quadriques de R"

1.1 Definicié. Una quadrica de R™ és una aplicacio q : R® — R de grau 2. Més
exactament excloem l’aplicacié constant 0, i considerem ¢’ i ¢’ la mateixa quadrica si
difereixen només d'un factor no nul, és a dir, si existeix A # 0 tal que ¢'(P) = Aq(P) per
a tot punt P € R™.

El lloc de zeros d'una quadrica q és el conjunt
V(g) ={P € R" [ ¢(P) = 0}.
Les quadriques de R? les anomenem de coniques.

1.2 Exemple. Un exemple d'una conica és
q: 2*+y*—1
El seu lloc de zeros és el cercle unitari de R2.

1.3 Representacio matricial. Una quadrica de R™ és per tant un polinomi de grau 2

en les variables x1,...,x,. El podem escriure
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part quadratica part lineal part constant



La primera suma és la part quadratica. La segona suma és la part lineal, i I'altim terme
és la part constant.
Podem juntar tot aquests coeficients en una matriu, i escriure el polinomi com el

producte de matrius

b’ a T

on a és la matriu n xn dels coeficients de la part quadratica, b és el vector fila dels
coeficients de la part lineal, i ¢ és el constant. (El fet que b apareix dos cops explica per

que hem posat el factor 2 en el polinomi inicialment.) El simbol x representa el vector

x1
columna | & .
Tn

1.4 Transformacié de quadriques. Volem estudiar les quadriques des d’un punt de
vista afi: vol dir que ens interessen les propietats d’elles que sén invariants per afinitats.

El punt clau és el segiient lema.

1.5 Lema. Siq:R" — R és una quadrica de R i si ¢ : R¥ — R"™ és una aplicacid aff

tal que no tota la imatge esta dins de V(q), llavors la composicid q o ¢:

RE_ % L Rn

X]R

és una quadrica de R”.

La demostracié és una verificacié directe. Hem de veure que g o ¢ vé donada per un
polinomi (no nul) de grau 2. Fem servir les representacions matricials de ¢ i ¢. Suposem
que la matriu de ¢ és la matriu simetrica (), i que la matriu de ¢ és la matriu F. Llavors
¢ envia

r— Fx

A aquest punt apliquem ¢. Aixo vol dir fer el producte matricial

(Fz)" Q (Fz)



En conclusio, 'aplicacié composada és
r— o F'QF x

Pero com que F'TQF és una matriu simetrica, I'aplicacié composada és de grau 2. Falta
només veure que no és constant nula: la condicié que no tota la imatge de ¢ esta dins de
V(q) asegura aixd: la condixié diu que existeix algun punt P € R* tal que ¢(P) ¢ V(q);
és a dir q(¢(P)) # 0. Per tant g o ¢ és una quadrica.

La conclusié és que precomposar una quadrica (de matriu )) per una aplicacié afi de
matriu F' és “conjugar” amb F: FTQF. Bé, no és exactament una conjugacié, perque la
paraula “conjugacié” normalment es refereix al cas on en lloc de transposicié fem servir
la inversa. Com que la operacié

Q ~ F'QF

és molt important, la donem un nom: transpo-conjugacid. (Suggestions per a una termi-

nologia millor sén benvigudes.)

1.6 Dos exemples: Un exemple important del lema és quan ¢ : R¥ — R" és una
parametritzacié d’una varietat lineal de R™, és a dir un subespai afi. En aquest cas, la
composada es pot interpretar com a la restriccio de la quadrica a aquest subespai. O si
pensem tot com a subconjunts de R", estem parlant de la interseccié de (el lloc de zeros
de) ¢ amb (I'imatge de) el subespai afi.

Aquest exemple és interessant també per motius practics: suposem que tenim per
exemple una conica ¢ i que volem saber quin és el seu lloc de zeros V (¢). Resoldre una
equacié de grau dos en dues variables no és facil. Pero en una variable és facil! — és aixo
de %. Aixi podem calcular facilment la interseccié de ¢ amb qualsevol recta donada
parametricament per un parametre t: és simplesment substituir la parametriztacié dins
de I'equacio; aixd dona una equacié de grau 2 en t, la qual resolem facilement per a obtenir
tipicament dues solucions, i per tant dos punts de V(g). Si repetim el calcul amb una
altra recta podem trobar més dos punts. Rapidament tenim punts suficients per a tenir
una idea de V(q) — especialment si combinem les trobades amb el nostre coneixement de
com son les coniques. Es aix{ que fa 'ordinador quan fa dibuixos, calculant rapidament
centenes de punts.

L’altre exemple important és quan ¢ : R” =5 R™ és una afinitat invertible de R™. En

aquest cas, estem parlant de transformar una quadrica en una altra quadrica del mateix



espai.

1.7 Equivaléncia. Diem que dues quadriques son equivalents si existeix una afinitat que
lleva una quadrica en l'altra (per precomposici6). En termes de matrius, podem dir que
dues matrius simetriques () i @' (com a representants de quadriques) sén equivalents si

existeix una matriu invertible U de la forma d’una afinitat i A # 0 tals que
AQ =U"-Q-U. (1)

(La necessitat de posar la A vé del fet que dues matrius defineixen la mateixa quadrica si
difereixen per un factor A # 0 En la formula, de fet A\ = 41 seria prou, perque escalars

positius es poden incorporar en U.)

El nostre objectiu final és classificar les quadriques fins a equivalencia. La classificacié
ens permetra de decidir, donades dues quadriques, si son equivalents o no, i en particular
de trobar un representant canonic en cada classe d’equivalencia. Aix0 equival a escullir

la base més adequada.

La classificacié segueix un procediment purament algebraic. Després veurem interpre-
tacions geometriques. L’ingredient principal és el teorema d’inercia de Sylvester (1852),

que resol completament el problema analeg en algebra lineal, que ara passem a explicar.

2 Classificacié de formes quadratiques

2.1 Classificacié de formes quadratiques reals. Una forma quadratica de 'espai

vectorial R™ és una aplicacié de la forma

R* — R

r — z'Ax

on A és una matriu simetrica. Volem doncs classificar matrius simetriques, i declarem

dues matrius A 1 A" congruents si existeix una matriu invertible P tal que

A"'=PTAP



No hi ha ara cap condicié sobre P, a més de ser invertible. (Comparat amb la nocié

d’equivaléncia per a quadriques (1), observem també 'ausencia de I’escalar \.)

El primer pas és el teorema espectral:

2.2 Teorema. (Teorema espectral per a matrius simétriques (real).) Un matriu
simétrica (real) M és diagonalitzable per una matriu ortogonal. Es a dir, existeiz una
matriu ortogonal P tal que M = P™*DP, on D és una matriu diagonal. (Les entrades

de D sén els valors propis de M.)

El teorema espectral parla de conjugacié veritable, pero que P sigui ortogonal vol dir
exactament que PT = P~! per tant podem interpretar el teorema també en termes de
transpo-conjugacié. Implica que tota matriu simétrica és congruent (en el sentit acabat
d’explicar) a una matriu diagonal.

Pero, amb matrius no ortogonals podem transformar més. En particular, si les entrades
de la diagonal de D sén \;, amb els primeres s entrades positives, i les segiients r — s
entrades negatives, i les restants igual a zero, llavors podem multiplicar dels dos costats

amb la matriu

/v
1/vV/=X )
0

(on cada entrada representa una matriu diagonal) i obtenir

I
_Ir—s

El nombre r es el rang de Q). El nombre s s’anomena la signatura de @) i es pot
caracteritzar com el nombre de valors propis positius.
El teorema d’inercia de Sylvester diu que ara no podem reduir més, i que aquests dos

nombres son invariants complets del problema de classificacié de matrius simetriques:

2.3 Teorema. (Teorema d’inércia de Sylvester.) Dues matrius simetriques son con-

gruents si 1 només si tenen el mateix rang i la mateiza signatura.



En altres paraules, qualsevol matriu simetrica és congruent a una matriu diagonal

I,

r—Ss Y

i auquesta matriu és Unica, si exigim que les entrades positives venen abans de les negatives

a la diagonal, i els zero a la fi.

2.4 Consideracions computacionals. Invocar el teorema espectral per a garantir
I’existencia de la forma diagonal és convenient ja que coneixem aquest teorema. Pero no és
gaire economic, perque per diagonalitzar ortogonalment una matriu hem de calcular valors
propis i vector propis, la qual tasca té una certa complexitat algebraica — en particular
involucra resoldre equacions en n variables.

En la practica podem estalviar feina, perque tenim dret a utilitzar matrius no or-
togonals, i és possible arribar a la forma diagonal sense calcular cap valor propi. El
procediment és el segiient. Cada entrada no nula a la diagonal la podem fer servir com a
pivot per fer operacions de files i columnes i obtenir zero en les altres entrades de la seva
columna i fila.

Suposem per exemple que la entrada mq; és no nula. Fem operacions de files per a
aconseguir zeros a les altres entrades de la columna. Fer totes aquestes operacions de files
equival a multiplicar per ’esquerre per una matriu £, que fora de la diagonal de uns té
només entrades no nules a la primera columna. (Aquesta matriu no és ortogonal.) Ara és
facil veure que en la matriu £ - M - £ la entrada my; és la tnica de la primera columna
i de la primera fila diferent de zero. Continuem aixi amb les altres entrades no nules de
la diagonal.

Aquesta tecnica no és sempre suficient, perque no serveix en la situacié on la matriu
conté un menor de tipus (2 8) En aquest cas tornem al punt de vista del teorema espec-
tral, interpretant aquesta petita matriu com una transformacié lineal de R%. Clarament
aquesta transformacio intercanvia els dos eixos; és a dir, és una reflexié ortogonal de la
recta x = y (seguida d’'una homotecia de raé b). Aix6 vol dir que per diagonalitzar cal

conjugar per una rotacié de m/4, és a dir conjugar o transpo-conjugar amb

cos(m/4) —sin(m/4)
sin(w/4)  cos(mw/4)



Un calcul directe mostra que

cos(m/4) —sin(w/4)\ (0 b cos(m/4) sin(w/4)\ (b 0
sin(m/4)  cos(m/4) b 0) \—sin(mw/4) cos(m/4) 0 —b)
Aixi podem aconseguir la forma diagonal.
(Per evitar funcions trigonometriques es pot argumentar també observant que una

reflexio ortogonal en la recta x = y té vectors propis ( 1 ) i ( ! ) Per tant podriem també

fer transpo-conjugacié per (1 7). El resultat seria (% _9,) al lloc de (§%).)

2.5 Exemple. Sigui

M =

N W =
N © W
=~ = N

Volem pivotar a la primera entrada. Aixo vol dir restar tres cops la primera fila de la
segona, i restar dos cops la primera fila de la tercera. Aixo vol dir muliplicar de ’esquerre

per
1

-3 1
-2 0

que per tant és la nostre E] (amb notacié com abans). Efectuem el producte

1 1 3 2 1 -3 =2 100
-3 10 397 01 0 |=1]001
-2 0 2 7 4 0 0 1 010

Ara no podem continuar pivotant a la diagonal. Pero tenim un menor del tipus “reflexio”,

que podem eliminar per transpo-conjugacio per

0 O
-1
01 1



1 arribem a

0
0

o O =
o = O

—1

3 Classificaciéo de quadriques

3.1 Envers una classificacié de quadriques. Ara tornem al cas de la classificacié de
les quadriques. Aqui la situacié és més complicada, degut al fet que no podem transpo-
conjugar amb qualsevol matriu, siné només amb matrius afins. Aixo significa que no
podem sempre obtenir la forma diagonal: hi haura uns casos més.

Analitzem la situacié: tenim una matriu simétrica

C| B
BT A

i la volem transformar en transpo-conjugant amb matrius afins aixi:

1| »" | |C| B 1{ 0
O|MT| BT A vl M

Es facil veure que la part quadratica A la podem transformar sense restriccions: de
fet es fa amb matrius on v = 0, i aix0 és el cas del teorema de Sylvester. Per tant hem

trobat que @) és equivalent a una matriu de la forma

C| B
BT S

Q ~

on S és de la forma del teorema de Sylvester.
Ara podem fer servir cada entrada no nula de S com a pivot per a eliminar les entrades
corresponents a B. Per exemple, si la primera entrada de S és 1, podem restar b; cops

la segona file de la primera fila. Aquesta operacié consisteix en multiplicar per I'esquerra



per una matriu elemental E7, on E es vé facilment ésser una matriu afi. Ara el producte

C| B

TR R

elimina les dues entrades b; (simetricament). De la mateixa forma eliminem les r primeres
entrades de B, on r és el rang de S, és a dir el nombre d’entrades no nules.

Si totes les entrades de B son zero, llavors ja tenim una forma diagonal, i hi ha dos
subcasos, segon si la entrada C' és zero o no.

Si hi ha alguna entrada de B (després de r) no zero, podem suposar que b,; és
la primera. La podem fer servir com a pivot per eliminar (amb operacions de files i les
mateixes operacions de columnes) les altres entrades no nules de B. Finalment, podem fer
servir b,y com a pivot per eliminar també C'. (Atencié: la operacié de files ha d’eliminar
només la meitat de C, perque la operacié de columnes corresponent elimina despres 1'altra
meitat.) En conclusid, si sobreviu alguna entrada de B, llavors és només una, i C' mor

també en aquest cas.

3.2 Classificacio. En conclusié hi ha tres casos:

TipusI: B=0iC =0.

Tipus II: B=01iC # 0.

Tipus IV: b,41 # 0 (nica entrada no zero fora de S).

Dins de cada tipus podem mirar els signes. En el teorema de Sylvester, n’hi ha
prou amb comptar signes positius. En el nostre cas de quadriques el nombre de signes
positius no és un invariant, perque tenim dret a multiplicar tota la matriu per —1 (vegeu
Equacié (1)). No obstant aixo, al Tipus II, si que podem distinguir, perque tenim la
entrada diagonal especial C', i podem fer la convencié de sempre agafar C' > 0 (de fet la
podem agafar C' = 1). I ara comptar els signes de S. Aixd déna dos subtipus que podem
distinguir geometricament també: el cas on hi ha més signes de S iguals al signe de C' i
el cas on hi ha més signes oposats del signe de C'. [Reventds| anomena aquests dos casos
Tipus II i Tipus IIL.

3.3 Teorema de classificacié. Tota quadrica q és equivalent a exactament una de les



quadriques segiients (que anomenem de forma canonica):

S s
. E 2 E : 2
=1

j=s+1
I : fo—Zx? +1 ambs>r—s
i=1 j=s+1
IIT: fo—Zx? +1 amb s <r—s
i=1 j=s+1
IV . fo— Z x? + 22,41
i=1 j=s+1

3.4 Invariants. Als altres casos, si no podem distinguir (+1)3(—1)7 de (+1)7(=1)* (per
exemple), si que podem distinguir aixo de (+1)*(—1)°, perque els canvis de signes sempre

afecten tots els signes. Per tant, la quantitat
i:=min{s,r — s}

si que és invariant per multiplicacié per —1.
Ara tenim les invariants r i 7 de la part quadratica. Similarment podem enregistrar p,

el rang de la matriu tota (s’anomena el rang projectiu), i
j:=min{o,p—o}.
el minim de signes igual si comptem també el signe de C'.

3.5 Proposicié. Siq iq' son equivalents, llavors tenen la mateiza quaterna d’invariants
(T’ p? 7;7 ]) °

Observem que dels quatre tipus sén possibles només els invariants (r, 1, p,j) de les

formes segiients:

I (ryi,r, Q) 2i<r<n
I (ryi,r+1,4) 21<r<n
I | (ryi,r+1,i+1) | 2i<r<n
V| (ri,r+2,i+1)|2i<r<n
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Classificacié de les quadriques de la recta

r|v|pl|J | Equacio | Nom
II|1]0|2|1|—22+1 | Parell de punts
I |{1]0|2[0]2*+1 | Buit (dos punts imaginaris)
IVi0|0|2]|1|x Punt (altre punt a I'infinit)
I [1]0]1|0]a? Punt doble
IIr {ojoj1}j0|1 Buit (punt doble a 'infinit)
Classificacié de coniques
r{t|pl|s | Equaciod Nom
I |2(1|3|1|a2—9y*+1 Hiperbola
I {203 |1|—2?2—9*+1 | Ellipse
I [2(013|0]|22+9%+1 Buit (el-lipse imaginaria)
IV|1[0]|3|1]2%4+y Parabola
I (2121 2%—9? Parell de rectes
I (20|20 2%+¢y? Punt (dues rectes imaginaries)
{1021 |—2?2+1 Parell de rectes paral-leles
I |1{0]2|0]a*+1 Buit (rectes paral-leles imaginaries)
IV{0|0|2]|1|x Recta (altra recta a 'infinit)
I [1/0|1|0]2? Recta doble
II fOj0|1|0]1 Buit (recta dobla a l'infinit)
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Classificacié de les quadriques de ’espai

rli|pl|J | Equacid Nom
I [3[0[4[0|22+y*+2>+1 | Buit (ellipsoide imaginari)
I3[0 |4|1|—2%—9y*—22+1 | Ellipsoide
IT | 3|14 |1 |a2+y*—22+1 Hiperboloide de dos fulls
I |3 |1|4|2|22—y*>—22+1 | Hiperboloide d’un full
IV[2(04|1|22+9y*+2 Paraboloide el-liptic
V2114|222 —y*+2 Paraboloide hiperbolic
I [3[0[3|0]a%+y?+2° Punt (con imaginari)
I |3|1|3 |1 |a?2+y?—22 Con
II{2/03[0]2*+y*+1 Buit (cilindre el-liptic imaginari)
|20 31| —-22—9*+1 Cilindre el-liptic
II|2]1|3|1|a2—9y*+1 Cilindre hiperbolic
IV|1]0|3|1|a®>+= Cilindre parabolic
I [2(0[2|0]2*+y° Recta (dos plans imaginaris)
I |2]1|2|1]a®—9? Parell de plans
{1021 —-22+1 Plans paral-lels
I |1(0[2[0]2*2+1 Buit (plans paral-lels imaginaris)
IVioj0|2(1]x Pla (altre pla a I'infinit)
I [1]0]1]0]a? Pla doble
IT fOj0|1|0]1 Buit (pla doble a I'infinit)
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