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1 Introduccié a la geometria projectiva

Aviat estudiarem coniques i quadriques. Formen naturalment espais projectius més avi-
at que espais afins, i la seva classificacié és més elegant en termes projectius. Per aixo
necessitarem d’una mica de geometria projectiva, en realitat molt poc. Pero val la pe-
na aprofitar per a tractar els aspectes més basics de la geometria projectiva, perque la

geometria projectiva és una joia. . .

1.1 Mancances de la geometria afi. Una nocié fonamental en la geometria afi és
paral-lelisme. Aquesta nocié és també responsable de moltes anomalies o excepcions. Per

exemple:

Dues rectes al pla tenen exactament un punt en comu, excepte si sén pa-

ral-leles.
O més generalment les complicacions de les formules de Grassmann:
Si dos subespais L i M afins tenen interseccié buida, llavors
dim(L 4+ M) = dim(L) + dim(M) — dim(T(L) N T(M)) + 1.
Hi ha també molts teoremes classics (com ara el de Ceva) que diuen

... llavors les tres rectes ...sén concurrents o paral-leles.



1.2 Punts que escapen a “l’infinit”. En totes aquestes situacions veiem, intuitiva-
ment, que la configuracié excepcional es pot veure com a limit d'una familia de configu-
racions ‘normals”, i que al limit algun punt “escapa a l'infinit”.

Per exemple, en el pla afi R? fixem la recta L com z = 1, i considerem la familia de

totes les rectes que passen per 1'origen.

Es clar que tota recta de la familia intercepta L en algun punt, excepte la recta
vertical. Si comencem amb la recta horizontal ¥y = 0 i poc a poc tornem la recta en el
sentit contrari a les agulles d'un rellotge, llavors el punt d’interseccié puja per la recta
L i tendeix a linfinit. Si parametritzem la familia per 'angle 6 € (—%,%] de l'eix =,
llavors obtenim tots els punts de L com a punt d’interseccié: concretament, la recta My
intercepta L en el punt (1,tan#). Amb 6 = 7 tenim la recta vertical que no intercepta
L. En efecte, tan(7) = oo, o més exactament no esta definit. Veiem que el punt escapa a
I'infinit de la mateixa manera que tan(f) tendeix a oo quan ¢ — 7 dins de I'interval que
considerem.

Ara bé, parlar d’angles no és un argument afi. Podem intentar descriura la familia de

manera afi. Per exemple podem considerar la familia de rectes
y =tz, teR.

Totes aquestes rectes passen per 'origen, pero no formen tota la familia: falta un membre

que és exactament la recta vertical, paral-lela a L.

1.3 La idea de la geometria projectiva (segons Kepler (1604), Desargues (1639),
i finalment més sistematicament, Poncelet (1822)). La idea de Desargues, motivada per

exemple de la situacié anterior, és afegir punts a l'infinit per a obtenir una geometria



més completa, on en particular dues rectes qualssevol (distintes) del pla tendrien un tnic
punt d’interseccié. Per aconseguir aixo afegim un nou punt a l'infinit per a cada direccid
paral-lela. En particular, per a la direccié de L afegim un nou punt, que serveix com a
punt d’interseccié entre L i qualsevol recta paral-lela a L. (Com a consequencia d’aquesta
idea, tenir tres rectes paral-leles és ara el mateix que tenir tres rectes “concurrents en un
punt a U'infinit”.)

Ara podem calcular la interseccié de dues rectes paral-leles. Sigui L || L. Aixo vol dir
T(L) = T(L'). Posem L := LU {oor }iL := L' U{oory}. Ara

—/

LNL = (LU{oorr})N (L' U{oors})
= (L N L/) U (L N {OOTL}) U {OOTL} N L/> U ({OOTL} N {OOTL})

= {oorr}

Es un punt, com voliem!

(Es podria potser pensar que calia afegir dos punts a L: 400 i —oo, un en cada
extremitat de L. Aix0 no és una bona idea: la recta vertical M x tindria llavors dos punts
d’interseccié amb L: un a +oo i altre a —oo, que serien els limits de tan(f) depenent de
I'orientacié del gir que realitza el 1imit! De fet és millor oblidar la idea d’angles i tangent
completament. Molt millor és el model y = tz: tenim una bijeccié entre els punts (1,¢)
de L i els membres M; d’aquesta familia. Exactament com falta un membre en aquest
model de la familia, falta un punt a L. La projectivitzacié de L sera llavors per definicio
la familia de totes les rectes que passen per I'origen.)

Ara passem a definir les coses més formalment.

2 Espai projectiu

2.1 Definicié d’espai projectiu. Sigui V un espai vectorial. Per definicid, un raig és
un subespai vectorial de dimensié 1. Definim ’espai projectiu P(V') associat a V' com el
conjunt de tots els raigs. Si L <V és un raig de V, per denotar el corresponent element
de P(V') escrivim [L] € P(V), i diem que és un punt de P(V).

La dimensid de P(V') és per definicié

dimP(V) :=dimV — 1.

(A vegades és practic parlar de dimensid projectiva, només per a no confondre-la amb la

dimensi6 vectorial.)



Un subespai projectiu de P(V) és per definicié P(W) C P(V) per algun subespai
vectorial W < V. Aixo té sentit, perque els punts de P(WW) sén els raigs de W, i com que
W <V, els raigs de W sén també raigs de V.

Una recta projectiva d’'un espai projectiu P(V') és per definicié un subespai projectiu
de dimensio projectiva 1, i per tant la mateixa cosa que un subespai vectorial W < V
de dimensi6 vectorial 2. Més abstractament anomenem recta projectiva qualsevol espai

projectiu de dimensié projectiva 1.

2.2 Exemple. En la discussié motivadora hem analitzat la familia de totes les rectes de
R? que passen per 'origen. Es exactament el conjunt dels raigs de l'espai vectorial R?,
i per tant és una recta projectiva. La discussio també mostra com interpretar aquest

objecte com una recta (la recta afi L) amb un punt afegit a l'infinit.

2.3 Observacié. En 'exemple, teniem la recta L, i amb el punt afegit va donar el que
ara veiem que és una recta projectiva. Es important observar que en la definicié de la
recta projectiva (conjunt de tots els raigs), no hi ha res d’especial a cap punt: totes les
rectes de la familia tenen el mateix paper. Es només I'interpretacié de la recta afi L
(x = 1) que déna un paper especial a alguns dels punts de la recta projectiva. Si agafem
una altra recta afi, per exemple y = 1, i si repetim 'analisi feta a la discussid, veiem
que ara és un altre punt de la recta projectiva (la familia M) que té el paper de punt
a l'infinit. Aix{ veiem que la definicié d’espai projectiu incorpora els punts a l'infinit de

manera natural i democratica.

2.4 Exemple. El terme “raig” ve de la mecanica quantica. L’espai d’estats H d’un
sistema quantic és naturalment un espai projectiu: si ¢ € H és un estat, llavors z1)
defineix el mateix estat (per a tot escalar complex z # 0), i a més, 1» = 0 no és un estat
valid. Per tant ’objecte relevant és en realitat ’espai projectiu assocciat. Els fisics diuen

que un estat és un raig de H, és a dir un subespai vectorial de dimensié 1.

2.5 El pla projectiu. Sigui V = R3. Llavors I'espai projectiu P(V') (que és de dimensi6
projectiva 2) és diu el pla projectiu, i es denota P2. Aix{ els punts de P? sén els raigs de
R3, és a dir, les rectes que passen per l'origen.

Sempre que tenim dos raigs de R?, diguem Ly # L, generen un subespai vectorial W
de dimensi6 2. En concret, si vy és un vector generador de Lg i v; és un generador de L1,
llavors com que son linealment independents, {j, 01 } és una base de W. Aquest subespai
té un espai projectiu associat P(TW) que és un subespai projectiu de P2, de dimensi6 1, és

a dir, una recta projectiva de P?: és la recta projectiva generada pels punts [Lo] i [L1].
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Els altres punts d’aquesta recta sén per definicié els punts associats als raigs L < R?
que sén subespais vectorials de W = (uj, v;). Cada combinacié lineal no zero de v, i 0
determina un raig de W, i per tant un punt de la recta projectiva P(W) C P2. Observem
que ¥ 1 AV generen el mateix raig (si A # 0), i per tant el mateix punt de P(W).

En general, les rectes projectives de IP? sén els subespais vectorials de R? de dimensi6
(vectorial) 2. Ara ja tenim tots els subespais projectius de P?:

— de dimensi6 (projectiva) 2: = tot l'espai

— de dimensié (projectiva) 1: sén les rectes projectives

— de dimensié (projectiva) 0: son els punts

— de dimensi6 (projectiva) —1: correspon al subespai vectorial trivial {0} < R®. (No

hi ha raigs aqui dins, i per tant I'espai projectiu associat és buit.)

2.6 Interseccions de subespais projectius. La interseccié de dos subespais projectius

és de nou un subespai projectiu. De fet és immediat que tenim
P(Wy) NP(Wy) = P(Wo N W7).
Aixi arribem a un dels caracteristics més importants de la geometria projectiva:

La interseccio de dos subespais projectius (en algun espai projectiu ambient

P(V)) sempre té la dimensid esperada.

Per exemple, la interseccié de dues rectes projectives a P? (distintes) sempre és exactament
un punt. En efecte, una recta correspon a un subespai vectorial de R?® de dimensié
(vectorial) 2. Si en tenim dues, distintes, la férmula de Grassmann (vectorial) ens diu que
la seva interseccié (com a espais vectorials) té dimensid (vectorial) igual a 1. Per tant és

un punt de P2

2.7 Férmula de Grassmann. Si Hy i H; sén subespais projectius d'un espai projectiu
P(V), (diguem Hy = P(Wy) i Hy = P(W)) per a subespais vectorials Wy <V i W; < V),
llavors definim HoH; C P(V) com el subespai projectiu més petit que contingui Hy i H.
Es facil veure que

HoHy = P(Wy + Wh),

O sigui, el subespai projectiu generat per dos subespais projectius, és I'espai projectiu
associat a la suma dels subespais vectorials. Ara obtenim immediatament la férmula de

Grassmann per a subespais projectius:



En particular, mai hi ha punts d’interseccioé que “escapen”. En els espais vectorials, en
un sentit aixo és cert també, pero té I'explicacié banal que tota interseccié conté ’origen.
La gracia de la geometria projectiva és que tenim el comportament ideal d’interseccions, i
al mateix temps tenim la flexibilitat de tenir subespais que no tots passen per un mateix

punt, una caracteristica necessaria per a fer geometria. Per exemple tenim triangles:

2.8 Triangles. Un triangle (diguem a P?) és per definicié la configuracié de tres rectes
que no sén concurrents. Es a dir no hi ha cap punt comu de les tres rectes. (Equiva-
lentment, un triangle es pot definir com tres punts que no sén colineals.) Hem de veure
que tals configuracions realment existeixen al pla projectiu. (Per exemple en els espais
vectorials, que és la base dels espais projectius, qualssevol tres rectes s’intercepten a 1’o-
rigen, per tant els triangles no sén possibles!) Recordeu que P? = P(R3); una recta de P?
és un subespai vectorial de R3. Exhibim tres rectes projectives que no sén concurrents:
n’hi ha prou agafant els tres plans de coordenades de R3. Es a dir, el primer subespai
vectorial sera x = 0, el segon y = 0, i el tercer z = 0. Com que la interseccié d’aquests
tres subespais vectorials és ’espai vectorial trivial {6}, la interseccié de les tres rectes
projectives associades en P? és buida. Clarament, aixo és la situacié normal: si tenim
tres plans vectorials de R?, dos d’ells s’intercepten en una recta vectorial (un raig), i la
interseccié d’aquesta recta vectorial amb el tercer pla vectorial tipicament és només 1’ori-
gen. En termes dels subespais projectius: dues rectes sempre s’intercepten en un punt, i

tipicament una tercera recta no passa per aquest punt.

2.9 “Vectors no nuls llevat escalar no nul.” Emfatitzem que un raig d'un espai
vectorial V' és el mateix que donar una vector no nul, llevat un escalar no nul. Aixi ’espai

projectiu P(V') es pot descriure com

SRR

on ~ denota la relacié d’equivaléncia que identifica dos vectors ¢, € V si un és un

multiple de 'altre per un escalar A # 0.

2.10 Coordenades projectives. Escollint una base de I’espai vectorial V', podem su-
posar V = R""!. Llavors cada vector de V s’escriu com un vector (zo, ..., z,) € R*"!. El
vector zero no genera cap raig; cadascu d’els altres vectors generen un raig, i dos vectors
generen el mateix raig si un és un multiple de I'altre per un escalar A # 0. Aixi podem
representar cada punt de P" = P(R""!) per un vector [zy : --- : z,], si convenim que

[zg : -+ xy] 1 [Axg @ -+ Ax,] representen el mateix punt de P" sempre que A # 0. La
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notacié de coordenades projectives amb el simbol “:” com a separador, indica justament
que importa la proporcid entre els nombres, no pas els nombres en si. Aixi les coordenades
projectives d’'un punt no sén tniques, només uniques llevat un factor comu \ # 0.

Si per exemple la primera coordenada x és diferent de 0, llavors podem “normalitzar”
per a aconseguir coordenades del format ([1: £L:---: 2], Per0 tots els punts de la forma
0:x:---: x,] no admeten aquesta normalitzacié. Veurem que els punts de P amb
ro = 1 formen exactament un espai afi, i que el complement, els punts de la forma

[0:2y:---:x,], formen un espai projectiu de dimensié n — 1.

2.11 Morfismes. Una projectivitat ¢ : P(V') — P(V') és per definicié una aplicaci6 lineal
invertible V' 55 V' llevat multiplicacié per un escalar A # 0. El grup de les projectitivats
de P(V) s’escriu PGL(V'). En coordenades les projectitivats sén matrius invertibles (n+
1) x (n+1) llevat un factor A # 0. Composicié de projectitivats és multiplicacié de tals

matrius.

3 Geometria projectiva i geometria afi

Tenim ara una geometria molt elegant, on les interseccions es comporten com una me-
ravella. Veurem que el preu a pagar és que no tenim ni nocions de distancies ni angles
(les quals nocions ni tenfem a la geometria aff), pero tampoc nocions de paral-lelisme o
de combinaci6 afi. Volem ara relacionar la geometria projectiva amb la geometria afi, per
beneficiar les dues: la geometria projectiva ajuda amb conceptes, la geometria afi ajuda
amb els calculs. Una indicacié ve de la discussié inicial (la recta = 1) i de la tecnica de
les coordenades cartesianes en geometria afi. Recordeu que aquesta tecnica consisteix en
escollir un punt O € A i una base de l'espai vectorial T'A. Si dim A = n podem treballar
amb l’espai de coordenades R™. Pero, hem vist també que sovint, per exemple si treballem
amb afinitats, és més convenient afegir una coordenada xy que és sempre igual a 1. Aixi
les afinitats es representen com a matrius ampliades. En altres paraules, un model de

coordenades convenient per a A és l'espai afi
{(zo,...,1,) € R"™ | zg =1}

La recta L de la discussio inicial n’és un exemple.

3.1 Una carta afi de P?. Treballem a l’espai vectorial R3. Tenim el pla projectiu
P? = P(R?) i tenim també

A? = {(I0,$17$2) | Ty = 1},
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que és un model del pla afi. Cada punt P € A? és per tant un vector (1,z1,z2) de R3;
aquest vector és sempre no-trivial perque la primera coordenada és 1. Per tant genera un
raig de R3, i per tant un punt de P2. Es facil veure que I'aplicacié aixi definida A2 — P2
és injectiva, perque un raig de R?® intercepta I’hiperpla A% en un tinic punt (si l'intercepta
de tot). Aixi podem considerar A? com un subconjunt de P2

Quins sén llavors els punts de P? que no apareixen aixi, és a dir el complement de A??
Sén exactament els punts que corresponen a vectors en R* amb primera coordenada 0 —
perque els raigs d’aquests punts no intercepten I'hiperpla A? C R3. Aquests punts formen
un hiperpla projectiva H C P? i els interpretem com a “punts a l'infinit” del pla afi A2
Els vectors de R? de la forma (0, 1, z5) s’identifiquen naturalment amb T'(A?) (és a dir,
son diferencies de punts de A?).

Ara, el vector (0,0,0) no genera cap raig, llavors no apareix com a punt de P2. D’altra
banda, si A # 0, llavors els vectors (0, z1,z2) i (0, Az, Ax1) generen el mateix raig, i per
tant corresponen al mateix punt de P2. En conclusid, els punts de P? \ A% sén en bijeccié
amb les direccions paral-leles de rectes de A2, la qual era basicament la descripcié a la
Desargues dels punts a l'infinit del pla afi.

Ara podem fer més identificacions: cada recta aff de A? genera un pla vectorial de R?,
i per tant una recta projectiva de P2. A l'inrevés, una recta de P? és un pla vectorial de
R3: i, a excepcié del pla paral-lel a A2, tot pla vectorial de R? intercepta A? en una recta.
Aixi, totes les rectes projectives de P2 sén també rectes de A2, excepte una. Aquesta una
és exactament la recta que consisteix en tots els punts que no pertanyen a A?. També és
facil veure que interseccions de rectes en A? corresponen exactament a interseccions de
rectes en P2, amb 'observacié adicional que si dues rectes a A? sén paral-leles, i aix{i no
tenen interseccié en A2, llavors s’intercepten en P? en un “punt de Iinfinit”, és a dir en

un punt del complement de A% en P2

P? = A?UP(TA?)

3.2 El grup general projectiu. De la mateixa manera que el grup de totes les afinitats

d’un espai afi de dimensié n es pot identificar amb el subgrup de GL(n + 1) de totes les

(5 1)

(les matrius ampliades), el grup de les projectivitats de P" es pot identificar amb el grup

matrius de la forma

de matrius invertibles (n + 1) x (n + 1) llevat un factor constant. (En els dos casos, la
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identificacié depen d'un escull de coordenades.)

Si A" C P" és una carta afi, diguem amb xy = 1, llavors el subgrup de les afinitats es
pot identificar com el subgrup de totes les matrius invertibles (n+ 1) x (n+1) A tals que
Ientrada agy és diferent de zero, i les altres entrades de la primera fila sén 0. Com que
ago # 0 podem rescalear de manera que sigui igual a 1, i recuperem les matrius ampliades
com les coneixem de la geometria afi.

Més geometricament, i sense referencia a coordenades, si interpretem A™ com el com-
plement d’un hiperpla H C P", llavors el grup afi és el subgrup de les projectivitats que
deixa invariant ’hiperpla H.

Aqui dins: les projectivitats que no només deixa H invariant si no també fixa cada
punt de H, es pot veure (exercici facil) que formen el subgrup del grup afi que consisteix
en totes les homotecies i totes les translacions. Més conceptualment: és el grup de totes
les afinitats amb D f un multiple de la identitat. (Finalment, les projectivitats que fixen
tot punt de H, i cap altre punt, formen les translacions de I'espai afi P(V') \ H.)

Veurem l’argument en el cas del pla projectiu P? = P(R3), amb coordenades projectives
[zg : x1 : @3]. Com a hiperpla a Uinfinit agafem H = {[0 : x1 : z5]}. Llavors el pla aff
té coordenades (1, z1,x5). Les projectivitats sén les matrius gzg g(ﬁ gzg amb det # 0 (i
amb la identificacié per multiplicacié per A # 0). Una tal matriu deixa invariant la recta
[0: 21 : 9] si1només sité ag; = age = 0, i per tant, per ser invertible ha de tenir agy # 0
i det (ail as2) # 0. Com que agy # 0 podem rescalear, i arribem a la descipcié habitual de
les afinitats del pla.

Ara que passa si hem de fizar els punts de H? Aix0 vol dir que per a cada punt

1 0 O 0 0
aip ail ai2 z1 =p| ™
a0 a1 a22 xo o

per algun p # 0 que apareix perque les [0 : 1 : 23] s6n coordenades projectives, i per tant

[0: 21 : 5] hem de tenir

son determinades només lleval p # 0. Si resolem 1'equacié trobem
a1 a2y _ (p0
(a21 a22) - (0 p)

Es a dir exactament que Pafinitat és una homotécia amb raé p (o una translacié, si p = 1).

4 Perspectives

Hem vist que un espai projectiu de dimensio n es pot cobrir de n+1 cartes afins. Agafem-

ne dues cartes. Pensem cada carta com una pantalla on projectem imatges afins de I'espai



projectiu P(V') (o de l'espai vectorial V). Volem comparar les dues imatges. Cada carta
cobreix només una part de l'espai, i ens interessa per tant la part coberta per ambdues
cartes. La transformacié que consisteix en comencar amb un punt P d’una pantalla,
I'interpretar primer com un punt de P(V'), agafar el raig que passa per P i retornar
el punt d’interseccié del raig amb l'altra pantalla — aquesta transformacié es diu una
perspectiva.

Tornem a l’exemple inicial: la recta projectiva P(R?), amb coordenades projectives
[z : y], i la carta L C R? definida per x = 1, i l'altra carta M definida per y = 1.
Clarament cobreixen junts tot I’espai projectiu (com que tot raig de R? ha d’interceptar o
bé L o bé M, i tipicament els dos). Cada carta és una recta afi. Podem parametritzar L
per ¢t — (1,t) i podem parametritzar M per ¢t — (¢, 1). Si tenim un punt [z : y] € P(R?),
llavors es projecta a la pantalla L com el punt (1,%) i es projecta sobre la pantalla M
com el punt (%, 1). La transformaci6 de L a M que consisteix en interpretar ¢ € L com el
punt [1: ¢] de P(R?) i després projectar sobre M, veiem que déna % Clarament, aquesta
transformacié no és afi: t — % no respecta combinacions afins!

Per comprendre la terminologia “perspectiva’, millor passar a dimensié 3. Suposem
que la primera “pantalla” és la terra, en la qual hi ha algunes figures, i que I'altra pantalla
és la tela d'un artista, o una pel-licula fotografica que capta I'impressio visual de les figures.
En ambdoés casos, hi ha un punt P que no pertany a cap de les pantalles, i la perspectiva
consisteix en tragar, de cada punt de la primera “pantalla”, la recta (o raig) que passa
per P, i registrar el punt on aquesta recta talla ’altra pantalla.

L’observacié interessant és que aquesta transformacioé no preserva rectes paral-leles i
que tampoc preserva raons simples o combinacions afins. Per exemple, suposem que tenim

la segiient figura a terra (pantalla 1):

i que ara veiem la figura que es projecta a la pantalla 2 (la tela del pintor):

/=

Es clar que és la mateixa figura en perspectiva. Les rectes paral-leles dels costats no

son més paral-leles. Les rectes transversal que en la figura original sén equidistants, ara
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la distancia disminueix amb l'al¢ada. (Fem servir aqui algunes paraules euclidianes per a

descriure la figura, pero és clar que ni les caracteristiques afins sén preservades.)

4.1 Exercici. Agafeu qualsevol fotografia on apareix algun edifici que en la realitat té
alguns plans i rectes paral-leles. Analitzeu la perspectiva en la fotografia, observant que

en el paper de la fotografia, la representacié d’algunes rectes no sén paral-leles,; etc.

Diem que dos triangles ABC' i A’B’'C" estan en perpectiva (central) si hi ha un punt
P tal que les rectes AA’, BB' i C'C" totes passen per P. Vol dir que el punt P defineix

una perspectiva entre els plans generat per cada triangle.

Hi ha també una nocié de perspectiva axial de triangles: si en un triangle ABC
anomenem ¢ la recta BC' oposada de A, etc., llavors podem espeficificar el triangle com
abe (tres rectes coplanars). Diem que dos triangles abc i a'b'c’ estan en perspectiva axial

si les tres interseccions aNa’, bNb' i ¢N ¢ sén punts i que aquests tres punts sén colineals.

4.2 Teorema de Desargues. Dos triangles estan en perspectiva central si © només si

estan en perspectiva azxial.

En dimensié 3, la demonstracié és forca facil. La idea és la seglient: si els triangles
estan en perspectiva central, llavors la interseccié dels dos plans dels triangles s’intercepten
en una recta que és l'eix de la perspectiva axial. A linrevés, si els triangles estan en
perspectiva axial, cada parell de rectes (per exemple a, a’) defineix un pla; el centre de la
perspectiva central sera la interseccié d’aquests tres plans.

Observeu que un cop que tenim toda la configuracié de punts i rectes (de qualsevol
enunciat de la geometria projectiva), es pot escullir una carta afi que conté tot (més
precisament, conté tots els punts, i una part afi de cada recta). Aix{ el teorema de
Desargues (o qualsevol teorema de la geometria projectiva) admet també una formulacié
en la geometria afi. Pero tant la formulacié com la demostracié és molt més elegant en la

versio projectiva.

5 Families d’objectes geometriques

Si treballem en geometria afi, moltes vegades tenim families d’objectes que sén espais
projectius i no pas afins, o que naturalment s’extenen a una familia projectiva. El cas
fonamental és la familia de totes les rectes que passen per algun punt P: en coordenades
amb origen P podem interpretar la familia vectorialment, i és més o menys la definicié

d’espai projectiu.
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5.1 Rectes que passen per un punt. En particular, al pla afi, la familia de totes les

rectes que passen per algun punt P fixat és una recta projectiva.

5.2 Rectes del pla afi. Que tal la familia de totes les rectes del pla aff R?? Una recta

és pot descriure per una equacié de la forma
ar+by+c=0

No admetem el cas a = b = ¢ = 0, perque és sempre zero, i per tant no defineix una recta.
(Tampoc admitim el cas a = b = 0, ¢ # 0, perqué mai és zero.) D’altra banda, dues
equacions defineixen la mateixa recta quan els coeficients d’una sén un multiple de A # 0
dels coeficients de ’altre. Per tant, I’espai de les rectes és naturalment un espai projectiu
de dimensi6 2, i té coordenades projectives [a : b : ¢|. El cas a = b = 0 correspon a un
sol punt [0 : 0 : 1] (perque els esculls de ¢ # 0 sén tots multiples de ¢ = 1). Com hem
observat, aquest punt correspon al conjunt buit. Pero ara podem interpretar aquest cas
més aviat com la “recta a l'infinit” del nostre pla afi. En conclusié, la familia de les rectes
del pla afi és un pla projectiu menys un punt.

Treballem ara en 'espai projectiu de totes les rectes d’un pla afi (inclosa la recta a
I'infinit). Sigui P un punt de A?. En coordenades adequades, podem suposar que és el
punt (0,0). Quines sén les rectes que passen per P? Respecte a les mateixes coordenades,
'espai de les rectes és el pla projectiu amb coordenades projectives [a : b : ¢|. Clarament
la familia de les rectes que passen per P son exactament les rectes ax 4 by + ¢ amb ¢ = 0.
Aquesta equacié defineix una recta projectiva de P2. Aix{ veiem la recta projectiva de les
rectes per P com un subespai, o subfamilia, de I’espai de totes les rectes.

Ara podem combinar varies families. Suposem per exemple que volem trobar totes les
rectes que passen per P i Q). (Es clar que hi haura exactament una recta.) En termes de
les families: les rectes que passen per P formen una recta projectiva en P2, i les rectes que
passen per Q formen una altra recta projectiva en P2. La solucié és per tant la interseccié
d’aquestes dues rectes projectives, dins de I'espai P? de totes les rectes: és un sol punt de

P2, i per tant la solucié del problema original consisteix en una sola recta.

5.3 Coniques que passen per cinc punts. Aviat estudiarem coniques afins. Breu-
ment, una conica és el conjunt de zeros d’una equacié de grau 2 (en dues variables, que

sén les coordenades del pla). Aix{ una conica és de la forma

az® + by? 4+ cry +dr + ey + f = 0.
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eventos:GP

Formen un espai projectiu P° de dimensié 5, amb coordenades projectives
[a:b:c:d:e: f].

La condicié per una conica de passar per un punt P defineix en P® un hiperpla projectiu.
Si agafem cinc punts (generals) del pla, P, ..., Ps, llavors la condicié per una conica de
passar pels cinc es tradueix en l'interseccid dels cinc hiperplans projectius. Aplicacions
succesives de la férmula de Grassmann impliquen que 'interseccié consisteix en un sol
punt de P°. Per tant, hi ha exactament una conica que passa per cinc punts donats.

L’utilitat de la geometria projectiva és evident.

Aquest tipus d’aplicacié de la geometria projectiva és central en moltes situacions
de la geometria moderna, on sovint es tracta families d’objectes geometriques (espais de

moduli) més aviat que objectes aillats.
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