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1 Coniques i quadriques

1.1 Coniques. Les coniques sén: les hiperboles, les paraboles i les el-lipses (que inclouen
els cercles). Algebraicament, sén les corbes de grau 2 — és a dir, corbes planes definides
com a lloc de zeros de polinomis quadratics en dues variables. Aquesta caracteritzacio
lleva a considerar també casos degenerats com par-de-rectes, possiblement coincidents, i
alguns altres casos.

L’origen de la paraula “conica” és “seccid conica”, o “seccidé conica plana”: sén les

figures que apareixen quan un pla talla un con:

Dependent de la posicié del pla relativament al con veiem els diferents tipus de conica, i
movent continuadament el pla es veu la transicié entre ells. Si el pla passa per 'apex del
con, s'obté en general un parell de rectes, i si a més el pla és tangent al con, s’obté només

una recta. El fet que les coniques son interseccions d’un con per un hiperpla suggereix



que sén només perspectives diferents d'un sol tipus d’objecte, i indica que la geometria

projectiva és rellevant per al seu estudi.

1.2 Definicié provisional de conica afi (a R?). Un polinomi quadratic en dues

variables x1, xo és una expressio

2 2
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part quadratica part lineal part constant

on aiy, g, ase, by, be, ¢ sén nombres reals. (Els factors 2 no tenen importancia. Hi sén
només per deixar més simple la representacié matricial més avall.)
La idea és que conica de R? deu significar conjunt de zeros a R? d’un polinomi quadratic

no nul. Pero, per varies raons aixo no seria completament satisfactori:

1.3 Alguns problemes amb la primera defincié. Segons la definici, admitim com
a polinomi quadratic 'expressié 7. Clarament, el conjunt dels zeros de 7 és buit. Volem

realment incloure aquest cas? Altres exemples de coniques buides sén
v+ a1 1 r3 + 13 + 5.

Com que aquestes expressions sén sempre estricament positives, els conjunts dels zeros son
buits. Pero aqui el problema és diferent. De fet els dos polinomis tenen zeros complexes:
les coniques sén dos cercles imaginaris (de radis diferents). No hauriem de considerar-les
iguals, només perque tenen conjunts de zeros (reals) coincidents.

Un altre problema apareix amb coniques no nules, com ara
: 2
2z 1 x7.

Clarament tenen el mateix conjunt de zeros, a saber 1’eix x5. De nou, podem pensar que
el polinomi 2x; potser que no mereix ser anomenada conica.

Simplement excloure els polinomis de grau menor que 2 és una possibilitat, i en molts
llibres es fa aix0. Pero aquesta convencié no sempre és elegant. Per exemple, en families
de coniques, com ara

.CL’Q—T,LU%, teR

apareix naturalment polinomis de grau menor que 2. En aquest exemple particular, per



a t # 0 tenim diferents paraboles, pero per a ¢t = 0 tenim només el polinomi x5, amb lloc
de zeros una recta.
Acabem acceptant les coniques de grau menor que 2. Les anomenem de coniques

defectives.

1.4 L’espai de totes les coniques. Com que no admitim el polinomi zero, i com que

multiplicacié per un escalar A # 0 no canvia el lloc dels zeros, veiem que naturalment

El conjunt de totes les coniques formen un espai projectiu P> amb coordenades

projectives [c : by : byt ajy : aqz : ags).

Aquesta observacié és molt important, pero esta en lleugera contradiccié amb la idea
original, on conica va significar 'objecte geometric dels zeros. La idea que les coniques

formen un espai projectiu P® és més important que la idea original. Per tant definim ara

Uma conica és un polynomi quadratic no-nul (en dues variables) llevat un

factor constant no-nul.

Aixi, per definicié, les coniques formen un espai projectiu P°.

1.5 Exemple. Les tres coniques
7, zi+m+1 i x} 4+ 15+ 5

son coniques diferents: cap d’elles és multiple de cap altra, i per tant sén punts diferents
del P5 esmentat. No obstant aixo, totes tres tenen conjunt de zeros buit.

La primera conica continua buida si passem als nombres complexes, mentre que les
altres son cercles imaginaris. En canvi, els dos cercles continuen buits si passem al pla
projectiu (real), mentre que la primera sera una recta doble a l'infinit (com ho veurem
tot seguit).

La primera conica pot apareixer en una familia de paraboles:
—t(2? —x)+7, tER.

Veurem més endavant que els dos cerles imaginaris mai poden apareixer en una familia de
paraboles, per tant geometricament sén de naturalesa diferent. Poden apareixer en una
familia amb cercles reals:

i+ a5+t, teR.
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Aqui, per a t < 0 tenim cercles reals, per a t = 0 el lloc de zeros es redueix a un punt
(que sobre els nombres complexes seria de fet un parell de rectes imaginaries conjugades
amb interseccié el punt real (0,0)), i per a ¢ > 0 tenim cercles imaginaries (que inclou els

dos casos esmentats).

1.6 Definicié de quadrica de R". Una quadrica de R™ és un polinomi no nul de grau
< 2 en les variables x4, ..., x,, llevat factor constant. Gairebé per definicio, les quadriques
de R™ formen un espai projectiu. Veurem que és de dimensio (";2) —1.

Exemples de R? sén hiperboloides, el-lipsoides, paraboloides, cons, cilindres, etc.

DIBUIXOS AMB MAPLE

1.7 Representacio matricial. Les coniques en general no sén varietats lineals. La raé
per tractar coniques en una assignatura que es diu Geometria Lineal és que hi ha una
manera natural de representar les coniques (i quadriques) per matrius, i després fer servir
algebra lineal per manipular-les. Observacié clau: el polinomi q es pot escriure com un

producte de matrius:

Q(x17$2) = 1 a1 a2 by |a11 a2 1

by |a12 a22 To

Observeu que vectors com
1

xy
T2
son exactament el tipus de vectors que tractem quan manipulem espais afins en coorde-
nades cartesianes.
La representacio matriu funciona igual per a quadriques de R™: sén les matrius

simetriques (n + 1) x (n + 1), llevat un factor constant.

2 Quadriques projectives

2.1 Coniques projectives. Un cop que hem representat una conica per una matriu, i

que aquesta matriu diu respecte a vectors de tipus (1, x, z5), ja veiem com naturalment



hem d’interpretar el pla afi com una carta afi del pla projectiu. Si al lloc de coordenades
(1,21, x9) fem servir coordenades projectives [zg : x1 : 23] llavors la mateixa expressid
matricial determina la que per definicié és una conica del pla projectiu, o per simplificar,
una conica projectiva. Observeu que com que tenim xq al lloc de 1, el polinomi que
defineix una conica projectiva sempre és homogeni de grau (estrictament igual a) 2. Aixo
és exactament la caracteristica que assegura que la nocié de zero d’un polinomi esta ben

definida en un espai projectiu: de fet, ser homogeni de grau 2 vol dir
q([Mwo = Axq 2 Axa]) = Nq([wg = 21 2 12)).

Aixi, si ¢ és zero o no en algun punt no depen de 'ambigiiitat de les coordenades projec-
tives: si multipliquem les coordenades per un escalar A # 0, llavors el valor de ¢ sera \?
cops el valor original, per tant un és igual a zero si i només si l'altre ho és.

Ara veiem amb claredat que el polinomi 1, la conica buida de R? estudiada abans,
s’identifica amb la conica projectiva x3, que és una recta doble, exactament la recta doble

disjunt de la carta afi. O sigui, en termes del pla afi, és la recta doble a 'infinit.

2.2 Homogeneitzacié. El passatge d'una quadrica afi a la quadrica projectiva associada
és trivial a nivell de matrius: és la mateixa matriu. En termes del polinomi, que en versio
afi és en variables x4, ..., x,, veiem de la expressié matricial que es tracta de “substituir
els uns per zo”. Aqui els uns son tots els termes que no ja tenen grau 2. O sigui, cada
terme que no tingui grau dos, el multipliquem per un factor z, fins a que tingui grau dos.
Aquest procés es diu homogeneitzacio.

El procés contrari, d'una quadrica projectiva a un afi (respecte a la carta aff zo = 1)
no és res més que substituir o = 1. Aixi obtenim una (hi ha molts altres) bijeccid
entre quadriques projectives i quadriques afins (si admitim com a quadriques afins les

quadriques defectives).

2.3 Exemple. Una conica (projectiva) és una quadrica de P2, Per exemple,

0 —1 To
q(wo, x1,02) = [wg 11 :22] | O 1 0 1| = x% — 2X0T9
-1 0 0 )

és una parabola.



2.4 Seccions coniques. La matriu 3 x 3 que defineix una conica (afi o projectiva) també
es pot interpretar com definint una forma quadratica de R3. Ja hem observat que aquest
polinomi és homogeni de grau 2. Per tant defineix una quadrica de R?! Aquesta quadrica
té la perculiaritat que (0,0,0) hi pertany, i que si algun punt ¢ hi pertany, llavors A
també hi pertany. Es a dir que és un con! Es el con sobre la conica original V'(q) C A, si
considerem A = {(1,z;,72) € R*}. Finalment veiem que la conica original és una secci6

conica planal

2.5 Coniques defectives. Hem definit conica defectiva com polinomi de grau menor
que 2. En aquest cas I’homogeneitzacié té un factor . Es a dir, conté la recta de I'infinit.

Aixi podem explicar la diferencia de
: 2
2z 1 x7.

La primera conica, defectiva, té una recta a l'infinit. L’altra no. L’altra, de fet no té
altres zeros que la recta d’equacié x;. La seva equacid és x; al quadrat. Diem que és una

recta doble.

2.6 Quadriques no defectives. Si una quadrica no és defectives, aixo vol dir que
I'hiperpla H a l'infinit no és un component de ¢ (és a dir: la funcional ¢ no s’anul-la
identicament sobre H). En termes de la matriu vol dir que la part quadratica no és zero.
Si estem parlant de P, llavors I'hiperpla H té equacié xy. Llavors, la interseccié de q
amb H és de nou una quadrica de 'espai projectiu H ~ P"~ 1.

Analitzem el cas de coniques de P?: com que I'hiperpla a 'infinit és només una recta
projectiva P!, i com que sabem ara que la interseccié és una quadrica, ha de consitir en
dos punts, un sol punt (que pensem com a dos punts coincidents), o bé pot ser la quadrica
buida de P!. Conclusié: una conica no defectiva pot tenir dos, un, o cap punt a l'infinit.

EXEMPLE: un ellipse de A? C P? (coma ara z% + 3 — 1) no té cap punt a linfinit.
Una parabola (com ara 2z, — z7) té un punt a Uinfinit (un punt doble), i una hiperbola
(com per exemple 27 — 22 — 1) té dos punts a l'infinit (les direccions asimptotiques). Aix{
les coniques reals es distinguin pel nombres de punts d’interseccié amb la recta a l'infinit.

ATENCIO: sobre el nombres complexos, 'el-lipse també té dos punts a 'infinit, pero

son punts imaginaris.

2.7 Rang (projectiu). El rang (projectiu) d'una quadrica és el rang de la matriu que

la defineix. Aix0o no depen de les coordenades escollides perque un canvi de coordenades
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correspon a multiplicar la matriu per una matriu invertible, i aix0 no modifica el rang.

Diem que una quadrica és propia o no-degenerada si té rang (projectiu) maximal.

Exemple: entre les coniques, el-lipse, parabola, i hiperbola tenen rang 3 (que és el
maximal), per tant sén propies. Un parell de rectes té rang 2. Una recta doble té rang 1.
(Punt i buit, hem vist que de fet sén el-lipses imaginaries, es pot calcular que tene rang
3.

2.8 Coniques propies projectives. El fet que les coniques propies son perspectives
una de 'altra indica que sén projectivament equivalent, i que la seva diferéncia aparent

és només una qiiestié de com intercepta la recta a 'infinit. Aixo és cert:

projectivament, no hi ha diferencia entre els tres tipus de conica no degenerada.

Per tant, en la geometria projectiva complexa, l'estudi de les coniques és molt més
simple i harmoniés. Comparat a aquest mén ideal, 'estudi afi i real implica doncs dues
subtilitats addicionals: la relacié entre la conica “ideal” i I'infinit, i la qiiestié de la seva

“realitat”.

3 Equivaléncia projectiva de quadriques

3.1 L’estudi projectiu de les quadriques. Volem estudiar les coniques i més gene-
ralment les quadriques des d’'un punt de vista projectiva: vol dir que ens interessen les
propietats d’elles que sén invariants per projectivitats. Evidentment, la primera cosa que
hem de veure és que la propia nocié de quadrica és una nocié projectiva.

El punt clau és el segiient lema. Observeu primer que una quadrica és una funci6

P" — R(llevat un constant A # 0). Si tenim una aplicaci6 projectiva

QP — P
i una funcié6 P™ — R, en podem definir una funcié P* — R? No pas naturalment. La
construccié natural és la contraria: si tenim una funcié P* — R

pn__ % . pn

N

R



main-lemma

llavors tenim de manera completament natural una funcié P™ — R: és simplement la

composicié. Ara tenim

3.2 Lema. Si q és una quadrica de P" i si ¢ : P"™ — P™ és una aplicacio projectiva tal
que no tota la imatge esta dins de V(q), llavors la composicid q o ¢ és una quadrica de

P™. A més a més tenim
PeV(gog) & ¢(P)eV(qg).

No és cert en general que la imatge per ¢ d'una quadrica és una quadrica. Per exemple
una quadrica de P! consisteix en només dos punts. Si ¢ : P! — P? és una aplicacié afi, la
imatge dels dos punts tipicament consistiria de dos punts, perd una quadrica de P? mai

és de dos punts (si té dos punts necessariament en té infinits).

3.3 Efecte d’una projectivitat sobre una quadrica. Siq : P" — R és una quadrica, i
si ¢ : P — P" és una projectivitat, llavors I'accié natural de ¢ sobre ¢ és de precomposar.
Veiem quin és 'efecte sobre la matriu de ¢q. Sabem que ¢ ve donada per alguna matriu
invertible M. L’acci6 és d’aplicar aquest matriu abans d’aplicar la matriu de ¢. Com que
q agafa com a input dues copies del punt [zg : x; : 23] hem de multiplicar per M a les

dues copies. Al final el resultat sera

Lo
[xo: 2yt x]MT Q M |ay

T2

Per tant, I'efecte d’una projectivitat amb matriu M sobre una quadrica de matriu @) és
de fer
MT™QM

Com que aquesta operacié apareix tot el temps li donem (temporariament) un nom:
transpo-conjugacio. Observeu que no apareix cap inversa en ’expressio.

Diem que dues quadriques son equivalents si la matriu d’una apareix per transpo-
conjugacio de 'altra per una matriu invertible — o, és clar, si una és un multiple de I’altra.

En altres paraules, declarem dues matrius simetriques A i A’ equivalents si existeix una



matriu invertible M i un escalar A # 0 tals que
MNA"= MTAM.
3.4 Corol-lari. 5@ dues quadriques son equivalents llavors tenen el mateix rang.

El nostre objectiu de moment és classificar les quadriques (projectives) fins a equi-
valencia (projectiva). La classificacié ens permetra de decidir, donades dues quadriques,
si son equivalents o no, i en particular de trobar un representant canonic en cada classe

d’equivalencia. Aixo equival a escullir la base més adequada.

La classificacié segueix un procediment purament algebraic. Després veurem interpre-
tacions geometriques. L’ingredient principal és el teorema d’inercia de Sylvester (1852),

que resol completament el problema analeg en algebra lineal, que ara passem a explicar.

4 Classificaciéo de formes quadratiques

4.1 Classificacié de formes quadratiques reals. Una forma quadratica de l'espai

vectorial R™ és una aplicacié de la forma
R" — R
r — x'Ax

on A és una matriu simetrica. Volem doncs classificar matrius simetriques, i declarem

dues matrius A1 A’ congruents si existeix una matriu invertible P tal que
A= PTAP

No hi ha cap condicié sobre P, a més de ser invertible.

El primer pas és el teorema espectral:

4.2 Teorema. (Teorema espectral per a matrius simeétriques (real).) Un matriu
simétrica (real) M és diagonalitzable per una matriu ortogonal. Es a dir, ezisteiz una
matriu ortogonal P tal que M = P~YDP, on D és una matriu diagonal. (Les entrades

de D son els valors propis de M.)



El teorema espectra parla de conjugacié veritable, pero que P sigui ortogonal vol dir
exactament que PT = P~! per tant podem interpretar el teorema també en termes de
transpo-conjugacié. Implica que tota matriu simétrica és congruent (en el sentit acabat
d’explicar) a una matriu diagonal.

Pero, amb matrius no ortogonals podem transformar més. En particular, si les entrades
de la diagonal de D sén \;, amb els primeres s entrades positives, i les segiients r — s
entrades negatives, i les restants igual a zero, llavors podem multiplicar dels dos costats

amb la matriu

1/
1/V=Xi ,
[n—r

(on cada entrada representa una matriu diagonal) i obtenir

I
_Ir—s

El nombre r es el rang de Q). El nombre s s’anomena la signatura de @) i es pot
caracteritzar com el nombre de valors propis positius.
El teorema d’inercia de Sylvester diu que ara no podem reduir més, i que aquests dos

nombres son invariants complets del problema de classificacié de matrius simetriques:

4.3 Teorema. (Teorema d’inércia de Sylvester.) Dues matrius simétriques son con-

gruents si 1 només si tenen el mateix rang i la mateiza signatura.

En altres paraules, qualsevol matriu simetrica és congruent a una matriu diagonal

I
_[r—s )

i auquesta matriu és Unica, si exigim que les entrades positives venen abans de les negatives

a la diagonal, i els zero a la fi.

4.4 Consideracions computacionals. Invocar el teorema espectral per a garantir

I’existencia de la forma diagonal és convenient ja que coneixem aquest teorema. Pero no és
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gaire economic, perque per diagonalitzar ortogonalment una matriu hem de calcular valors
propis i vector propis, la qual tasca té una certa complexitat algebraica — en particular
involucra resoldre equacions en n variables.

En la practica podem estalviar feina, perque tenim dret a utilitzar matrius no or-
togonals, i és possible arribar a la forma diagonal sense calcular cap valor propi. El
procediment és el segiient. Cada entrada no nula a la diagonal la podem fer servir com a
pivot per fer operacions de files i columnes i obtenir zero en les altres entrades de la seva
columna i fila.

Suposem per exemple que la entrada mq; és no nula. Fem operacions de files per a
aconseguir zeros a les altres entrades de la columna. Fer totes aquestes operacions de files
equival a multiplicar per I'esquerre per una matriu F| que fora de la diagonal de uns té
només entrades no nules a la primera columna. (Aquesta matriu no és ortogonal.) Ara és
facil veure que en la matriu £ - M - ) la entrada my; és la tnica de la primera columna
i de la primera fila diferent de zero. Continuem aixi amb les altres entrades no nules de
la diagonal.

Aquesta tecnica no és sempre suficient, perque no serveix en la situacié on la matriu
conté un menor de tipus (2 8) En aquest cas tornem al punt de vista del teorema espec-
tral, interpretant aquesta petita matriu com una transformacié lineal de R%. Clarament
aquesta transformacio intercanvia els dos eixos; és a dir, és una reflexié ortogonal de la
recta x = y (seguida d’'una homotecia de raé b). Aix6 vol dir que per diagonalitzar cal

conjugar per una rotacié de m/4, és a dir conjugar o transpo-conjugar amb

(cos(w/ll) —sin(ﬂ/‘l))'
sin(w/4)  cos(m/4)

Un calcul directe mostra que

cos(m/4) sin(m/4)\ (0 b\ [cos(m/4) —sin(r/4)) (b O
—sin(n/4) cos(m/4)) \b 0/ \sin(w/4) cos(mw/4) 0 —b)
Aixi podem aconseguir la forma diagonal.
(Per evitar funcions trigonometriques es pot argumentar també observant que una
1

reflexio ortogonal en la recta x = y té vectors propis ( 1 ) i ( ! ) Per tant podriem també

fer transpo-conjugacié per (1 7'). El resultat seria (% _9,) al lloc de (§ 9 ).)
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4.5 Exemple. Sigui

M =

N W =
~N O W
=~ = N

Volem pivotar a la primera entrada. Aixo vol dir restar tres cops la primera fila de la
segona, i restar dos cops la primera fila de la tercera. Aixo vol dir muliplicar de ’esquerre

per
1

-3 1
-2 0

que per tant és la nostre £ (amb notacié com abans). Efectuem el producte

1 1 3 2 1 -3 =2 100
-3 1 0 397 0 1 0 |=1001
-2 0 2 7 4 0 0 1 010

Ara no podem continuar pivotant a la diagonal. Pero tenim un menor del tipus “reflexio”,

que podem eliminar per transpo-conjugacié per

0 0
01 -1
01 1
i arribem a
10 0
01 0
0 0 —1

5 Classificacié de les quadriques projectives

Quan volem classicificar quadriques de P™ hem de classificar matrius simetriques (n+1) X
(n + 1) llevat transpo-conjugacié i llevat un escalar. El teorema de Sylvester ens diu que
tals matrius es classifiquen pel rank r i per I'index s. En el cas projectiu tenim a més el
dret de multiplicar per un escalar, que pot ser —1. Aix0 canvia s i r — s. Per tant, si

tenim per exemple rang 3, llavors index 2 és equivalent a index 3 — 2 = 1. Per tant les

12



quadriques es classifiquen per rang i per min(s,r — s).

Classificacié de les quadriques de P!

min(s,r — s) | Equacié

Nom

0 T3 + 22

Buit (dos punts imaginaris)

r
2
2
1

1 x3 — 22 | Parell de punts
0 z Punt doble

Classificacié de les coniques projectives

r | min(s,r —s) | Equacié Nom

310 22 + 23 + 23 | Buit (conica propia imaginaria)
3|1 z3 + 23 — 23 | Conica propia

210 T3+ 22 Punt (dues rectes imaginaries)
2|1 ] Parell de rectes

110 z3 Recta doble

Classificacié de les quadriques de P?

r | min(s,r — s) | Equacié Nom

410 22 + 23 + 22 + 22 | Buit (el-lipsoide imaginari)
411 3 + 21 + 23 — 23 | Ellipsoide

42 22 + 23 — 23 — 22 | Hiperboloide

310 T3+ 22 + 23 Punt (con imaginari)

3|1 2+ 2} — 22 Con

210 T3 + a3 Recta (dos plans imaginaris)
201 x3 — o} Parell de plans

110 z3 Pla doble
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