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1 Coniques i quadriques — introduccié i primera de-
finicio

1.1 Coniques. Les coniques sén: les hiperboles, les paraboles i les el-lipses (que inclouen
els cercles). Algebraicament, sén les corbes de grau 2 — és a dir, corbes planes definides
com zeros de polinomis quadratics en dues variables — tal caracteritzacié porta a con-
siderar també casos degenerats com par-de-rectes (possiblement coincidents) i fins i tot
punt o buit.

L’origen de la paraula “conica” és “seccid conica”, o “seccidé conica plana”: sén les

figures que apareixen quan un pla talla un con:

Dependent de la posicio del pla relativament al con veiem els diferents tipus de conica, i

movent continuadament el pla es veu la transicié entre ells. Si el pla passa per 'apex del



con, s’obté en general un parell de rectes, i si a més el pla és tangent al con, s’obté només
una recta. Finalment és possible que el pla talla el con només a ’apex, en el qual cas la

conica es redueix a un punt.

1.2 Exemples de coniques. El primer exemple és un cercle a R?:
C={(zy) |2*+y*=1}.

Pero la nocié de cercle no és una nocié afi: depen de la metrica euclidiana. Se apliquem
una homologia general a un cercle el resultat sera una el-lipse.

El segon exemple és una parabola:

DIBUIX

El tercer exemples una hiperbola:

DIBUIX

Les coniques son figures geometriques molt importants: 'el-lipse és la figura descrita
per l'orbita d’una planeta, la hiperbola I’orbita d’una cometa (no periodica), i la parabola

I’'orbita d'una pilota de futbol a I'aire.

Plantegem la qiiestié: existeix una afinitat que transforma una parabola en una
hiperbola? La resposta és no: tenen propietats afins diferents: per exemple, per a una
hiperbola existeix un punt tal que la reflexié central en aquest punt deixa la hiperbola
invariant. Per a una parabola no existeix tal punt. Com que aquesta propietat ha de
ser conservada per afinitats, concloem que “hiperbola” i “parabola” sén nocions afiment

diferents.

Es clar que coniques en general no sén varietats lineals. La rad per tractar coniques
en una assignatura que es diu Geometria Lineal és que hi ha una manera de represen-
tar quadriques per matrius, i després fer servir algebra lineal per manipular-les. Més

precisament, quadriques son donades per aplicacions biafins.

1.3 Definicié provisional de conica (a R?). Un polinomi quadratic en dues variables

2,1y és una expressio

q(z,y) = ax® + by +cy® + do+ey + f .
- -~ - —— =~

part quadratica part lineal part constant




Definim conica de R? com conjunt de zeros a R? d’un polinomi quadratic no nul.

Observacié clau: el polinomi ¢ es pot escriure com un producte de matrius:

Flaz ezl |1
q(z,y) = 1|z y | |d/2] a b2 |z
e/2(b/2 ¢ Yy

El mitjos apareixen perque volem que la matriu sigui simetrica. Observeu que vectors

com
1

T
)

son exactament el tipus de vectors que tractem quan manipulem espais afins en coorde-
nades cartesianes.

La forma matricial d’'un polinomi quadratic sera la important. Per tant, ajustem
la notacié per facilitar el calculs. De qualsevol manera, els coeficients sén arbitraris.

Es millor escriure’ls sense els factors 1. Aprofitem per adoptar també una convencié

5.
millor per a les variables: fem servir (zq,x3) en lloc de (z,y), per facilitar generalitzacié a
dimensié superior, i per tenir una correspondencia natural entre els indexs de les variables

i els indexs dels coeficients. Per tant, qualsevol polinomi quadratic és de la forma

C bl b2 1

q(LUl,.CL’g) = 1 |71 X2 by |a11 a1z T

by |a12 a22 T2

= Zi,j aij:)sixj + 2 Zz bzl’z +c

Observeu que el factor 2 déna compte del fet que els termes b; apareixen dues vegades en
la matriu, mentre que la repeticié en la primera suma (el monomi x5 apareix tant com

T1Ty com com Toxq) correspon a la simetria de la matriu A = (a;;).

1.4 Exemple. Es interessant considerar quadriques de R!: en termes elementals, sabem
que les quadriques sén de la forma ax? + bx + ¢, i que normalment el lloc dels zeros

consisteix en dos punts, les dues arrels — a condicié que el discriminant, b*> — 4ac, sigui



positiu! Escrivim 'equacié de forma matricial, després de canviar el coeficient b per 20b:

w9

Ara el discriminant és 4b> — 4ac. Per tant, excepte d'un factor 4, no és res més que el
determinant de la matriu! Quan és zero, la quadrica degenera en un punt “doble”. Aix0
és un fenomen general, i un aspecte important de la notacié matricial: 'anul-lacié del

determinant expressa una degeneracié de la quadrica.

(Aquesta classificacié sera important fora de I'assignatura: en el calcul la farem servir

per determinar si un punt critic és un maxim o un minim, etc.)

1.5 Una mica de perspectiva. Quan diem “conica” ens referim a “conica real afi”,
perque fins ara estem treballant a R%. Aquest escull d’ambit implica dues peculiaritats o
“defectes”, que esdevenen centrals de 'analisi de la situacié:

Un defecte és de naturalesa geometrica: alguns punts “escapen a l'infinit”: ho veiem
en el comportament de les coniques no degenerades quan movem el pla que intercepta
el con: una el-lipse no té punts a l'infinit, una parabola en té un, i una hiperbola en té
dos. L’ambit apropiat per tractar tal fenomens és la geometria projectiva, on el pla aff es
complementa per una recta a I'infinit, evitant aixi que punts “escapin”. A més a més, en
la geometria projectiva aquesta recta té paper igual a qualsevol altra recta — totes les
perspectives possibles son equivalents — i per aix0, projectivament, no hi ha diferencia
entre els tres tipus de conica no degenerada.

L’altre defecte és purament algebraic: ho veiem clarament des del punt de vista de les
equacions de les coniques: si a 'equacié 2 + y? = r variem r des del valor r = 1 fins a
r = —1, veiem la degeneracié molt drastica d’un cercle que esdevé un sol punt i després
desapareix completament. Aquest fenomen s’explica per la no clausura dels nombres reals:
de fet una conica com 2%+ y? = —1, que és buida sobre els nombres reals, encara té molts
punts complexos: és un cercle imaginari.

Per tant, en la geometria projectiva complexa, l'estudi de les coniques és molt més
simple i harmoniés. Comparat a aquest mén ideal, 'estudi afi i real implica doncs dues
subtilitats addicionals: la relacié entre la conica “ideal” i I'infinit, i la qiiestié de la seva

“realitat”.
1.6 Quadriques (a R™). Analogament, una quadrica de R™ sera el lloc de zeros d’un
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polinomi no nul de grau 2 en n variables. Es pot representar com a una matriu n X n
simetrica.
Exemples de R? sén hiperboloides, el-lipsoides, paraboloides, cons, cilindres, etc.
DIBUIXOS AMB MAPLE

1.7 Vers una definicié intrinseca de quadrica. Si ara A és un espai afi general,
voldriem definir la nocié de quadrica intrinsecament, és a dir sense referencia a coorde-
nades. La idea és que una quadrica de A ha de ser una funcié ¢ : A — R tal que per a
alguna referencia r : R” 3 A, la funcié composada ¢ o r és una quadrica de R™. Hem de
verificar llavors que aquesta definicié no depen de la referencia escollida.

Es possible fer aixi. Preferim un metode més intrinsec. ..

1.8 Formes lineals, formes quadratiques; funcionals afins i funcionals quadratics.

Important en algebra lineal son les formes lineals /' : V' — R. Per exemple, tot
subespai vectorial és la interseccié de nuclis de formes lineals. En coordenades, les formes
lineals sén polinomis homogenis de grau 1.

En la geometria afi, la nocié corresponent és la de funcional afi, que és res més que
una aplicacié afi f : A — R. Sabem que tot hiperpla és conjunt de zeros d’un funcional
afi, 1 que tot subespai afi és la interseccié6 d’hiperplans. En coordenades, els funcionals
afins son polinomis de grau < 1, tipicament no homogenis.

Ara passem a grau 2. En algebra lineal aixo vol dir formes quadratiques, on la paraula
“forma” refereix a I’homogeneitat. A la geometria afi, estudiem funcionals quadratics, on
la paraula “funcional” indica funcions no necessariament homogenies.

En algebra lineal aprenem (i en farem un petit repas en breu) que en coordenades,
una forma quadratica es pot escriure com una matriu simetrica, que de fet aquesta matriu
defineix una forma bilineal, que la forma quadratica s’obté a partir de la forma bilineal
en duplicant les variables, i que tota forma quadratica apareix aixi, de manera tnica. La
nocié de forma bilineal és molt natural des del punt de vista de I’algebra lineal, i té sentit
independentment de coordenades.

Tot aixo té analegs per a la geometria afi: veurem que funcionals quadratics es poden
representar en coordenades mitjancant matrius simetriques (on apareixen una columna
i una fila extra per fer compte dels termes no homogenis) i més abstractament podem
definir funcionals quadratics en termes de funcionals biafins, una nocié natural i molt bé

comportada.



1.9 Funcionals biafins. Un funcional biafi és per definicié una aplicaciéo b : A x A — R
que és aff en cada variable separadament. Un funcional quadratic és una funcié q : A — R
de la forma q(P) = b(P, P) per a algun funcional biafi b. Una quadrica és el lloc de zeros
d'un funcional quadratic no nul. Es verifica facilment que en coordenades aixo doéna

exactament la nocid anterior.

2 Repas de formes bilineals i formes quadratiques

Intuitivament, formes quadratiques sén funcions que en coordenades séon donades per
polinomis homogenis de grau 2. Pero és important donar una definicié que no depen
de coordenades. Per aixo, i per veure la relacié amb l'algebra lineal, definim formes

quadratiques en termes de formes bilineals.

2.1 Formes bilineals. Siguin V; i V5 espais vectorials. Una forma bilineal és una
aplicacio
B:VixV,—=R

que és lineal en cada argument separadament. Vol dir que per a tot vector v; € Vi,

I’aplicaci6

Vo — R

’(72 — B(’Ub 172)
és una forma lineal, i per a tot vy € V5, 'aplicaci

Vi — R

’(71 — B(’Ub 172)

és una forma lineal.

2.2 Exemple. L’aplicacio

RxR — R

(z,y) — xy

és una forma bilineal.



2.3 Lema. Si B : V} x Vo — R és una forma bilineal, i si ¢1 : V] — Vi i g : Vi — V4

son aplicacions lineals, llavors la composicio

B
VI x V)28 x 1, 2 R

és de nou una forma bilineal.
En combinacié amb I’exemple anterior obtenim:

2.4 Corol-lari. Donades dues formes lineals, Fy : Vi — R i Fy : Vo — R, el seu producte

VixVe — R

(U1,7) —— F1(01)Fy(0h)
és una forma bilineal.
2.5 Lema. SiV; x Vo — R és bilineal i o : R — R és lineal, llavors la composicio
VixVa—R-"5R
és bilineal.

2.6 En coordenades. Suposeu que dimV =nidim V' =n’, i fixeu una base €1, ..., ¢é,

per a V' i una base €i',..., €, per a V'. Llavors podem definir una matriu n x n’
. e — -/
A= (CLZ'j), Q5 1= B(ei, €; )

Aquesta matriu determina la forma bilineal B, perque si ¢ = >, vi€; i & =} w;€y’,

llavors per linearitat en cada variable,
— = _ — -/ _ — -/ _
B('U, w) = B(Zviei, ijej ) = E 'UZ'B(€Z', €; )wj = E viAijwj.
’ J i\j ij

Si pensem U i W com vectors columnes podem interpretar I'expressié anterior com un

producte de matrius:




Canvi de coordenades és multiplicar A per alguna matriu de cada costat.

2.7 Simetria. Ara considerem formes bilineals en un sol espai vectorial V:
B:VxV =R

Una tal forma bilineal es diu simétrica si B(v,w) = B(w, ¥) per a tots ¥, W € V. Equiva-
lentment, la matriu de B (en qualsevol base) és simetrica.
Si B:V xV — R és una forma bilineal simetrica, denotem per Bg : V — R la forma

lineal obtinguda fixant @ en algun dels arguments, és a dir

BU-;ZV — R

—

v — B(U, ).

Diem que dues matrius simetriques A i A’ sén congruents si existeix una matriu in-
vertible C' tal que
A =CTAC.

Una interpretacié d’aquesta condicié és que A i A’ representen la mateixa forma bilineal
simetrica, pero en bases diferents, essent C' la matriu de canvi de coordenades d’una base

a altra.
Arribem ara a la nocié de forma quadratica. Comencem amb alguns exemples:

2.8 Exemple. La tipica funcié quadratica és

@Q:R — R

r — Qx) =22

L’observacié clau és que aquesta funcio és un “cas particular” de la forma bilineal simetrica

B:RxR — R

(z,y) — wy.



La relacié fonamental entre () i B és:

Q(z) = B(z,x).

Es pot observar també que B és I'inica tal forma bilineal simetrica — de fet la recuperem

B(z,y) = 3Q(z +y) — 3Q(x) — 3Q(y).

(Per a veure aixo cal observar que Q(2x) = 4Q(x) i Q(—z) = Q(z).)

2.9 Exemple. Podem generalitzar l'exemple a dimensié arbitrari: considerem la funcié
quadratica @ : R® — R donada per ¥ = (x;...,z,) — >_ 27, i la forma bilineal simétrica

B :R" x R — R donada per (Z,9) — > x;y;, llavors altra vegada

Guiat per aquests dos exemples, definim:

2.10 Formes quadratiques. Una forma quadratica en un espai vectorial V' és una
funcié @ : V' — R de la forma Q(¢) = B(7,¥) per a alguna forma bilineal simetrica
B :V xV — R. Com als exemples, donada @, la forma bilineal B, que s’anomena la

polaritzacio de @), es pot recuperar com
B(Z,9) = QT + §) — 5Q(2) — 3Q(%). (1)

2.11 Lema. Si Q : V — R és una forma quadratica i ¢ : V! — V' és qualsevol aplicacio
lineal, llavors la composicio
V-5 y SR

és una forma quadratica

Observeu també que si F' : V — R és una forma lineal, llavors el seu quadrat, v +—

F(v)F(v), és una forma quadratica.

2.12 Restriccié a subespais vectorials. Si W < V és un subespai vectorial, i @) :
V — R és una forma quadratica, llavors les féormules anteriors, aplicades a la inclusié

W — V ens dona una forma quadratica en W que anomenem la restriccio de ) a W.



2.13 Ortogonalitat. Una forma quadratica @) : V' — R (amb polaritzacié B : V x V —
R) defineix una noci6é d’ortogonalitat: diem que dos vectors ¥ i @ sén ortogonals, i ho

denotem v 1w, quan B(¥,w) = 0. Si S C V és un conjunt de vectors, posem
St ={7eV|B(35 =0, V5ic S}

Es pot també caracteritzar com () g Ker(Bg). En particular és un subespai vectorial.
Finalment, per a dos conjunts de vectors S, T, escrivim S_LT quan §1t Vs e SVt e T.
Una suma directe V = W @ W’ es diu que és ortogonal si W_LW’. Ho escrivim W &+ W',

2.14 Radical. Definim el radical de Q : V — R com rad(Q) := V*.

2.15 Matrius. Donada una base de V', sabem que cada forma bilineal simetrica és

donada per una matriu simetrica. Per tant, el mateix és cert per a les formes quadratiques.
2.16 Bases ortogonals. Una base €,...,¢€, de V es diu que és ortogonal quan ¢€;_L¢;
per a1 # j.

2.17 Lema. Una forma quadratica Q) : V — R sempre admet una base ortogonal. (Es a

dir, V' admet una base ortogonal respecte a Q).)

Demostracié. Si () = 0, 'enunciat és evident; sind, existeix un vector € amb Q(€) # 0.
Per tant, Bz : V — R és una forma no degenerada, per tant e = Ker(Bg) és un hiperpla,

i tenim V = spané @+ ¢*. Concloem per induccié. 0J

2.18 Corol-lari. Tota forma quadratica @ : V — R admet una base respecte a la qual

s T
— E 2 E 2
i=1

J=s+1
Es a dir, la seva matriu és
I,
_Ir—s
0
Demostracid. Del lema sabem que podem escollir una base €é,...,¢€, tal que (g;;), la

matriu de @), sigui diagonal. Si ¢; > 0 (diguem que en tenim s) podem canviar €; per
€i/\/Qi- Si qi; < 0 (diguem que en tenim r — s) , canviem ¢€; per €;/y/—q;. En canviant

l'ordre dels vectors arribem a la conclusio. O
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2.19 Teorema. (Teorema d’inércia de Sylvester.) Per a qualsevol forma quadratica

Q d’un espai vectorial V' existeix una base de V respecte a la qual QQ té matriu diagonal

I
_Ir—s

El nombre r s’anomena el rang de (). El nombre s s’anomena la signatura de Q).
A més a més, dues formes quadratiques son congruents si i només si tenen el mateix

rang i la mateixa signatura.

Metode de Gauss (“complecié de quadrats”)

3 Funcional biafi i quadriques
(Utilitzem la paraula funcional per designar aplicacions amb valor en R.)

3.1 Funcionals biafins. Siguin A i A’ espais afins. Un funcional biafi de A i A’ és una
aplicacié
b:AxA - R

aff en cada variable. Vol dir que per a tot punt P € A, l'aplicacié A" — R, X' — b(P, X")
és una aplicacié afi, i per a tot P’ € A’ I'aplicacié A — R, X — b(X, P’) és una aplicacié

aff.

3.2 Exemple. Una forma bilineal (d'un parell de espais vectorials) és un exemple d'un
funcional biafi (dels espais afins subjacents). Una funci6 constant (de dues variables) és

un funcional biafi.

3.3 Exemple. L’aplicacié

RxR — R
(x,y) +— azy+br+cy+d

és un funcional biafi (per a qualssevol a, b, c,d € R).

Els segiients lemes son facils de provar:
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3.4 Lema. Si¢p:A—Ri¢d : A" — R sin aplicacions afins, llavors el seu producte,

AxA — R
(P, P) — o(P)¢'(P')
és una aplicacio biafi.

3.5 Lema. Sib: AxB — R ésbiafi, i si f: A — Aig:B — B son aplicacions afins,
llavors la composada

AxB Z9Ax«B-5R
és biafi.

3.6 La “bidiferencial” d’un funcional biafi. Sigui b : A x A’ — R un funcional biafi.

Definim una aplicacio
H:TAxTA — TR

co1m

H(0,@) := b(P + ¥, P' + @) — b(P, P' + @) — b(P + v, P') + b(P, P").

O equivalentment:

H(PG, P'Q) = Q. Q) — b(P,Q') — b(Q, P') + b(P, P").

3.7 Lema. La formula de H depén només dels vectors, no pas dels punts mencionats. A

més a més, H és una forma bilineal.

Demostracio. De fet, si barregem les dues versions de la formula podem escriure primer,

H5,PQ) = b(P+5.Q)—b(P,Q) —b(P+75,P)+b(P,P)
— Dbo(5) — Dby (7).

(Aqui, bx: : A — R denota 'aplicaci6 afi obtinguda com X — b(X, X’).) Aixd mostra
que per a P’ i @) fixats, H esta bé definit, i mostra també que és lineal en el primer

argument. Analogament podem escriure

H(PO, @) = b(Q,P +@) —b(P, P’ +@) —bQ, P') +b(P, P
—  Dbg() — Dbp (D).
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(Aqui, bx : A" — R denota l'aplicaci6 afi obtinguda com X'+ b(X, X’).) Aixo estableix

que per a P i (@ fixats, H esta bé definit, i que és lineal en el segon argument també.
Observacié: el fet que la definicié de H no depeén dels punts P,Q € Ai P, Q' € A’

es pot demostrar també directament suposant que @ = ﬁ ,ésadirS=Q—-—P+R,i

analogament amb els punts de A'. 0

Encara no he decidit si el terme “bidiferencial” és justificat. Una alternativa seria hessiana (perd difereix de la nocié habitual de hessiana
per un factor 2). Una opcié més neutra seria part quadratica perd m’agrairia tenir una paraula amb més personalitat per combinar amb

“diferencial” d’una aplicacié afi, i per a donar una impressié menys coordenatitzada. ..

3.8 Exemple. Sigui H : TA x TA’" — TR una forma bilineal, siguin ' : TA — TR i
F' : TA" — R formes lineals, i sigui £ € R un punt (un constant). Llavors per a punts
fixats Py € A i Pj € A’ la férmula

b(Py + @, Py + ) := k + F(¥) + F'(&) + H(7, )

defineix un funcional biafi.
EXPLICAR

3.9 Lema. Siguib: A x A’ — R un funcional biafi. Llavors és de la forma de l’exemple
anterior. Es a dir, per a punts fizats Py € A i Pj € A’ tenim

b(Py+ U, Py + W) =k + F(v) + F'(@) + H(v,w)
on H és la bidiferencial de b, i k := b(FPy, P}). A més,

F(#) = Dbp(7)
F'(#) = Dbp,()

amb notacié com en el lema anterior. (Per tant, F' i F' son formes lineals.)

La verificacid és directe.
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Funcionals quadratics

Un funcional biafi simetric b : A x A — R defineix una aplicacio

qg:A — R
P — q(P):=0b(P,P).

Una aplicacié d’aquesta forma es diu funcional quadratic. El funcional biafi b es pot

recuperar del funcional quadratic via la férmula
b(P, P') i= 2q(LP + 1P) — Lq(P) — La(P).

El funcional biafi b s’anomena la polaritzacio de q.
Observeu que la féormula de polaritzacié és lleugerament diferent de la férmula del cas

lineal (1): 'ajust és necessari perque només podem fer servir combinacions afins!

Quadriques

3.10 Discussié. Intuitivament, una quadrica ha de ser el conjunt de zeros d’un funcional
quadratic. Pero, per dues raons aix0 no seria completament satisfactori. Primer, el
conjunt buit apareix com conjunt de zeros de funcionals quadratics molts distints, com
ara 2 + y> + 1 0 4, i no volem identificar aquests dos objectes. (Un motiu és que sobre
els nombres complexos, els conjunts de zeros serien distints!) Fins i tot conjunts no

2 x: a R?%, aquests

buits poden apareixer de funcionals quadratics distints, com ara x
dos funcionals quadratics ambdds defineixen una recta, perdo com a “coniques” voldriem
distingir-les: una és una “recta doble”, I’altre una conica “defectiva” (no té realment grau
2). (Un motiu és que projectivament, la segona conica conté també una recta a l'infinit,
el “defecte”.) Per tant, una quadrica ha de contenir més informacié que un conjunt de
punts.

En segon lloc, observem que si ¢ és un funcional quadratic, i A € R és diferent de 0,
llavors A¢g és un altre funcional quadratic que té exactament el mateix conjunt de zeros.
Volem considerar aquestes dues quadriques iguals, perque geometricament com també
algebraicament tenen les mateixes propietats.

Finalment, és millor excloure el cas del funcional quadratic constant nul; el seu lloc

de zeros seria tot 1’espai.
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3.11 Definici6 de quadrica. Per definicid, doncs, una quadrica és un funcional quadratic
llevat un factor constant no nul. El [loc d’'una quadrica q és per definicié el conjunt dels

seus zeros. El denotem V (q).

3.12 Quadriques defectives. Per definicié, una quadrica és defectiva si la seva bidife-
rencial és zero. En coordenades vol dir que la part quadratica és zero. Doncs en realitat,
el grau és estrictament més petit que 2. Diem que ¢ és irrellevant si és zero.

Perque incloure en la definicié de quadrica les quadriques defectives? No sén realment
quadriques. . . Donem tres raons: la primera és que una familia de quadriques naturalment
pot contenir una quadrica defectiva: considerem per exemple la familia de coniques Y —
tX?% per at # 0, les coniques sén totes paraboles, pero el seu limit a ¢ = 0 és una
conica defectiva (és a dir una recta). La segona rad és que és molt convenient tenir la
propietat que la interseccié d'una quadrica V'(¢) amb un subespai afi B C A no contingut
a V' (q) sigui de nou una quadrica. Es a dir, la restriccié de q a B és de nou una quadrica.
Més abstractament, volem que 'antiimatge d’una quadrica per una aplicacié afi sigui de
nou una quadrica. Per que aixo sigui cert hem d’incloure les quadriques defectives. (Per
exemple, la interseccié de la parabola 22 — y amb la recta = 0 és només un punt de
la recta.) El tercer argument és per analogia amb les funcional afins, on ja hem vist la
naturalitat d’incloure les funcionals constants. De fet, aquesta analogia és que va motivar

la definicié de quadriques en termes de funcionals biafins.

3.13 L’estudi afi de les quadriques. Volem estudiar les coniques i més generalment
les quadriques des d’un punt de vista afi: vol dir que ens interessen les propietats d’elles
que soén invariants per afinitats. Evidentment, la primera cosa que hem de veure és la
propia nocié de quadrica és una nocié afi.
El punt clau és el segiient lema. Observeu primer que una quadrica és una funci6
A — R. Si tenim una aplicacié afi
o:B— A

i una funci6 B — R, en podem definir una funci6 A — R? No pas naturalment. La

construccid natural és la contraria: si tenim una funciéo A — R
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main-lemma

llavors tenim de manera completament natural una funcié B — R: és simplement la

composicié. Ara tenim

3.14 Lema. 5iq és una quadrica de A i si ¢ : B — A és una aplicacio afi tal que no tota
la imatge esta dins de V(q), llavors la composicid q o ¢ és una quadrica de B. A més a

més tenim

PeV(gog) & ¢(P)eV(g).

No és cert en general que la imatge per ¢ d'una quadrica és una quadrica. Per exemple
una quadrica de R! consisteix en només dos punts. Si ¢ : R! — R? és una aplicacié afi, la
imatge dels dos punts tipicament consistiria de dos punts, perd una quadrica de R? mai
és de dos punts (si té dos punts necessariament en té infinits). Pero és cert si I'aplicacié

és invertible. En particular tenim:

3.15 Corol-lari. §i ¢ : R* — R" és una afinitat invertible, llavors la imatge d’un

quadrica €s una quadrica.

Quadriques en coordenades cartesianes

Si (Py; €1, .. .,€,) és una referencia cartesiana de A, isi ¥ = (z1,...,x,) denoten les coor-
denades corresponents, llavors podem deduir de ’expressié del lema 3.9 que un funcional

quadratica té la forma

i i

N N o ~~~

part quadratica part lineal part constant

cl B ||[1]

=T
LLZ Tl a

on A és la bidiferencial. Anomenem matriu total del funcional quadratic la matriu

%)
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3.16 Exemples: coniques. Una conica és una quadrica de R%. Per exemple,

0 0 -1 1
q(zr,x2) =1 z129) [ O 1 0 x| =27 — 27,
-1 0 0 T2

és una parabola.
EXEMPLES: les matrius que corresponen a una hiperbola i a una el-lipse.

EXEMPLE: observem que les corbes de Bézier sén (segments de) paraboles.

3.17 Equivaléncia. Declarem dues matrius simetriques A 1 A’ equivalents si existeix
una matriu afil M tal que A” = MTAM. A més hem d’admetre multiplicacié per un
escalar no zero. Per tant, declarem A i A’ equivalents si existeixen una matriu aff M i un
escalar A # 0 tals que

ANA" = MTAM.

(La necessitat de posar \ separadament ve de la no clausura algebraica dels nombres reals:
sobre els nombres complexos tal multiplicacié sempre es pot dur a terme amb una ajust

de M. Pero sobre els reals, tals ajusts sén possible només per a A > 0.)

Quadriques en coordenades afins (baricéntriques)

3.18 Coordenades cartesianes o baricentriques? Hem comencat amb la definicié de
quadriques en R™, pero I'aparenca de vectors com (1, z1,...,x,) ens indica que es tracta
naturalment d’una nocié de quadrica en espais afins, via coordenades cartesianes.

Quina és la noci6 de quadrica en coordenades afins (baricentriques)? Tractem el cas de
les coniques, per facilitar la notacié: sabem que la relacié entre coordenades cartesianes i

coordenades afins (respecte a una base afi (P, Py, P»)) sén

11 1\ [ 1 1 -1 -1\ /1 70
010 1| — T 0 1 0 T — |1
0 0 1 To To 0 0 1 X2 Lo
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Per tant, podem escriure

clbr ba| | 1] 1 0 0|[c|by bof |1 1 1|]0
1|®1 22| | by |a11 012 |Z1 = 1 1 0] |bylerrai2 |0 1 0] |21
by |a12 @22 | X2 1 0 1] [ba|ar2a2el |0 0 1] |x2

El producte de les tres matrius al mig és de nou una matriu simetrica:

C b1—|—0 b2—|—C
b1—|—0 a11+2b1+c a12—|—b1+b2+c
b2—|—C a12—|—b1+b2+c a22+2b2+c

els detalls d’aquest canvi no seran molt importants. L’important és que quadriques en
coordenades baricentriques també sén matrius simetriques, pero amb una interpretacio
una mica diferent: donada una matriu simetrica (), la conica que defineix en coordenades

cartesianes no és la mateixa conica que defineix en coordenades afins.

Observeu que en coordenades afins (baricentriques) [z, ..., z,] el polinomi que cor-
respon a un funcional quadratic sempre és homogeni de grau 2. Podem interpretar aquest
polinomi com una funcié de R"*!, de fet una forma quadratica. Per tant defineix una
quadrica de R™™!! Aquesta nova quadrica té la propietat especial que 0 hi pertany, i si
algun punt @ hi pertany, llavors tota la recta generada per 0 i ¥ també hi pertany. Es un

con — un tema que tractem més endavant.

4 Funcional polar: centre, varietat tangent

4.1 Funcional polar. Si ¢ : A — R és un funcional quadratica amb polaritzacié b :

A x A — R, per a cada punt P € A tenim un funcional afi

bp:A — R
P —s bP,P)

que anomenem el funcional polar de P respecte a q.
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En coordenades cartesianes, el funcional polar de P respecte a ¢ és I’aplicacié afi

RTL

— R
ored| o |fy
—

4.2 Punt singular. Un punt singular d'una quadrica Q C A és un punt P € @) tal que

el funcional polar bp és identic zero en A.

Centre

4.3 Centre. Un punt central d'una quadrica ¢ : A — R és un punt Z (no necessariament

de V(q)) tal que la reflexi6 central en Z deixa el funcional ¢ invariant. Es a dir
qorz =(.

Anomenem el centre de ¢ el conjunt de tots els punts centrals de q.

Observeu que demanem que la reflexié deixi el funcional ¢ invariant; en alguns casos
degenerats, aix0o és una condicié més fort que deixar el lloc V(q) invariant. Per exemple,
en el cas V(q) = 0, tota reflexié (com tota afinitat) deixa V(¢) invariant! Altre cas és el
d’una quadrica defectiva: llavors V(q) = H és un hiperpla, i tota reflexié central en un
punt de H deixa H invariant, perod no deixa invariant ¢q. (Exemple concret: reflexi6 en el

punt () deixa invariant la recta V' (x1) perd no el funcional z.)

4.4 Proposicié. Un punt Z és un punt central per a q si i només si el polar de Z respecte

a q €s un funcional constant.

Demostracio. Que Z sigui un punt central vol dir que per a tot punt P tenim ¢(2Z — P) =

q(P). Fem expansi6 per polaritzacié:

¢(2Z — P) = b(2Z — P,2Z — P)
= AW(Z,Z)—4b(Z, P) + b(P, P)

Aixo és igual a ¢(P) per a tot P siinomés b(Z,Z) —b(Z, P) =0, és a dir, el funcional

polar by és constant. (]
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4.5 Corol-lari. Un punt singular de V(q) és també un punt central.

4.6 Lema. El centre de q és un subespai afi.

Demostracié. Si Zy i Z; sén punts centrals, volem establir que Z := (1 —t)Zy+tZ; és un
punt central. Pero by = (1 —t) by, + tbz, que és un funcional constant com que Zy i Z;

son punts centrals. O

4.7 Lema. Un funcional quadratic q és constant al llarg del seu centre (és a dir, el valor

q(Z) no depeén del punt central Z ).

Demostracié. Siguin Z un punt central, i sigui Z’ := Z + o/ un altre (és a dir, @ pertany

a la direccié del centre). Calculem

qZ+w) = bZ,Z+w)
= by(Z) + Dby (i)
= bz(Z') + Dbz ()
= by(Z + W) + Dby (w0)
= bz(Z) + Dbz (@) + Dbz (W)
= q(2)

com que Dby i Dby sén zero (sén diferencials de funcionals constants). (Observeu també
que tenim Hq(w) = Dby (w0) — Dbz (w) = 0.) O

4.8 Observacio. Recordeu que per a una forma bilineal b d'un espai vectorial V', el
radical de b és el subespai de vectors v € V tals que b(v, %) = 0,V € V. El lema diu

equivalentment que la direccié del centre és el radical de la bidiferencial.

Recta tangent i varietat tangent

4.9 Quadriques de la recta. En general una quadrica de la recta és la unié de dos
punts: soén les dues arrels d’'un polinomi de grau 2. Alguns casos degenerats no sén
interessants aqui: la quadrica pot ser buida perque les arrels son complexes, la quadrica
pot ser defectiva, de en la realitat el polinomi és de grau 1 (o 0). El cas degenerat
interessant aqui és el cas d’'una arrel doble.

Vegeu 'exemple amb el discriminant!
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4.10 Lema. St Q) C A és una quadrica, i si L C A és un subespai afi no contingut a @),

llavors la interseccio Q N L és una quadrica de L.

Demostracio. Es un cas particular de lema 3.14 on considerem la inclusié de L en A com

una aplicacié afi. O

4.11 Recta tangent. Diem que una recta L és una recta tangent a una quadrica () =
V(q) en el punt P si la restriccié de ¢ a L és un punt doble (o tota la recta, és a dir
L C V(q)). Es més facil veure si L ve donada per una parametritzacié com ¢ — P + tif
per algun vector ¥ # 0. Llavors és només una qilestié de substituir P+ t# dins de Pequacié
de @: aix0 ja és I'equacié de @) | L donada com equacié en t. Qualsevol vector direccid

d’una recta tangent de () a P s’anomena vector tangent de () a P.

4.12 Exemple. A R? sigui @Q el cercle, z2+y?—1. En el punt P = (), larecta P+¢(9)
és una recta tangent, i per tant ((1)) és un vector tangent a P: substituim en 1’equacio:
12 +t? — 1. Clarament t = 0 és arrel doble.
El segiient calcul mostra que no hi ha altres rectes tangents a P: una recta que passa
per P és de la forma
P+tv

amb U = (}j; ) Si la substituim en 'equacié de ) obtenim
(1 +tvy)? + (tvg)? — 1.

Per que aquesta equacié tingui arrel doble a t = 0, hem de matar el terme lineal que és
2tv;. Per tant, hem de tenir v; = 0. Per tant, el vector direcci6 de la recta ha de ser (1,02 ),

que és exactament la direccié que ja hem tractat.
DIBUIX

Una conica propia (és a dir, de rang projectiu 3) té exactament una recta tangent en
cada punt. Per a la conica de rang projectiu 2 (parell de rectes), el punt d’interseccié P de
les dues rectes té la propietat que tota recta que passa per P és tangent. Intuitivament ja
és un punt doble, i per tant sera un punt doble en tota recta que passa pel punt. Veurem
que aix0 passa exactament als punts singulars (és a dir els punts P tals que el polar de P

és identic zero).

Per a les quadriques de dimensié 2 (les quadriques de R?), tot punt té una infinitat de

rectes tangents, i juntes aquestes rectes formen el pla tangent (que definim en breu).
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4.13 Exemple. A R? sigui Q la quadrica donada per 2 —z3 —22+1. (Es un hiperboloide

d’un full.) Considerem el punt

0
P=10
1
Afirmem que les dues rectes
1 0
P+tl1]|, P+tf|1
0 0

sén tangents. En el primer cas I'equacid és t2 —12 — 1+ 1. Aix0 és sempre 0, doncs aquesta
recta esta continguda en ). En el segon cas, —t*> — 1 4 1. Per tant, 'equaci6 és t* = 0, i

clarament ¢t = 0 és una arrel doble. Busquem totes les rectes tangents possibles

U1
P‘l‘t (%)

U3
Analitzem per a quins valors de vy, vy, v3 la recta és tangent. L’equacid és
(tvy)? — (tvg)? — (1 — tvg)* + 1

Té zero doble a t = 0 si i només si no hi ha terme lineal. Per tant, hem de matar —2tv;.

Per tant, tota recta tangent és de la forma

0 U1
0 +1 (%)
1 0

Clarament totes questes rectes pertanyen al pla x3 = 1. Aquest pla sera el pla tangent de
QaP.

4.14 Varietat tangent. Per definicié, la varietat tangent d’'una quadrica ¢ en un punt

P € V(q) és la unié de totes les rectes tangent a P.

4.15 Observaci6. La paraula “espai tangent” pot apareixer més natural que “varietat
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tangent”, pero volem subratllar que es tracta d’un subespai afi. En canvi “espai tangent”
ha de significar la direcci6 de la varietat tangent: és un espai vectorial (subespai vectorial

de T'(A)) i no pas només un espai afi.

4.16 Proposicié. La varietat tangent de ¢ a P € V(q) es caracteritza també com el lloc
del funcional polar de P. En particular és un hiperpla, excepte si P és un punt singular

(és a dir, el polar és idéntic zero), en el qual cas la varietat tangent és tot l’espai.

Demostracio. Representem una recta per P com P = tv. Dir que és una recta tangent

vol dir que
((1,P)+ (0,7)) Q(1P + 07)

com polinomi en ¢t té una arrel doble a t = 0. Aixo vol dir que el terme lineal, que és
2Q(1P, 07) és zero.
D’altra banda que L esta continguda en I'hiperpla tangent vol dir que la restriccié de

PQ (el polar) a L és identicament zero. Aquesta restriccié és
1P Q (1P + 07)

pero com que P pertany a la quadrica ja sabem que 1P () 1P és zero, doncs la condicid

és equivalent a la condicié de zero doble. O]

4.17 Corol-lari. Una recta L és tangent de q en un punt P si i només el funcional polar

de P s’anul-la idénticament en L.

Observem que la interseccié d’una quadrica i el seu hiperpla tangent H (en un punt

no singular) és una quadrica degenerada de H.

5 Cons 1 cilindres

5.1 Rang projectiu. El rang projectiu d’'una quadrica és el rang de la matriu que la
defineix. Aixo no depen de les coordenades escollides perque un canvi de coordenades
correspon a multiplicar la matriu per una matriu invertible, i aixo no modifica el rang.

Diem que una quadrica és propia si té rang projectiu maximal.

5.2 Cons. Sigui H C A un hiperpla, i O ¢ H un punt. (Per tant, A = OH.) Sigui
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lem:con

S C H un subconjunt. El con sobre S amb apex O és el conjunt

05 :={(1-t)0+tP|PesS}t=|]OP,

PeS

la unié de totes les rectes que passen per O i algun punt de S.

5.3 Exemple. El con OS és una varietat lineal si i només si S ho és. En aquest cas
la notacié és compatible amb la notacié emprada per a varietats generades per punts i
altres subvarietats lineals — pero observeu que si S = {Fy, P;} (el conjunt de dos punts),

llavors OS és diferent de O, Py, Py: el primer és un con i el segon és un espai afi.

5.4 Exemple. En R? si S = {(z1,22,73) | 23423 = 1,23 = 1} és el cercle en el hiperpla

r3=1,i0 = (0,0,0) llavors el con OS és el con en el sens usual

S = {(Il,l’g,l’g) ‘ .flf% +LU§ = Ig}

Per exemple, P = (1,0,1) € S, i la recta OP és tO?, o sigui (¢,0,t). Tota aquesta recta
esta continguda en OS.

Observem que OS és una quadrica. Aix0 és general:

5.5 Lema. Si H C A és un hiperpla (doncs un subespai afi) i Q) C H és una quadrica de
H,isiO¢ H, llavors el con OQ és una quadrica de A (del mateiz rang que Q).

Demostracio. Busquem una aplicacié biafi b : A x A — R. Per a un punt arbitrari
X =(1—-t)O+tP,amb P € H, tindrem

7(X) :=b(X,X) = (1-1)%*b(0,0) + 2t(1 — ) b(O, P) + t*b(P, P)

per biafinitat. Per tant, b es queda determinat si posem

b(O,P):=0 i  B(P,P):=bP0P).

Es clar que g s’anul-la en X siinomés si b(P,P) =00t =0, és adir quan X € OP. 0O

Demostracio. (En coordenades afins (baricentriques).) Si P, ..., P,_1 és una base de H,

lavors Py, ..., P,_1,0 ésuna base de A. Per tant, (xq, z1,...,x,_1) sén coordenades afins
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(baricentriques) del espai afi H, i en coordenades baricentriques respecte a aquesta base

la quadrica ve donada per alguna matriu (). Afirmem que la matriu

c—| @l
0 10

defineix OQ respecte a {Py, ..., P,_1,0}. En efecte, qualsevol punt de A s’escriu X =
(1-t)O+tP amb P € H, i podem calcular

X"OX =2P"QP + (1 — £)20700 = {*P"QP.

Per tant, X € C' si i només si P € Q ot = 0 (la ultima possibilitat essent equivalent a
X = 0). (Es clar que el rang de C és el mateix de Q.) O

5.6 Exemple. Cons sobre el-lipse, parabola i hiperbola sén tots congruents. Vegeu figura

a la primera pagina.

Voldriem provar que tota quadrica de rang no maximal apareix d’aquesta manera:
com un con sobre una quadrica de dimensié menor. Aixo és cert en geometria projectiva,
pero no en geometria afi: la rad és que 'apex del con pot “escapar a 'infinit”, i tindriem

un cilindre i no pas un con:

5.7 Cilindres. Sigui H C A un hiperpla, i considereu un vector @ ¢ T(H). Posem
W := span. (Tenim doncs T'(H)®W = T(A).) Sigui S C H un subconjunt. El cilindre

sobre S amb direccié W és el conjunt

S+W:={P+d|PecSdecW}=JP+W
pres

la uni6 de totes les rectes que passen per algun punt de S'i té direccié W. Es pot descriure

també com la unié de totes les translacions de S en direccié W.

Tant el con com el cilindre és una unié de rectes: el con és una unié de rectes que
passen per un cert punt O, mentre el cilindre és una unié de rectes que tenen una certa
direccié W. (En la geometria projectiva “cilindre” és només un cas particular de “con”,
perque que totes les rectes tenen la mateixa direccié vol dir que passen pel mateix punt
a l'infinit.)
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5.8 Exemple. Un cilindre sobre S és una varietat lineal si i només si S ho és.

5.9 Lema. Sigui H C A un hiperpla (doncs un subespai afi) i sigui Q C H una quadrica
de H. Per a qualsevol direccio W tal que T(H) @ W = T(A), el cilindre QQ + W és una
quadrica de A (del mateix rang que Q).

Demostracio. (Demostracié abstracte.). . . O

Demostracio. Molt similar a la demostracié anterior del cas del con, pero en coordenades

cartestanes. Si Py, ..., P,_1 és una base de H, és a dir, Py, PyP, ..., PyP,_1 és una re-
ferencia cartesiana per a l'espai afi H, doncs (1, x1,...,2,_1) sén coordenades cartesianes

del espai afi H, i en aquesta base la quadrica ve donada per alguna matriu Q).

. — 7’ v — Ve \ . .
Siw € W és no zero, llavors Py, PyP, ..., PyP,_1,w és una referencia cartesiana per

a l'espai afi A, i afirmem que la matriu

defineix @ + W. En efecte, qualsevol punt de A s’escriu X = Py + ¥+ tw, amb v € T(H)

itw € W, ipodem calcular
X'OX =(1,7")Q(L) +tot = (1,77)Q(L).

Per tant, X € C siinomés si Py+ 7 € Q. (Es clar que el rang de C' és el mateix de Q.)
[

5.10 Con sobre cilindre versus cilindre sobre con. Les dues construccions, cons i
cilindres, es poden combinar: per exemple si comencem amb alguna quadrica de dimensio
petita podem pujar la dimensié fent primer dues construccions de cons, despres un cilindre
sobre el resultat, i finalment un con sobre aixo; el resultat final seria una quadrica de 4
dimensions més que l'original. Es podria imaginar que totes les combinacions diferents
possibles donaria lloc a diferents tipus de quadriques, o al menys que diferents tipus de
quadriques resultaria dependent del nombre de vegades que fem con i cilindre. El fet és
que el tipus de quadrica que resulta depen només d’una cosa: si hi ha en la seqiiencia de

construccions un con o si no n’hi hal
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5.11 Exemple. Comencem amb una quadrica propia de la recta. Es a dir, dos punts.
Imaginem la recta com subespai afi de I'espai de dimensié 3, per hi haver espai per fer
dues construccions. El cilindre sobre aquests dos punts és un parell de rectes paral-leles, i
si fem el cilindre sobre aixo arribem a un parell de plans paral-leles. Si tornem a les dues
rectes i hi fem un con, el resultat és un parell de plans no paral-lels: clarament es tallen
a l'apex. Doncs els dos plans es tallen en una recta.

DIBUIXOS

Ara tornem al dos punts originals: si fem el con sobre els, arribem a un parell de
rectes no paral-leles (amb punt d’interseccié A). Si fem el con sobre aixo, no és dificil
veure que el resultat sera un parell de plans que es tallen en una recta (la qual recta és
OA). Finalment, si fem el cilindre sobre el parell de rectes, també arribem a un parell de
plans que es tallen en una recta (la recta és A 4+, on @ és la direccié del cilindre).

DIBUIXOS

En conclusio: hi ha només dues possibilitats:

— cilindre sobre cilindre (parell de plans paral-leles)

— qualsevol combinacié amb un con (parell de plans no parel-leles)

Per tant, dir que alguna quadrica es pot realitzar com un con no exclou que també
podria ser un cilindre (sobre algun con). Per distingir entre cons i cilindres, necessitem

de la nocié de punt singular.

5.12 Lloc singular. Recordeu que un punt singular d’una quadrica g és un punt P €
V(q) tal que el funcional polar de P (respecte a q) és zero. El lloc singular d’'una quadrica
q ¢és el conjunt de tots els seus punts singulars. El lloc singular d'una quadrica ¢ es pot

doncs caracteritzar com la interseccid
Ker(q) NV (q).

En particular, és sempre una varietat lineal.

5.13 Lema. Si C C A és un con amb apex O, llavors O és un punt singular de C'.

Demostracié. Es evident de la construccié de con (cf. 5.5): recordeu que el funcional biafi

b que defineix el con amb apex O es va definir com

b(O,P) =0, VP €A,
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per tant O és un punt singular. O

5.14 Lema. Si C' és un con dins un espai de dimensions n, llavors el seu lloc singular
és de dimensio

dim Sing(C) = n — p.
(Aqui p denota el rang projectiu.)

Exemples.
5.15 Cilindre pur. Un cilindre sense punts singulars s’anomena cilindre pur.

5.16 Proposicié. Sigui q una quadrica impropia (és a dir, de rang no maximal). Si
existeiz un punt singular O € V(q), llavors q és un con sobre una quadrica del mateix

rang amb apex O.

Demostracié. Suposem que existeix un hiperpla H que talla V(q); per tant B := HNV (q)
6s una quadrica de H. Es clar (per un calcul directe) que si P € B llavors ¢ s’anul-la en
tota la recta OP, doncs V (q) és el con sobre B. O

5.17 Proposicié. Si g no té cap punt singular és una quadrica propia o un cilindre pur
(amb direccid algun W € T(Ker(q))). En aquest cas, la base del cilindre és una quadrica

del mateix rang que ha de ser una quadrica propia o un cilindre pur.

Demostracio. Sigui H un hiperpla tal que T(H) + @ = T(A) per algun vector w €
T(Ker(q)), i sigui
B:=V(q)NL.

Llavors per a tot punt P € L és clar que els punts P + @ també pertany a V' (¢). Doncs ¢
és un cilindre sobre B. Ara B no pot tenir cap punt singular, perque seria també un punt
singular del cilindre. Per tant, per induccié sobre la dimensié B és una quadrica propia

o un cilindre pur. ]

5.18 Teorema. Una quadrica no defectiva i no buida és
— 0 bé una quadrica propia (és a dir de rang projectiu mazimal)
— 0 bé un con (iterat) sobre una quadrica propia
— 0 bé un cilindre pur sobre una quadrica propia.

El rang projectiu determina la dimensio de la quadrica propia que €és la base.
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6 Classificacio afi de les quadriques

Formes canoniques

6.1 Teorema de classificacié. Tota quadrica ¢ és equivalent a exactament una de les

quadriques segiients (que anomenem de forma canonica):

s T
. E 2 § 2
i=1

Jj=s+1
I7: fo— Z x§+1
i=1 Jj=s+1
r: Y ai— > at+1
i=1 j=s+1
Ve Y oa?— > a2
i=1 j=s+1

Els tipus IT i IIT difereixen per tenir més termes positius (tipus II) o més termes negatius
(tipus III).

Veure que una quadrica ha de ser d'un aquests tipus és una qiiestio de manipular

matrius simetriques. Hi ha dos casos principals:

6.2 Quadriques amb centre no buit. Podem simplifica la matriu per eliminar els
termes constants, i després diagonalitzar la part quadratica. (Geometricament, I’aspecte
més important és que escollim com origen algun punt del centre. Es per aixo que el terme

lineal desapareix.) Arribem a exactament un dels tipus I, IT, I11.

6.3 Quadriques amb centre buit. En aquest cas podem primer suposar que la matriu
de la part quadratica és diagonal, i ara la condicio de centre buit ens diu que la part lineal
té alguna entrada no zero, que podem suposar és la entrada amb index r 4+ 1. Esglaonem

simetricament i arribem al tipus I'V.

Invariants

6.4 Invariants. Tenim el rang projectiu p, el rang afi r. La signatura de la matriu total

o de la part quadratica no és un invariant, perque si multipliquem el polinomi per un
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constant negatiu, canviem la signatura s per r — s.

Introduim I'index d’'una matriu simetrica com
i:=min{s,r — s}

(on r denota el rang, i s la signatura). Aqui estem parlant de la matriu de la part
quadratica.
Per ala matriu total M podem igualment introduir un index. Siposem o := signatura(M ),

llavors podem definir

j:=min{o,p—o}.

6.5 Proposicié. Siq i q son equivalents, llavors tenen el mateiz quaternes d’invariants
(T7 p7 /['7 j) °
Demostracio. Cadascu dels invariants és realment invariant sota canvi de coordenades, és

a dir canvis de tipus M — C"MC, on C és la matriu d’una afinitat. O

Observem que dels quatre tipus sén possibles només els invariants (7, p,,j) de les

formes segiients:

I (ryi,r, i) 2i<r<n
11 (ryi,r+1,4) 21<r<n
I | (ryi,r+1,i+1) | 2i<r<n
IV | (ryi,r+2i+1) | 20i<r<n

Classificacié de les quadriques de la recta

r i |p]| 7| Equacié | Nom
II|1]0|2|1|—22+1 | Parell de punts
IT |[1{0|2|0|2*+1 | Buit (dos punts imaginaris)
IVi0oj0|2|1]x Punt (altre punt a I'infinit)
I [1]0|1]0]2? Punt doble
IIT fojo|1(1]1 Buit (punt doble a l'infinit)
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Classificacié de coniques

r{t|pl|J | Equacio Nom
I [21 3|1 |22—y*+1 Hiperbola
{203 |1|—2?2—9*+1 | Ellipse
IT|{2(0|3|0|a22+y2+1 Buit (el-lipse imaginaria)
IV 1|0|3|1|2%2+y Parabola
I [ 2]1]2|1]a%—9? Parell de rectes
I [210(2|0]2%+y° Punt (dues rectes imaginaries)
I|1{0|2|1|—-22+1 Parell de rectes paral-leles
I |1{0[2|0]a*+1 Buit (rectes paral-leles imaginaries)
IVIioj0|2|1]x Recta (altra recta a 'infinit)
I [1/0|1|0]2? Recta doble
I jojoj1|1]1 Buit (recta dobla a l'infinit)
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Classificacié de les quadriques de ’espai

rli|pl|J | Equacid Nom
I [3[0[4[0|22+y*+2>+1 | Buit (ellipsoide imaginari)
I3[0 |4|1|—2%—9y*—22+1 | Ellipsoide
IT |3]1|4|1|22+y*—22+1 | Hiperboloide de dos fulls
I |3 |1|4|2|22—y*>—22+1 | Hiperboloide d’un full
IV[2(04|1|22+9y*+2 Paraboloide el-liptic
IV|2(1(4|2|22—y>+2 Paraboloide hiperbolic
I [3[0[3|0]a%+y?+2° Punt (con imaginari)
I |3|1|3 |1 |a?2+y?—22 Con
II{2/03[0]2*+y*+1 Buit (cilindre el-liptic imaginari)
|20 31| —-22—9*+1 Cilindre el-liptic
II|2]1|3|1|a2—9y*+1 Cilindre hiperbolic
IV|1]0|3|1|a®>+= Cilindre parabolic
I [2(0[2|0]2*+y° Recta (dos plans imaginaris)
I |2]1|2|1]a®—9? Parell de plans
{1021 —-22+1 Plans paral-lels
I |1(0[2[0]2*2+1 Buit (plans paral-lels imaginaris)
IVioj0|2(1]x Pla (altre pla a I'infinit)
I [1(0|1|0]2? Pla doble
IT fojo|1|1]1 Buit (pla doble a I'infinit)

Aquesta lli¢o és I'iltima programada de 1’assignatura i termina amb un festival piro-
tecnic d’animacions espectaculars en Maple. En particular veiem moltes families a 1

parametre amb diverses degeneracions, de tots els angles, i en colors.

animate(implicitplot3d, [x"2-t*y~2-z"2+1,x=-4..4,y=-4..4,z=-4. .4,numpoints=10000] ,t=-1..1);
animate(implicitplot3d, [x"2-y~2-t*z,x=-4..4,y=-4..4,z=-4..4,numpoints=10000] ,t=-1..1);
animate(implicitplot3d, [x"2+y~2-z"2+t,x=-4..4,y=-4..4,z=-4. .4 ,numpoints=10000] ,t=-1..1);

Pero despres de I'espectacle hi ha un petit comentari, amb el qual retornem als origens
de lassignatura: expliquem com els funcionals quadratics de 'espai aff R? formen un espai

afi de dimensié 10 ('espai de totes les matrius simetriques 4 x 4), i que cada animacid
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representa una recta dins aquest espai de parametres: no és res més que agafar dues
quadriques (és a dir punts al R'?) i considerar la recta de les combinacions afins d’elles!

(Més precisament, com que el funcional zero no és una quadrica, i com que multiplicar
un funcional per un constant no nul déna la mateixa quadrica, podem afirmar que les
quadriques formen un espai projectiu de dimensié 9. Aixi l'estudi de les quadriques

forneix una excel-lent motivacié per a la geometria projectiva.)
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