GUIA DOCENT DE GEOMETRIA RIEMANNIANA: CURS 2007-08.

1.- Identificacié de I’assignatura

Nom de l'assignatura: Geometria Riemanniana.
Codi: 28020.
Nombre de credits: 6. Tipus: Optativa (primer semestre).

2.- Objectiu de ’assignatura

Una varietat de Riemann és una varietat diferenciable de dimensié n provista d’un
tensor g de rang 2 covariant, simetric i definit positiu que s’anomena tensor metric.
La geometria riemanniana és una generalitzacié de la geometria intrinseca de les
superficies de l'espai euclidia en la qual les nocions de transport paral-lel, corba
geodesica i curvatura sén fonamentals. La metrica de Riemann en una varietat coin-
cideix amb la metrica euclidiana fins al primer ordre d’aproximacié. La diferencia
entre les metriques ve donada per la curvatura de Riemann que és una generalitza-
cié multidimensional de la curvartura de Gauss d’una superficie.

En el fonaments de la geometria riemanniana trobem tres idees: l'existencia de
metriques no euclidianes, la curvatura de Gauss i el concepte de varietat.

La geometria riemanniana juga un paper molt important tant en la descripcid i clas-
sificacio de les varietats diferenciables com en la formulacié de la mecanica classica
i la teoria general de la relativitat.

Durant el curs es treballaran conceptes fonamentals com els de connexié, curvatura i
geodesiques, sobretot en superficies tant abstractes com immerses a R?. Es tractaran
les varietats amb curvatura seccional constant i veurem el teorema de Gauss-Bonnet
com a exemple de geometria riemanniana global. Veurem aquells resultats que rela-
cionen la curvatura de les varietats amb la seva topologia.

3.- Continguts

Introduccié i preliminars.

e Varietats diferenciables. Exemples. Tensors i formes diferencials. Varietats
de Riemann.

» Connexions.

e Connexions 1 derivacié covariant. Connexions en varietats de Riemann:
expressio local i transport paral-lel. Referencia mobil.

Geodesiques.

e Geodesiques. Primera formula de variacié. Aplicacié exponencial. Lema de
Gauss. Entorns normals. Teorema de Hopf-Rinow.

Curvatures.

e Tensor de curvatura. Curvatura seccional. Varietats planes. Camps de Ja-
cobi. Teorema de Hadamard.



Espais de curvatura constant.
e Teorema de Cartan. Els models esferic, euclidia i hiperbolic.

Teorema de Gauss-Bonet i aplicacions.

4.- Temps que ha de dedicar un alumne a ’assignatura

Tipus d’activitat | Descripcio Hores
Classes de teoria 26
Classes de problemes 12
ACTIVITATS Classes de practiques 0
PRESENCIALS | Activitats tutoritzades 0
Realitzacié de proves parcials | 0

Realitzacié d’examens finals 3

Estudi de teoria 40
ACTIVITATS Realitzacié de problemes 40
NO Preparacié de practiques 0
PRESENCIALS | Preparacio de treballs 0
Preparacié d’examens 30
Total 151

5.- Capacitats o destreses a adquirir

Capacitats teoriques

Entendre la nocié de tensor metric i varietat de Riemann.

Entendre la dificultat de donar sentit a la nocié de transport paral-lel que
motiva la introduccié del formalisme de les connexions.

Coneixer els punts de vista cinematic i variacional de la nocié de geodesica.

Coneixer la descripcié local de les varietats de Riemann que déna ’aplicacié ex-
ponencial.

Entendre la relacid entre el tensor de curvatura i la nocié més intuitiva de
curvatura de Gauss.

Entendre la curvatura com 1'obstruccié a que la varietat sigui localment eucli-
diana.

Coneixer els models de geometries de curvatura constant.

Familiaritzar-se, mitjancant la comprensié i assimilacié de determinats teore-
mes, amb els principis generals que relacionen la curvatura d’una varietat amb
les seves propietats topologiques globals.

Capacitats practiques

Adquirir practica en els calculs senzills en varietats de Riemann concretes.



6.-

Saber determinar les equacions del transport paral-lel i de les geodesiques.

Saber calcular el tensor de curvatura i les curvatures seccionals pel metode de
la referencia mobil.

Adquirir destresa en la redaccié formal de textos matematics per mitja de la
resolucié de problemes.

Adquirir experiencia en la presentacié oral de problemes.

Requisits

Per a un bon seguiment de I'assignatura és indispensable que els estudiants hagin
cursat les assignatures Geometria Diferencial aixi com Geometria de Varietats.

També es aconsellable tenir coneixements d’analisi ( Analisi Vectorial), de topologia
( Topologia I 1 Topologia II) i d’equacions diferencials ( Equacions Diferencials).

Metodologia

L’assignatura disposa de dues hores de classe de teoria i una de problemes. Es
recomana fortament 1’assisténcia tant a les classes de teoria com a les de problemes.

A les classes de teoria donarem les eines necessaries per a la comprensié i resolucio de
problemes. S’introduiran les nocions fonamentals de la geometria riemanniana i es
presentaran els resultats més importants de la teoria.

A les classes de problemes s’aprofundira en 1’assimilacié i millor comprensié dels
conceptes desenvolupats a les classes teoriques mitjancant la resolucié de problemes
teorics i d’exercicis destinats a incrementar la destresa dels alumnes en els calculs
propis de la materia. Aquest treball es dura a terme mitjancant les explicacions
fetes pel professor a la pissarra i la participacié activa dels estudiants en la discus-
si6 dels diferents arguments emprats per tal de solucionar els problemes. Les llistes
de problemes seran lliurades als alumnes al llarg del quadrimestre.

Periodicament el professor proposara als alumnes la resolucié de determinats pro-
blemes. Es demanara que les resolucions siguin correctes pero també s’encoratja als
alumnes a cuidar de manera especial la claredat i el rigor de la redaccié.

Al final del curs I'alumne haura rebut a les classes de teoria i problemes tota la
informacié necessaria (tant els enunciats com les seves demostracions), per a afrontar
una prova final. Per tant recomanem a 'estudiant que aprofiti aquests recursos.

Aquesta assignatura també oferira recursos mitjangant el Campus Virtual. En aquest
anirem penjant els enunciats de les llistes de problemes i altre material que pugui
complementar les classes de teoria i problemes.

Avaluaci6

L’avaluacié d’aquesta assignatura es realitzara en base a la resolucié de problemes
al llarg del curs (40 % de la nota final) i la realitzacié d'una prova final (60 % de la
nota final).



9.- Bibliografia

1. Manfredo P. do Carmo, Riemannian Geometry. Birkhauser, 1992.

2. Manfredo P. do Carmo, Geometria diferencial de curvas y superficies. Alianza
Universidad, 1990.(o Birkhauser, 1992.)

3. S. Gallot, D. Hulin, J. Lafontaine, Riemannian Geometry.Springer-Verlag, 1990.
4. Joan Girbau, Geometria diferencial i relativitat. Publicacions de la U.A.B., 1993.

5. John M. Lee Riemannian Manifolds: an introduction to curvature.Springer-
Verlag, 1997.

6. M. Spivak A Comprehensive Introduction to Differential Geometry. Publish or
Perish Inc, 1979.

Els llibres 1, 4 i 5 s6n referencies basiques de la Geometria Riemanniana, especial-
ment el llibre 1 que sera seguit molt d’aprop al llarg del curs. El llibre 3 és de nivell
més avangat. El llibre 6 és una obra molt exhaustiva que pot ser un complement
forca 1til per 'alumne.

10.- Professorat
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Teoria Problemes
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Consultes: Dilluns 12-13, i Consultes: Dijous 3-5
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