Conjectura de Poincare.

Geometria o topologia?

Joan Porti (UAB)

X| Trobada matematica
SCM
6 de juny de 2008

Conjectura de Poincaré. Geomet

ria o topologia? —p.1/41



Jules Henri Poincaré

REPURIIOUE Sov® FRANCA uﬁu
i
L
i}

’ # g i
V" st s ™y
ol ]

]!
ha
= |
|
1 B

Conjectura de Poincaré. Geometria o topologia? — p.2/41



Jules Henri Poincaré

“...nous montames dans un omnibus
pour je ne sais quelle promenade.

Au moment ou je mettais le pied
sur le marchepied, I'idée me vint,..”
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Poincareé i 'analysis situs

Poincaré, H. Analysis situs. J. de I'Ec. Pol. (2) I. 1-123 (1895)
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Pregunta de Poincaré

A “Cinquiéme complement a I’Analysis Situs" (1904):

Sigui M3 varietat tancada tridimensional.
Si M3 és simplement connexa (71 (M?) = 0),

és M3 homeomorfa a S3?

S3 = {(x1,72,73,14) € R* | 27 + 23 + 235 + 2% =1}
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Pregunta de Poincaré

A “Cinquiéme complement a I’Analysis Situs" (1904):

Sigui M3 varietat tancada tridimensional.
Si M? és simplement connexa (m (M?) = 0),

és M3 homeomorfa a S3?

S3 = {(x1, 72,73, 74) € R* | 2] + 23 + 23 + 25 = 1}

En dim 2, m; (F?) = 0 caracteritza I'esfera entre les superficies.
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Pregunta de Poincaré

A “Cinquiéme complement a I’Analysis Situs" (1904):

Sigui M3 varietat tancada tridimensional.
Si M3 és simplement connexa (71 (M?) = 0),

és M3 homeomorfa a S3?

S3 = {(x1, 72,73, 74) € R* | 2] + 23 + 23 + 25 = 1}

7T1(M3) = 0:

...mais cette guestion nous entrainerait trop loin.
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Kneser i la suma connexa (1929)

Hellmut Kneser (1898-1973)
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Kneser i la suma connexa (1929)

M2 Ml#MZ

&

M,#My = (M, — B?) Uy (My — B?)
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Kneser i la suma connexa (1929)

M1 M2 Ml#MZ

&

M,#My = (M, — B?) Uy (My — B?)

Teorema de Kneser (1929) M? tancada i orientable
— M3 = M3 #M3 .

M3, ..., M? primeres i Gnigues.
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Seifert i les varietats fibrades (1933)

Herbert Seifert (1907-1996)
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Seifert i les varietats fibrades (1933)

Varietats particionades en cercles de models locals:

im0

enganxem la base i la tapa del cilindre

er una 2w Z-rotacio, 2
q q
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Seifert i les varietats fibrades (1933)

Varietats particionades en cercles de models locals:

im0

enganxem la base i la tapa del cilindre

per una 2m’-rotacio, £ € Q

Classificacio de les varietats fibrades de Seifert.

En particular, satisfan la conjectura de Poincaré

Exemples:
T3 =St x St x St
S% = {z € C? | |z| = 1} fibraci6 de Hopf: S* — S% — CP! = §2
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Jaco-Shalen i Johannson (1979)

W.H. Jaco P.B. Shalen K. Johannson
(1940) (1946) (1948)

Conjectura de Poincaré. Geometria o topologia? —p.7/41



Jaco-Shalen i Johannson (1979)

Teorema de descomposicio en tors (JSJ 1979).
M? primera, tancada i orientable.

Hi ha una familia canonica de tors T2 que tallen M

en trossos gque son o bé fibrats de Seifert o bé simples.

N simple: no és Seiferticada Z x Z C w1(N?) ve de 71 (ON?).
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Jaco-Shalen i Johannson (1979)

Teorema de descomposicio en tors (JSJ 1979).
M? primera, tancada i orientable.

Hi ha una familia canonica de tors T2 que tallen M

en trossos gque son o bé fibrats de Seifert o bé simples.

N simple: no és Seiferticada Z x Z C w1(N?) ve de 71 (ON?).
Conjectura de Thurston: simple = hiperbolica.

Hiperbodlica: int(1/?) métrica de Riemann completa curvatura = —1
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Conjectura de geometritzacio de Thurston

W.P. Thurston (1946).
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Conjectura de geometritzacio de Thurston

M3 tancada admet una descomposicié canonica

en trossos geometrics

Descomposicio canonica: suma connexa i tors JSJ

Varietat geometrica: metrica localment homogenia.
(dos punts gualsevol tenen entorns isometrics)
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Conjectura de geometritzacio de Thurston

M3 tancada admet una descomposicié canonica

en trossos geometrics

Descomposicio canonica: suma connexa i tors JSJ

Varietat geometrica: metrica localment homogenia.
(dos punts gualsevol tenen entorns isometrics)

L. Bianchi (1897): classificacio local de les metriques localment
homogenies en dimensio tres.
Geometrica < fibrada de Seifert, hiperbolica o 7?2 — M3 — S*.

Ex: S, T3 = St x St x St (fib. Seifert i homogenies)

Implica Poincare.
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Bianchi i les metriques homogenies

Luigi Bianchi (1856-1928)
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Exemple: el cercle S

S'=R/Z

Z actua per translacions (que preserven la distancia).

r— x+1
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Exemple: el tor T2
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Enrajolament de I'espai euclidia 7° = R’/Z°
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Euclides segons Raffaello Sanzio
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Exemple: superficie F5
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Exemple: superficie F5

o

G——wﬁgx\_ﬁ/
== =2
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Iy

Exemple: superficie

4(dz?+dy?)
(1—22—y2)2




Enrajolaments del pla hiperbolic
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Enrajolaments del pla hiperbolic
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Enrajolament de I'espai hiperbolic

Dodecaedres regulars d’angles diedrics rectes.
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Varietats de Riemann

"’ . '..
A8

Bernhard Riemann(1826-1866)
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Varietats de Riemann

Conferencia d’habilitacio (10 de juny de 1854) a Gottingen.

Ueber
die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen.

Yon
B. Riemann.

Sobre les hipotesis en que es fonamenta la geometria
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Varietats de Riemann

Conferencia d’habilitacio (10 de juny de 1854) a Gottingen.

Ueber
die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen.

Yon
B. Riemann.

Sobre les hipotesis en que es fonamenta la geometria

Text fundacional de la geometria de Riemann

Adrecat al claustre de la facultat de filosofia. On sén els calculs?
Desenvolupament posterior del calcul tensorial.

Basic per la relativitat general.
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Geometria de Riemann

En el tangent de cada punt, tenim un producte escalar.

(u,v)
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Geometria de Riemann

En el tangent de cada punt, tenim un producte escalar.

En coordenades (z,...,2"),  gi(z) = (9;,0;) 9 = &

gii(x) - gin(x) v
(u,v) = Y u'gij(x)v! = (ul---u™)

gn1(x) - gnn(x) v

u=> u'd;
v=>v/0;

Es un exemple de tensor
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Geometria de Riemann

gii(xz) - gin(x) v

n

gn1(x) -+ gnn(x) v

Longitud de corbes ~(t r1(t),...,xn(t)),a <t <b

)=
/w )t = /\/ )95 (1 (0) (£t
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Com Riemann descobreix la curvatura

Comenca escollint unes bones coordenades pels calculs

Coordenades geodesiques o0 normals

L'aplicacié exponencial geodesica identifica
rectes radials que surten de l'origen, al tangent,
amb geodesiques (minimitzants) que surten del punt, a la varietat.
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Com Riemann descobreix la curvatura

Coordenades geodesigues o0 normals

(TS

[
L

L'aplicacié exponencial geodesica identifica
rectes radials que surten de l'origen, al tangent,
amb geodesiques (minimitzants) que surten del punt, a la varietat.

Coordenades normals coordenades rectilinies del tangent
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Com Riemann descobreix la curvatura

En coordenades geodesiques Riemann troba:

gij(z) = bij + 3 Riapjzz” + O(|z]*)

Riapj = —Riajp = —Raipj = Hgjia
ngj + ija -+ Rijaﬁ = (.

Conjectura de Poincaré. Geometria o topologia? — p.21/41



Com Riemann descobreix la curvatura

En coordenades geodesiques Riemann troba:

gij(z) = bij + 3 Riapjzz” + O(|z]*)

Riapj = —Riajp = —Raipj = Rgjia
Riagi + Rigja + Rijag = 0.

R;.p3; €s el tensor de curvatura de Riemann
Acualment es defineix mitjancant derivades covariants.
| Riemann retroba la curvatura de Gaul3 K per superficies:

K = Ri212 = —Ri201 = —R2112 = R2121
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Altres curvatures

En coordenades geodesiques

Curvatura de Ricci R;j = Y 5 Riag;
Curvatura escalar R = >~ R;;

Curvatura seccionaldelplazs =--- =z, =0, K = Ri212.
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Altres curvatures

En coordenades geodesiques

Curvatura de Ricci R;j = Y 5 Riag;
Curvatura escalar R = >~ R;;

Curvatura seccionaldelplazs =--- =z, =0, K = Ri212.

“Ricci és el Hessia del volum”
dvol = \/det(gij)ijdxt N+ A dz"

1 .
dvol(x) = | 1 — : ZRiszxj +0(|z]?) | dzt A - A dx™.

]
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Altres curvatures

En coordenades geodesiques

Curvatura de Ricci R;j = Y 5 Riag;
Curvatura escalar R = >~ R;;

Curvatura seccionaldelplazs =--- =z, =0, K = Ri212.

“Ricci és el Hessia del volum”
dvol = \/det(gij)ijdxt N+ A dz"

1 .
dvol(x) = | 1 — : ZRiszxj +0(|z]?) | dzt A - A dx™.

i
Equacio d’Einstein: R;; — 3 Rgi; = T},
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Curvatura de Ricci

En coordenades geodesiques

Rij = Rji = ) _op Riag;
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Curvatura de Ricci

En coordenades geodesiques

Rij = Rji = ) _op Riag;

Com a forma quadratica, pot ser definida positiva R;; > 0.
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Curvatura de Ricci

En coordenades geodesiques

Rij = Rji = ) _op Riag;

Com a forma quadratica, pot ser definida positiva R;; > 0.

1 .
dvol(x) = | 1— c ZRiszxj +O(|z?) | det A - A dx™.

©J

Rz‘j:O Rij>0

rZ4
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Hamilton i el Flux de Ricci (1982)

)Z’m\g

R.S. Hamilton (1943).
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Hamilton i el Flux de Ricci (1982)
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Hamilton i el Flux de Ricci (1982)

dgi j
ot

En coordenades harmoniques {z'}, Az’ = 0.

= —2 Rf,;j

dg

9gi; 99
Ox

ot

= A(gij) + Qi (g™,

A(gi;) = laplacia de la funcio escalar g;
on
();; = expressio quadratica

Es una equacio6 de| difussio-reaccio.
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Hamilton i el Flux de Ricci (1982)

dgi j
Ot

En coordenades harmoniques {z'}, Az’ = 0.

= —2 Rij

dg

9gi; 99
Ox

ot

= A(gij) + Qi (g™,

A(gi;) = laplacia de la funcio escalar g;
on
();; = expressio quadratica

Es una equacio6 de| difussio-reaccio.

Heuristica del programa de Hamilton:
“O bé ¢(t) convergeix a una metrica localment homogenia
0 bé crea singularitats corresponents a la descomposicidé canonica".
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Hamilton i el Flux de Ricci (1982)

dg; j
ot

= —2 Rf,;j

Heuristica del programa de Hamilton:
“O bé ¢(t) convergeix a una metrica localment homogenia
0 bé crea singularitats corresponents a la descomposicié canonica".

Hamilton/DeTurck:
Existencia en temps curt i unicitat

quan M™ és compacte hi ha una unica solucio
definida pert € [0,T), T > 0.
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Exemple

Suposem que g(0) té curvatura seccional constant K.
Ri; = (n—1)Kg;;(0)

Posant ¢;;(t) = f(t)g;(0), llavors 85’;9' = —2R;; equiv. a 'ODE

F'(t) = —2(n — DK
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Exemple

Suposem que g(0) té curvatura seccional constant K.
Ri; = (n—1)Kg;;(0)

Posant ¢;;(t) = f(t)g;(0), llavors 85’23' = —2R;; equiv. a 'ODE

F'(t) = —2(n — DK

g(t) = (1 = 2K(n —1)t)g(0)

si K < 0 s’expandeix per sempre

si K = 0 es manté estable

1

si K > 0 col-lapsa al temps T = IR (n—T)
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Exemple: Solitons

0

57911 = —2R;;.

Una solucio g; és un solitd si = g, = \(t)®; g
Contractant si A < 1, estable si A = 1 i expansiu si A > 1.
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Exemple: Solitons

0

57911 = —2R;;.

Una solucio g; és un solitd si = g, = \(t)®; g
Contractant si A < 1, estable si A = 1 i expansiu si A > 1.

Un solit6 gradient si| 9.¢, = V f
Equivalentment:

R/[;j + Hessij(f) +Cgij = 0

Solitons amb curvatura > 0: despres d’explotar les singularitats.
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Exemple: Solito Cigar

da”+dy? dr?+r2do> 2 2 2
9= Tz = Cane - = dp’ +tanh” pdo

aR?

-
S e ram="

L4
2
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Exemple: Solito Cigar

da”+dy? dr?+r2dp? 2 2 2 2
9= Trarrye = g - = dp” + tanh” pdo aR

Asimptotic a un cilindre (tanh p — 1 quan p — o)
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Exemple: Solito Cigar

da”+dy? dr?+r2dp? 2 2 2 2
9= Trarrye = g - = dp” + tanh” pdo aR

Asimptotic a un cilindre (tanh p — 1 quan p — o)

_ 2
~ cosh?p

> 01K — 0quan p — oo.
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Exemple: Solito Cigar

da”+dy? dr?+r2do> 2 2 2 2
9= Tz = Cane - = dp’ +tanh” pdo aR

Asimptotic a un cilindre (tanh p — 1 quan p — o)

_ 2
~ cosh?p

> 01K — 0quan p — oo.

Es un solité gradient estable:
f = —2logcosh p compleix Hess(f) + ﬁg — 0
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Exemple: Solito Cigar

da”+dy? dr?+r2do> 2 2 2 2
9= iy = Cape - = dp” + tanh® pdo aR

Asimptotic a un cilindre (tanh p — 1 quan p — o)

_ 2
~ cosh?p

> 01K — 0quan p — oo.

Es un solité gradient estable:
f = —2logcosh p compleix Hess(f) + ﬁg — 0

Cigarx.S' NO hauria de sortir després d’explotar les singularitats.
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Meés exemples

Cilindre S*? x R:

El factor S? col-lapsa en temps finit i R resta constant.
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Meés exemples

Cilindre S*? x R:

CHCHS

El factor S? col-lapsa en temps finit i R resta constant.

S3 amb un “coll™

S2xI

0 &

coll
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Meés exemples

Cilindre S*? x R:

CHCHS

El factor S? col-lapsa en temps finit i R resta constant.

S3 amb un “coll™

S2x1I
v‘v %
coll punzxadad
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Situacio ideal (Dimensio 3)
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Situacio ideal (Dimensio 3)
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Situacio ideal (Dimensio 3)

Al A L
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Situacio ideal (Dimensio 3)

Al A L

...pero aixo no sabem si és cert!

Haurem de tallar | enganxar.
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Zoom de singularitats en dimensio tres
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Zoom de singularitats en dimensio tres

- )3 E—

Quan fem un zoom o explosio d’'una singularitat
ens agradaria obtenir el cilindre S? x R

SHCHS
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Zoom de singularitats en dimensio tres

- I E—

Quan fem un zoom o explosié d’una singularitat
ens agradaria obtenir el cilindre S? x R

SHCHS

Hamilton: Com podem evitar el CigarxS*?
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Ricci positiva

Teorema (Hamilton 1982)

If M® admet una metrica amb (R;;) > 0

— M3 admet una metrica amb curv = 1

(R;;) > 0 és una condicion invariant pel flux en dim 3.
Es poden controlar els valors propis de R;;.
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Ricci positiva

Teorema (Hamilton 1982)

If M® admet una metrica amb (R;;) > 0

= M3 admet una meétrica amb curv = 1

(R;;) > 0 és una condicion invariant pel flux en dim 3.

Es poden controlar els valors propis de R;;.

e Hi ha un temps d’extinci6 del flux

e Els tres valors propis convergeixen a oo a la mateixa velocitat.
e El limit reescalat convergeix a una metrica de curv. cntant.
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Ricci positiva

Teorema (Hamilton 1982)

If M® admet una metrica amb (R;;) > 0

= M3 admet una meétrica amb curv = 1

(R;;) > 0 és una condicion invariant pel flux en dim 3.

Es poden controlar els valors propis de R;;.

e Hi ha un temps d’extinci6 del flux

e Els tres valors propis convergeixen a oo a la mateixa velocitat.
e El limit reescalat convergeix a una metrica de curv. cntant.

Si (R;;) > 0, admet una meétrica loc. homogeénia, R?, S* x R, S°.
(Pricipi max. fort per tensors (Hamilton)).
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Curvatura escalar R

R=> Ri

Evolucio de R pel flux de Ricci:

OR
 — AR+2|(Ry)P?
5 = AR+2|(Ryy)

Conjectura de Poincaré. Geometria o topologia? — p.32/41



Curvatura escalar R

R=> Ri

Evolucio de R pel flux de Ricci:

OR
 — AR+2|(Ry)P?
5 = AR+2|(Ryy)

Principi del maxim: min,; R is no-decreixent en t.
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Curvatura escalar R

R=> Ri

Evolucio de R pel flux de Ricci:

OR
= AR+ 2|(Ryj))
5 = AR+2|(Ryy)

Principi del maxim: min,; R is no-decreixent en t.

Mes treball: R controla les singularitats en dim 3:

Quan ens acostem al temps limit, R — oo en algun punt.
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Singularitats

(&~

Les singularitats passen al temps limit 7" d’existencia del flux.
Quant — T, R — oo en algun punt
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Singularitats

(&~

Les singularitats passen al temps limit 7" d’existencia del flux.
Quant — T, R — oo en algun punt

Questio de Hamilton: com es pot controlar el radi d’injectivitat
a prop de les singularitats?

inj(x)=sup{r | exp, : B(0,r) C T, M — B(x,r) C M }
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Singularitats

Les singularitats passen al temps limit 7" d’existencia del flux.
Quant — T, R — oo en algun punt

Questio de Hamilton: com es pot controlar el radi d’injectivitat
a prop de les singularitats?

inj(x)=sup{r | exp, : B(0,r) C T, M — B(x,r) C M }

Perelman 2002: Les solucions del flux de Ricci son localment
no-col-lapsades (despres de reescalar a R = 1).
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Perelman 2002

Hilat £

G. Perelman (1966)
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Perelman 2002

Teorema: « -non col-lapsada
dk >0tq.Vr>0,Vee MiVte[l1,T),
SiVy € B(z,t,r), |[R(y,t)] <72 = LUEGLD) >

Quan normalitzem a |R(y, t)| = 1, cota inferior del radi d’injectivitat.
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Perelman 2002

Teorema: « -non col-lapsada
dk >0tq.Vr>0,Vee MiVte[l1,T),
SivVy € B(z,t,r), |R(y,t)| < r—?2 UOZ(Bff’t’m > K

Quan normalitzem a |R(y, t)| = 1, cota inferior del radi d’injectivitat.
ldea: flux de Ricci com a flux gradient per cert funcional.

Aixo exclou el solitd del cigar com a model local per les singularitats
Volem cilindres S? x R com a model locals per les singularitats.
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El solito cigar és k-col -lapsat

2 2
Jcigar — % — dp2 + tanhZ ,Od92 aR?

Considerem g.;gar + dz? a R? x S*.

Com que K = Cosfl% »0iinj — 1 quan p — oo,

S’exclou com a model local per singularitats (pel k-no col-lapse)

(k-no col-lapse: quan reescalem a |R| = 1, inj > ¢(k) > 0)

Conjectura de Poincaré. Geometria o topologia? — p.35/41



Perelman 2002

Teorema.: k -no collapse
dk >0st.Vr>0,Vee Mivte[l,T),
SiVy € B(z,t,r), |[R(y,t)] <72 = LUEGLD) >

quan normalitzem a |R(y,t)| = 1, cota inferior del radi d'injectivitat.
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Perelman 2002

Teorema.: k -no collapse
dk >0st.Vr>0,Vee Mivte[l,T),
SiVy € B(z,t,r), |[R(y,t)] <72 = LUEGLD) >

quan normalitzem a |R(y,t)| = 1, cota inferior del radi d'injectivitat.

Teorema: entorn canonic
Ve >0,3dr >0,t.9. Ve e MiVvte[1,T),

Si R(x,t) >r~2 = x € (M, g(t)) pertany a un e-entorn canonic.

e-a prop d’'un cilindre S* x (0,1)
g-entorn _ -
. e-a prop de B? oberta amb final cilindric
canonic: _
varietat amb K > 0.
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Flux de Ricci amb ¢-cirugia

(M3, g(t)) flux de Ricci, t € [0,T).
Q,={x e M| R(x,t) < p~% t — T} compacte.
Q=U,.q 8, obert. g = metrica limit a €2.

A =D
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Flux de Ricci amb ¢-cirugia

(M3, g(t)) flux de Ricci, t € [0,T).
Q,={x e M| R(x,t) < p~% t — T} compacte.
Q=U,.q 8, obert. g = metrica limit a €2.

@

SitT — ,,g(t)) = unio de e-entorns canonics.
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Flux de Ricci amb ¢-cirugia

(M3, g(t)) flux de Ricci, t € [0,T).
Q,={x e M| R(x,t) < p~% t — T} compacte.
Q=U,.q 8, obert. g = metrica limit a €2.

@

SitT — ,,g(t)) = unio de e-entorns canonics.

40 < 6 < 1 tal que si p = dr, aleshores les components
de M* — Q, sén S* x [0,1],B* o varietats amb K > 0.
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Flux de Ricci amb ¢-cirugia

(M3, g(t)) flux de Ricci, t € [0,T).
Q,={x e M| R(x,t) < p~% t — T} compacte.
Q=U,.q 8, obert. g = metrica limit a €2.

Woa@

SitT — ,,g(t)) = unio de e-entorns canonics.

40 < 6 < 1 tal que si p = dr, aleshores les components
de M* — Q, sén S* x [0,1],B* o varietats amb K > 0.

d-cirugia: Enganxem semiesferes a la vora de (€2,, g~ ),
allisem i continuem el flux.
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Flux de Ricci amb ¢-cirugia

(M3, g(t)) flux de Ricci, t € [0,T).
Q,={x e M| R(x,t) < p~% t — T} compacte.
Q=U,.q 8, obert. g = metrica limit a €2.

@x%oa@

= uni¢ finita de S* x [0, 1],B? o varietat amb K > 0

«@@ O

.. 1 continuem el flux.
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Evolucio del flux de Ricci  d-cirugia

Hi poden haver una infinitat de temps de cirugia.
Els temps de cirugia no s’acumulen (estimacions de volum).

d
—uvol(M, g(t)) = —/ R < ctnt (min R no-decreixent)
dt M M

| cada una gquantitat de volum minorada
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Evolucio del flux de Ricci  d-cirugia

Hi poden haver una infinitat de temps de cirugia.
Els temps de cirugia no s’acumulen (estimacions de volum).

A cada cirugia tenim una suma connexa, que pot ser
topologicament trivial (M #S3).

{EG::(
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Evolucio del flux de Ricci  d-cirugia

Hi poden haver una infinitat de temps de cirugia.
Els temps de cirugia no s’acumulen (estimacions de volum).

A cada cirugia tenim una suma connexa, que pot ser
topologicament trivial (M #S3).

0 1 altres parametres canvien a cada cirugia.
El flux depend de I'eleccid §: no hi ha unicitat!

0 bé s’acaba (extingeix) en suma connexa de varietats
Per 1: de curvatura constant = +1i S? x St,

0 bé continua fins a temps infinit.
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Evolucio a llarg termini

Per temps prou llarg, els M; es divideix en:
Mt o Mprima U Mg?“assa
— W t

prima/grassa segons si el radi d’inject. €s menor/major que ¢(R,t,6).
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Evolucio a llarg termini

Per temps prou llarg, els M; es divideix en:
Mt o Mprima U Mg?“assa
T t t

prima/grassa segons si el radi d’inject. €s menor/major que ¢(R,t,6).

Aix0 correspon a la descomposicio JSJ.

M7 hiperbolica

AP unié de fibrats de Seifert
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Drecera per la conjectura de Poincaré

Teorema (Perelman)

Si m3(M?) # 0 — el flux s’extingeix en temps finit.

Per que implica la conjectura de Poincare:

o m(M3) =0 m3(M?>)#0
o ExtingitaT < oo — M3 = S3/T# - #S! x §2

Conjectura de Poincaré. Geometria o topologia? — p.40/41



Drecera per la conjectura de Poincaré

Teorema (Perelman)

Si m3(M?) # 0 — el flux s’extingeix en temps finit.

7T1(M3):O 7T3(M3)7é0
Extingital < oo — M3 = S3/T# - #S x §2

Dem. de Colding-Minicozzi (sketch):

0™ 1f.52 . M3} certa regularitat,

o > N
M? c © com aplicacions constants ’ .

T (0, M%) #£0perqué mg(M3) £0 N\ )
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Drecera per la conjectura de Poincaré

Teorema (Perelman)

Si m3(M?) # 0 — el flux s’extingeix en temps finit.

© :={f:5% — M3} amb certa regularitat. Fixem 0 # 0 € 7,(0©, M?)

1

W(g,0) = mi E(vs) >0  E(vs) = = ds||*dige
(9.6) = min max E(7,) () = 5 [, ldnldus

s=1 S5
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Drecera per la conjectura de Poincaré

Teorema (Perelman)

Si m3(M?) # 0 — el flux s’extingeix en temps finit.

© :={f:5% — M3} amb certa regularitat. Fixem 0 # 0 € 7,(0©, M?)

1
W(g,0 E(vs) >0  E(ys) == drys||Pdpse
(9.0) = min max F() >0 B(w) =5 [ [l Pdus

GW(g(t),0) < 47 + g3y W(g(t),0) quan W > 0.
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Drecera per la conjectura de Poincaré

Teorema (Perelman)

Si m3(M?) # 0 — el flux s’extingeix en temps finit.

© :={f:5% — M3} amb certa regularitat. Fixem 0 # 0 € 7,(0©, M?)

1
W(g,6 E(vs) >0  E(ys) == drys||Pdpse
(9.0) = min max F() >0 B(w) =5 [ [l Pdus

GW(g(t),0) < —4m + 4(t+C)W(g(t)’ ?) quan W > 0.
d((t+C)"TW(g(t),0)) < —4n(t+ C)~%

Wig(T),0)=0percertT >0 extingit abans del temps 7.
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Monet. Impression, soleil levant

Els impressionistes aplicaven una mena de flux als colors?
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Monet. Impression, soleil levant

Comportament del flux a llarg termini.
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