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“La quadratura del cercle
és una proposta de logica
matematica que apunta a la
Impossibilitat.”

“El cercle mali no pot ser
qguadrat, aixi com tampoc el
guadrat esta capacitat per
adoptar una forma rodona.”

La revolta poetica de







OPINION

[.a cuadratura del circulo

El problema geométrico conocido como «la cuadratura del circulo» es uno
de los mayores misterios sin resolver de la matematica. La cuestion reside en

hallar un cuadrado que posea un area que sea igual a la de un circulo dado.

Desde la Grecia clasica y con especial impetu en el siglo XIX se ha intentado
resolver sin éxito, hasta nuestros dias. De hecho, el asunto ha sobrepasado la
matematica para incorporarse a nuestro lenguaje como una expresion muy

habitual para referirse a un problema imposible o muy dificil de solucionar.

Igualmente de irresolubles han sido durante muchos afios otros problemas,
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Un cercle i un quadrat de la mateixa area...




...pero utilitzant només el regle 1 el compas.




Si el cercle té radi 1,
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Si el cercle té radi 1, el quadrat té costat V1T ...




Si el cercle té radi 1, el quadrat té costat V1T ...

Podem “dibuixar N amb regle i compas?






NO en el papir de Rhind (~1650 A.C.)
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Grecla classica

Anaxagoras
(499 — 428 A.C.)

«a un home, cap lloc no pot
treure la felicitat, ja que cap
no pot treure la virtut ni la
saviesa; Anaxagoras a la
presd estava ocupat quadrant
el cercle»

(Plutarc, Moralia, ¢.100 D.C.)
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Per que no el cercle?
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Basilica de Sant Francesc, Palma de Mallorca.
Sepulcre de Ramon Llull, Ramon Sagrera (1478)
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Basilica de Sant Francesc, Palma de Mallorca.
Sepulcre de Ramon Llull, Ramon Sagrera (1478). Biblioteca Publica de Palma, ms. 1036, f. 5v







El quadrat entre els quadrats inscrit i circumscrit és
la «quadratura del cercle» de Llull.
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:é El quadrat entre els quadrats inscrit i circumscrit és
ssefp  la «quadratura del cercle» de Llull.

Aco equival, formalment, al valor de pi:
m=2.9142

«Després va fer 'anomenat mar de bronze, un
diposit rodo de bronze fos. Feia deu colzades de
diametre, trenta de perimetre 1 cinc de
profunditat.» (Primer Llibre dels Reis, 7:23)

=3
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~ Elquadrat entre els quadrats inscrit i circumscrit és
.~ la«quadratura del cercle» de Llull.

Aco equival, formalment, al valor de pi:
m=2.9142

«Després va fer 'anomenat mar de bronze, un
diposit rodo de bronze fos. Feia deu colzades de

diametre, trenta de perimetre 1 cinc de
profunditat.» (Primer Llibre dels Reis, 7:23)
m=3

«Llull vol fer una geometria més facil i més
popular, distinta de la geometria classica |
euclidiana.» (Millas Vallicrosa)
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Leonardo da Vinci - Codice Madrid II
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(6’ LINK IMMAGINE

(in alto a destra, figure con lettere:)
a,m,b,n,m

(a sinistra delle figure:)

Scientia de equiparantia.

lo voglio d'uno esagono trarne il magiore
cierchio che trar si possa e dare la quadratura
del rimanente. La qual poi equiparero colla
quadratura di tutto lo esagono, ponendo''
la minore quadratura sopra la magiore, e cosi
aro conchiuso il imanente della magiore
quadratura essere equale al magiore cerchio

che nell'esagono capessi con precisione's2.

(a destra, sotto le precedenti, figure con
lettere:)

c,nd

a,b,cfde

omr Q
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La nit de Sant Andreés vaig trobar el final de la quadratura del
cercle; s'acabava I'espelma, la nit i el paper on escrivia, quan, a
I’'hora complida, vaig arribar a la conclusio.
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Viates!



Quins punts podem construir
a partir d'un cercle de radi 17
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Punts construibles

(X,y)

(0,0) (1,0)
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Punts construibles

(X,y)

(0,0)

(1,0)

(x,0)

Per les perpendiculars,
(x,y) construible
equival a
(x,0),(0,y) construibles



Punts construibles

Per les perpendiculars,
(x,y) construible
equival a
(x,0),(0,y) construibles

(X,y)

. Pel compas,
(x,0) (0,y) construible
equival a
(y,0) construible

(0,0)




Punts construibles

Per les perpendiculars,
(x,y) construible
equival a
(x,0),(0,y) construibles

(X,y)

. Pel compas,
(x,0) (0,y) construible
equival a
(y,0) construible

(0,0)

Definicio: Direm que un nombre real x és construible quan (x,0) és construible.



Si el cercle té radi 1, el quadrat té costat V1T ...

Es 1, 0 simplement 11, un nombre construible?



Nombres construibles

(0,0) (1,0)




Nombres construibles

(0,0) (1,0)




Nombres construibles

(0,0) (1,0)
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ull poligon T 9 73% @)




Quin tipus de nombre es 117?

Lambert (1761): 1 no és racional (no és a/b).



Quin tipus de nombre es 117?

Lambert (1761): 1 no és racional (no és a/b).

Lindemann (1882): 1r és transcendent (no és arrel
de cap polinomi amb coeficients enters), | en
particular no es pot arribar a ell mitjancant arrels

guadrades.



Meés de 2250 anys després es va demostrar que
la quadratura del cercle NO és possible...
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Cuadratura del circulo - éComo evitarla?
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Quins poligons regulars podem construir?




Quins poligons regulars podem construir?

00 X (1,0)




Quins poligons regulars podem construir?

0,0 X L) o2y




Quins poligons regulars podem construir?

El primer vertex d’'un poligon regular de n costats és:
2\ (271
cos|—|,sin| —
n n

Es cos (2

n) construible?



Teorema de Gauss-Wantzel (1796-1837)

Es pot dibuixar amb regle i compas un poligon
de n costats si | homés si n és el producte de
una potencia de 2 (1, 2, 4, 8, 16...) i un producte
de nombres primers de Fermat distints.



Primers de Fermat

Els nombres de Fermat son els de la forma

E, =22 +1

?




Primers de Fermat

Els nombres de Fermat son els de la forma
n
E,=2% +1
Es sap que F;, peran=0,...,4 és primer (3, 5, 17, 257, 65537).



Primers de Fermat

Els nombres de Fermat son els de la forma
n
E,=2% +1
Es sap que Fn per a n=0,...,4 es primer (3, 5, 17, 257, 65537).

Es coneixen 307 nombres de Fermat que no sén primers.

La probabilitat de trobar altre primer de Fermat s’estima < .



Teorema de Gauss-Wantzel (1796-1837)

Poligons construibles de menys de 1000 costats:

1) ) 4 8 16 32 64 128 256 512
3 6 12 24 48 096 192 384 768 ..
5 10 20 40 80 160 320 640 ..

15 30 60 120 240 480 960 ...

17 34 68 136 272 544 ..

51 102 204 408 816 ...

85 170 340 680

255 510

257 514 ..
77 ..



Teorema de Gauss-Wantzel (1796-1837)

Poligons construibles de menys de 1000 costats:

1) ) 4 8 16 32 64 128 256 512
3 6 12 24 48 096 192 384 768 ..
5 10 20 40 80 160 320 640 ..

15 30 60 120 240 480 960 ...

17 34 68 136 272 544 ..

51 102 204 408 816 ...

85 170 340 680 ..

255 510 ..

257 514 ..
77 ..

Aula 141 El nimero 141 no esta en la llista...



Amb regle | compas:

y=mx-+n
(x =P+ -q@*=r*



Amb regle | compas:

y=mx-+n
(x =P+ -q@*=r*

Els punts d’interseccid seran solucions d’equacions de
grau 1 o 2, les quals sabem resoldre amb la formula

—b + Vb2 — 4ac
2a




Amb regle | compas:

Podem combinar aquests polinomis per arribar a graus 2, 4, 8, 16...
Per exemple, podem arribar a /2, perd no a 3/2.
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En la descomposicié n = 2mp%q? ... importen p® per separat.
El grau de las equacions per a arribar a cos (%) sin (g) és pal(p — 1)



Amb regle | compas:

Podem combinar aquests polinomis per arribar a graus 2, 4, 8, 16...
Per exemple, podem arribar a /2, perd no a 3/2.

En la descomposicié n = 2mp%q? ... importen p® per separat.
El grau de las equacions per a arribar a cos (%) sin (g) és pal(p — 1)

Per al regle i compas, aquest grau ha de ser potencia de 2, doncs a = 1.
Amésp—1=2" ésadi p=2"+1, que s primer nomeées quan r = 25,



La triseccio de I'angle



La triseccio de I'angle

/ p(/



Per a I'angle de 60°

V

Trisecar-lo és calcular cos(20°
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Per a I'angle de 60°

Trisecar-lo és calcular cos(20°
Com cos(60°) =% |

cos(3x) = 4 cos3(x) — 3 cos(x),
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Trisecar-lo és calcular cos(20°
Com cos(60°) =% |
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cos(20°) €S una arrel de

8x3 —6x—1=0,
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Per a I'angle de 60°

Trisecar-lo és calcular cos(20°
Com cos(60°) =% |

cos(3x) = 4 cos3(x) — 3 cos(x),

cos(20°) €S una arrel de

8x3 —6x—1=0,

Irreductible sobre Q!



Pero nosaltres anem
a trisecar un angle




Trisecant un angle



Trisecant un angle




Trisecant un angle




Trisecant un angle







Trisecant un angle




Trisecant un angle

3 = o
A p=a/3

Arquimedes
(287-212 A.C.)






El regle marcat
r7""

Qualsevol punt construible amb regle i compas
és construible solament amb regle marcat.



La triseccio solament amb regle marcat
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Ens permet el regle marcat
construir molts més punts?



Teorema de Pierpont (1895)
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- Trisecar angles

- Duplicar el cub

- Podem construir tots els
poligons regulars?



Teorema de Plerpont (1895)

Es pot dibuixar amb regle marcat un poligon
regular de n costats si | nomeés si n és el
producte d’'una potencia de 2 (1, 2, 4, 8...), una
potencia de 3 (1, 3, 9, 27...) | un producte de
nombres primers de Pierpont distints.
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Primers de Plerpont

Els primers de Pierpont son els de la forma
P,,=2%3"+1

Fins ara es coneixen: 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 37, 73, 97, 109, 163, 193, 257,
433, 487, 577, 769, 1153, 1297, 1459, 2593, 2917, 3457, 3889, 10369,
12289, 17497, 18433, 39367, 52489, 65537, 139969, 147457, 209953,
331777, 472393, 629857, 746497, 786433, 839809, 995329, 1179649,
1492993, 1769473, 1990657, pero no es sap si hi ha infinits.



Teorema de Plerpont (1895)

Es pot dibuixar amb regle marcat un poligon
regular de n costats si | nomeés si n és el
producte d'una potencia de 2 (1, 2, 4, 8...), una
potencia de 3 (1, 3, 9, 27...) | un producte de

nombres primers de Pierpont distints.
P, =243 +1
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000000000007 éS prlmer
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Sabiem construir 3, 4, 5, 6...

000000000007 e@s primer | 7-1=6=2-3, primer de Pierpont!

Ara podem construir heptagons regulars...
Argutnedes, Alhacén (Ibn al-Haytham) ~ s. X

Sabiem construir 8... 9=3% el podrem construir!
Sabiem construir 10... i per a 11:

11 és primer i 11-1=10=2-5



Construccions amb regle marcat

Sabiem construir 3, 4, 5, 6...

000000000007 e@s primer | 7-1=6=2-3, primer de Pierpont!

Ara podem construir heptagons regulars...
Argutnedes, Alhacén (Ibn al-Haytham) ~ s. X

Sabiem construir 8... 9=3% el podrem construir!
Sabiem construir 10... i per a 11:

11 és primer i 11-1=10=2-5, no és primer de Pierpont!



La prova del coto fluix



La prova del coto fluix

List of trigonometric constants of % [ edit]

For cube roots of non-real numbers that appear in this table, one has to take the principal value, that is the cube root with the largest real part; this largest real part is always positive.
Therefore, the sums of cube roots that appear in the table are all positive real numbers.
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- Quan apareixen arrels quadrades podem construir amb regle i compas.

- Quan apareixen arrels cubiques podem construir amb regle marcat.






| amb regle marcat | compas?




Nombres construibles amb
regle marcat i compas
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ull poligon =




Nombres construibles amb
regle marcat i compas

- IDEA:

ol poligon F 13:20

- Regle (grau 1) + compas (grau 2):
solucions a equaciones de grau 2
(arrels cuadradas)



Nombres construibles amb
regle marcat i compas

- IDEA:

ull poligon =

- Regle (grau 1) + compas (grau 2):
solucions a equaciones de grau 2
(arrels cuadradas)

- Amb el regle marcat arribem a
solucions a equaciones de grau 3 (i 4)
(arrels cubiques)



Nombres construibles amb
regle marcat i compas

= IDEA:

ol poligon =

- Regle (grau 1) + compas (grau 2):
solucions a equaciones de grau 2
(arrels cuadradas)

- Amb el regle marcat arribem a
solucions a equaciones de grau 3 (i 4)
(arrels cubiques)

- Amb el regle marcat i el compas:
solucions a equaciones fins a grau 6
(NO SON RESOLUBLES PER RADICALS)



En 2014, poligon d'11 costats...
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marcat i compas, els unics factors primers de
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| un de 141 costats? Aula 141

141=3-47 N O !

47-1=46=2-23, no amb regle i compas,
no amb regle marcat.

Teorema (Baragar, 2002): Si un poligon
regular de p costats és construible amb regle
marcat i compas, els unics factors primers de
p-1 han de ser 2, 315.



Per exemple, 23, 29, 43, 47, 49, 53, 59,
67,71, 79, 83, 89 no son construibles
amb regle marcat i compas.



Per exemple, 23, 29, 43, 47, 49, 53, 59,
67,71, 79, 83, 89 no son construibles
amb regle marcat i compas.

Pero encara no sabem si els poligons
regulars de 25, 31, 41, 61... costats soOn
construibles amb regle marcat | compas.
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