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“La quadratura del cercle
és una proposta de lògica
matemàtica que apunta a la
impossibilitat.”

El cercle m

ai no pot ser quadrat, així
com tamp
“El cercle mai no pot ser
quadrat, així com tampoc el
quadrat està capacitat per
adoptar una forma rodona.”
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Què?







Un cercle i un quadrat de la mateixa àrea...



...però utilitzant només el regle i el compàs.



Si el cercle té radi 1, el quadrat té costat √π ...

Podem “dibuixar √π” amb regle i compàs?
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Quan?



NO en el papir de Rhind (~1650 A.C.)



Grècia clàssica

Anaxàgoras

(499 – 428 A.C.)



Grècia clàssica

Anaxàgoras

(499 – 428 A.C.)

«a un home, cap lloc no pot
treure la felicitat, ja que cap
no pot treure la virtut ni la
saviesa; Anaxàgoras a la
presó estava ocupat quadrant
el cercle»

(Plutarc, Moralia, c.100 D.C.)
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Grècia clàssica

Per què no el cercle?



Qui?







Basílica de Sant Francesc, Palma de Mallorca.

Sepulcre de Ramon Llull, Ramon Sagrera (1478).



Basílica de Sant Francesc, Palma de Mallorca.

Sepulcre de Ramon Llull, Ramon Sagrera (1478).

Liber de geometria nova et compendiosa (1299)

Biblioteca Pública de Palma, ms. 1036, f. 5v



El quadrat entre els quadrats inscrit i circumscrit és
la «quadratura del cercle» de Llull.

Açò equival, formalment, al valor de pi:

π=2.9142

«Després va fer l’anomenat mar de bronze, un
dipòsit rodó de bronze fos. Feia deu colzades de
diàmetre, trenta de perímetre i cinc de
profunditat.» (Primer Llibre dels Reis, 7:23)

π=3

«Llull vol fer una geometria més fàcil i més
popular, distinta de la geometria clàssica i
euclidiana.» (Millàs Vallicrosa)
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Qui?













La nit de Sant Andrés vaig trobar el final de la quadratura del 

cercle; s’acabava l’espelma, la nit i el paper on escrivia, quan, a 

l’hora complida, vaig arribar a la conclusió.

Còdice Madrid II, pàg. 112 r

Biblioteca Nacional d’Espanya

http://leonardo.bne.es





Mates!



Quins punts podem construir

a partir d’un cercle de radi 1?
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Punts construïbles

(0,0)         (1,0)

Per les perpendiculars,

(x,y) construïble

equival a

(x,0),(0,y) construïbles

Por el compás,

(0,y) construible

equivale a

(y,0) construible

¿Cuándo es (x,0) construible?

(diremos que x es construible)

(x,y)
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Per les perpendiculars,
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(x,0),(0,y) construïbles

Pel compás,

(0,y) construïble

equival a

(y,0) construïble

¿Cuándo es (x,0) construible?

(diremos que x es construible)

(x,y)

(x,0)

(0,y)

(y,0)

Definició: Direm que un nombre real x és construïble quan (x,0) és construïble.



Si el cercle té radi 1, el quadrat té costat √π ...

És √π, o simplement π, un nombre construïble?

π π
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π ?



Quin tipus de nombre és π?

Lambert (1761): π no és racional (no és a/b).



Quin tipus de nombre és π?

Lambert (1761): π no és racional (no és a/b).

Lindemann (1882): π és transcendent (no és arrel

de cap polinomi amb coeficients enters), i en

particular no es pot arribar a ell mitjançant arrels

quadrades.



Més de 2250 anys després es va demostrar que 
la quadratura del cercle NO és possible...





=
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1

x

y

2π/n
cos

2𝜋

𝑛
= 
𝑥

1
= 𝑥

sin
2𝜋

𝑛
= 
𝑦

1
= 𝑦



Quins polígons regulars podem construir?

El primer vèrtex d’un polígon regular de 𝑛 costats és:

cos
2𝜋

𝑛
, sin

2𝜋

𝑛

És cos
2𝜋

𝑛
construïble?



Teorema de Gauss-Wantzel (1796-1837)

Es pot dibuixar amb regle i compàs un polígon

de n costats si i només si n és el producte de

una potència de 2 (1, 2, 4, 8, 16...) i un producte

de nombres primers de Fermat distints.



Primers de Fermat

Els nombres de Fermat són els de la forma

𝐹𝑛 = 22
𝑛
+ 1

Es sap que 𝐹𝑛 para n=0,...,4 és primer (3, 5, 17, 257, 65537).

?
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Primers de Fermat

Els nombres de Fermat són els de la forma

𝐹𝑛 = 22
𝑛
+ 1

Es sap que 𝐹𝑛 per a n=0,...,4 es primer (3, 5, 17, 257, 65537).

Es coneixen 307 nombres de Fermat que no són primers.

La probabilitat de trobar altre primer de Fermat s’estima < 1

109
.



Teorema de Gauss-Wantzel (1796-1837)

Polígons construïbles de menys de 1000 costats:



Teorema de Gauss-Wantzel (1796-1837)

Polígons construïbles de menys de 1000 costats:

El número 141 no està en la llista...



Amb regle i compàs:

(𝑥 − 𝑝)2+(𝑦 − 𝑞)2= 𝑟2
𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑛



Amb regle i compàs:

(𝑥 − 𝑝)2+(𝑦 − 𝑞)2= 𝑟2
𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑛

Els punts d’intersecció seran solucions d’equacions de

grau 1 o 2, les quals sabem resoldre amb la fórmula

−𝑏 ± 𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎



Amb regle i compàs:

Podem combinar aquests polinomis per arribar a graus 2, 4, 8, 16...

Per exemple, podem arribar a
8
2, però no a

3
2.



En la descomposició 𝑛 = 2𝑚𝑝𝑎𝑞𝑏… importen 𝑝𝑎 per separat.

El grau de las equacions per a arribar a cos
2𝜋

𝑝𝑎
, sin

2𝜋

𝑝𝑎
és 𝑝𝑎−1(𝑝 − 1)
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Per exemple, podem arribar a
8
2, però no a

3
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En la descomposició 𝑛 = 2𝑚𝑝𝑎𝑞𝑏… importen 𝑝𝑎 per separat.

El grau de las equacions per a arribar a cos
2𝜋

𝑝𝑎
, sin

2𝜋

𝑝𝑎
és 𝑝𝑎−1(𝑝 − 1)

Per al regle i compás, aquest grau ha de ser potència de 2, doncs a = 1.

A més 𝑝 − 1 = 2𝑟, és a dir, 𝑝 = 2𝑟 + 1, que és primer només quan r = 2𝑠.

Amb regle i compàs:

Podem combinar aquests polinomis per arribar a graus 2, 4, 8, 16...

Per exemple, podem arribar a
8
2, però no a

3
2.
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Per a l’angle de 60º

Trisecar-lo és calcular cos 20°

Com cos 60° =
1

2
i

cos 3𝑥 = 4 𝑐𝑜𝑠3 𝑥 − 3 cos 𝑥 ,

cos 20° és una arrel de
8𝑥3 − 6𝑥 − 1 = 0,
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Per a l’angle de 60º

Trisecar-lo és calcular cos 20°

Com cos 60° =
1

2
i

cos 3𝑥 = 4 𝑐𝑜𝑠3 𝑥 − 3 cos 𝑥 ,

cos 20° és una arrel de
8𝑥3 − 6𝑥 − 1 = 0,

irreductible sobre ℚ !



Però nosaltres anem

a trisecar un angle
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Trisecant un angle

Arquímedes

(287-212 A.C.)



El regle marcat



El regle marcat

Qualsevol punt construible amb regle i compàs

és construïble solament amb regle marcat.



La trisecció solament amb regle marcat



Ens permet el regle marcat 

construir molts més punts?



Teorema de Pierpont (1895)

=



- Trisecar angles

- Duplicar el cubo

- ¿Podemos construir todos los

polígonos regulares?



- Trisecar angles
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- ¿Podemos construir todos los

polígonos regulares?



- Trisecar angles

- Duplicar el cub

- Podem construir tots els

polígons regulars?



Teorema de Pierpont (1895)

Es pot dibuixar amb regle marcat un polígon

regular de n costats si i només si n és el

producte d’una potència de 2 (1, 2, 4, 8...), una

potència de 3 (1, 3, 9, 27...) i un producte de

nombres primers de Pierpont distints.



Primers de Pierpont
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Primers de Pierpont

Els primers de Pierpont són els de la forma

𝑃𝑢,𝑣 = 2𝑢3𝑣 + 1

Fins ara es coneixen: 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 37, 73, 97, 109, 163, 193, 257,

433, 487, 577, 769, 1153, 1297, 1459, 2593, 2917, 3457, 3889, 10369,

12289, 17497, 18433, 39367, 52489, 65537, 139969, 147457, 209953,

331777, 472393, 629857, 746497, 786433, 839809, 995329, 1179649,

1492993, 1769473, 1990657, pero no es sap si hi ha infinits.



Teorema de Pierpont (1895)

Es pot dibuixar amb regle marcat un polígon

regular de n costats si i només si n és el

producte d’una potència de 2 (1, 2, 4, 8...), una

potència de 3 (1, 3, 9, 27...) i un producte de

nombres primers de Pierpont distints.
𝑃𝑢,𝑣 = 2𝑢3𝑣 + 1



Quins?



Construccions amb regle marcat

Sabíem construir 3, 4, 5, 6…

ººººººººººº7 és primer
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Arquímedes, Alhacén (Ibn al-Haytham) ~ s. X
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11 és primer i 11-1=10=2·5, no és primer de Pierpont!
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La prova del cotó fluix



La prova del cotó fluix



- Quan apareixen arrels quadrades podem construir amb regle i compàs.

- Quan apareixen arrels cúbiques podem construir amb regle marcat.



Però…



I amb regle marcat i compás?



Nombres construïbles amb

regle marcat i compàs
IDEA:

- Regle (grau 1) + compàs (grau 2):

solucions a equaciones de grau 2

(arrels cuadradas)

- Amb el regle marcat arribem a

solucions a equaciones de grau 3 (i 4)

(arrels cúbiques)

- Amb el regle marcat i el compàs:

solucions a equaciones fins a grau 6

(NO SÓN RESOLUBLES PER RADICALS)
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En 2014, polígon d’11 costats...



I un de 141 costats?

141=3·47
47-1=46=2·23, no amb regle i compàs,

no amb regle marcat.
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Teorema (Baragar, 2002): Si un polígon 
regular de p costats és construïble amb regle 
marcat i compàs, els únics factors primers de 
p-1 han de ser 2, 3 i 5.



I un de 141 costats?

141=3·47
47-1=46=2·23, no amb regle i compàs,

no amb regle marcat.

Teorema (Baragar, 2002): Si un polígon 
regular de p costats és construïble amb regle 
marcat i compàs, els únics factors primers de 
p-1 han de ser 2, 3 i 5.

NO!



Per exemple, 23, 29, 43, 47, 49, 53, 59, 

67, 71, 79, 83, 89 no són construibles 

amb regle marcat i compàs.



Però encara no sabem si els polígons 

regulars de 25, 31, 41, 61… costats són 

construïbles amb regle marcat i compàs.

ÉS      UN       PROBLEMA      OBERT

Per exemple, 23, 29, 43, 47, 49, 53, 59, 

67, 71, 79, 83, 89 no són construibles 

amb regle marcat i compàs.
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