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1. Cap set problem

1.1. Introduccién al cap set problem

Recientemente, el cap set problem ha emergido como un caso fascinan-
te de interaccion entre la matematica tedrica y la inteligencia artificial. El
avance vertiginoso de los Large Language Models ofrece aplicaciones nuevas
de forma continua, y este problema combinatorio revela el potencial de la
IA como herramienta matemaética. Pero, jen qué consiste exactamente el cap
set problem y por qué es relevante?

El cap set problem es una pregunta de combinatoria extremal. Original-
mente se planted en el contexto de geometria finita, pero su interés trascien-
de esta area, siendo notable también en combinatoria aditiva y teoria de la
informacion. Explicado brevemente, dado n € N, consiste en encontrar el
subconjunto més grande de puntos de (Z/3Z)" que no contenga tres puntos
x,y, 2 tales que = + y + 2z = 0. Desde el prisma de la combinatoria aditiva,
esto es equivalente a que x,y, z formen una progresion aritmética de 3 tér-
minos. Una progresion aritmética es una secuencia donde la diferencia entre
términos consecutivos es constante. Formalmente, tres puntos que satisfacen
y—x = z—y, lo que implica x + z = 2y, que en Z/3Z se puede reescribir
comox+y+z=2y+y=0.

La primera vez que se propuso este problema fue en 1947, cuando Bose
investigd el tamanio maximo de los caps, definidos como subconjuntos de la
geometria proyectiva IP’(IFZ) sobre el cuerpo finito Fj que no contienen tres
puntos colineales [Grol8].

En el campo de la combinatoria aditiva, donde méas recorrido ha tenido,
fue el trabajo de Roth el que inicié la linea tedrica que acabd desembocando
en el cap set problem. En 1953, prueba que el subconjunto més grande de
[N]:={1,..., N} que no contiene progresiones aritméticas de 3 términos es

de tamafio o(N),! de hecho, de la investigacién de Roth se puede deducir una

La notacién o(N) describe una funcién que f tal que limy oo f(TN =0.
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cota de la forma O(N/ log log N) [CLP24].? Este avance motivé una pregunta
mas, conocida como el problema de Roth: jcudl es el tamafio maximo de un
subconjunto de [N] que no contiene progresiones aritméticas de 3 términos?
No fue hasta 1995, que Meshulam reformulé el problema de Roth en (Z/37Z)"
[Mes95].

La investigacion del cap set problem ha impulsado avances en diversas
areas del conocimiento mateméatico. En 2016, Ellenberg y Gijswijt [EG16]
desarrollaron una técnica conocida como slice rank, que fue clave en pro-
gresos de problemas abiertos como la conjetura del sunflower, un problema
relacionado con la interseccién estructurada de familias de conjuntos. En el
contexto de la programacion, las cotas superiores del cap set implican cotas
inferiores en ciertos algoritmos de multiplicacion de matrices. En geometria
discreta, mejor6 cotas para el problema de centroides enteros de Harborth
para el caso de dimensién 3 [Grol8].

En resumen, el impacto del cap set problem ha trascendido su formulacion
original, consoliddndose como un problema central cuyas soluciones se han
proyectado en miultiples ramas de las matemaéticas. Este fenomeno refleja
cémo una pregunta aparentemente especifica puede actuar como catalizador
de nuevas técnicas y conexiones interdisciplinarias, incluyendo, como se vera
mas adelante, el papel creciente de los modelos de lenguaje en la busqueda
automatizada de estructuras combinatorias éptimas.

Contribuciones: En este trabajo hemos llevado a cabo un estudio pro-
fundo sobre el cap set problem, con el objetivo de comprender su formulacion,
evolucién histérica y los avances mas significativos. Aunque este trabajo no
presentamos resultados originales en términos de demostraciones o avances
propios, ofrecemos una recopilacién estructurada y comprensible de tres com-
ponentes fundamentales para la interpretacién del reciente abordaje compu-

tacional del cap set problem. El trabajo esta separado en tres secciones.

?Una funcién f(N) es de la forma O (&) si existe una constante C' > 0 tal que

f(N)<C- ﬁ para todo N suficientemente grande.



En la primera seccion, exponemos el marco tedrico que sustenta la btisque-
da de cotas inferiores para el cap set problem y las estrategias constructivas
utilizadas.

En la segunda parte del trabajo, introducimos los fundamentos matema-
ticos detras de la arquitectura de los transformers, en la que se basan large
language models (LLM) actuales, como Pal.M. Este andlisis ha sido clave pa-
ra comprender la tercera y tltima parte del trabajo, centrada en el articulo
de Nature sobre FunSearch, donde se combinan large language models con
algoritmos evolutivos para tratar el cap set problem.

Intentamos aplicar una estructura andloga a la de FunSearch al problema
propuesto por Harborth en 1973. Harborth introdujo la funcién s(m,n), de-
finida como el minimo niimero s tal que cualesquiera s puntos en Z" contiene
un subconjunto de m elementos cuyo centroide tiene también coordenadas
enteras. Que se puede reformular equivalentemente como el minimo s tal que
cualquier sucesion de s elementos en F5 contiene una subsucesion de longitud
m cuya suma es cero. Para m = 3, tenemos un caso muy parecido al cap set
problem, con la diferencia de que se pueden formar sucesiones de elementos
repetidos [Grol8]. Esta similitud motivé nuestro intento de adaptar el es-
queleto de FunSearch al nuevo marco, incorporando restricciones adicionales
especificas del problema de centroides. Sin embargo, no fue posible imple-
mentarlo debido a las dificultades encontradas al manipular y comprender
las complejas estructuras de programacion necesarias, asi como al elevado re-
querimiento computacional que implica la ejecucion del algoritmo evolutivo
y el LLM.

El trabajo ha implicado una investigacion profunda que puede servir como
punto de partida para futuros trabajos orientados a la investigacion tedrica

del cap set o desarrollo de herramientas computacionales aplicadas.



1.2. Marco teodrico

Definicién 1.1 (Cap set). Un cap set es un conjunto A C F} sin soluciones
ax+y+z=0 excepto cuando x =y = z, o equivalentemente un conjunto

A sin 3 elementos diferentes que formen una progresion aritmética.

Comencemos con un poco de notaciéon. Por comodidad, utilizaremos Fy
en vez de (Z/3Z)".

Problema 1 (Cap Set Problem). Determinar el tamarno mdzimo de un cap

set A C % a medida que aumenta n.

Definimos r3(Z) como el tamano del subconjunto mas grande de Z sin
progresiones aritméticas de 3 términos, a nosotros nos interesa r3(IF%).

La historia de este problema es todavia reciente y breve, pero en los
ultimos afios se han concentrado avances importantes. Dividiré la historia en
dos secciones, la cota superior y la cota inferior, en la que profundizaré mas.
Hago esta separacion porque los enfoques para avanzar en cada problema
son muy diferentes. Para estudiar la cota superior, tradicionalmente se ha
utilizado analisis de Fourier y en el campo de la cota inferior se han usado

métodos constructivos y combinatorios.

1.2.1. Cota superior

Si bien la pregunta ya se planteaba en 1993 [AD93], la siguiente conjetura

no se propuso formalmente hasta 2004.

Conjetura 1.2 (Conjetura del Cap Set [Gre04]). Existe una constante ab-
soluta § > 0 tal que r3((Fy) < (3 —9)".

Su resolucién en 2016 fue una sorpresa debido a que ni siquiera existia un
consenso acerca de qué método se tenia que seguir para llegar a demostrarla.
Pero comencemos con las primeras cotas superiores que se dieron.

Aunque existen trabajos anteriores, como el de Roth en 1953 y Szemerédi

en 1975 [Sze75], el primer articulo en tratar el problema en F% fue el de
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Brown y Buhler [BB82|. En esta primera aproximacién usaron una versién
geométrica del teorema de Ramsey para demostrar que los conjuntos sin
progresiones de tres términos en % no pueden constituir una proporcion
constante del espacio total, es decir, su densidad tiende a cero conforme n
crece. Esto implica directamente que r3(IF%) tiene tamano o(3").

La primera cota superior explicita fue dada por Meshulam en 1995 [Mes95].
Meshulam adapté la técnica de Roth basada en andlisis de Fourier (origi-
nalmente sobre Z) al contexto de espacios vectoriales finitos. Aplicando el
Teorema 1.2 del ensayo [Mes95] a Fjj se concluye que r3(Fjy) < 2- 2.

El siguiente avance en la cota superior vino en 2011. Bateman y Katz
demostraron que r3(Fj) < % para £ > 0 pequenio. Introdujeron nuevas
herramientas de analisis para la combinatoria aditiva con las que prepararon
las bases que impulsaron el desarrollo del método polinomial [Grol§].

En 2016, Croot, Lev y Pach [CLP16] introdujeron una nueva forma de
usar el método polinomial, dejando atras el analisis de Fourier para tratar el
problema. En su caso, mejoraron el resultado de Sanders sobre r3((Z/4Z)"),
que consiguieron acotar superiormente por ¢ para ¢ < 4. Este resultado,
tan parecido a la Conjetura 1.2, propulsé su resoluciéon tan solo 25 dias des-
pués. Ellenberg y Gijswijt utilizan el método polinomial aplicado a % para
demostrar finalmente que r3(F%) < ¢" para un ¢ < 3. Por ltimo, en 2023,
Zhi Jiang refin6 el método de Ellenberg y Gijswijt para mejorar la cota por

un factor de y/n.

1.2.2. Cota inferior

A diferencia de en la cota superior, donde los avances venian dados por
métodos diferentes cada vez, la investigacion de la cota inferior se basa en la
construccién de conjuntos maximales de % sin progresiones aritméticas de
tres términos en dimensiones pequenas y, seguidamente, combinarlos inteli-
gentemente para producir cap sets de dimensiones superiores.

La primera cota inferior exponencial del cap set problem vino del trabajo



de Calderbank y Fishburn en 1970. Consiguieron una cota de (2,2101147...)".
No fue hasta 2004 que Edel [Ede04] mejord esta cota hasta (2,217389...)"
basandose en el trabajo de Calderbank y Fishburn. Finalmente, el dltimo
avance "humano”de esta cota es el de Tyrrell [Tyr22] que, siguiendo la meto-
dologia de Edel e implementando herramientas computacionales mejoradas,
consiguid una cota inferior de (2,218021...)".

A partir de aqui, seguiremos brevemente el articulo de Tyrrell [Tyr22]
para entender la linea de trabajo con la que se consiguieron mejores resultados
antes de los Large Language Models.

Empezaré explicando la construccion de producto extendido de Edel y
luego la construcciéon introducida por Tyrrell, que mejora la anterior. Y por

ultimo los métodos computacionales que le llevaron al resultado.

Proposicién 1.3 (Product caps). Sea A C F%, B C FY cap sets. Entonces,
considerando el producto directo de A y B, hay un cap set de tamano |A||B|

n+m
en I

Demostracion. Por definiciéon A x B = {(a,b) : a € A,b € B}. Y por tanto,
|A x B| = |A||B|. Supongamos que tenemos tres elementos diferentes del
producto directo z = (a1,b1),y = (az,b2), 2 = (as,b3) con ay,as,a3 € Ay
by, by, b3 € B. Sial menos un elemento aq, as, as es diferente de los otros, como
A es un cap set, implica que x + y 4+ z # 0. Si a; = as = ag, como hemos
escogido elementos diferentes del producto directo, by, be, b3 son diferentes

entre si, y de nuevo, como B de cap set, z +y + z # 0. H

Ahora, usando la construcciéon anterior veamos cémo podemos deducir

una cota inferior asintética para el cap set problem.

Proposicién 1.4. Sea A C F% un cap set de tamano c". Entonces, para todo
e > 0, existe un M tal que para todo m > M, hay un cap set con un tamano

mas grande que (¢ — )™ en Fy'



Demostracion. Sea A C F§ un cap set de tamafio ¢". Para m > n existe k tal
que m = kn + r, donde 0 < r < n. Aplicando la construccién del producto
directo k veces sobre A, tenemos un cap set de tamafio ¢*" = (cl_”/ m)m.

1-n/M

Dado un € > 0, podemos escoger un M tal que ¢ > ¢ —e. Como

1-r/m

r<nym > M tenemos que c > ¢ — . Por tanto, podemos construir

un cap set en F%' con tamano més grande que (¢ — )™ O

Observaciéon. Es equivalente encontrar una cota inferior asintotica para el

Un seq lo mds

cap set problem a encontrar un cap set A C FY tal que |A]
grande posible. Sean A C % y B C FY* cap sets, su producto directo tendrd
un tamano |A x B|Y que es menor o igual a max(|A|Y™, |B|Y™) y por
tanto la cota obtenida a partir del producto directo nunca superard a la mejor

cota de A y B.

La idea detras de las siguientes definiciones es construir una serie de pro-
ductos directos a partir de una coleccién de cap sets tales que, al considerar

su union, siga siendo un cap set.

Definicién 1.5 (Coleccién extensible). Sea Ay, Ay, Ao C F% cap sets. Deci-
mos que esta coleccion de cap sets es extensible si se cumplen las siquientes

dos condiciones:
1. Siz,y€ Agyz€ AU Ay, entonces x +y+ z # 0.
2. Six €Ay, y€ Ay yz€ As, entonces t+y+ 2z #0.

Nétese que tomar x =y en la condicion (1) implica que Aqy es disjunto
de Al Yy AQ.
Definicién 1.6 (Conjunto admisible). Sea S C F%. Decimos que S es ad-

misible si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Para todos los elementos distintos s,s' € S, existen coordenadas i y j

tales que:
si=0#s; y s;#£0=5].
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2. Para todos los elementos distintos s,s’,s" € S, existe una coordenada
b) b )

k tal que:

{8k, 8k 51t =1{0,1,2}, o bien {0,0,1}, o bien {0,0,2}.

Definicién 1.7 (Construccion de producto extendido). Como sugiere el
nombre, podemos extender una coleccion extensible de cap sets mediante

un conjunto admisible. La construccion es la siguiente:
Sean s = (s1,...,8m) € Fy* y Ao, A1, As C FY. Definimos:

S(AojAl,AQ) = Asl XX A - Fgm

Sm

51 S CTFY es un conjunto admisible, definimos:

S(A())AlyAQ) - U S(AOaAlaAQ) g Fgm

SES
Veamos ahora la motivacion de estas definiciones.

Lema 1.8. Si (Ay, A1, As) es una coleccion extensible de cap set en FY, y si
S C FY es un conjunto admisible, entonces S(Ao, A1, As) es un cap set en

nm
FS .
Demostracion. Queremos demostrar que

L s(A4q, Ay, Ay)

seS

es un cap set, donde s(Ag, Ay, Ag) = Ag, X -+ X A, .
Supongamos que tenemos elementos distintos x,y, z € S(Ao, A1, Ay) tales
que z+y+ 2z = 0. Consideramos tres casos, dependiendo del origen de z, y, z:
Caso 1: Por la proposicién 1.3, sabemos que cada s(Ag, Ay, Az) es un cap
set. Por lo tanto, no existen elementos distintos z,y, z € s(Ag, A1, A2) tales

que r +y+z = 0.



Caso 2: Supongamos que =,y € s(Ag, A1, Ay) v 2z € §'(Ap, A1, Ay), con
s # 8. Entonces © = (vs,,...,%4,,), ¥ = Usys- 1 Ysm), Y 2 = (2515, 2s1,)-
Por la propiedad (1) de ser un conjunto admisible, existe una coordenada j
tal que s; = 0y s’ # 0. Entonces z,, + s, + Zy = 0, donde z;,y,, € Aoy
s, € Ay U Ay, lo cual contradice la propiedad (1) de ser extendible.

Caso 3: Supongamos que x, ¥, z provienen de vectores distintos s, s’, s”.
Por la condicién (2) de ser un conjunto admisible, existe una coordenada k

tal que
{sk, 81,51} ={0,1,2}, o bien {0,0,1}, o bien {0,0,2}.

Si el conjunto es {0,0,1} o {0,0,2} podemos utilizar el mismo argumento
que en el caso anterior, llegando a contradiccién por la propiedad (1) de
extendible. Si el conjunto es {0, 1,2}, entonces tenemos una contradiccién con
la propiedad (2) de extendible. Ya que, reordenando si hace falta, x5, € Ao,
Ys, € A1y 25, € Ao, entonces x;, + s, + 25, 7 0.

]

Definicién 1.9 (Conjunto recursivamente admisible). Un conjunto S C F%

es un conjunto recursivamente admisible si:
= S es un conjunto admisible,
= [S]>2,

» y para todo par distinto s,s' € S, se cumple al menos una de las

siguientes condiciones:

(1) Existen coordenadas i y j tales que:
{Szﬁsfi} = {Oa]-} Y {Sj,S;»} = {072}

(it) Eziste una coordenada k tal que s, = s = 0.



Lema 1.10. Si (Ao, A1, As) es una coleccion extensible de cap sets, y S C Fy'

es un conjunto recursivamente admisible, entonces:
(S(A07 A17 A2)7 A71n7 A?)

es una coleccion extensible de cap sets.

La demostracion de este lema es parecida a la anterior, utilizando las
definiciones anteriores.

Introduzcimos ahora el concepto de peso de un vector, que es el nimero
de entradas diferentes de cero. También es util conocer del soporte de un

vector, es decir, el conjunto de coordenadas no nulas.

Definicién 1.11 (Conjuntos admisibles de peso constante). Escribimos S =
I(m,w) si S C FY es un conjunto admisible que consiste en (Z‘) vectores,

cada uno con peso w. Si ademds S es recursivamente admisible, escribimos

S =1I(m,w).

Una ventaja de esta clase de conjuntos admisibles es que satisfacen auto-
maticamente la condicién por pares de los conjuntos admisibles. Existen (Zj)
formas distintas de elegir w coordenadas de entre m para que sean distintas
de cero, y entonces cualquier par de vectores distintos x,y necesariamente
tendrd coordenadas i y j tales que z; =0 # y; y 2; # 0 = ;.

Otra razén por la que este tipo de conjunto admisible es 1util es que
permite calcular el tamano del cap set extendido de manera relativamente

simple.

Lema 1.12. Si extendemos una coleccion de cap sets (Ao, A1, A2) mediante
S = I(m,w) CFY, donde |A1| = |As|, entonces:

m
1S(Ao, A1, A2)| = (w) | Ap|™ | Aq]™.

Demostracion. Sea s € S.Sis; =10s; =2, entonces |A,,| = |Ai],ysis; =0,

entonces |As,| = |Ap|. Como hay m — w coordenadas cero y w coordenadas
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distintas de cero en s, habrd m — w conjuntos Ay en el producto directo y
el resto (w) serdn A; o As, por tanto, |s(Ag, A1, A2)| = |Ag|™ *|A1|". Por
ultimo, como S(Ag, A1, A2) = U,eq 5(Ao, A1, A2), los conjuntos s(Ag, Ay, Az)

son disjuntos entre sf y S| = (), se sigue que:

m
1S(Ao, A1, Az)| = (w) | Ap|™ | Aq]™.

]

Con esta base tedrica, Edel construye un cap set aplicando el lema 1.10
con S = 1(8,1) (que existe por [Ede04, Lem. 13]), sobre la coleccién exten-
sible de cap sets formada por, dos versiones del doubled Hill cap (un cap
set maximal en F§) y un capset de 12 elementos en F§ (la construccién de
la coleccién esta explicada en detalle en el apartado 3 de [Ede04]). Sobre al
cap set resultante aplica el lema 1.8, con S = I(10,5), que construye en el
apartado 4. Por ultimo, aplica el Lema [Ede04, Lem. 11] para anadir puntos
adicionales mediante la unién al conjunto anterior. El resultado es un cap

set E en F3% con tamaio:
10
E|=32%+8"- £1127 . 12°
)

Y por la proposicién 1.4 sabemos que que se traduce en una cota asintotica
inferior de 73(F}) > 2,2173" ya que, |E|Y/*% ~ 2,2173.

Todo lo explicado hasta el momento es el trabajo de Edel [Ede04] que es
estrictamente necesario para comprender las siguientes definiciones y resulta-
dos (por eso la construccion del cap set es tan poco minuciosa). Lo que viene
a continuacion es la extension de este método con la que Tyrrell [Tyr22] llegé
a la mejor cota inferior antes de la aparicion de los Large Language Models.
La idea que seguia Tyrrell era imitar la construccion del producto extendido

de cap sets aplicado a conjuntos admisibles.
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Proposicion 1.13. Si S, T son conjuntos admisibles, entonces su producto

directo S x T también es un conjunto admisible.

Demostracion. Empecemos con la primera condiciéon de admisible. Sea s =
(S1,...,8m,) un elemento de S y t = (t1,...,t,) un elemento de 7', entonces
un elemento de S x T tiene la forma (s,t) € F5'*". Supongamos que tenemos
dos elementos distintos (s,t) y (s',t') en SxT. Como Sy T son admisibles, si
s # &', entonces existen coordenadas i y j tales que s; = 0 # s}y s; # 0 = ..
Estas diferencias las hereda el elemento del producto. Si en cambio s = &
pero t # t', entonces existen coordenadas i’,j’ tales que ty = 0 # t}, y
ti #0= tg,, y nuevamente las diferencias estan presentes en las coordenadas
del producto. Por tanto, la condicién (1) de admisible se satisface.

Veamos ahora la segunda condicién de admisible. Sean a = (s,t), b =
(s',t") y ¢ = (s",t") elementos distintos de S xT'. Si s, 5", s"” o t,t',t" son todos
distintos, entonces la condicién (2) de admisibilidad se sigue directamente de
la admisibilidad de S o T. Supongamos que ni s,s’,s” ni t,t',t” son todos
distintos. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que s = s. Como
(s,t) # (¢,t'), no puede ocurrir que t = t’. Pero como ¢,t,t” no son todos
distintos, sin pérdida de generalidad podemos asumir que t = t”. Entonces
tenemos a = (s,t), b= (s,t') y ¢ = (§”,t). Dado que a, b, ¢ son distintos, debe
cumplirse que s # s”. Por la condicién (1) de admisibilidad de S, existe una
coordenada k tal que s, = 0 # s}. Entonces {ag, b, ¢} = {0,0,1} 0 {0,0, 2},
por lo tanto también se cumple la condicion (2) de admisibilidad para S x T'.

O

Definicién 1.14 (Meta-extensible). Una coleccion Sy, S1,S2 C F§ de con-

juntos admisibles es meta-extensible si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Todo s € Sy tiene menor peso (menos coordenadas no nulas) que cual-
quier s' € S1 U S,.

2. Six,y € Sy yz € S1USy, entonces existe una coordenada k tal que
{zk,yx, 2z} = {0, 1,2}, {0,0,1} o0 {0,0,2}.
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3. Six €Sy, y €51, z €85y, entonces existe una coordenada k tal que
{zk, yx, zx} = {0, 1,2}, {0,0,1} 0 {0,0,2}.

Definicién 1.15. 575y, .51, 52 son conjuntos admisibles y'T' C 5, entonces

para cada t = (t1,...,t.) € T definimos:
t(SQ,Sl,SQ) = Stl X X Str-
Definimos luego el conjunto extendido:

T(So,51,52) = U t(So, 51, 52).

teT

Lema 1.16. 575y, 51, S2 C F§* es una coleccion meta-extensible de conjuntos
admisibles y T C F% es admisible, entonces T(Sy, S1,52) es un conjunto

admisible.

No explico la demostracion por su extension y similitud a las anteriores,
sin ser un resultado muy relevante méas adelante.

Finalmente, lo que sigue es la aplicacion de estos lemas y definiciones para
construir un conjunto admisible que, con el mismo método que uso Edel para
construir su cap set, nos de el resultado que buscamos, la cota de 2,218"

Primero, construye una coleccién de conjuntos admisibles meta-extensible,
usa S; = I(11,7) y Sy el mismo conjunto pero cambiando los 1s y 2s, y
So C I(11,3) y |So| = 37. Todos los conjuntos fueron encontrados usando el
SAT solver que luego explicaré.

Ahora aplica el lema 1.16 con T = (142, 141), que existe por el [Ede04,
Lem. 13], sobre la coleccién de conjuntos admisibles meta-extensible que
hemos construido antes y tenemos un conjunto admisible R con 142-37- (171) i
clementos. Finalmente, usando S = 1(142,141) (que existe también por el
[Ede04, Lem. 13]), con el lema 1.10 sobre la misma coleccién de cap sets que
usé Edel (dos versiones del doubled Hill cap y un cap set de 12 elementos

en FS); y aplicando el lema 1.8 sobre el resultado con el conjunto admisible
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R, obtenemos el cap set final. Este cap set en F30%3? tiene tamafio |A| &~
2,21 x 1019495 ~ 101043 y como | A|'/%9232 ~ 2,218, esto proporciona una cota
inferior exponencial de 2,218".

Para encontrar los conjuntos admisibles se ha usado el kissat SAT solver.
En corto, un solucionador de problemas de boolean satisfiability, que con-
sisten en, dada una féormula légica, determinar si existe una asignacion de
valores, de verdadero o falso, a cada variable de la formula tal que la formula
es verdadera. Cuando crearon la férmula logica que sirve de input para el
SAT solver, decidieron anadir restricciones adicionales a las de ser admisible
para reducir el tiempo de ejecucion. Basandose en ejemplos y con prueba y
error consiguieron nuevas restricciones que no hiciesen el la férmula imposible
de satisfacer. Por ejemplo, para crear I(10,6), anadieron que ningtn vector

acababa en (2,2), entre otras restricciones.

2. Redes neuronales

El objetivo de este apartado es explicar como se construyen y entrenan
los Large Language Models (LLM), empezando desde las estructuras mas
basicas de machine learning hasta los transformers.

La construccién de un modelo de machine learning es, simplemente, crear
una funcién de un espacio euclidiano a otro. Puede tener un estructura mas
o menos compleja, pero, el computo de sus partes acaba siendo eso. Como su
nombre indica, nos ayudaremos de herramientas computacionales para afinar
la funcién, pero eso lo veremos mas adelante.

Definamos ahora la arquitectura béasica de una red neuronal. Sea G =
(V, A) un grafo dirigido aciclico tal que el grado minimo es al menos 1. Dife-

renciamos los vértices en tres conjuntos [BK24]:

= [ el subconjunto de vértices que no reciben aristas; los llamaremos

mnputs.
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= O el subconjunto de vértices que no emiten aristas; los llamaremos

outputs.

s H = V(IUO)

2.1. Perceptréon

El perceptrén es la estructura mas basica sobre la que se construyen las
redes neuronales; podemos pensar en ¢l como una tnica neurona. Podemos
ver la estructura en la Fig. 1. Sea I = {x1, 2o, ..., z,} el conjunto de inputs,
intuitivamente, la informacién que recibe la neurona. Sean los parametros
{wy, wa, ..., w,} el conjunto de pesos y wy el sesgo. Definimos o : R — R es
la funcion de activacion no lineal.

La preactivacion z se define como
n
i=1

La activacion g es el resultado de aplicar o a la preactivacion. La activa-

cién es el output del perceptron [AA24].

Z):U<wO+il’lwl>

=1

x wq

Reescribiendo la féormula usando algebra lineal I= | : | W =

g=o0(wo+I'W)

El propésito de la funcién de activacion es introducir la no linealidad a

la red neuronal, haciéndola més expresiva con menos profundidad, y captu-
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Figura 1: Estructura de un perceptrén

rando con mas precision la complejidad del conjunto de datos. Un ejemplo
de funcién de activacién es Rectified Linear Unit (ReLU) Fig. 2.

2.2. Feedforward Neural Networks

Una feedforward neural network (FFN) N es una pareja (G,X) donde
G = (V, A) es el grafo de la arquitectura basica y ¥ = {0, : R — RJv €
H} es una familia de funciones activacion. Consideremos I = {1y, ..., 1}, el
conjunto de inputs, y O = {Oy, ..., Oy}, el conjunto de outputs.

Una vez fijados los pesos w, por cada a € A y sesgos s, por cada v €
V\I, el FFN define una funcién n : R? — R?. Considerando I; € I para
je{l,..,d} y x € R definimos

2, (%) =5
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Funcién RelLU

Rel U(x)

]
o

0.0

Figura 2: Funcién ReLU

La preactivacién del vértice v € V\I es:

ZU(JZ) =S, + Z wegv’(zfu’ (l‘))

e=(v'v)eEE

La activacion en el vértice v estda dada por:

a,(z) := oy, (24(x))

donde o, es la funcién de activacion de v.
El output de la funcién n esta dada por las preactivaciones en los vértices

de output, es decir:
n(x) = (201 (x), ...,zod,(x))

Antes de continuar con las estructuras siguientes, veamos cémo se entre-
nan los parametros de una FFN. El método es el mismo para las estructu-
ras mas complejas. Nuestro objetivo es minimizar el error de la red neuro-
nal, para eso tenemos que definir el error o pérdida. Definimos la funcion

L(n(z@; W), y®), donde 2 es el conjunto de inputs, ¥, el conjunto de

17



datos reales que intentamos predecir (a partir del los inputs) y W el con-
junto de pesos y sesgos de la red neuronal. Esta funcion mide la distancia
de sus predicciones a los datos reales [AA24]. Sea 2% = n(z; W) € R el
output del modelo, una distribuciéon de probabilidad (como en el caso de los

transformers). La funcién estdndar es softmaz cross-entropy loss y se define

L@
Esoftrnax( Zy] log (Z . k )

=1

Ccomao:

donde n es la longitud del vector z(®.
La medida que nos interesa es la suma de todas las perdidas del conjunto

de datos de entrenamiento:

1IN 2D
Z ﬁsoftmax 7 Y )) E Z Z yj( : lOg <ﬁ)

i=1 j=1 =1

donde m es el nimero de ejemplos en el conjunto de datos de entrena-

miento.

8J(W)
aw

W —n B(W) para un n > 0 pequeno. Este proceso se itera hasta llegar a un

minimo local. Los pesos iniciales se suelen elegir aleatoriamente. Se conoce

Por tultimo, se calcula el gradiente y se ajustan los pesos W uevo =

este método como gradiente descente.

En la practica, hay modelos como PaLM de Google, que tiene 540 mil mi-
llones de pardametros. Naturalmente, las estrategias que se usan para calcular
el gradiente se han ido sofisticando. Las mas usadas en modelos basados en

transformers son el gradiente descendente estocastico y el mini-batch.

2.2.1. El perceptréon multicapa completamente conectado

Un perceptrén multicapa (MLP) [AA24] es una red neuronal feedforward
resultado de crear capas en secuencia de perceptrones apilados, de manera

que el output de la capa anterior sirve de input para la posterior. En la Fig.
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3 podemos ver la estructura simplificada. Las caracteristicas de este tipo de
FFN son:

» La arquitectura G = (V, ) estd estratificada en capas, es decir:
V=vOyuyvOy...uv®,

donde L es la profundidad de la red. Se tiene I = V© (inputs) y
O = V) (outputs).

= Las aristas conectan inicamente capas consecutivas:

L—1
EC U VO D),
=0

» Todas las funciones de activacion son iguales: a, = o para todo v €
HUO.

(0
oo W(m+1) oo W(L) '\\ 2 /

X| o [X

coWwW@ goWm

A

N
I.‘_\ an ,"I

X
X

Figura 3: Estructura de un perceptréon multicapa completamente conectado

Decimos que el MLP es completamente conectado si:
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L1
E=JVv®xyi,
1=0
Las capas VM, ... V=D ge llaman capas ocultas, y denotamos n; :=
0]

V] como el ancho de la capa [-ésima. Sean v;~ los vértices de la capa [,
1=1,...,n;.

Fijado 8 = (w,b) con los pesos y sesgos, definimos b) € R™ como el
vector de sesgos en la capa [ y W® € R™*™-1 como la matriz de pesos cuyos

elementos son:

) ._
Wij = w(v,fl),vj(-lfl))'

El modelo se describe recursivamente por capas. Dado € R?, definimos

la preactivacion de la [-ésima capa como:

20 =00 + WO . o(2V(z)), paral=0,...,L

donde 2% (z) := 2. Aqui o acttia coordenada a coordenada.

Y definimos la activacion de la [-ésima capa como:

aD(z) =0z (z)), paral=0,...,L—1

Por 1ltimo, los outputs vienen dados por la preactivacion de la ultima
capa, es decir, n(x) = 29 (z).

Estas estructuras tienen su utilidad (y de hecho mas tarde veremos que
finalmente forman parte de la arquitectura de los transformers, en los que se
basan modelos como GPT) pero por si solas tienen varios problemas. Para
empezar, no pueden captar la nociéon de tiempo o orden, todos los inputs
son individuales y se procesan a la vez. Ademads, el tamano del input es fijo,
por lo que reduce mucho los casos en los que tiene utilidad. Si queremos
un modelo que procese secuencias de datos, como lo es modelo de lenguaje,

necesitamos otra arquitectura de redes neuronales. Con esto en mente, se
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crearon los modelos secuenciales, como lo son los recurrent neural networks
(RNNs) o long-short term memory (LSTM) [Ras21].

Se consiguen buenos resultados con estos modelos, pero siguen teniendo
limitaciones que provienen de la recursividad del modelo. Usan un vector de
memoria que tiene una dimension determinada y, por tanto, tiene un limi-
te de capacidad para retener informacion, lo que que puede dar problemas
en frases largas. Son lentos, para analizar un vector de palabras se requiere
el resultado del vector anterior. Estos problemas impulsaron un enfoque al-
ternativo, buscar un mecanismo de atencion que deduzca las dependencias
globales entre input y output.

Las construcciones a continuaciéon son las que forman parte de la arquitec-
tura mas avanzada hasta el momento, los transformers. Aunque los modelos
de lenguaje actuales tienen ciertas peculiaridades, se basan en la arquitectura

bésica que veremos.

2.3. Tokenizacién, Embedding y Unembedding

Si queremos que nuestro modelo procese frases tenemos que encontrar
primero la manera de representar palabras o trozos de la frase de manera
numérica, lo que se conoce como codificar el lenguaje.

El transformer 7' toma como input una matriz ¢t € R"*™vecab  cuyas filas
son vectores de la base candnica de R™veeb, La parte llamada decoder del
transformer opera sobre matrices X € R™*? para algin d < nyocap. Veremos
el proceso de tokenizacion, que crea una funcion que envia una secuencia de
palabras a una secuencia de tokens, que seran codificados a vectores y como
funciona la aplicacion t — X [BK24].

Sea C' una colecciéon extensa de articulos, libros, blogs, mensajes que ser-

viran para crear el vocabulario del transformer. Empezaremos considerando C'

una cadena larga de caracteres de un alfabeto estandar A = a,b,c, ..., A, B,C, ....

Cada libro, articulo, etc. estan separados en la cadena por un caracter espe-

cial.
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El vocabulario V se construye mediante un proceso iterativo. El vocabu-
lario inicial V, es la codificacion mediante eyrp_g, el proceso estandar para
representar elementos de A como cadenas de bytes, de V. Después, se escribe
C' usando exclusivamente el vocabulario inicial, creando la traduccion Cj.

Luego se itera el siguiente proceso:

» Se identifican los pares de caracteres (b, ') més frecuentes en C.

s Se crea la norma de fusién F; que recuerda que b seguida de b’ se
escriben como un solo caracter bb'. V; junto a la nueva norma de fusién

forman V, .

» Se reemplazan todas las ocurrencias de (b,b’') por bb’ en C; para crear

Cit1-

Esto continia hasta que el vocabulario V alcanza el tamano nyocap. Por
tanto, el vocabulario final V = (Vg, (M;)™,), la unién del vocabulario inicial y
todas las normas de fusion. A cada elemento de V se le llama token. Y tenemos
una forma de representar una secuencia de palabras como una secuencia de
tokens [BK24].

Fijado el vocabulario V, se define una codificacién one-hot:
Q:V— {e; }?:fab C Rvocab
Asi, cada cadena S se transforma en una secuencia:
(tl(S),tQ(S), . ,tN(S)) C R'vocab

donde cada t;(S) es un vector one-hot (canénico) y N = N(S) el numero de
tokens de la secuencia.

El siguiente paso es empaquetar las secuencias en una longitud deter-
minada, conocida como el tamaifio de la ventana de contexto. La expresare-

mos como N,. Ahora, a partir de una secuencia de palabras S, que cumple
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N(S) = nete, podemos formar una matriz ¢(.S) € Rt *™vecab que tiene como
filas los one-hot tokens (t1(5),t2(S), ..., tn.,.(S)) [BK24].
Nuestro préoximo objetivo es hacer un embedding de la codificacién de
one-hot vectors en R¢ con d < Nyocap-
Para pasar al espacio de dimensién d, se introduce una matriz de embed-
ding:
W : Rveesb — R

con parametros entrenables. Entonces dada la matriz de one-hot tokens ¢:

— [71'17] -
" Embedding X — th — [_:CZ_] c Rnctx xd
[

También se define una matriz de unembedding;:
Wy R? — Rvoesb

y se aplica sobre las filas de X para obtener:

[ g ]
X Unmbedding XWg — [ 7‘_71 ] c Rncta: XMyocab
[ /]

A veces se impone la condicion Wy = WZ | lo que se denomina embedding

atado.
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2.4. Mecanismo de atencion

Como el modelo no tiene recurrencia, para que pueda usar el orden de
la secuencia, necesitamos anadir informacién acerca de la posiciéon de los
tokens. Para esto, usamos un codificador posicional. Su forma mas simple es
una matriz P de dimension n., X d con parametros entrenables, que se suma
a X en el paso del embedding X = tWL + P [BK24].

La clave del éxito de los transformers sobre las otras estructuras neuro-
nales es principalmente debida a los mecanismos de atencién, con los que
los modelos .*prenden”la importancia de cada palabra de la secuencia. La
parte que se encarga de esto son las capas de auto-atencion que describimos
a continuacion.

Empezamos definiendo tres matrices de pardmetros entrenables W,, W
en R v W, en R¥% Estas matrices seran las que extraigan de nuestra
matriz X, la query, la key y el value. Haciendo una analogia con una busqueda
en internet, la quary seria lo que escribimos en el buscador; la key, una
descripcion del contenido de las paginas webs; y el value, las caracteristicas
de la web a las que queremos prestar atencion. Siguiendo el simil, queremos
que nuestra query y key sean lo mas parecidas posibles para que la btisqueda
sea satisfactoria [AA24]. ;C6émo se traduce esto mateméaticamente?

Nuestra key K = XW, € R%=*% Ja query Q = XW, € Rt=*d y o]
value V = XW, € R™*%  Buscamos una forma de comparar la similitud de
K y (. Definimos entonces la proximidad de K y () como Q—\/Ig—z € RMeteXNetr
que nos da una matriz que describe la importancia de la relaciéon cada com-
ponente dos a dos, por ejemplo, el valor de la primera entrada de la segunda
fila es la relacion del primer y segundo de token de la secuencia. Después,
aplicamos la funcién activadora softmax sobre la matriz, que devuelve valo-
res entre 0 y 1. Por ultimo, extraemos las caracteristicas que nos interesan
con los pesos que hemos calculado antes (que nos indican a que dar maés
atencion), multiplicando por la matriz V', de manera que obtenemos el out-
put A(Q, K, V) = softmax (Q—\/fg> V € R"t=xdv Esta construccién se conoce
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como attention heads (Fig. 4) [VSP*23].

T

Multiplicacién de Matrices

Softmax

Figura 4: Esquema de una attention head

Los transformadores distribuyen h attention heads de manera paralela,
para formar una attention multi-head. Cada attention head tiene un entre-
namiento independiente de manera que ponen atenciéon en caracteristicas
diferentes. Los h outputs se concatenan formando una matriz A; de dimen-

sion ne, X hd, que vuelve a la dimension deseada multiplicando por una
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matriz de pardmetros entrenados Wy € RMvxnet= Fn la practica, en vez de
usar una query, key y value para cada attention head, entrenan proyecciones
W& WE g Rretwxde ¢ |7V g RueteXdo para cada attention head, que acttian
sobre una tunica copia de @), K,V € R"=*"= para crear las query, key y
value de esa attention head [VSP*23].

MH(Q, K, V) = Concat(heady, . .., head,) W

donde head; = A(QWE, KWK, vivY)

2.5. Transformers

La arquitectura final de un transformer puede variar dependiendo de la
finalidad del modelo que se esta entrenando, pero, es una combinaciéon de los
elementos descritos. Un ejemplo simple de transformer es el siguiente.

Primero definimos dos estructuras formadas a partir de las anteriores.

Dado un attention multi-head M H y una MLP m, un bloque residual
B = B(MH,m) : Rtet=xd — Rnet=xd g6 define como la composicién de la

capa de atencién attny g con la capa feedforward ff,, [BK24], es decir:
B(MH, m) = ffm @) attnMH

atti (X)) = X + MH(X), f,(X) = X +m(X),

tenemos entonces:
B(X)=X+m(X + MH(X))

Sean n,d > 1 fijos, y sea n también el nimero de bloques en el transfor-
mador. Sea {M H,;} , una coleccién de attention multi-heads, todas con el
mismo nuemro de attention heads | M H;| = npeads-

Sean también {m;}?_; una colecciéon de MLPs, cada una con L capas.
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Entonces, el decoder stack D es la composicion de los n bloques correspon-
dientes [BK24]:

(HMaz,mz2) B(H My, mp)

BEHMm), , Rxd

D Rnxd B Rnxd B

Ahora veamos el transformador completo.
Dada una matriz t € R"t=*"vecab de one-hot tokens, definimos el trans-

formador completo T' [BK24] como la composicion de:
» El embedding (junto con el positional encoder): t — tWk + P
» El decoder stack D
= El unembedding con Wy

Esto da lugar al siguiente diagrama de funciones:

T . Rnctzxnvocab Embedding; Rnctz xd DeCOder> Rncthd Unembedding} RnCtl‘X”vocab

Como el input y el output del trasformer tiene la misma forma, podemos
conectarlos en serie las veces que queramos. Por ejemplo, en el modelo de
lenguaje GPT-1 el bloque esta repetido 12 veces [Pen22].

Por tltimo, veremos brevemente como interpretar el output de un mo-
delo de lenguaje. Un modelo de lenguaje no es mas que una distribucién de
probabilidad. Dada una secuencia de palabras S = (wq, ..., w;_1), un modelo
de lenguaje asigna la probabilidad de que cualquier palabra del vocabulario

V continte esa secuencia;:
P(w; | wi.g—1y), con wi,..., we_q,wy € V.

Con un modelo de este tipo se pueden generar nuevos textos: se comienza
con una frase, luego se elige la palabra con mayor probabilidad (o se muestrea
de acuerdo a la distribucién) y se retroalimenta la secuencia extendida al

modelo para predecir la siguiente palabra [Ras21].
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Ademas, un modelo de lenguaje permite asignar una probabilidad total
a una oracion completa, utilizando la regla de la cadena de probabilidades

condicionales:
n

P(wlm) = HP(wl | wl:(i—l))-

i=1
En un modelo de lenguaje, después de pasar la secuencia de palabras

S (input) por los bloques transformadores obtenemos un output 7'(¢(S)) €

Rnctx XMyocab

Sea () € Rveeb la tdltima fila de la matriz T'(¢(S5)). Llamamos a I(S)
los logits correspondientes a la prediccion del préximo token dado el contexto
S.

Para transformar T'(¢(.S)) en una distribucién de probabilidad, utilizamos
la funcion softmax sobre vectores en R™veeab  eg decir: softmax : R™vecab —

R™vecab - donde, para x € R™veeb  la i-ésima entrada esta dada por:

exp(x;)
>t exp(x;)

(softmax(z)); =

Conseguimos entonces, que todas las entradas del vector (softmax(x)); €
0, 1], y que Y5 softmax(z); = 1. Asi, softmax(z) define una distribucién
de probabilidad sobre el conjunto {1,. .., nyocan }-

Definimos entonces:
Ps (i) := (softmax(l(5))), .

Ps(i) es la probabilidad que el modelo asigna a que el siguiente token sea
el i-ésimo en su vocabulario. En particular, arg max; Ps(7) se interpreta como

el indice del token que més probabilidad tiene de ser el siguiente [BK24].
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3. Aplicaciéon de Large Language Models al
Cap Set Problem

La primera motivacién de este trabajo fue la aplicaciéon de LLMs en
un problema de matematica tedrica, en concreto, un articulo de Nature
[RPBN'23] en el que se mejoraba la cota inferior del cap set problem y
se creaban nuevos algoritmos de bin packing mediante el uso de FunSearch;
la combinacién de un LLM congelado (sus parametros se mantienen), llama-
do Codey, encargado de escribir el cédigo que dé las soluciones deseadas, con
un evaluador, que lo aleja de ideas incorrectas. Lo mas novedoso es que, Co-
dey, es un modelo preentrenado con cédigo tinicamente, es decir, sin ningin
fine-tuning especifico para los problemas que se tratan. La razéon de esta de-
cision, aparentemente contraproducente, es buscar un enfoque mas creativo
al problema, sin el lastre de las soluciones convencionales. A continuacién,

veremos un resumen del método empleado y los resultados del articulo.

3.1. FunSearch

FunSearch es el sistema que utilizan para encontrar el c6digo optimizado.
La Fig. 5 muestra un esquema del funcionamiento del programa. Siguiendo
el orden de la figura explicaré los componentes méas detalladamente y como
se adaptaron al caso concreto del cap set problem.

El primer paso es la especificaciéon del problema, en cierta manera el
prompt inicial. Proveen al programa con una funciéon que evalia las res-
puestas numéricamente y un primer programa que sera el que evolucione. El
programa tiene una parte que se mantiene, el esqueleto, y una parte que se
ird modificando progresivamente, donde recae la parte critica que gobierna
la logica del programa. En el caso del capset, se evalian los programas en
funcion del tamafio del cap que generan, cuanto mas grande sea, mejor. En
la Fig. 6 podemos ver la especificacién que usaron para iniciar la evolucion

del programa del cap set. La parte que evoluciona es la funcién priority, que
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priority final

Evaluacion

Base de datos

i Seleccion
i aleatoria

!

Especificacion

Figura 5: Esquema general de FunSearch

asigna a cada elemento de F} un nimero, cuanto mas grande, antes seran
anadidos al cap set por la funcién solve (si son compatibles con los elementos
dentro del cap set). El esqueleto en este ejemplo es la funcién solve, que anade
elementos al capset en el orden de prioridad que nos da priority, bloquean-
do a la vez todos los elementos no compatibles; y evaluate, que devuelve el
tamano del cap set creado.

Este prompt inicial llega a Codey, el LLM preentrenado, y genera un



""'Finds large cap sets."""
import itertools
import numpy as np

@funsearch.run

def evaluate(n: int) -> int:
"""Returns the size of an “n -dimensional cap set."""
capset = solve(n)
return len(capset)

def solve(n: int) -> np.ndarray:
"""Returns a large cap set in "n’ dimensions."""
all_vectors = np.array(list(itertools.product((0, 1, 2), repeat=n)), dtype=mp.int32)

# Pow
# tha

in decreasing order fo

the relationship "1 = all
powers = np.array([3 #* i for i in range

# Precomputle all priorities.
priorities = np.array([prierity(tuple(vector), n) for vector in all_vectors])

# Build “capset” greedily, using priorities for prioritization.

capset = np.empty(shape=(0, n), dtype=np.int32)

while np.any(priorities != -mnp.inf):

i ctor with mazimum priority to “capset”, and set prioriiies of

ated vectors to “-inf", so that they never get selected.
max_index = np.argmax(priorities)
vector = all_vectors[None, max_index] # [1, nJ

blocking = np.einsum('cn,n->c', (- capset - vector) % 3, powers) # [C]
priorities[blocking] = -np.inf
priorities[max_index] = -np.inf

capset = np.concatenate([capset, vector], axis=0)

return capset

@funsearch.evolve

def priority(el: tuplelint, ...J, n: int) -> float:
"""Returns the priority with which we want to add "el” to the cap set."""
return 0.0

Figura 6: Esqueleto de codigo usado para descubrir cap sets grandes

numero definido de programas. Para los dos casos tratados, decidieron usar
un enfoque extensivo en cuanto a los programas generados, en oposicién a
un enfoque centrado en la calidad de los programas, y los resultados fureon
obtenidos usando un numero total de muestras del orden de 10°.

A continuacién, evalian cada programa generado por el LLM y les asignan
una puntuacién. Los programas que no cumplan con el estandar (no producen
respuestas correctas o no se ejecutan en el tiempo o memoria establecidos)
son descartados y el resto pasan a la base de datos del programa.

La base de datos del programa consiste en una colecciéon de programas
correctos con sus puntuaciones asignadas, que seran utilizados para crear un

nuevo prompt para Codey. Con el objetivo de mantener la diversidad en la
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muestra, utilizan un modelo de islas que evolucionan independientemente.
Para crear el siguiente prompt, primero se escoge una de estas islas y luego
el numero de programas que se requiera, favoreciendo a los que mejor pun-
tuacion tengan. Ocasionalmente, sustituyen los programas de las islas que
peor desempeno tienen (con las puntuaciones mas bajas en sus programas
mejor valorados) por un clon de uno de los mejores programas de las otras
islas.

Para crear el siguiente prompt se seleccionan aleatoriamente 2 progra-
mas de una isla, siguiendo el método descrito en el paragrafo anterior. Estos
programas se combinan en un solo prompt, es decir, se sustituye la funcion
priority por priority_v0 y priority vl en orden decreciente de puntuacion.
Se utiliza mas de un programa para que el LLM pueda encontrar patrones y
generalizarlos. Este prompt le vuelve a llegar a Codey, que inicia otra vez el

proceso, repitiéndose tantas veces como se desee.

3.2. Resultados

Este método se diferencia de los SAT solvers porque busca en el espacid
completo, sin las restricciones anadidas que se usan para reducir el tiempo de
ejecucion. Ademas, no solo obtenemos un resultado, nos devuelve un progra-
ma capaz de construir el cap set, ddndonos una nocioén de que es el conjunto
generado. En materia de cap set, el avance conseguido fue en el de dimensién
n = 8, se descubri6 un cap set con 512 elementos (hasta el momento, el mas
grande conocido tenia 496 elementos).

También buscaron nuevos conjuntos admisibles de peso constante. Usa-
ron una especificacion con un esqueleto mas complejo que en el cap set pero
esencialmente son lo mismo: evoluciona una funcion priority y el resto simple-
mente comprueba que se cumplan las condiciones de ser admisible y evaltia en
funcién del tamano del conjunto. Examinando el cédigo de la funcion prio-
rity, los investigadores notaron que se trataban las coordenadas de forma

muy simétrica, y, de hecho, resulta que el conjunto admisible que construye
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se conserva bajo permutaciones ciclicas independientes de las coordenadas
dentro de cuatro grupos disjuntos de ternas de coordenadas [RPBN123]. Es-
ta observacién motivé formalizacion del concepto de conjuntos admisibles
simétricos y un método para buscar estos conjuntos a partir de generado-
res, que llamaremos conjuntos pre-admisibles. A continuacién veremos todas

estas nociones.

Definicién 3.1. Llamamos conjunto admisible simétrico a un conjunto ad-
misible A C Fy, con n = 3k, si se preserva (como conjunto, es decir, reor-
denando sigue siendo el mismo conjunto) bajo todas las 3 permutaciones
ciclicas independientes de coordenadas dentro de los k grupos consecutivos

disjuntos de ternas:
0,1,2], [3(k—1),3(k—1)+1,3(k—1)+2].

Definicién 3.2. Sea S := {0,1,...,6} y definamos una funcion de decodi-

ficacion ¢ : S — Fs como:

(0,0,0) sia=0
(0,0,1) sia=1
(0,0,2) sia=2
ela)=14(0,1,2) sia=3
(0,2,1) sia=4
(1,1,1) sia=5
(2,2,2) sia=6

Definicién 3.3. La drbita de (x,y,z) € Im(p) es el conjunto sin duplicados

O(z,y,2)) == A{(2,9,2),(y,2,7), (z,7,9)},

es decir, la orbita bajo permutaciones ciclicas. Definimos la longitud de la
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orbita l : Im(p) — {1,3} como:

1 siae{0,5,6}

l(p(a)) == 3 sia€{l,23,4}

Observacién. Los elementos decodificados ITm(yp) son precisamente los ele-
mentos de F3 cuyas drbitas forman un conjunto admisible vdlido. Por ejemplo,
(0,0,2) genera el conjunto admisible {(0,0,2), (0,2,0),(2,0,0)}, mientras que
(1,1,2) ¢ Im(yp) genera {(1,1,2),(1,2,1),(2,1,1)}, que no es admisible.

Definicién 3.4. El peso de un elemento a € S = {0,1,...,6} se define como
w:S —{0,1,2,3}, donde:

(

0 sia=0
1 siae{l,2}
w(a) = #{entradas no nulas en p(a)} =
2 sia€{3,4}
|3 sia€ {5,6}

Definicién 3.5. Sea k € N. Un conjunto pre-admisible de dimension k es

un subconjunto P C {0,1,...,6}* tal que:

1. Para cada par ordenado de vectores distintos (x,y) € P?, existe una

columna 1 <1i <k tal que w(z;) < w(y;).

2. Para toda terna de vectores distintos x,y,z € P, existe una columna
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1 <i <k tal que

{zi,yi, %} € {{0,0,1},{0,0,2},{0,0,3},{0,0,4},{0,0,5},
{0,1,2},{0,1,3},{0,1,4},{0,1,5}, {0, 1,6},
{0,2,3},{0,2,4},{0,2,5},{0,2,6},{0,0,6},
{0,3,4},{0,3,5},{0,3,6},{0,4,5},{0,4,6},
{1,1,3},{1,1,4},{1,1,5},{1,1,6}, {0, 5,6},
{1,2,5},{1,2,6},{1,3,4},{1,3,5},{1,3,6},
{1,4,5},{1,4,6},{1,5,6},{2,2,3},{2,2,4},
{2,2,5},{2,2,6},{2,3,4},{2,3,5},{2,3,6},
{2,4,5},{2,4,6},{2,5,6},{3,3,5},{3,3,6},
{3,5,6},{4,4,5},{4,4,6},{4,5,6}}

Teorema 3.6. Dado un conjunto pre-admisible P de dimension k, el conjunto

A= (O(p(z1)) x -+ x O(p(x)))

zeP

es un conjunto admisible simétrico en dimension n = 3k, de tamano:

’A| = Z H l(ﬂfz)

zeP i=1

Veamos ahora la razén de ser de las definiciones, una vez conocemos su
finalidad, el teorema. Las primeras definiciones tienen el objetivo de facilitar
la notaciéon y la manipulacién de los elementos. Es mas facil trabajar con
vectores S* que con vectores de ternas de puntos. El objetivo de la primera
cualidad de los conjuntos pre-admisibles, la del peso w, es garantizar la pri-
mera condicién de conjunto admisible para A. Si (z,y) € Py w(z;) < w(y;),
nos garantiza que hay una j € {37,3i+1,3i+ 2} tal que z; = 0 # y; (la con-

dicién (1) de admisible). La segunda condicién de pre-admisible sirve para
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garantizar que, dados z,y,z € A generados por elementos diferentes de P,
existe una coordenada j tal que {z;,v;,2;} = {{0,0,1},{0,0,2},{0,1,2}},
la condicién (2) de admisible. Las 49 posibilidades son el resultado de hacer
una comprobacion sistematica de todas las combinaciones, de manera que, 3
elementos cualesquiera de las 3 érbitas cumplan la condicion.

Esta observacién y su posterior formalizacién, permitié adaptar Fun-
Search para buscar conjuntos pre-admisibles. Este método produjo los me-
jores resultados, ya que, al reducir el espacio donde buscaban, era posi-

ble aumentar las dimensiones y pesos. Descubrieron un conjunto admisible

15
10

sible parcial en A(24,17) de 237984 elementos, que fue con el que obtuvieron

I = (15,10) completo (del méximo tamano posible, ( )) y un conjunto admi-

la cota de ¢ < 2,2202, la mejor hasta el momento.
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