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6.1 Anàlisi de les dades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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1 INTRODUCCIÓ

1 Introducció

Per finalitzar un grau universitari, en la majoria d’universitats, es duu a
terme un Treball de Fi de Grau (TFG), que consta d’un treball escrit i una
presentació oral per demostrar que s’han assolit els coneixements del grau.
Un dels grans trencaclosques per al coordinador de l’assignatura és planificar
els horaris de les defenses i assignar els tribunals. Cada departament té les
seves pròpies regles per decidir si un tribunal és vàlid; en tot aquest treball
ens centrarem en el cas del Departament de Matemàtiques de la Universitat
Autònoma de Barcelona (UAB) durant el curs 2025-2026, i l’anomenarem el
problema del tdtt-uab.

La planificació és una tasca molt complicada, ja que cal satisfer un conjunt
de restriccions dures perquè la solució sigui vàlida, i alhora optimitzar-ne la
qualitat seguint restriccions toves. Totes dues es formalitzen a la Secció 3.

La classe NP està composta pels problemes de decisió per als quals, donada
una solució candidata, es pot verificar si és correcta en temps polinòmic.
La classe P , que és un subconjunt de NP , conté els problemes que, a més,
es poden resoldre en temps polinòmic. Un dels Problemes del Mil·lenni és
determinar si P = NP , és a dir, si la capacitat de verificar una solució
implica necessàriament la de trobar-la. Avui aquesta pregunta roman oberta;
tanmateix, la majoria d’experts creu que P ̸= NP . Tal com observa el
cient́ıfic de la computació Scott Aaronson, si es demostrés que P = NP :

“[. . . ] No hi hauria cap diferència fonamental entre resoldre un
problema i reconèixer-ne la solució un cop trobada. Tothom capaç
d’apreciar una simfonia seria Mozart i tothom capaç de seguir un
argument pas a pas seria Gauss [. . . ].” [Aar06]

Les contribucions principals d’aquest treball són les següents. En primer lloc,
la formalització del tdtt-uab com un model matemàtic d’optimització amb
restriccions és una aportació pròpia: la definició dels conjunts, les funcions i
les restriccions que el descriuen les hem dissenyat espećıficament per capturar
les particularitats del Departament de Matemàtiques de la UAB (Secció 3).
En segon lloc, la demostració que el tdtt-uab és NP -complet, incloent-hi
el Lema 4.14 i el Teorema 4.15, és original:

Teorema 4.15. El problema tdtt-uab és NP -complet.
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1 INTRODUCCIÓ

La cadena de reduccions i la reducció principal es desenvolupen a la Sec-
ció 4.3, i tots els exemples que les il·lustren són d’elaboració pròpia (vegeu
també l’Annex A i B).

Tenint en compte la dificultat i la complexitat del problema, l’objectiu pràctic
del treball no és trobar la solució òptima, sinó obtenir-ne una de prou bona
en temps raonable. Per fer-ho hem desenvolupat un programa en Python
partint de zero que fa ús dels paquets de Timefold Solver, un motor de plani-
ficació de codi obert, per modelitzar i resoldre el problema. Això ha inclòs el
processament i la neteja de les dades reals del curs 2025-2026, disponibilitats,
voluntats i restriccions de cada professor i alumne, per construir una entrada
vàlida al motor de planificació. La Secció 5 descriu els algorismes emprats i
la Secció 6 analitza la solució obtinguda i les seves limitacions.

Els resultats obtinguts mostren que el programa és capaç de produir una so-
lució de qualitat satisfactòria en un temps d’execució de tres hores, complint
totes les restriccions dures i optimitzant les restriccions toves.

El codi complet, els fitxers de dades inicials i les solucions finals es troben
disponibles en un repositori anònim, accessible mitjançant l’enllaç següent:
https://github.com/estudiantuab/TFG. Els noms dels professors han
estat substitüıts per noms ficticis.
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2 LES CLASSES P I NP

2 Les Classes P i NP

En aquesta primera secció, començarem establint els fonaments de la teoria de
la complexitat; per fer-ho, formalitzarem el concepte d’algorisme mitjançant
el model de les Màquines de Turing. A partir d’aqúı, podrem comparar els
problemes per als quals hi ha algorismes que els poden resoldre de mane-
ra eficient (classe P ) i problemes que, de manera eficient, només tenen un
algorisme que, donada una solució, es pot verificar si és certa o no (classe
NP ). Finalment, voldrem descobrir com podem comparar diferents proble-
mes entre ells, aix́ı que acabarem definint els conjunts de problemes NP -hard
i NP -complets.

Aquesta secció es basa en els treballs [Sip13, GJ79, AB09, HMU01].

Definició 2.1 (Alfabet). Un alfabet és un conjunt finit i no buit, els elements
del qual anomenem śımbols.

Definició 2.2 (Cadena). Una cadena sobre un alfabet Σ és una seqüència fi-
nita de śımbols d’aquest alfabet. Denotem Σ∗, el conjunt de totes les cadenes
finites.

Exemple 2.3. Donat l’alfabet Σ1 = {0, 1} una cadena és 01001 ∈ Σ∗
1, per

exemple.
Donat l’alfabet Σ2 = {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j, k, l,m, n, o, p, q, r, s, t, u, v, w, x, y, z}
un exemple de cadena és esquitxar ∈ Σ∗

2.

Definició 2.4 (Llenguatge). Un llenguatge és un conjunt de cadenes sobre
un alfabet.

Un cop hem definit què és un llenguatge, necessitem un mecanisme per
processar-lo. Una Màquina de Turing és la formalització matemàtica del
que coneixem com a algorisme1; ens serveix per descriure els passos lògics de
qualsevol solució a qualsevol problema.

Definició 2.5 (Cinta i capçal). Una cinta és una seqüència infinita, per la
dreta i per l’esquerra, de cel·les on cada cel·la conté un śımbol. Un capçal
assenyala la cel·la actual i pot desplaçar-se una posició cap a l’esquerra o cap
a la dreta en cada pas.

1En aquest treball, utilitzarem la definició intüıtiva i comuna de la paraula “algorisme”,
que es considera equivalent al model formal de les Màquines de Turing segons la tesi de
Church-Turing [Sip13].

3



2 LES CLASSES P I NP

Definició 2.6 (DTM). Una Màquina de Turing Determinista (DTM) d’una
cinta és una tupla (Q,Γ,Σ, δ, q0, qY , qN) on Q,Σ,Γ són conjunts finits i

1. Q és el conjunt finit d’estats

2. Γ és l’alfabet de la cinta, on b ∈ Γ és el śımbol en blanc,

3. Σ ⊆ Γ és l’alfabet d’entrada que no conté el śımbol en blanc b,

4. q0 ∈ Q és l’estat inicial,

5. qY ∈ Q és l’estat d’acceptació,

6. qN ∈ Q és l’estat de rebuig, on qN ̸= qY ,

7. δ : Q \ {qY , qN} × Γ −→ Q × Γ × {−1,+1} és la funció de transició
determinista, on −1 simbolitza l’“esquerra” i +1 la “dreta”.

Donada una cadena d’entrada w = X1 . . . Xn ∈ Σ∗, la cinta es considera
infinita per la dreta i per l’esquerra, amb infinits śımbols blancs en les dues
direccions, de manera que podem imaginar . . . bX1 . . . Xn b . . . . Representa-
rem la configuració de la màquina com una cadena de śımbols de Γ amb un
únic estat intercalat: X1 . . . Xi−1 q Xi . . . Xn, on q ∈ Q és l’estat actual de
la màquina i apunta al śımbol Xi. El śımbol ⊢ expressa la transició d’una
configuració a una altra segons la funció δ.

La màquina comença en la configuració inicial q0X1 . . . Xn, en l’estat q0 amb
el capçal apuntant a X1, i aplica repetidament δ fins a arribar a qY , a qN , o
entrar en un bucle infinit.

Suposem que tenim δ(q1, Xi) = (q2, Y,+1), la màquina escriu Y , canvia a
l’estat q2 i mou el capçal a la dreta

X1 . . . Xi−1 q1XiXi+1 . . . Xn ⊢ X1 . . . Xi−1Y q2Xi+1 . . . Xn.

Si δ(q1, Xi) = (q2, Y,−1), la màquina escriu Y , canvia a l’estat q2 i mou el
capçal a l’esquerra

X1 . . . Xi−1 q1XiXi+1 . . . Xn ⊢ X1 . . . Xi−2 q2Xi−1Y Xi+1 . . . Xn.

Si el capçal es troba a l’extrem dret, X1...Xn−1q1Xn i el moviment és cap
a la dreta, per exemple amb δ(q1, Xn) = (q1, Xn,+1), aleshores apareix un
śımbol blanc, X1 . . . Xn−1Xnq1b. De la mateixa manera, si el capçal es troba
a l’extrem esquerre, q1X1...Xn i el moviment és cap a l’esquerra, per exem-
ple amb δ(q1, X1) = (q1, X1,−1), aleshores també apareix un śımbol blanc
q1bX1...Xn.

Definició 2.7 (Llenguatge reconegut per unaMT ). Diem que una Màquina
de Turing M , amb un alfabet Σ accepta x ∈ Σ∗ si i només si M s’atura en
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2 LES CLASSES P I NP

qY quan s’entra x. El llenguatge que reconeix M és

LM = {x ∈ Σ∗ : M accepta x}.

Exemple 2.8. Veiem com una Màquina de Turing és la formalització d’un
algorisme, amb la comprovació de si una paraula és capicua.

L’estratègia és en cada passada llegir el primer śımbol no buit, i substituir-lo
per un blanc b, recórrer tota la cadena fins al final i comprovar si l’últim
śımbol no esborrat coincideix, si és aix́ı s’esborra i es torna a l’inici. Si en
algun moment els śımbols no coincideixen, es rebutja. Si queda un śımbol o
cap, accepta.

Sigui Γ = {1, 2, b},Σ = {1, 2} i Q = {q0, q1, q2, qD, qE1, qE2, qE, qY , qN}. On
els estats tenen el significat:

• q0: Llegir el primer śımbol no esborrat
• q1: Avançar a la dreta recordant que hem llegit 1
• q2: Avançar a la dreta recordant que hem llegit 2
• qD: avançar a la dreta fins el darrer śımbol
• qE1: Retrocedir cap a l’esquerra després de validar 1
• qE2: Retrocedir cap a l’esquerra després de validar 2
• qE: tornar a l’inici
• qY : acceptació
• qN : rebuig

La taula de transicions δ(q, s) és:

δ(q, s) =

q 1 2 b
q0 (q1, b,+1) (q2, b,+1) (qY , b,+1)
q1 (q1, 1,+1) (q1, 2,+1) (qE1, b,−1)
q2 (q2, 1,+1) (q2, 2,+1) (qE2, b,−1)
qD (qD, 1,+1) (qD, 2,+1) (qE, b,−1)
qE1 (qE, b,−1) (qN , 2,−1) (qY , b,+1)
qE2 (qN , 1,−1) (qE, b,−1) (qY , b,+1)
qE (qE, 1,−1) (qE, 2,−1) (q0, b,+1)

Posem d’entrada la cadena 1221 ∈ Σ∗, que és capicua, i els passos determinats
següents són:
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2 LES CLASSES P I NP

q01221 ⊢

bq1221 ⊢ b2q121 ⊢ b22q11 ⊢ b221q1b ⊢

b22qE11b ⊢

b2qE2bb ⊢ bqE22bb ⊢ qEb22bb ⊢

bq022bb ⊢

bbq22bb ⊢ bb2q2bb ⊢

bbqE22bb ⊢

bqEbbbb ⊢

bbq0bbb ⊢

bbbqY bb

Ara posem d’entrada la cadena 12 ∈ Σ∗ que no és capicua, i els passos són:

q012b ⊢ bq12b ⊢ b2q1b ⊢ bqE12b ⊢ qNb2b

Ara que hem establert com una màquina processa les cadenes per reconèixer
un llenguatge, ens hem de preguntar què passa si permetem que el model
explori múltiples camins de computació alhora. Fins ara, hem vist màquines
on cada pas està totalment determinat, anem a introduir el concepte de no-
determinisme.

Definició 2.9 (NDTM). Una màquina de Turing no determinista (NDTM)
d’una cinta és una tupla (Q,Γ,Σ, δ, q0, qY , qN) que es defineix exactament
igual que la DTM excepte la funció de transició, que és no determinista:

δ : Q \ {qY , qN} × Γ −→ P(Q× Γ× {−1,+1}).

on P denota el conjunt de les parts d’un conjunt. En lloc de retornar una
única transició, δ retorna un conjunt de transicions possibles entre les quals
la màquina pot escollir.

El càlcul d’una màquina de Turing no determinista és un arbre on cada branca
correspon a diferents possibilitats per a la màquina. Si alguna branca del
càlcul porta a l’estat d’acceptació (qY ), la màquina accepta la seva entrada.

Hem de ser conscients que, en el món real, les NDTM no existeixen. Una
NDTM és un un model abstracte que ramifica la seva computació en un
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2 LES CLASSES P I NP

arbre de configuracions simultànies, explorant tots els camins possibles en
paral·lel. Es per això que només les definim com a model teòric que ens
permet classificar la complexitat de problemes que requereixen un nombre
de passos elevad́ıssim, inassumible per a les màquines deterministes actuals.

El següent pas és mesurar l’eficiència de les nostres solucions. Per fer-ho
amb rigor mitjançant el pitjor cas absolut, exigirem que les nostres màquines
s’aturin sempre i introdüım la mètrica següent:

Definició 2.10 (Funció de complexitat temporal). Sigui M una NDTM de-
cididora (és a dir, totes les seves branques de computació s’aturen en qY o
qN per a qualsevol entrada). La funció de complexitat temporal de M és
TM : N −→ N, on TM(n) és el nombre màxim de passos sobre totes les entra-
des de longitud n i sobre totes les branques de computació, és a dir, el cost
de la branca més llarga en el pitjor cas possible.

Matemàticament:

TM(n) := max

m :
∃x ∈ Σ∗ amb |x| = n i
alguna branca de computació de M sobre x
s’atura exactament en m passos

 .

Exemple 2.11. Sigui M una NDTM, considerem el llenguatge LM = {w ∈
{0, 1}∗ : w conté almenys un ‘1’}. Definim M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, qY , qN) com:

• Q = {q0, qc, qY , qN},
• Σ = {0, 1}, Γ = {0, 1, b},
• La funció de transició δ : Q \ {qY , qN} × Γ −→ P(Q × Γ × {−1,+1})
tal que:

δ(q, s)=
q 0 1 b
q0 {(qc, 0,+1)} {(qY , 1,+1), (qc, 1,+1)} {(qN , b,+1)}
qc {(qc, 0,+1)} {(qY , 1,+1), (qc, 1,+1)} {(qN , b,+1)}

.

Fem l’arbre de tres exemples d’entrades diferents: 111, 001, 000.
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q0 111

1 qY 11 1 qc 11

11 qY 1 11 qc 1

111 qY b 111 qc b

111 b qN b

q0 001

0 qc 01

00 qc 1

001 qY b 001 qc b

001 b qN b

q0 000

0 qc 00

00 qc 0

000 qc b

000 b qN b

Per a l’entrada 111, la branca més ràpida accepta en 1 pas, però la branca
més llarga rebutja amb 4 passos. Amb 001 la branca que accepta ho fa en 3
passos i la branca més llarga rebutja amb 4 passos. L’entrada 000 no pertany
a L i l’únic camı́ possible és ser rebutjada en 4 passos.

Com que la funció de transició sempre avança cap a la dreta, si tenim una
cadena de n śımbols, el màxim de passos amb els que arribarem a l’estat qN
sempre serà n + 1 fins trobar el primer espai en blanc. Aix́ı, el màxim de
passos per a qualsevol paraula de longitud 3 és de 4. Per tant, la funció de
complexitat temporal per a n = 3 és TM(3) = 4.

Una vegada definida la mètrica temporal, podem agrupar els llenguatges
segons el cost de la seva resolució. La primera classificació la fem sobre el
model no determinista que acabem d’introduir.

Definició 2.12 (NP ). La classe NP és el conjunt de llenguatges:

NP =

{
L :

∃ una NDTM M i ∃ un polinomi p(n) tals que
TM(n) ≤ p(n) ∀n ≥ 1 i LM = L

}
.

Observació 2.13. NP és la classe de llenguatges que són reconeguts per al-
guna M . On M és alguna NDTM que té la funció de complexitat temporal
acotada per un polinomi.

De la mateixa manera, definim la classe de llenguatges que es poden resoldre
de manera eficient mitjançant el model estàndard o determinista.

Definició 2.14 (P ). La classe P és el conjunt de llenguatges:

P =

{
L :

∃ una DTM M i ∃ un polinomi p(n) tals que
TM(n) ≤ p(n) ∀n ≥ 1 i LM = L

}
.
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Fins ara hem definit la classe NP a partir del comportament de les NDTM.
Tanmateix, una propietat fonamental d’aquesta classe és que també es pot
caracteritzar mitjançant la capacitat de verificar una solució en temps po-
linòmic, sense necessitat de recórrer al model no determinista. Per formalit-
zar aquesta equivalència, cal definir primer el concepte de verificador.

Definició 2.15 (Verificador). Un verificador per a un llenguatge L ⊆ Σ∗ és
una DTM V tal que

L = {w ∈ Σ∗ | V accepta ⟨w, c⟩ per a alguna cadena c ∈ Σ∗},

Notem que ⟨w, c⟩ vol dir simplement alguna codificació raonable del parell
(w, c) com a cadena. Anomenem c com certificat de w.

Exemple 2.16. Considerem el llenguatge dels nombres compostos:

L = {x | x = p · q, p, q ∈ Z, p, q > 1}

Sigui w = 15 el nombre a verificar i c = 3 el certificat. El verificador V rep
⟨w, c⟩ = ⟨15, 3⟩ i comprova que c > 1, c < w i c | w. En el cas de l’exemple,
3 > 1, 3 < 15 i 15/3 = 5 ∈ Z. Com que totes tres es compleixen, V accepta.

Per a w = 7, no existeix cap c amb 1 < c < 7 que divideixi 7, de manera que
V rebutja per a qualsevol certificat.

A partir d’aquesta definició, podem establir la relació directa:

Teorema 2.17 (Theorem 2.5 [AB09]). Un llenguatge L és de la classe NP
si i només si existeix un verificador d’aquest en temps polinòmic.

Proposició 2.18. P ⊆ NP .

Demostració. Tota DTM és un cas particular d’una NDTM amb una única
branca, i per tant TM(n) és idèntica vista com a DTM o com a NDTM. Per
tant, tot llenguatge L ∈ P satisfà també L ∈ NP .

Aix́ı doncs, podem concloure que P (que prové de l’anglès Polynomial Time,
temps polinòmic) és la classe de llenguatges que es poden resoldre ràpidament
de manera determinista, mentre que NP (Nondeterministic Polynomial Ti-
me, temps polinòmic no determinista) és la classe de llenguatges que es poden
verificar ràpidament. Aquesta distinció és l’origen d’un dels problemes del
mil·lenni i el gran interrogant de la teoria de la complexitat: descobrir si
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2 LES CLASSES P I NP

la capacitat de verificar una solució implica necessàriament la capacitat de
trobar-la eficientment; és a dir, si P ⊂ NP o bé P = NP .

A la Figura 1 es mostra la relació entre els conjunts P , NP , NP -complet i
NP -hard sota les dues suposicions del problema del mil·lenni: P ⊂ NP o bé
P = NP .

Figura 1: Relació entre les classes de complexitat. Font: [Esf07].

Un cop definides les classes P i NP , el següent pas és establir un mecanisme
que ens permeti comparar la dificultat entre diferents problemes. Per fer-ho,
primer hem d’introduir el concepte de funció computable, que ens permetrà
transformar les entrades d’un problema en les d’un altre.

Definició 2.19. Una funció f : Σ∗ −→ Σ∗ és computable si ∃ una màquina
de Turing M amb alfabet d’entrada Σ tal que per a cada entrada w ∈ Σ∗, M
s’atura en qY deixant només f(w) a la seva cinta.

Exemple 2.20. Donada la funció f(x, y) = x+y es pot construir una Màquina
de Turing (un algorisme) que si s’introdueix l’entrada ⟨x, y⟩ retorna f(x, y)
a la seva cinta.

A partir d’aquest concepte de computabilitat, podem definir formalment la
transformació polinomial. Aquesta eina és clau per demostrar que, si som
capaços de resoldre un problema determinat, també podem resoldre tots
aquells que s’hi puguin transformar de manera eficient.

Definició 2.21 (Transformació polinomial). Una transformació polinomial
d’un llenguatge L1 ⊆ Σ∗

1 a un llenguatge L2 ⊆ Σ∗
2 és una funció f : Σ∗

1 → Σ∗
2

que compleix:

1. Existeix una DTM que computa f en temps polinòmic (és a dir, TM(n) ≤
p(n) per a algun polinomi p).

2. Per tot x ∈ Σ∗
1, tenim que x ∈ L1 ⇔ f(x) ∈ L2.

10



2 LES CLASSES P I NP

Si existeix una transformació polinomial de L1 a L2 escriurem L1 ∝ L2 i
direm que el llenguatge L1 és redüıble en temps polinomial al llenguatge a
L2.

Aquesta noció de transformació ens permet derivar una sèrie de lemes sobre
la jerarquia de complexitat i la transferència de propietats entre llenguatges.
Extrets de les pàgines 35-38 del llibre [GJ79].

Lema 2.22. Si L1 ∝ L2 aleshores, L2 ∈ P =⇒ L1 ∈ P .

Lema 2.23. Si L1 ∝ L2 i L2 ∝ L3 =⇒ L1 ∝ L3.

Lema 2.24. Si L1, L2 ∈ NP i L1 ∝ L2, aleshores

L1 és NP -complet =⇒ L2 és NP -complet.

La reducció ens permet identificar els llenguatges que actuen com a represen-
tants de la màxima dificultat dins d’una classe i ens porta a definir la classe
dels problemes NP -complets.

Definició 2.25. Un llenguatge B és NP -complet si:

1. B ∈ NP .

2. ∀A ∈ NP és redüıble en temps polinomial a B.

La rellevància dels problemes NP -complets rau en el fet que trobar una ma-
nera determinista de resoldre’n un en temps polinòmic implicaria la resolució
de tots els problemes NP i, per tant, del problema del mil·lenni.

Teorema 2.26. Si B és NP -complet i B ∈ P =⇒ P = NP .

Demostració. Per definició. Si B ∈ P , i qualsevol A ∈ NP es pot reduir a
B en temps polinòmic, llavors podem resoldre A executant la transformació
i després l’algorisme per a B, tot en temps polinòmic.

Finalment, existeixen problemes que compleixen la condició de ser com a
mı́nim tan dif́ıcils com qualsevol problema d’NP , però que no necessàriament
pertanyen a aquesta classe. Aquests s’agrupen sota el concepte d’NP -hard.

Definició 2.27. Un llenguatge B és NP -hard si per tot A ∈ NP , A és
redüıble en temps polinomial a B.
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Per seguir endavant amb la resta de seccions ens cal definir els problemes de
decisió.

Definició 2.28 (Problema de decisió). Un problema de decisió consta de
dues parts:

1. Una instància genèrica, que determina el conjunt de totes les instàncies
possibles.

2. Una pregunta on les úniques respostes possibles són śı o no, formulada
en termes d’aquesta instància genèrica.

Reconèixer si una cadena x pertany a un llenguatge L és equivalent a resoldre
un problema de decisió: la resposta és Śı si x ∈ L i No si x /∈ L.

En efecte, les instàncies afirmatives d’un problema de decisió s’identifiquen
amb un llenguatge L ⊆ Σ∗ un cop codificades les instàncies com a cadenes.

Per tant, les classes P i NP es poden interpretar indistintament com a classes
de llenguatges o com a classes de problemes de decisió, i a partir d’ara usarem
ambdós termes de manera equivalent.
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3 MODEL MATEMÀTIC

3 Model matemàtic

Cada alumne té assignat un professor del Departament de Matemàtiques que
el tutoritza durant el procés de creació i escriptura. I seran dos professors
diferents els que l’avaluaran en el moment de la presentació, a aquest conjunt
de dos professors l’anomenem tribunal. L’objectiu del model és trobar una
solució on cada alumne té assignat un tribunal, un dia, una hora i una aula
per poder dur a terme la defensa.

Cada problema tdtt és diferent, ja que cada grau i universitat té condicions
diferents per assignar els tribunals i les presentacions. La solució caldrà que
sigui vàlida, complint les restriccions dures; que són aquelles indispensables
perquè l’assignació horària i de tribunals tingui sentit dins la definició del
departament. Com ara que en una sessió (dia, hora i aula) hi hagi un únic
alumne, que els dos professors del tribunal no siguin la mateixa persona, o
que un professor no estigui simultàniament a dos llocs alhora, o en una hora
que no està disponible. La solució també haurà de ser prou bona seguint
unes normes d’optimització, les restriccions toves. Aix́ı, es vol maximitzar
les preferències dels professors en assistir a presentacions de treballs que els
motivin o agradin. També cal minimitzar les hores mortes o nombre de dies
que ha de venir un professor i penalitzar quan l’àrea d’especialització del
professor no correspon amb la de l’alumne.

En aquest grau hi ha tres convocatòries per presentar el TFG: al febrer, al
juliol i al setembre. Aquest treball se centra en les defenses de juliol i setem-
bre, tenint en compte que alguns professors ja han participat en tribunals al
febrer. El nombre de tribunals dels quals formarà part cada professor és el
doble del nombre d’alumnes que ha tutoritzat, descomptant els que ja hagi
fet al febrer.

Comencem definint els tres conjunts principals del problema, el de professors :
P = {p1, . . . , pnP

}, el d’alumnes : A = {a1, . . . , anA
}, el de sessions : S =

{s1, . . . , snS
} i el d’aules U = {1, . . . , nU}.

Cada professor p ∈ P té unes caracteŕıstiques definides per les següents
funcions. Sigui Γ el conjunt d’especialitats, assignem a cada professor la seva
àrea d’estudi (àlgebra, anàlisi matemàtica. . . ) amb la funció

α : P → Γ.

Determinem la capacitat màxima de tribunals als quals pot assistir un pro-
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fessor amb
β : P → N.

D’altra banda, proporcionem una puntuació de la voluntat de cada professor
de formar part del tribunal del treball d’un alumne determinat amb la funció

γ : P × A→ N.

Finalment, indiquem si un professor està o no disponible en una sessió con-
creta amb

δ : P × S → {0, 1}.

De la mateixa manera, cada alumne a ∈ A té definida la funció que assigna
a cada alumne l’àrea del seu treball:

ϵ : A→ Γ.

La funció següent determina el professor que ha tutoritzat cada alumne:

ζ : A→ P.

I indiquem si un alumne està o no disponible en una sessió concreta amb

η : A× S → {0, 1}.

Per tota sessió s ∈ S prenem el conjunt ∆ ⊂ N de dies disponibles i definim
la funció que assigna la sessió a un dia concret

θ : S → ∆.

Definim el conjunt finit ordenat d’enters positius Θ com l’identificador de
cada sessió d’un mateix dia; començant amb el primer número per a la sessió
que es faci més prompte i seguint en ordre les sessions consecutives2. Fem
l’assignació amb la funció

ι : S → Θ.

Finalment, es defineix el nombre màxim d’aules disponibles per a una sessió
concreta amb la funció

κ : S → N.

El model defineix la variable de decisió com una funció d’assignació

χ : A→ S × U × P × P.

2Equival a assumir que totes les sessions duren una hora exacta i comencen en punt.
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On, per a cada alumne a ∈ A, la funció retorna

χ(a) = (sa, ua, p1,a, p2,a).

Aix́ı, cada alumne estarà assignat a una única aula (ua ∈ U), sessió (sa ∈ S)
i dos únics professors (p1,a, p2,a ∈ P )3.

El problema que estem definint s’emmarca dins de l’optimització amb res-
triccions. En aquest tipus de models es distingeixen dues categories de res-
triccions. D’una banda, les restriccions dures estableixen condicions sobre les
variables que s’han de satisfer obligatòriament; si se n’incompleix alguna, la
solució es considera infactible. D’altra banda, les restriccions toves represen-
ten les condicions que es volen minimitzar o maximitzar i són les que valoren
si una solució és o no millor que una altra.

Comencem definint les restriccions dures:

• (C1) A cada aula només hi pot haver una defensa per cada sessió.

∀a1, a2 ∈ A, a1 ̸= a2 =⇒ (sa1 , ua1) ̸= (sa2 , ua2).

• (C2) Els dos professors d’una defensa han de ser diferents.

∀a ∈ A, p1,a ̸= p2,a.

• (C3) El tutor de l’alumne no pot formar part del seu tribunal.

∀a ∈ A, p1,a ̸= ζ(a), p2,a ̸= ζ(a).

• (C4) L’alumne ha d’estar disponible a la sessió assignada.

∀a ∈ A, η(a, sa) = 1.

• (C5) Els dos professors han d’estar disponibles a la sessió assignada.

∀a ∈ A, δ(p1,a, sa) = 1, δ(p2,a, sa) = 1.

• (C6) Un professor no pot estar en dues aules alhora, a la mateixa sessió.

∀a1, a2 ∈ A, a1 ̸= a2 : sa1 = sa2 =⇒ {p1,a1 , p2,a1} ∩ {p1,a2 , p2,a2} = ∅.

• (C7) En una mateixa sessió no es poden usar més aules de les màximes
disponibles.

∀a ∈ A, ua ≤ κ(sa).

3D’ara en endavant usarem la notació sa, ua, p1,a, p2,a per referir-nos a les imatges de
a ∈ A sota les composicions de χ amb les respectives projeccions canòniques.
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• (C8) Un professor només pot fer dues sessions consecutives si són a la
mateixa aula. Si canvia d’aula, cal 1h lliure.

∀a1, a2 ∈ A, a1 ̸= a2 :
(
θ(sa1) = θ(sa2) ∧ |ι(sa1)− ι(sa2)| = 1 ∧

{p1,a1 , p2,a1} ∩ {p1,a2 , p2,a2} ̸= ∅
)

=⇒ ua1 = ua2 .

• (C9) Un professor no pot estar assignat a més sessions que la seva
capacitat màxima.

∀p ∈ P,
∑
a∈A

(
1{p1,a=p} + 1{p2,a=p}

)
≤ β(p).

A més, voldrem que el model minimitzi les següents restriccions toves:

• (R1) Maximitzar la voluntat dels professors.

R1 =
∑
a∈A

− (γ(p1,a, a) + γ(p2,a, a)) .

• (R2) Penalitzar si l’àrea del professor no és la mateixa que la de l’a-
lumne.

R2 =
∑
a∈A

(
1{α(p1,a)̸=ϵ(a)} + 1{α(p2,a)̸=ϵ(a)}

)
.

• (R3) Penalitzar si un professor ha d’anar a una aula diferent el mateix
dia.

R3 =
∑

a1,a2∈A, a1<a2
θ(sa1 )=θ(sa2 )

ua1 ̸=ua2

1{{p1,a1}∩{p1,a2 ,p2,a2}̸=∅} + 1{{p2,a1}∩{p1,a2 ,p2,a2}̸=∅}.

• (R4) Minimitzar el nombre de dies que ve un professor.

R4 =
∑
p∈P

|{θ(sa) : a ∈ A, p ∈ {p1,a, p2,a}}| .

• (R5) Minimitzar les hores mortes dels professors. Es penalitza el temps
d’espera entre dues defenses d’un mateix professor el mateix dia si
aquestes no són consecutives.

R5 =
∑
p∈P

∑
a1,a2∈A
a1<a2

max(0, |ι(sa1)− ι(sa2)|−1) ·1{
p∈{p1,a1 ,p2,a1}∩{p1,a2 ,p2,a2}

θ(sa1 )=θ(sa2 )

}.
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Finalment, el model combina totes les penalitzacions i objectius descrits an-
teriorment en una única funció objectiu a minimitzar. Donats els pesos
w1, w2, w3, w4, w5 ∈ R+, que són escalars que donen prioritat a cada restric-
ció tova, tenim

minZ = w1 ·R1 + w2 ·R2 + w3 ·R3 + w4 ·R4 + w5 ·R5. (3.1)

D’aquesta manera, l’objectiu de l’algoritme de resolució serà trobar l’assig-
nació χ que satisfaci totes les restriccions dures (C1-C9) i que minimitzi el
valor de Z.

La teoria de la complexitat treballa fonamentalment amb problemes de deci-
sió (resposta Śı/No). Per tant, convertim el nostre problema d’optimització
en un problema de decisió afegint un llindar L:

Definició 3.1 (tdtt-uab). Donats els conjunts finits P , A, S, U , les fun-
cions que defineixen les caracteŕıstiques del problema

α : P → Γ, β : P → N, γ : P × A→ N, δ : P × S → {0, 1}, ϵ : A→ Γ,

ζ : A→ P, η : A× S → {0, 1}, θ : S → ∆, ι : S → Θ, κ : S → N,

els pesos w1, . . . , w5 ∈ R+ i un valor llindar L ∈ R, el problema tdtt-uab
consisteix a decidir si existeix una assignació

χ : A→ S × U × P × P, χ(a) = (sa, ua, p1,a, p2,a)

que satisfaci les restriccions dures (C1)–(C9) i tal que el valor de la funció
objectiu

Z = w1R1 + w2R2 + w3R3 + w4R4 + w5R5 ≤ L.

Observem que el problema d’optimització no és més fàcil que el problema de
decisió tdtt-uab: si sabéssim trobar l’assignació òptima χ∗, podŕıem decidir
si Z ≤ L simplement comprovant si Z(χ∗) ≤ L. Per tant, si tdtt-uab és
NP -hard, el problema d’optimització també ho és.
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4 Demostració que el tdtt-uab és

NP -complet

L’objectiu d’aquesta secció és demostrar formalment que el problema tdtt-
uab pertany a la classe dels problemes NP -complets (Teorema 4.15). La de-
mostració principal es basarà en les idees dels treballs [BCDC+19] i [HPP12].

Per demostrar que tdtt-uab és NP -hard, utilitzarem el fet que set cove-
ring ésNP -hard (Teorema 4.10), que demostrarem mitjançant la següent ca-
dena de reduccions polinòmiques, establerta originalment per Karp [Kar10]:

sat ∝ clique ∝ vertex cover ∝ set covering.

El punt de partida de la cadena és el Teorema de Cook, que estableix que
sat és NP -complet i que citem sense demostrar [GJ79, Sip13, CLR90]. Les
tres reduccions que conformen la cadena es construeixen expĺıcitament en la
demostració del Teorema 4.10.

4.1 Primeres definicions

Per poder treballar amb el problema sat i construir la cadena de reduccions,
cal donar unes primeres definicions.

Definició 4.1 (Variable booleana). Una variable booleana és aquella que
pot ser o vertadera (1) o falsa (0) i les operacions booleanes son: ∧,∨,¬ (i,
o, no)4.

Definició 4.2 (Fórmula booleana). Sigui U = {u1, . . . , um} un conjunt de
variables booleanes. Una fórmula booleana sobre U és una expressió tal que:

1. Qualsevol variable ui ∈ U és una fórmula booleana.

2. Si ϕ és una fórmula booleana, aleshores ¬ϕ també és una fórmula
booleana.

3. Si ϕ i ψ són fórmules booleanes, aleshores (ϕ ∧ ψ) i (ϕ ∨ ψ) també són
fórmules booleanes.

40 ∧ 0 = 0, 0 ∨ 0 = 0, ¬ 0 = 1, 0 ∧ 1 = 0, 0 ∨ 1 = 1, ¬ 1 = 0, 1 ∧ 0 = 0, 1 ∨ 0 = 1,
1 ∧ 1 = 1, 1 ∨ 1 = 1
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Definició 4.3 (Fórmula satisfactible). Sigui U = {u1, . . . , um} un conjunt
de variables booleanes. Una fórmula booleana ϕ sobre U és satisfactible si
existeix una assignació de valors v : U → {0, 1} tal que v(ϕ) = 1. Definim el
llenguatge sat com:5

sat = {⟨ϕ⟩| ϕ és una fórmula Booleana satisfactible}.

Definició 4.4 (sat). El problema sat consisteix a determinar si, donada
una fórmula ϕ, existeix alguna assignació que la faci vertadera; és a dir, si
ϕ ∈ sat.

Definició 4.5 (Literal). Un literal és una variable o la seva negació. Una
clàusula és una disjunció (∨) de literals. Una fórmula està en la seva forma
normal conjuntiva (CNF) si és una conjunció (∧) de clàusules.

Exemple 4.6. Suposem que tenim el conjunt de variables booleanes U =
{u1, u2, u3} i la següent fórmula composta per tres clàusules:

ϕ = (u1 ∨ ¬u2) ∧ (¬u1 ∨ u3) ∧ (u2).

Si prenem l’assignació de valors v : U → {0, 1} tal que v(u1) = 1, v(u2) = 1 i
v(u3) = 1, aleshores

v(ϕ) = (1 ∨ ¬ 1) ∧ (¬ 1 ∨ 1) ∧ (1) = (1 ∨ 0) ∧ (0 ∨ 1) ∧ (1) = 1 ∧ 1 ∧ 1 = 1

Per tant, ϕ ∈ sat.

Un cop definides les estructures bàsiques de la lògica proposicional, podem
introduir el pilar fonamental de la teoria de la complexitat. No donarem una
demostració, però es pot trobar en [GJ79, pàg. 39], [Sip13, pàg. 204].

Teorema 4.7 (Teorema de Cook). El problema sat és NP -complet.

A partir d’aquest resultat, el nostre objectiu és estendre la NP -completesa
cap al problema de recobriment de conjunts.

Definició 4.8 (set covering). Sigui X un conjunt, F una famı́lia de sub-
conjunts de X i un enter positiu k ≤ |F|. El problema del set covering
consisteix a determinar si existeix una subcol·lecció C ⊆ F de mida |C| ≤ k
tal que cobreixi tot X, és a dir:

X =
⋃
Q∈C

Q.

5La notació ⟨ϕ⟩ l’hem introdüıt en la Definició 2.15
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Exemple 4.9. Considerem una ciutat amb 5 barris, X = {1, 2, 3, 4, 5}, on
volem determinar si és possible cobrir tota la zona amb un màxim de k = 2
escoles. Disposem de 5 terrenys {a, b, c, d, e} amb les següents cobertures:
A = {1, 2, 3}, B = {2, 4}, C = {3, 4}, D = {4, 5}, E = {1, 5}. En aquest
cas, la famı́lia és F = {A,B,C,D,E}. La resposta al problema de decisió és
afirmativa, ja que existeix la subcol·lecció C = {A,D}, tal que |C| = 2 ≤ k i
compleix A ∪D = {1, 2, 3, 4, 5} = X.

4.2 SET COVERING és NP -complet

Amb la definició i l’exemple en mà, podem enunciar el teorema que usarem
directament en la reducció principal.

Teorema 4.10. El problema del set covering és NP -complet.

Per demostrar el Teorema 4.10, utilitzarem una cadena de reduccions que
requereix la definició formal de dos problemes clàssics en grafs.

Definició 4.11 (clique). Donat un graf G = (V,E) i un enter positiu
J ≤ |V |. Existeix una clica de mida J o superior en G, és a dir, un subconjunt
V ′ ⊆ V tal que |V ′| ≥ J i cada parell de vèrtexs a V ′ estan units per una
aresta a E?

Definició 4.12 (vertex cover). Donat un graf G = (V,E) i un enter
positiu K ≤ |V |. Existeix una cobertura de vèrtexs de mida K o inferior per
a G, és a dir, un subconjunt V ′ ⊆ V tal que |V ′| ≤ K i, per a cada aresta
{u, v} ∈ E, almenys un dels vèrtexs u i v pertanyi a V ′?

Demostració del Teorema 4.10. En primer lloc, és immediat comprovar que
set covering ∈ NP . Donada una subcol·lecció C ⊆ F com a certificat, es
pot verificar en temps polinòmic si la unió de tots els seus elements coincideix
amb el conjunt X i si el seu cardinal compleix la condició |C| ≤ k.

Per demostrar que el problema és NP -hard, s’articula la següent seqüència
de reduccions polinòmiques:

Pas 1: sat ∝ clique. Sigui U = {u1, . . . , um} un conjunt de variables
booleanes i ϕ una fórmula de p clàusules. Constrüım un graf G = (V,E) on
els vèrtexs són:

V = {⟨σ, i⟩| σ és un literal de la i-èsima clàusula }
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Les arestes són:

E = { {⟨σ, i⟩, ⟨δ, j⟩} | i ̸= j, σ ̸= ¬ δ}
Definim l’enter positiu J = p. Trobar si ϕ ∈ sat, equival a determinar si
existeix una clica de mida almenys J en el graf G = (V,E) (vegeu a l’annex
Exemple A.1).

Pas 2: clique ∝ vertex cover. Donat el graf G = (V,E) i l’enter
J definits anteriorment, considerem el graf complementari Ḡ = (V, Ē), on
{u, v} ∈ Ē ⇐⇒ {u, v} /∈ E, és a dir amb les arestes que abans no hav́ıem
posat. Definim el nou llindar com K = |V | − J . En aquesta construcció,
un subconjunt de vèrtexs V ′ ⊆ V és una clica en G si, i només si, el seu
complement V \ V ′ és un recobriment de vèrtexs (vertex cover) en Ḡ de
mida ≤ K (vegeu a l’annex l’Exemple A.2).

Pas 3: vertex cover ∝ set covering. Donada la instància del pro-
blema vertex cover definida pel graf Ḡ = (V, Ē) i l’enter K, constrüım
una instància de set covering definint X com el conjunt de les arestes
del graf, X = Ē, i la famı́lia F = {Qv : v ∈ V } on cada subconjunt
Qv = {e ∈ Ē | e és incident a v} conté les arestes que toquen al vèrtex
v.

Finalment, fixem k = K. Per construcció, existeix un recobriment de vèrtexs
de mida ≤ K en Ḡ si, i només si, existeix una subcol·lecció C ⊆ F de mida
≤ k que cobreix tot X (vegeu a l’annex l’Exemple A.3).

En l’annex A hi ha exemples de les tres reduccions d’aquests tres passos.

4.3 Demostració principal

Un cop completada la cadena de reduccions, estem llestos per abordar la de-
mostració central de la secció. Abans de fer-ho, fixem la notació de comple-
xitat asimptòtica que usarem per argumentar que les transformacions cons-
trüıdes s’efectuen en temps polinòmic.

Definició 4.13 (Notació O). Siguin f, g : N → R+. Diem que f(n) =
O(g(n)) si existeixen constants c > 0 i n0 ∈ N tals que

f(n) ≤ c · g(n) ∀n ≥ n0.

En el context d’aquest treball, diem que un algorisme té cost O(g(n)) si el
nombre d’operacions elementals que realitza és O(g(n)), i que una instància
té midaO(g(n)) si el nombre d’entrades necessàries per descriure-la ésO(g(n)).
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La demostració que el problema tdtt-uab és NP -complet té dues parts. La
primera és comprovar que el problema està dins de la classe NP .

Lema 4.14. El problema tdtt-uab pertany a la classe NP .

Demostració. Construirem un verificador per al nostre problema, i veurem
que ho és en temps polinòmic. Considerem una solució χ : A→ S × U × P 2

per a una instància del problema. Cada comprovació d’un element dins un
conjunt, o de la verificació d’una igualtat o desigualtat entre dos elements,
té un cost constant O(1). També té un cost constant consultar els valors de
les funcions α, β, γ, δ, ϵ, ζ, η, θ, ι, κ.

Primer cal verificar la bona definició de χ, comprovant per cada a ∈ A si
sa ∈ S, ua ∈ U , p1,a, p2,a ∈ P , en total té un cost O(nA).

Les restriccions C2, C3, C4, C5 i C7 tenen cadascuna un cost O(nA), ja
que tan sols cal fer comprovacions de cost constant per a cada a ∈ A. Les
restriccions C1, C6 i C8 requereixen comparar tots els parells a1, a2 ∈ A; com
que el nombre de parelles (a1, a2) és

(
nA

2

)
= nA(nA−1)

2
; el cost de cadascuna és

O(n2
A). Per a la restricció C9, inicialitzem un array C indexat per professors

a zero. Per a cada a ∈ A, incrementem C[p1,a] i C[p2,a] en una unitat. A
continuació, per cada p ∈ P comprovem si C[p] ≤ β(p). Aquest procediment
té cost O(nA) per als increments i O(nP ) per a les comprovacions, amb un
cost total de O(nP + nA).

En les restriccions R1 i R2 fem consultes, sumes, comparacions i sumes per a
cada a ∈ A, amb cost O(nA). En la R3 iterem sobre totes les parelles a1 < a2
i fem consultes de cost constant, per tant cost O(n2

A). En la R4 per a cada
p ∈ P creem un conjunt buit Dp, i per a cada a ∈ A inserim θ(sa) a Dp1,a i a
Dp2,a , fem 2 · nA insercions, finalment ho sumem per tot p, |Dp|. Aix́ı tenim
un cost total: O(nA + nP ). La R5 és la més complexa, recollim en una llista
totes les sessions on p forma part del tribunal, això té un cost O(nA) i després
per cada parella dins la llista amb dies iguas apliquem la penalització. En el
pitjor dels casos un professor pot estar en O(nA) tribunals, i aleshores caldria
examinar

(
nA

2

)
parelles; sumant sobre tots els professors, el cost en el pitjor

cas és O(nP · n2
A).

Finalment, calculem Z =
∑5

i=1wiRi amb cinc multiplicacions i quatre sumes,
i comparem Z ≤ L, amb cost O(1).

Per tant, el temps total de verificació està fitat per O(nP · n2
A), que és un

polinomi en nA i nP , i per tant el problema pertany a NP .
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4 DEMOSTRACIÓ QUE EL TDTT-UAB ÉS NP -COMPLET

Per completar la demostració ara tan sols val veure que tot problema de la
classe NP és redüıble en temps polinomial al problema tdtt-uab, que és
equivalent a veure que aquest és NP -hard.

Teorema 4.15. El problema tdtt-uab és NP -complet.

Demostració. Ja hem vist en el lema 4.14 que el tdtt-uab ∈ NP . Tan sols
ens queda veure que és NP -hard.

Ho demostrarem construint una reducció polinòmica des del problema set
covering, que és NP -hard, cap a un cas particular del tdtt-uab. Cons-
truirem una instància del tdtt-uab i demostrarem que existeix una solució
vàlida amb Z ≤ L si i només si, la instància original de set covering té una
coberta de mida ≤ k. Si exist́ıs un algorisme polinòmic per al tdtt-uab,
també resoldria el cas particular, i la composició d’aquest amb la reducció
resoldria el set covering en temps polinòmic i implicaria que P = NP .

4.3.1 Construcció de la instància de tdtt-uab

Considerem una instància arbitrària del set covering:

• Un conjunt X = {1, ...,m}
• Una famı́lia de subconjunts F = {Q1, ..., Qn} amb Qi ⊆ X

• Un enter positiu k ≤ |F| = n.

El problema demana si existeix una subcol·lecció C ⊆ F de mida |C| ≤ k tal
que X =

⋃
Q∈C

Q.

Ara constrüım una instància del nostre model tdtt-uab i comprovem que
és una transformació polinòmica, és a dir, que es pot construir en temps
polinòmic. La mida de la instància de set covering ve descrita per m =

|X|, n = |F| i
n∑

w=1

|Qw| ≤ n · m. La mida total és O(m + n +
n∑

w=1

|Qw|) ≤

O(m+ n+ n ·m) = O(n ·m).

Prenem tants alumnes com elements de X, tantes sessions com alumnes i
una única aula.

A = {a1, ..., am}, S = {s1, ..., sm}, U = {1}.

Els dos primers conjunts tenen mida O(m) i el tercer, O(1).
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4 DEMOSTRACIÓ QUE EL TDTT-UAB ÉS NP -COMPLET

Totes les sessions es realitzen el mateix dia, en hores consecutives diferents i
a la mateixa aula; les tres funcions resultants, definides per a cada sk ∈ S,
tenen mida O(m). El conjunt d’identificador d’hores és Θ = {1, ...,m} i el
de dies ∆ = {1}.

θ(sk) = 1 ∀sk ∈ S,

ι(sk) = k ∀sk ∈ S,

κ(sk) = 1 ∀sk ∈ S.

Cada alumne estarà disponible únicament a la seva sessió corresponent. Com
que la funció depèn de cada parell (ai, sk), té mida O(m2):

η(ai, sk) =

{
1 si i = k
0 si i ̸= k

∀ai ∈ A, sk ∈ S.

Hi haurà tres tipus de professors: un fj per cada subconjunt Qj ∈ F , un
xi per cada element i ∈ X, i un tutor ti per a cada alumne ai. En total,
|P | = n+ 2m, de manera que O(|P |) = O(n+m):

PF = {f1, ..., fn}, PX = {x1, ..., xm}, PT = {t1, ..., tm}

Establim que cada alumne té un tutor diferent. La funció és de mida O(m).

ζ(ai) = ti ∈ PT ∀ai ∈ A

La capacitat de cada professor és prou gran perquè no sigui un factor limitant,
per tant, permetem que un únic professor pugui fer de tribunal de tots els
alumnes. La mida O(m · |P |) = O((n+m) ·m).

β(p) = m ∀p ∈ P = PF ∪ PX ∪ PT

Tots els professors estan disponibles sempre, la funció té mida O(m · |P |) =
O((n+m) ·m).

δ(p, sk) = 1 ∀p ∈ P, ∀sk ∈ S

El conjunt d’àrees d’especialitat serà Γ = {1}, amb una única àrea per tot-
hom, codificada com a 1. La funció α té mida O(m · |P |) = O((n+m) ·m)
i la ϵ mida O(m).

α(p) = 1 ∀p ∈ P

ϵ(ai) = 1 ∀ai ∈ A
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4 DEMOSTRACIÓ QUE EL TDTT-UAB ÉS NP -COMPLET

Finalment ens queda definir la funció amb la puntuació de la voluntat de
cada professor a formar part del tribunal del treball d’un alumne. Ho farem
d’aquesta manera:

γ(p, ai) =


si p ∈ PX i p = xi , 2
si p ∈ PF , i ∈ Qj ∈ F i p = fj , 1
si p ∈ PT , 0
altrament , 0

∀ai ∈ A

La funció γ es pot respresentar com una matriu amb m columnes i n+ 2 ·m
files. Per tant, té mida O((n+m)m)

Com que només tenim una àrea per tothom, la restricció tova R2 ja no
tindrà sentit, per tant prendrem el pes w2 = 0. De la mateixa manera,
només tenim una aula, per tant la R3 tampoc té sentit i prendrem w3 = 0.
I per simplificar el model, prendrem també w5 = 0. Aix́ı, només ens queden
la restricció R1 que busca maximitzar les voluntat dels professors, i R4, que
com que només tenim un dia disponible, buscarà disminuir el nombre de
professors que han de fer de tribunal. Per tant, prenem els pesos w1 = M ,
w4 = 1, w2 = w3 = w5 = 0, on M es fixarà més endavant. Prendrem la
funció objectiu a minimitzar:

Z = w1 ·R1 + w2 ·R2 + w3 ·R3 + w4 ·R4 + w5 ·R5 =M ·R1 +R4

4.3.2 Càlcul de M i del llindar L

Un cop definida la instància, hem d’escollir els paràmetres M i L de manera
que la solució òptima del tdtt-uab codifiqui exactament les solucions del
set covering. Volem que el model estigui obligat sempre a assignar a
l’alumne ai el seu professor xi i un dels professors del subconjunt Qj tal

que i ∈ Qj, ∀ai ∈ A. És a dir, que mai pugui triar un altre professor que
no estigui en Qj. Però que entre els professors possibles dins el conjunt Qj

trii aquell que minimitza R4. Per fer-ho triarem el valor de la M i de la L
estratègicament.

El màxim valor que pot prendre R4 és:

R4 =
∑
p∈P

|θ(sa) : a ∈ A, p ∈ {p1,a, p2,a}| = |P |

= |PF ∪ PX ∪ PT | = n+m+m = n+ 2m
(4.1)

Per tant, prenemM > n+2m aix́ı, la pèrdua en R1 és més gran que el guany
possible en R4. En particular, prenem

M = n+ 2m+ 1 (4.2)
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4 DEMOSTRACIÓ QUE EL TDTT-UAB ÉS NP -COMPLET

Finalment ens cal donar un valor per al llindar, L ∈ R tal que Z =M ·R1+
R4 ≤ L. Com que el valor mı́nim que pot prendre R1 és:

R1 =
∑
a∈A

− (γ(p1,a, a) + γ(p2,a, a)) =
∑
a∈A

− (2 + 1) = −3m (4.3)

Aleshores, definim el llindar

L =M · (−3m) + 1 · (m+ k) = −3mM +m+ k (4.4)

que correspon al valor de Z quan R1 és mı́nim (totes les voluntats òptimes,
R1 = −3m) i s’utilitzen exactament k professors de PF (R4 = m+ k).

4.3.3 La reducció és polinòmica

Comprovem que la mida total de la instància constrüıda és polinòmica en la
mida de l’entrada. Denotem per N = O(nm) la mida de la instància del set
covering.

Sumant les mides de tots els components, els termes dominants corresponen
a les funcions γ, δ i β, cadascuna de mida O((n+m) ·m). Per tant, la mida
total de la instància del tdtt-uab és:

O(m2) +O((n+m) ·m) = O(nm+m2).

Com que N = O(nm), tenim m ≤ N i n ≤ N , d’on:

nm+m2 ≤ N +N2 = O(N2).

Per tant, la mida de la sortida és polinòmica en N .

Quant al temps de construcció, cada component s’omple directament a partir
de les dades d’entrada. En particular, γ es construeix llegint la famı́lia F =
{Q1, . . . , Qn} i escrivint γ(fj, ai) = 1 si i només si i ∈ Qj; això requereix
temps O(

∑n
w=1 |Qw|) ≤ O(nm). Tots els altres components es construeixen

en temps O((n + m) · m) o inferior. Finalment, M = n + 2m + 1 i L =
−3mM +m+ k es calculen en temps O(1) a partir de n, m i k.

El temps total de construcció és O(nm+m2) = O(N2), que és polinòmic en
N .
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4 DEMOSTRACIÓ QUE EL TDTT-UAB ÉS NP -COMPLET

4.3.4 Demostració de les dues implicacions

Anem a demostrar que existeix una subcol·lecció C ⊆ F de mida |C| ≤ k
tal que X =

⋃
Q∈C

Q per a la instància set covering ⇐⇒ la instància que

acabem de construir del tdtt-uab admet una assignació vàlida amb Z ≤ L.

( =⇒ ) Suposem que existeix aquest C. Per a cada alumne ai amb i ∈ X
triem un Qw ∈ C tal que i ∈ Qw, que sabem que existeix perquè X =

⋃
Q∈C

Q.

Assignem
χ(ai) = (si, 1, xi, fw)

La sessió i l’aula son assignades per construcció, el primer professor xi també,
i el segon professor s’assigna escollint el mateix ı́ndex que en la solució del
set covering. Comprovem que es compleixen les restriccions dures:

• (C1): cada alumne està assignat a una única sessió que no es solapa
amb les altres.

• (C2): sempre seran diferents els professors perque els conjunts PF i PX

són disjunts.

• (C3): el tutor ti mai intervé.

• (C4): cada alumne està disponible en una única sessió, la seva.

• (C5): tots els professors tenen disponibilitat completa.

• (C6), (C7): no hi ha sessions simultànies.

• (C8): com que no canviem d’aula es permeten sessions consecutives.

• (C9): la capacitat dels professors és prou gran per tots.

Calculem els valors de les restriccions toves.

R1 =
∑
ai∈A

− (γ(p1,ai , ai) + γ(p2,ai , ai)) =
∑
ai∈A

− (γ(xi, ai) + γ(fw, ai))

=
∑
ai∈A

− (2 + 1) = −3m.

El terme R4 compta el nombre de professors diferents que intervenen.

R4 =
∑
p∈P

|θ(sa) : a ∈ A, p ∈ {p1,a, p2,a}| = |C|+ |PX | = |C|+m.

La funció objectiu ens queda

Z =M · (−3m) + |C|+m = −3mM + |C|+m ≤ −3mM + k +m = L.

27



4 DEMOSTRACIÓ QUE EL TDTT-UAB ÉS NP -COMPLET

Tal i com voĺıem demostrar.

( ⇐= ) Sigui χ una assignació vàlida per al problema tdtt-uab amb
Z = R1 ·M +R4 ≤ L = −3mM +m+ k. I sigui X = {1, ...,m} un conjunt
i F = {Q1, ..., Qn} una famı́lia de subconjunts amb Qi ⊆ X.

En l’equació (4.3) hem vist que−3m ≤ R1 sempre. Suposem que−3m < R1,
que és equivalent a suposar que R1 ≥ −3m + 1 ja que γ : P × A → N. Per
tant, tenim

Z = R1 ·M +R4 ≥ (−3m+ 1) ·M +R4 ≥ −3mM +M +R4.

Clarament R4 ≥ 0 per definició. A més, recordem que M = n+2m+1 i que
k ≤ n per construcció i m ≥ 1, aix́ı M = n+ 2m+ 1 ≥ k+ 2m+ 1 > k+m.
Per tant,

Z ≥ −3mM +M = −3mM + (n+ 2m+ 1) > −3mM + k +m = L

Arribem a la conclusió que Z > L que entra en contradicció en la hipòtesi
de que Z ≤ L, aix́ı, es fals que −3m < R1, i obtenim R1 = −3m.

Hem vist que Z ≤ L ⇒ R1 = −3m. Notem que γ(p, a) ≤ 2 ∀p ∈ P, a ∈ A;
per tant, γ(p1,a, a) + γ(p2,a, a) ≤ 4. Però com que

γ(p1,ai , ai) + γ(p2,ai , ai) = 4 ⇔
{
γ(p1,ai) = 2
γ(p2,ai) = 2

⇔
{
p1,ai = xi
p2,ai = xi

Aleshores, γ(p1,a, a) + γ(p2,a, a) ≤ 3 ∀a ∈ A. Però, R1 = −3m força que per
a cada alumne ai ∈ A la suma sigui exactament γ(p1,ai , ai) + γ(p2,ai , ai) = 3.
I les úniques opcions per a que això passi és amb (2, 1) o (1, 2).

Per tant, un dels dos professors ha de ser xi ∈ PX , i l’altre ha de ser fj ∈ PF
amb i ∈ Qj ∈ F . Definim les aplicacions bijectives naturals:

h : A −→ X = {1, ...,m}
ai 7−→ i

,

g : PF −→ F = {Q1, ..., Qn}
fj 7−→ Qj

.

I definim l’aplicació que associa a cada alumne el professor del conjunt PF
que s’ha assignat al seu tribunal

π : A −→ PF

ai −→

{
p1,ai si p1,ai ∈ PF ,

p2,ai si p2,ai ∈ PF
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Definim E = π(A). Aix́ı, la condició de triar fj ∈ PF amb i ∈ Qj ∈ F per a
cada alumne s’expressa com

h(a) ∈ g(π(a)) ∀a ∈ A.

Ara definim C = g(π(A)), la imatge per g del conjunt de professors de PF
que han estat assignats al tribunal d’algun alumne. I veiem que X =

⋃
Q∈C

Q.

Sigui x ∈ X, com que h és bijectiva, existeix un únic ax ∈ A tal que h(ax) = x.
Aquest alumne té assignat un professor π(ax) ∈ E ⊆ PF . Sigui el subconjunt
Qx = g(π(ax)) ∈ C. Sabem que h(ax) ∈ g(π(ax)) = Qx. Per tant, x ∈ Qx, i
X =

⋃
Q∈C

Q.

Per (4.1) sabem que R4 ≤ n + 2m, però ara que R1 = −3m, tenim que
Z = R1 ·M +R4 ≤ −3mM +m+ k = L =⇒ R4 ≤ m+ k. Per construcció

R4 = |PX |+ |π(A)| = m+ |C| ≤ m+ k =⇒ |C| ≤ k

Per tant, hem trobat una subcol·lecció C ⊆ F de mida |C| ≤ k que recobreix
tot X, la qual cosa demostra que si la instància del problema tdtt-uab té
solució vàlida, la instància de set covering també en té.

Això completa la reducció en ambdues direccions i demostra que el problema
és NP -hard.

En l’annex B hi ha il·lustrada la reducció amb un exemple expĺıcit que recorre
la construcció de la instància, el càlcul dels paràmetres M i L, i la verificació
de les dues implicacions de l’equivalència.
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5 Els algorismes de Timefold

Hem demostrat a la Secció 4.3 que el problema tdtt-uab és NP -complet.
Això implica que, llevat que P = NP , no existeix cap algorisme determi-
nista en temps polinòmic que el resolgui de manera exacta en tots els casos.
En el cas real del problema tdtt-uab en les presentacions del grau de Ma-
temàtiques de la UAB hi ha un nombre molt alt de tribunals (vora els 60),
per tant, trobar una solució òptima esdevé una pràctica molt complicada de
programar.

Per afrontar aquesta dificultat, recorrem a Timefold Solver, un motor de
planificació que busca trobar la millor solució disponible en el temps delimitat
per a problemes de planificació. Un problema de planificació és un sistema
que ha d’assignar recursos a tasques respectant una sèrie de restriccions.
Timefold no garanteix trobar la solució òptima, però en la pràctica troba
solucions de bona qualitat en temps raonables. L’estratègia general consta en
dues fases: en la primera s’aplica l’algorisme First Fit, que genera una solució
inicial; en la segona s’aplica l’algorisme Late Acceptance Hill Climbing que
millora aquesta solució iterativament per intentar trobar una solució prou
bona.

En aquesta secció descrivim com Timefold modelitza un problema de plani-
ficació, en particular el problema tdtt-uab, com avalua la qualitat d’una
solució mitjançant una funció de puntuació, i quins algorismes empra per cer-
car la millor solució possible. S’utilitzen com a fonts principals de la secció
[Tim26, Tim24, RNC03].

5.1 Modelització d’un problema de planificació

Per entendre el mètode de resolució, cal especificar com Timefold estructura
els problemes de planificació, i ho exemplificarem amb el problema principal
del treball.

Definició 5.1 (Fet del problema). Un fet del problema (problem fact) és
una dada d’entrada que no canvia durant el procés de resolució.

En el tdtt-uab, els fets del problema corresponen als conjunts de professors,
alumnes, sessions i aules (P , A, S i U) del model matemàtic, juntament amb
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totes les funcions que en descriuen les caracteŕıstiques: α, β, γ, δ, ϵ, ζ, η, θ, ι, κ.

Definició 5.2 (Variable de planificació i rang de valors). Una variable de
planificació (planning variable) és una variable que el motor de planificació
pot modificar durant la resolució.

El conjunt de valors que pot prendre s’anomena rang de valors de la variable.

Definició 5.3 (Entitat de planificació). Una entitat de planificació (planning
entity) és un objecte que agrupa les variables de planificació d’una assignació
concreta.

En la nostra implementació, per a cada alumne a ∈ A es defineix una enti-
tat de planificació anomenada Tribunals que conté les quatre variables de
planificació sessio, aula, profe1 i profe2, que corresponen exactament a
les quatre components de la funció d’assignació:

χ(a) = (sa, ua, p1,a, p2,a),

amb rangs de valors S, U , P i P respectivament. L’objecte Tribunals també
conté la variable identificadora de l’alumne, que no canvia durant la resolució
i una etiqueta pròpia identificadora.

Definició 5.4 (Solució de planificació). Una solució de planificació és l’estat
complet del problema en un moment donat. Conté tots els fets del problema,
totes les entitats de planificació i la puntuació de l’estat actual.

Observació 5.5. Un problema de planificació no és res més que una solució de
planificació no inicialitzada, és a dir, una solució en la qual totes les variables
de planificació de totes les entitats prenen el valor nul.

En la nostra implementació, la solució de planificació és la classe Horari,
que conté: els fets del problema: les llistes P , A, S i U , que també actuen
com a rangs de valors per a les variables de planificació, totes les entitats de
planificació Tribunals, i la puntuació de l’assignació actual.

Per obtenir la puntuació de la solució de planificació, Timefold utilitza la
tècnica HardMediumSoftScore és a dir, que hi ha restriccions dures, mitjanes
i toves. En la secció 3 ja hem definit les restriccions dures i toves; la nova
restricció mitjana la farem servir com una restricció tova prioritària davant
de totes les altres.

Definició 5.6 (Puntuació d’una solució). La puntuació d’una solució és una
tupla

σ = (h, m, s) ∈ Z3,
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on h acumula les penalitzacions per violació de restriccions dures, m les de
les restriccions mitjanes, i s les de les restriccions toves.

La puntuació σ1 = (h1,m1, s1) és millor que la puntuació σ2 = (h2,m2, s2) si
i només si

h1 > h2, o bé h1 = h2 ∧ m1 > m2, o bé h1 = h2 ∧ m1 = m2 ∧ s1 > s2.

Aquesta propietat garanteix que Timefold mai no sacrificarà el compliment
d’una restricció dura per millorar qualsevol combinació de restriccions toves
o mitjanes, la qual cosa és essencial per a la validesa de les solucions del
tdtt-uab.

En el nostre model, les restriccions (C1)-(C9) del model matemàtic es corres-
ponen amb les restriccions dures, excepte les (C7)6 i (C9)7 que són restriccions
mitjanes, per facilitar la resolució del problema. Les restriccions (R1)-(R5)
són les restriccions toves.

Cal remarcar que, a diferència del model matemàtic de la Secció 3, on es
minimitzava la funció de cost Z, Timefold sempre maximitza la puntuació.
Això és consistent amb el model perquè totes les restriccions s’implementen
amb penalize, que resta punts, excepte la restricció (R1), maximitzar les
voluntats dels professors, que s’implementa amb reward, que en suma. Per
tant, maximitzar la puntuació de Timefold és equivalent a minimitzar Z,
amb l’afegit que les voluntats també es maximitzen de manera natural.

Pel que fa al càlcul exacte de la puntuació de les restriccions mitjanes, ca-
dascuna penalitza de manera proporcional al grau d’incompliment, no amb
un valor fix. La restricció (C7) numera les aules disponibles amb un ı́ndex
1, 2, . . . i cada sessió s té un màxim permès de κ(s) aules; si un tribunal és
assignat a una aula d’́ındex j > κ(s), la penalització és j − κ(s) punts per
aquell tribunal. La restricció (C9) actua a nivell de professor: si el professor
p acaba assignat a k tribunals i k > β(p)8, la penalització és (k− β(p))× λp
punts, on λp = 1 si el professor havia indicat prèviament que podia assumir
tribunals addicionals si calia, i λp = 100 en cas contrari.

Quant a la puntuació tova, cada restricció contribueix de manera diferent.
Els pesos de la funció objectiu (3.1) s’han fixat w1 = w4 = w5 = 1, w2 = 15
i w3 = 3; els valors de w2 i w3 s’han escollit expĺıcitament per donar-los

6(C7): en una mateixa sessió no és poden usar més aules de les màximes disponibles
7(C9): un professor no pot estar assignat a més sessions que la seva capacitat màxima
8β(p): capacitat màxima de tribunals als que ha d’assistir un professor.
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més pes relatiu, mentre que la resta s’han deixat unitaris. La restricció
(R1)9 és l’única que suma punts en lloc de restar-ne: per cada tribunal,
s’afegeix la valoració que cada professor havia donat al treball de l’alumne.
La restricció (R2)10 penalitza w2 = 15 punts per cada professor del tribunal
que no pertany a l’àrea del treball de l’alumne; com que hi ha dos professors
per tribunal, la penalització pot ser 0, −15 o −30; el valor w2 = 15 s’ha
triat per prioritzar la coincidència d’àrea per sobre de la resta de criteris
tous. Les restriccions (R3)11 i (R5)12 no actuen per tribunal sinó donada
qualsevol parella de tribunals (Ti, Tj) que compleix les dos condicions: es
fan el mateix dia i comparteixen almenys un professor. Si a més, aquestes
dues sessions estan en aules diferents, (R3) penalitza w3 = 3 punts. Si un
professor té tres tribunals el mateix dia en aules diferents, hi ha tres parelles
possibles i la penalització és −9; el valor w3 = 3 s’ha triat perquè amb pes
unitari la penalització era massa petita per influir efectivament en la cerca.
En canvi, (R5) penalitza les hores mortes entre les dues sessions del mateix
dia, concretament max(0, |h1 − h2| − 1) punts, on h1 i h2 són els ı́ndexs
horaris, de manera que sessions consecutives no penalitzen però un forat
d’una hora penalitza 1 punt, de dues hores 2 punts, i aix́ı successivament. La
restricció (R4)13 actua a nivell de professor i dia: penalitza 1 punt per cada
dia en què el professor té assignat almenys un tribunal, independentment
de quants en tingui aquell dia, amb l’objectiu de concentrar la seva càrrega
en el menor nombre de dies possible. Finalment, s’afegeix una penalització
tècnica d’1 punt per cada tribunal on l’identificador del primer professor és
lexicogràficament superior al del segon; aquesta restricció no té cap significat
acadèmic sinó que serveix exclusivament per trencar simetries i reduir l’espai
de cerca efectiu del motor.

5.2 First Fit

Inicialitzem el problema de planificació amb totes les entitats amb valor nul
i el primer que cal fer és emplenar-les amb algun valor. Per fer-ho, s’aplica
l’algorisme First Fit. La solució obtinguda no és necessàriament factible,
però es construeix ràpidament per poder optimitzar-la amb l’algorisme de la
segona etapa.

9(R1): Maximitzar la voluntat dels professors.
10(R2):Penalitzar si l’àrea del professor no és la mateixa que la de l’alumne.
11(R3): Penalitzar si un professor ha d’anar a una aula diferent el mateix dia.
12(R5): Minimitzar les hores mortes dels professors.
13(R4): Minimitzar el nombre de dies que ve un professor.
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Definició 5.7 (First Fit). L’algorisme First Fit recorre totes les entitats de
planificació en l’ordre per defecte, inicialitzant-ne una a la vegada. Assig-
na cada entitat al millor valor disponible, tenint en compte les entitats ja
inicialitzades. Finalitza quan totes les entitats han estat inicialitzades i no
modifica mai una entitat després d’haver-la assignat.

En el cas del problema tdtt-uab comença amb el tribunal T1 de l’alumne
a1 ∈ A, calcula la puntuació de totes les posicions χ(a) = (sa1 , ua1 , p1,a1 , p2,a1)
possibles i escull la que té la puntuació màxima. Segueix amb el tribunal T2
de l’alumne a2 ∈ A calcula la puntuació de totes les posicions tenint en
compte on està assignat el primer alumne i tria la de major puntuació. I aix́ı
fins a l’últim tribunal de l’últim alumne, en ordre i sense canviar mai cap
assignació.

5.3 Late Acceptance Hill Climbing

Un cop inicialitzada la solució arriba el moment de millorar la puntuació per
aconseguir una millor solució.

Definició 5.8 (Moviment). Un moviment és un canvi en el valor d’una o
més variables de planificació

En el context del tdtt-uab, un moviment consisteix, per exemple, a can-
viar la sessió assignada a un tribunal, o a intercanviar els professors de dos
tribunals diferents.

Definició 5.9 (Cerca local). Una cerca local és un algorisme d’optimització
que parteix d’una solució inicial i l’evoluciona iterativament. En cada itera-
ció, el motor de planificació avalua un conjunt de moviments sobre la solució
actual i aplica el millor moviment acceptat, anomenat pas, per obtenir la so-
lució de la iteració següent. La cerca local utilitza un únic camı́ de solucions,
no un arbre: la solució actual es substitueix per la nova i no es torna mai
enrere.

Observació 5.10. L’algorisme s’anomena cerca local perquè en cada pas només
examina el vëınat de la solució actual, és a dir, les solucions assolibles amb un
únic moviment. No explora mai l’espai global de totes les solucions possibles.

La cerca local que utilitzem en el Timefold és el Hill Climbing.
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Definició 5.11 (Hill Climbing). El Hill Climbing és una cerca local on el
motor de planificació pren com a millor moviment acceptat aquell que no
disminueix la puntuació de la solució actual.

Tot i la seva simplicitat, el Hill Climbing té un problema fonamental.

Definició 5.12 (Òptim local). Un òptim local és una solució per a la qual
tots els moviments possibles deterioren o no milloren la puntuació.

El Hill Climbing queda atrapat en un òptim local perquè no accepta cap
moviment que empitjori la solució, fins i tot si fer-ho permetria escapar cap
a una solució global millor en passos posteriors.

Per superar aquest problema, Timefold aplica l’algorisme Late Acceptance
Hill Climbing (LAHC), introdüıt per [BB17].

Definició 5.13 (LAHC). El Late Acceptance Hill Climbing (LAHC) és un
algorisme de cerca local que donat un valor L ∈ N, en cada pas k accepta un
moviment candidat amb puntuació σ′ si i només si

σ′ ≥ σk o bé σ′ ≥ σk−L,

on σk és la puntuació de la solució actual en el pas k i σk−L és la puntuació
en el pas k − L. En cas d’acceptació, el moviment s’aplica immediatament
com a pas guanyador sense avaluar cap altre moviment.

La idea clau del LAHC és que, en lloc de comparar un moviment candidat
únicament amb la solució actual, com fa el Hill Climbing, el compara també
amb una solució de L passos enrere. Això permet acceptar moviments que
temporalment empitjoren la puntuació respecte a la situació present, sempre
que siguin millors que l’estat de la solució fa L passos. D’aquesta manera,
l’algorisme pot escapar dels òptims locals.

Observació 5.14. El Timefold utilitza L = 40014 i desa sempre la millor
solució trobada durant tota la cerca. Com que el LAHC pot acceptar mo-
viments que empitjoren la solució actual, la solució retornada al final no és
necessàriament la del darrer pas, sinó la millor de tota la trajectòria.

En la nostra implementació, el LAHC opera sobre la solució prodüıda pel
First Fit i en cada pas genera moviments que canvien l’assignació d’un o més
tribunals. El motor de planificació continua iterant fins que finalitza el temps
d’execució especificat i retorna la millor solució trobada durant tota la cerca.

14És el valor per defecte, vist en el codi font [Tim24].
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6 Resolució del problema en el cas

real del curs 2025-2026

Per completar l’estudi, s’introdueixen les dades reals dels estudiants del Grau
en Matemàtiques de la UAB del curs 2025-2026. Tot el codi de lectura i neteja
de les dades, i d’implementació del Timefold s’ha programat en Python.

La base de dades principal són les respostes del formulari que s’envia als
professors per saber la seva disponibilitat i preferències per formar part
dels tribunals de cada treball. Aquesta base de dades s’anomena “0TFG-
disponibilitat-i-preferencies-per-a-tribunals-2025 2026.xlsx” i està composta
per 32 files, una per cada professor (31 professors vàlids) i diversos blocs de
columnes.

Les columnes del primer bloc corresponen a les sessions. Les respostes poden
ser “no disponible”, “disponible” i “preferible”; i es codifiquen respectiva-
ment amb els valors 0, 1 i 1. Cada columna del segon bloc duu com a
capçalera el nom dels diversos treballs existents, en total hi ha 65 alumnes.
I cada professor pot valorar l’interès del treball com a “Molt”, “Bastant”,
“Indiferent”, “Gens”, “Tutor/a” o bé deixar-lo en blanc. Cada valor es co-
difica respectivament amb 20, 15, 5, 0, 0; i els valors en blanc es tracten com
si fossin indiferents.

S’especifiquen manualment aquells alumnes que no presentaran el TFG al ju-
liol i que ho faran al setembre, i també s’especifiquen en quines sessions poden
assistir aquells alumnes que han justificat la impossibilitat de l’assistència en
certs dies i hores. A la resta d’alumnes se’ls assigna disponibilitat completa
en el mes que hagin seleccionat. S’estableix un màxim de cinc aules en totes
les sessions.

Es defineixen les classes d’alumnes, professors, sessions i aules; totes les
restriccions, l’entitat de planificació Tribunals, la solució de planificació
Horari. I altres funcions de comprovació i ordenació de les dades, com ara
la que assigna a cada professor el nombre de tribunals als quals li pertoca
formar part.

Per executar el programa cal especificar el màxim ĺımit de minuts que es
desitja que duri i un identificador. El programa retornarà tres Excels prin-
cipals, el primer amb l’horari per dies, hores i aules per a cada alumne; el
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segon amb l’horari per als dos professors; i el tercer amb una fila per alumne
i totes les assignacions que li corresponen.

6.1 Anàlisi de les dades

Hi ha 31 professors disponibles i 65 alumnes en total. Al setembre hi ha 18
d’aquests professors disponibles i 9 dels alumnes. El 58.8% de les parelles
(professor, alumne) tenen una voluntat > 0, és a dir diferent de “Gens”; dels
quals el 6.1% són “Molt” i el 10.2% són “Bastant”.

La capacitat total per àrees és la següent:

Àrea Nombre de Capacitat Alumnes Capacitat
professors total necessària

Anàlisi Matemàtica 5 15 6 12
Estad́ıstica i 11 54 28 56
Investigació Operativa
Geometria i Topologia 5 25 10 20
Matemàtica Aplicada 5 16 11 22

Àlgebra 5 19 10 20

Notem que que l’àrea Estad́ıstica i Investigació Operativa té un dèficit de 2
places, Matemàtica Aplicada de 6 places i Àlgebra d’1 plaça; per tant, caldrà
cobrir-les amb professors d’altres àrees. Cal remarcar que cada professor té
una capacitat del doble d’alumnes que tutoritza. Aquesta taula no és perfecta
perquè hi ha professors que tutoritzen treballs que no són de la seva àrea i
hi ha professors que ja van fer tribunals al febrer.

Els alumnes amb opcions limitades que tenen una sola opció de professor
amb
voluntat > 0 i àrea coincident són:

• Al juny hi ha alumne 34 (Matemàtica Aplicada), alumne 17 (Àlgebra)
i alumne 20 (Àlgebra).

• Al setembre hi ha alumne 27 (Geometria i Topologia) i alumne 56 (Ge-
ometria i Topologia).
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6.2 Valoració de la solució obtinguda

S’executa el codi amb temps ĺımit de 1, 2 i 3 hores. La solució trobada amb
una hora té la puntuació

(0, −1, 35).

Té una puntuació de les restriccions toves molt baixa. La segona solució,
trobada amb dues hores, ha donat la puntuació

(0,−1, 1141).

Amb només una hora de diferència, la puntuació tova ha augmentat molt.
Finalment la tercera solució ha donat amb tres hores la puntuació

(0, −1, 1143).

Notem que amb una hora, tan sols ha augmentat dos punts, per tant és
possible que s’hagi quedat atrapat en un òptim local. Considerem la tercera
solució com a solució preferida, atesa la seva qualitat globalment satisfactòria.

La base de dades consta de 65 alumnes i 31 professors. La suma de les capa-
citats màximes de tots els professors és 129, però el nombre d’assignacions
necessàries és 65× 2 = 130. Per tant, exactament un professor ha hagut de
fer un tribunal per sobre de la seva capacitat màxima. El fet que la puntuació
mitjana sigui de −1 indica que el professor en qüestió pertanyia a la llista de
profes comodi, és a dir, havia indicat al formulari que no li suposava cap
problema assumir tribunals addicionals si feia falta. (Vegeu l’Annex C per
veure la definició de la llista i detalls més concrets del codi).

En la solució obtinguda amb dues hores, tenim els següents valors respecte
de les àrees.

Tipus Nombre de tribunals del tipus
Els dos professors són de l’àrea de l’alumne 34

Almenys un professor és de l’àrea de l’alumne 63
Cap professor és de l’àrea de l’alumne 2

Tant en la solució obtinguda en dues hores, com en la obtinguda amb tres,
les voluntats tenen els mateixos resultats. No hi ha cap tribunal en el qual els
dos professors hagin valorat el treball amb “gens”, sempre n’hi ha almenys
un que almenys l’hi sembla indiferent. A més, es poden observar els valors:
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Tipus Nombre de casos
Professors assignats en un treball
que havien votat amb “Gens” 9

Professors assignats en un treball
que havien votat amb “Indiferent” 20
Professors assignats en un treball
que havien votat amb “Bastant” 47
Professors assignats en un treball
que havien votat amb “Molt” 54

En conjunt, la solució obtinguda és de bona qualitat: totes les restriccions
dures es compleixen, el sobrecost de capacitat és mı́nim i recau en un professor
que n’havia acceptat expĺıcitament la possibilitat, i la majoria d’assignacions
reflecteixen coincidència d’àrea i voluntat positiva.

6.3 Possibles millores

Tot i la qualitat del resultat, s’identifiquen diverses ĺınies de millora per a
futures implementacions:

• Ordre aleatori al First Fit. Actualment, l’algorisme processa els
tribunals en l’ordre de creació. Introduir una permutació aleatòria
permetria explorar solucions inicials diverses i potencialment escapar
de l’òptim local observat.

• Assignació seqüencial de variables. En la implementació actual,
el First Fit genera totes les combinacions de l’espai S × U × P 2 i tria
la millor. Una assignació seqüencial, que fixés primer la sessió, després
l’aula i finalment els dos professors un per un, reduiria el nombre de
combinacions avaluades i podria accelerar la inicialització.

• Criteris d’acceptació al First Fit. Aturar l’avaluació en el primer
moviment que no empitjori la solució, en lloc d’avaluar tots els movi-
ments candidats i triar el millor. Això reduiria el cost computacional
de cada pas.

• Prioritzar alumnes conflictius. Assignar en primer lloc els alum-
nes amb menys opcions disponibles, per restriccions de disponibilitat
o d’àrea, podria millorar la factibilitat de la solució inicial i facilitar
l’optimització posterior.

• Garantir almenys un professor de l’àrea. El solucionador actual
pot preferir assignar a un alumne dos professors molt motivats però
d’una àrea diferent, en detriment d’un altre alumne que podria tenir
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els dos professors de la seva àrea.. Introduir una restricció tova que
garant́ıs almenys un professor de l’àrea per a cada alumne equilibraria
millor aquest criteri.
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A Exemples de les reduccions de sat a

set covering

Exemple A.1 (Exemple de com sat ∝ clique). Sigui la fórmula booleana
ϕ en forma normal conjuntiva (CNF) definida sobre el conjunt de variables
U = {x, y, z} amb tres clàusules:

ϕ = (x ∨ y) ∧ (¬, x ∨ z) ∧ (¬, y ∨ ¬, z)

Constrüım el graf G corresponent, on cada literal de cada clàusula esdevé un
vèrtex. En la Figura 2 es mostra el graf resultant. Si cerquem una clica de
mida J = 3 (el nombre de clàusules de ϕ), observem que una possible solució
és el conjunt de vèrtexs {⟨x, 1⟩, ⟨z, 2⟩, ⟨¬ y, 3⟩}.

Aquesta clica ens indica directament una assignació de valors satisfactible
per a ϕ. Si prenem v(x) = 1, v(z) = 1 i v(¬ y) = 1 (és a dir, v(y) = 0),
podem verificar la satisfasibilitat de la fórmula:

v(ϕ) = (1 ∨ 0) ∧ (¬, 1 ∨ 1) ∧ (¬, 0 ∨ ¬, 1) = 1 ∧ 1 ∧ 1 = 1

Figura 2: Graf G de l’exemple de com sat ∝ clique

Exemple A.2 (Exemple de com clique ∝ vertex cover). A partir del graf
G de l’exemple anterior, constrüım el seu graf complementari Ḡ, tal com es
mostra en la Figura 3.

El problema consisteix en trobar un recobriment de vèrtexs de mida K =
|V |−J , on |V | = 6 és el nombre total de vèrtexs i J = 3 és la mida de la clica
trobada anteriorment. Per tant, busquem un recobriment de mida K = 3.
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A partir de la clica identificada a l’Exemple A.1, el conjunt de vèrtexs restant
en Ḡ constitueix una solució vàlida per al problema vertex cover:

{⟨¬z, 3⟩, ⟨y, 1⟩, ⟨¬, x, 2⟩}

Figura 3: Graf Ḡ de l’exemple de com clique ∝ vertex cover

Exemple A.3 (Exemple de com vertex cover ∝ set covering). Definim
el conjunt X com el conjunt de les arestes del graf Ḡ:

X = {e1, e2, e3, e4, e5, e6}

identificades tal com es veu en la Figura 4. Per a cada vèrtex vi del graf
definim un subconjunt Qi ⊆ X que conté les arestes que hi incideixen. Per
exemple: Qy,1 = {e1, e5}, Q¬x,2 = {e2, e4}, Q¬ z,3 = {e3, e6}.

Prenem la solució del vertex cover anterior, el conjunt de vèrtexs
{⟨¬z, 3⟩, ⟨y, 1⟩, ⟨¬x, 2⟩}, que correspon a la col·lecció de subconjunts
C = {Qy,1, Q¬x,2, Q¬ z,3}. Observem que aquesta subcol·lecció cobreix total-
ment el conjunt X, ja que:⋃

Q∈C

Q = {e1, e5} ∪ {e2, e4} ∪ {e3, e6} = X

Aix́ı, la solució del problema del recobriment de vèrtexs es tradueix en una
solució equivalent per al problema set covering.
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Figura 4: Graf de l’exemple de com vertex cover ∝ set covering

B Exemple de la reducció de la

demostració del Teorema

tdtt-uab∈ NP -complet

Exemple B.1. Prenem la instància del set covering amb m = 4, X =
{1, 2, 3, 4}, la famı́lia de subconjunts F = {Q1, Q2, Q3} amb Q1 = {1, 2, 3},
Q2 = {2, 4}, Q3 = {1, 4}, per tant n = 3, i l’enter k = 2.

Construcció de la instància. Els conjunts principals sónA = {a1, a2, a3, a4},
S = {s1, s2, s3, s4}, U = {1}, PF = {f1, f2, f3}, PX = {x1, x2, x3, x4},
PT = {t1, t2, t3, t4}. Les sessions es realitzen totes el mateix dia en hores
consecutives: θ(sk) = 1 i ι(sk) = k per a tot sk ∈ S, i κ(sk) = 1. Cada
alumne està disponible únicament a la seva sessió: η(ai, sk) = 1 si i només
si i = k. Tots els professors estan sempre disponibles: δ(p, sk) = 1, amb
capacitat β(p) = 4 i única àrea α(p) = ϵ(ai) = 1. El tutor de cada alumne
és ζ(ai) = ti. La taula de voluntats γ(p, ai) és:
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a1, a2 a3 a4
f1 1 1 1 0
f2 0 1 0 1
f3 1 0 0 1
x1 2 0 0 0
x2 0 2 0 0
x3 0 0 2 0
x4 0 0 0 2
t1 0 0 0 0
t2 0 0 0 0
t3 0 0 0 0
t4 0 0 0 0

Les sessions disponibles són:

Dia 1
Aula 1

9:00 Sessió s1, Alumne a1
10:00 Sessió s2, Alumne a2
11:00 Sessió s3, Alumne a3
12:00 Sessió s4, Alumne a4

Càlcul de M i del llindar L. Tenim M = n + 2m + 1 = 3 + 8 + 1 = 12 i
L = −3mM +m+ k = −144 + 6 = −138.

El valor de M garanteix que sempre serà òptim assignar xi a l’alumne ai.
Un cop fixat això, calculem la contribució a R1 de cada alumne en funció del
professor fwi

∈ PF assignat:

R1a1 = −(2 + γ(fw1 , a1)) =


−3, si w1 = 1
−2, si w1 = 2
−3, si w1 = 3

R1a2 = −(2 + γ(fw2 , a2)) =


−3, si w2 = 1
−3, si w2 = 2
−2, si w2 = 3

R1a3 = −(2 + γ(fw3 , a3)) =


−3, si w3 = 1
−2, si w3 = 2
−2, si w3 = 3
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R1a4 = −(2 + γ(fw4 , a4)) =


−2, si w4 = 1
−3, si w4 = 2
−3, si w4 = 3

Per assolir R1 = −3m cal que cada fwi
doni contribució−3, és a dir, que

i ∈ Qwi
. Observem que a3únicament queda cobert per f1 (ja que 3 ∈ Q1i 3 /∈

Q2, Q3), de manera que f1 pertany a tota coberta vàlida. Una subcol·lecció
dePF de mida k = 2 que permet R1 = −3m i que cobreix X simultàniament
és:

C = {Q1, Q2}, Q1 ∪Q2 = {1, 2, 3} ∪ {2, 4} = X,

Direcció (=⇒). Partim de C1 = {Q1, Q2}. Per a cada alumne ai triem
Qwi

∈ C1tal que i ∈ Qwi
: com que 1, 2, 3 ∈ Q1, prenemw1 = w2 = w3 = 1;

com que 4 ∈ Q2, prenem w4 = 2. L’assignació χ1(ai) = (si, 1, xi, fwi
) és:

Dia 1
Aula 1

Sessió Alumne Profe 1 Profe 2

9:00 s1 a1 x1 f1
10:00 s2 a2 x2 f1
11:00 s3 a3 x3 f1
12:00 s4 a4 x4 f2

Verifiquem:

γ(x1, a1) + γ(f1, a1) = 2 + 1 = 3, γ(x2, a2) + γ(f1, a2) = 2 + 1 = 3,

γ(x3, a3) + γ(f1, a3) = 2 + 1 = 3, γ(x4, a4) + γ(f2, a4) = 2 + 1 = 3.

Per tant R1 = −12 = −3m iR4 = |{f1, f2}|+ |{x1, x2, x3, x4}| = 2+4 = 6 =
m + k,d’on Z = 12 · (−12) + 6 = −138 = L ≤ L. L’assignació és vàlida i
il·lustra la direcció (=⇒).

Direcció (⇐=). suposem que ens donen l’assignació final de la taula sense
conèixer prèviament C, i volem recuperar una solució del set covering.

El primer pas és verificar que R1 = −3m = −12. Per a cada alumne com-
provem:

γ(x1, a1) + γ(f1, a1) = 2 + 1 = 3,

γ(x2, a2) + γ(f1, a2) = 2 + 1 = 3,

γ(x3, a3) + γ(f1, a3) = 2 + 1 = 3,

γ(x4, a4) + γ(f2, a4) = 2 + 1 = 3.
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Per tant, R1 = −(3+3+3+3) = −12 = −3m, que és el valor mı́nim possible.
Això confirma que l’assignació satisfà la condició necessària per tenir Z ≤ L.

El segon pas és aplicar l’aplicació π per identificar, per a cada alumne ai,
l’únic professor del seu tribunal que pertany a PF :

π(a1) = f1 ∈ PF , ja que {x1, f1} ∩ PF = {f1},
π(a2) = f1 ∈ PF , ja que {x2, f1} ∩ PF = {f1},
π(a3) = f1 ∈ PF , ja que {x3, f1} ∩ PF = {f1},
π(a4) = f2 ∈ PF , ja que {x4, f2} ∩ PF = {f2}.

Per tant, π(A) = {f1, f2} ⊆ PF .

El tercer pas és aplicar la bijecció g per traduir els professors de PF als
subconjunts de F :

g(π(a1)) = g(f1) = Q1,

g(π(a2)) = g(f1) = Q1,

g(π(a3)) = g(f1) = Q1,

g(π(a4)) = g(f2) = Q2.

Definim C = g(π(A)) = {Q1, Q2}, de mida |C| = 2 ≤ k = 2.

Finalment, verifiquem que C és efectivament una solució del set covering.
Per a cada element x ∈ X comprovem que existeix un Q ∈ C que el conté,
usant la condició h(ax) ∈ g(π(ax)):

x = 1 : h(a1) = 1 ∈ Q1 = g(π(a1)),

x = 2 : h(a2) = 2 ∈ Q1 = g(π(a2)),

x = 3 : h(a3) = 3 ∈ Q1 = g(π(a3)),

x = 4 : h(a4) = 4 ∈ Q2 = g(π(a4)).

Per tant, Q1 ∪ Q2 = {1, 2, 3} ∪ {2, 4} = X, i C = {Q1, Q2} és una solució
vàlida del set covering amb |C| ≤ k, tal com voĺıem recuperar.
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C Com utilitzar el codi

El codi consta dels fitxers main.py, aules.py, disponibilitat.py, estructura.py,
generacio Excels.py, generacio Excels v2.py, hard.py, lectura.py, soft.py
i voluntats.py. El fitxer principal és main.py, des d’on s’executen les fun-
cions definides a la resta de fitxers.

Per executar el codi cal cridar main.py <minuts> <identificador>, on
minuts és el temps màxim d’execució i identificador és una etiqueta per
distingir les execucions. El programa genera automàticament tres fitxers de
sortida:

• {minuts}m {identificador} 1 horari solucio professors.xlsx: ho-
rari amb els noms dels dos professors assignats a cada defensa.

• {minuts}m {identificador} 2 horari solucio alumnes.xlsx: hora-
ri amb els noms dels alumnes.

• {minuts}m {identificador} estudi rendiment solver.xlsx: taula
amb una fila per alumne que recull, entre d’altres, els dos professors
assignats, les seves àrees, si són tutors i la voluntat que havien indicat
per a aquell treball.

L’Excel principal és el fitxer amb les respostes del formulari on se’ls ho va
demanar als professors la disponibilitat i voluntat respecte les sessions i els
treballs, s’anomena:
0TFG-disponibilitat-i-preferencies-per-a-tribunals-2025 2026.xlsx.

C.1 main.py

En aquest fitxer s’introdueixen manualment les dades espećıfiques de cada
convocatòria mitjançant els objectes següents:

• profes comodi: llista amb els identificadors dels professors que van
indicar al formulari que podrien assumir més tribunals dels que els
corresponen si fes falta.

• w2, w3: de la funció objectiu (3.1) es prenen els pesos w1 = w4 = w5 =
1, w2 = 15 i w3 = 3. Només els valors de w2 i w3 estan parametritzats
per poder-los canviar directament; amb un petit ajust al codi es pot
fer el mateix amb la resta. El valor w2 = 15 prioritza que l’àrea del
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professor coincideixi amb la de l’alumne (R2), i w3 = 3 equilibra la
penalització per canvi d’aula (R3) respecte a la resta, ja que amb un
pes unitari la penalització era massa petita per influir en la cerca.

• alumnes setembre: llista amb els identificadors dels alumnes que han
escollit la convocatòria de setembre.

• MAPA DIES SETEMBRE: diccionari dels dies disponibles per fer les presen-
tacions en setembre. Es copia textualment el nom de les columnes de
l’Excel principal corresponents a aquests dies. I s’assigna un nombre
per a cadascun d’ells. En particular en aquest cas es posen els dies
21, 22, 23, 24 ja que es considera que aix́ı el motor pot entendre que
estan molt allunyats dels dies de juliol (3, 6, 7).

• configuracio: diccionari que relaciona cada dia de defensa amb les
columnes corresponents del formulari i estableix el màxim de cinc aules
per sessió.

• mapa disponibilitat: diccionari de la columna de l’Excel del formula-
ri que conté la disponibilitat per sessions, que codifica 0 (no disponible),
1 (disponible) o 1 (preferible).

• mapa voluntats: diccionari de la columna de l’Excel del formulari
que conté l’interès dels professors sobre els treballs, que codifica Molt,
Bastant, Indiferent, Gens, Tutor/a o en blanc; respectivament com
a 20, 15, 5, 0, 0 i 5.

• generar profes: funció definida a lectura.py que llegeix el fitxer
0tribunals-nombre-total-curs.xlsx, el qual conté per a cada pro-
fessor el nom (professor), l’àrea (area profe), la capacitat màxima
de tribunals (capacitat max profe) i, en el cas del curs 2025-2026,
el nombre de tribunals ja fets al febrer. La capacitat màxima és la
diferència entre ambdues columnes. Si s’activa la ĺınia comentada
df resultat.to Excel(...), la funció exporta un fitxer
llistat professors.xlsx amb l’identificador, el nom, l’àrea i la capa-
citat de cada professor, útil per verificar que la lectura de dades és
correcta.

• analitzar tutors alumnes: funció definida a lectura.py que conté,
entre d’altres, el nom de la primera columna del formulari corresponent
als treballs dels alumnes, que s’ha d’introduir manualment.

• crear alumnes i Excel: funció definida a lectura.py que llegeix el
fitxer 0excepcions arees alumnes.xlsx, amb dues columnes: Alumne
(nom del treball) i Area (àrea corresponent). Aquest fitxer només conté
els alumnes el treball dels quals no pertany a l’àrea del seu tutor. Si
s’activa la ĺınia comentada df resultat.to Excel(...), la funció ex-
porta llistat alumnes.xlsx amb l’identificador, el t́ıtol del treball,

48



C COM UTILITZAR EL CODI

l’àrea, i l’identificador i nom del tutor.

• extreure i crear sessions: funció definida a lectura.py que, si
s’activa la ĺınia comentada corresponent, exporta sessions.xlsx amb
l’identificador de cada sessió, el dia, l’hora, l’identificador d’hora i el
màxim d’aules.

• sessions especials: objecte que recull els identificadors dels alumnes
que només poden assistir a determinades sessions, juntament amb els
identificadors d’aquestes sessions.

C.2 hard.py

Aquest fitxer implementa totes les restriccions dures. A més de les res-
triccions C1–C9 definides a la Secció 3, hi ha restriccions addicionals sense
rellevància matemàtica però necessàries a nivell computacional:

• C0: totes les variables de planificació han d’estar assignades. Es tracta
com una restricció dura.

• C2 bis: els professors p1,a i p2,a s’ordenen lexicogràficament. Aquesta
restricció elimina simetries i redueix l’espai de cerca; es tracta com una
restricció tova.

• C7: tal com s’ha especificat a la Secció 5, el ĺımit d’aules per sessió es
tracta com una restricció mitjana.

• C9: el ĺımit de tribunals per professor també es tracta com una res-
tricció mitjana. Els professors de la llista profes comodi reben una
penalització d’1 punt per excés de capacitat, mentre que la resta reben
una penalització de 100 punts.

C.3 disponibilitat.py

Aquest fitxer conté l’objecte MAPA DIES SETEMBRE, que relaciona els noms de
les columnes del formulari corresponents als quatre dies de setembre amb els
seus identificadors. Com que els dies de juliol s’identifiquen amb 3, 6 i 7,
als de setembre se’ls assignen els valors 21, 22, 23 i 24 per deixar clar que
pertanyen a una convocatòria diferent, ja que el model no distingeix entre
mesos.
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C.4 aules.py

Aquest fitxer genera els identificadors de les aules, que comencen en 101 i
s’incrementen consecutivament fins al màxim d’aules disponibles.

50



REFERÈNCIES
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referència i configuració de l’API. Accedit el: 18 de juny de
2026.

52


	Introducció
	Les Classes P i NP
	Model matemàtic
	Demostració que el tdtt-uab és NP-complet 
	Primeres definicions
	SET COVERING és NP-complet
	Demostració principal
	Construcció de la instància de tdtt-uab 
	Càlcul de M i del llindar L
	La reducció és polinòmica
	Demostració de les dues implicacions


	Els algorismes de Timefold
	Modelització d'un problema de planificació
	First Fit
	Late Acceptance Hill Climbing

	Resolució del problema en el cas real del curs 2025-2026
	Anàlisi de les dades
	Valoració de la solució obtinguda
	Possibles millores

	Annexos
	Exemples de les reduccions de sat a set covering 
	Exemple de la reducció de la demostració del Teorema tdtt-uabNP-complet  
	Com utilitzar el codi
	main.py
	hard.py
	disponibilitat.py
	aules.py


