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Introduccid

Siguin A i B dues matrius d’ordre n x n qualssevol amb arrels del polinomi caracteristic
Ai 1 p; per i@ = 1,..,n (possiblement amb repeticions). Existeixen parells de matrius
(A, B) que satisfan la propietat que les arrels del polinomi caracteristic de qualsevol
combinaci6 lineal A + BB, sén exactament a\; + Bu; per ¢ = 1,...,n, prenent un
ordre adequat de les arrels \; i y; independent dels valors d’a i 5. Aquesta s’anomena
propietat L, denominada aixi per Olga Taussky, a causa de la seva linealitat, qui la va

estudiar conjuntament amb Theodore Samuel Motzkin [8].

Olga Taussky-Todd (30 d’agost del 1906 - 7 d’octubre del 1995) va ser una matematica
d’origen austrohongares amb nacionalitat estatunidenca coneguda per les seves contri-
bucions en la teoria de ntimeros algebraics i en la teoria de matrius, aixi com per la

publicaci6 de diferents articles sobre la teoria de grups i I’analisi numerica.

Durant la Segona Guerra Mundial, mentre estava de llicencia de la Universitat de Lon-
dres, Taussky es va trobar a la biblioteca de la Queen’s University, a Irlanda, un resultat
de Neal Henry McCoy que generalitzava una propietat estudiada per Frobenius, la qual
McCoy anomena propietat I, i, posteriorment, ella i Mozkin I’anomenen propietat P.
Aquesta propietat estableix que si A i B sén dues matrius quadrades d’ordre n amb
arrels del polinomi caracteristic A; i p;, respectivament, i sigui f una funcié polinomica
de dues variables, llavors les arrels del polinomi caracteristic de la matriu f(A, B) sén

de la forma f(\;, 4;) amb un ordre adequat de les \; i y1; independentment de la funcié f.

Frobenius va provar que si A i B sén dues matrius commutatives, aleshores satisfan la
propietat P, pero McCoy va demostrar que la commutativitat de matrius no és una
condicié necessaria, siné que, de forma més general, les matrius simultaniament trian-

gularitzables son les que compleixen la propietat P.

A partir d’aqui, Taussky va comencar a intercanviar correspondencia amb McCoy pro-
vocant un augment en el seu interes en l'ambit de les matrius, compartint diverses
publicacions sobre aquestes. Arran d’aixo, mentre treballava a la Universitat de Lon-
dres, es va plantejar el problema de buscar una relacié explicita entre les arrels del

polinomi caracteristic d’A, B i A + B, menys restrictiva que la propietat P. Va ser



finalment quan Mark Kac li va presentar la idea de la propietat L que, conjuntament
amb Theodore Samuel Motzkin, al juliol de 1952 publiquen 'article “Pairs of Matrices
with Property L7, el qual pren rellevancia gracies a la connexié explicita que estableix
entre les arrels del polinomi caracteristic d’A, B i « A+ S B. Posteriorment, al novembre

del 1955 publiquen un segon treball que continua amb la mateixa linia d’estudi.

Aquest treball es divideix en tres parts, cadascuna d’elles acompanyada d’una perspec-

tiva historica que segueix el desenvolupament matematic.

En la primera part ens centrem en els origens de la propietat L, és a dir, en estudiar
la propietat P. Aquesta inclou 'analisi de Frobenius, que demostra com les matrius
commutatives satisfan la propietat P. Per a poder dur a terme aquest estudi ha estat
necessari traduir 'article de Frobenius de 'alemany a l'angles, aixi com desenvolupar
un parell de demostracions de lemes necessaris per a la prova del teorema principal, les
quals ell no escriu explicitament o les tracta amb un enfocament diferent. Més concre-
tament, aquestes demostracions corresponen a les que estudien les arrels del polinomi
caracteristic de la matriu g(A), on g és una funcié polinomica d’una variable (lema 1.2),

i de la matriu «A + B quan el parell (A, B) és commutatiu (lema 1.3).

A més a més, s'incorpora l'estudi de la condicid, desenvolupada per McCoy, per a
satisfer la propietat P. McCoy demostra que dues matrius siguin simultaniament tri-
angularitzables és una condici6 necessaria i suficient perque la verifiquin. En aquest
treball, per motius de claredat, ens centrem només en la implicacié que si dues matrius

son simultaniament triangularitzables, aleshores compleixen la propietat P.

La segona part esta centrada en el primer article de Taussky i Motzkin, on s’estudien
dos resultats sobre matrius que satisfan la propietat L. En particular, el primer estudia
que si dues matrius respecten la propietat L i una de les matrius és diagonalitzable,
aleshores 'altre es pot expressar com una matriu per blocs on el polinomi caracteristic
d’aquesta depen unicament dels polinomis caracteristics de cadascun dels blocs de la
diagonal, i el segon diu que dues matrius hermitianes que tenen la propietat L sén com-
mutatives. A més a més, s’estableix una relacio entre la propietat P i la propietat L a
partir d’introduir cinc propietats diferents. Aquestes, a part de la propietat L i P, in-

clouen la commutativitat, la quasi-commutativitat i la 1—linealitat entre dues matrius.



Es determina una cadena d’implicacions entre les propietats, elaborant la demostracié
d’aquesta cadena que Taussky i Motzkin no donen en el seu article, i es proporcionen
contraexemples per a les implicacions reciproques, incloent-hi quatre exemples originals
(Exemples 2.13, 2.15, 2.16 1 2.17). Entre ells, destaca el fet que la propietat L no sempre
implica la propietat P.

Finalment, en la tercera part ens centrem en una aplicacié recent de la propietat L,
donada en un article de Clément de Seguins Pazzis, on s’estableix una connexié entre

@A+B amb la propietat L. Concretament, si les

les matrius exponencials de la forma e
matrius exponencials de A i B compleixen que e®At8 = e®eB = eBe per tot o € N,
aleshores (A, B) satisfan la propietat L. A més, amb una hipotesi més restrictiva, si
les exponencials de les matrius A i B compleixen e 188 = 2488 per tot a, f € Z,

aleshores les matrius A i B sén commutatives.

Per tal d’establir aquest vincle, s’ha requerit un treball de comprensio dels resultats
necessaris per a la demostracié d’aquest, amb la finalitat d’escriure seguint les de-
mostracions originals, perd0 amb paraules propies. A més, s’han formalitzat resultats
independents que s’han provat de forma separada, com han estat les proposicions 3.7 i

3.16 1 els lemes 3.14 1 3.21.

Durant el treball, tret que s’especifiqui el contrari, utilitzarem la segiient notacio:

Notaci6: Treballem sobre un cos algebraicament tancat que anomenem K. A més,
considerarem dues matrius A i B en 'espai de matrius quadrades d’ordre n amb coe-
ficients a K, el qual denotem per M, (K). Designem f com una funcié polinomica de

dues variables i 0 quan fem referencia a una matriu o vector nul.

Les imatges de la portada han estat extretes de la pagina MacTutor History of Mathematics:
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/

1. Els inicis de la propietat L: la propietat P

Ferdinand Georg Frobenius (26 d’octubre del 1849 - 3 d’agost del 1917) va ser un ma-
tematic alemany destacat principalment en el camp de I'algebra. Se’l considera un dels
principals contribuidors al desenvolupament de la teoria de grups, arran de la combi-
nacié de diversos resultats de teoria de nombres, geometria i equacions algebraiques.
A més, també va fer grans aportacions en equacions diferencials i en teoria de ma-
trius. Una d’elles consisteix el desenvolupament de la propietat P [1], sobre la qual ens

basarem en aquest apartat.

Definicié 1.1. Siguin A ¢ B dues matrius amb arrels dels respectius polinomis carac-
teristics A\; i p; (amb possibles repeticions), per i = 1,..,n. Diem que A i B tenen la
propietat P quan les arrels de la matriu f(A, B) son de la forma f(\;, ;) peri=1,..n

amb l'ordre corresponent per cada \; © p;, independentment de la funcio f.

1.1. Les matrius que compleixen la propietat P

Frobenius demostra que unes de les matrius que compleixen aquesta propietat son
aquelles que sén commutatives entre si (Teorema 1.4). Per dur a terme la demostracié
d’aquest teorema, primer provarem dos lemes, enunciats en la publicacié [1], relacionats
amb les arrels del polinomi caracteristic.

Abans d’iniciar la demostracié d’aquests resultats, hem de recordar els segiients con-

ceptes basics que tindrem en compte al llarg de tot el treball (es pot trobar informacié

més detallada a 'apendix A):

e Les arrels del polinomi caracteristic de A i de A = PLAP sé6n les mateixes, on

el polinomi caracteristic d’'una matriu es defineix com a p4(x) = |xI — A|.

e Els blocs de Jordan d’'una matriu A associats a cadascuna de les diferents arrels
del polinomi caracteristic segons la seva multiplicitat es poden definir com J,,, 5, €
M,.(K),on \; € K peri=1,...,r sén les arrels del polinomi caracteristic d’A i m,.
la seva multiplicitat. Definim aixi J4 = diag(Jm, A, - - - Jm,.n.) com una forma

de Jordan de la matriu A.
e Si J4 és una matriu de Jordan, aleshores J% = P~1A"P.

e Si Ai B sén dues matrius commutatives, aleshores A i B sén simultaniament

triangularitzables ([10], teorema 2.3.3).
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Tenint aixo en compte enunciem dos lemes essencials.

Lema 1.2. Siguin A\, Ag, ..., N\, la familia de les arrels del polinomi caracteristic d’A
(amb repeticions), aleshores g(A1),g(Aa), ..., g(An) son les arrels del polinomi carac-

teristic de g(A), amb g una funcié polinomica d’una variable.

Demostracié: Existeix J4 = P AP on J,4 és una matriu de Jordan associada a A.
Aleshores el determinant d’aquesta matriu és [J4| = [[;_; A; on A; sén les arrels del
polinomi caracteristic d’A. A més, sigui g(A) = a, A" +...+a;A+ag amb r € N, sabent
que J& = P7LARP, s'obté:

g(Ja) = a, PP A"P+ ... +a P'AP+ag = P Y (a, A" +...+ag)P = g(J4) = P 1g(A)P.

A continuacié, provarem que |g(Ja)| = [[;—; 9(A;) on g(\;) sén les arrels del polinomi
caracteristic de g(A).
Notem que aplicar g a la matriu J4 és aplicar g en cadascun dels blocs de Jordan de
J4. En efectuar aquesta operacié, obtenim que ¢ transforma aquests blocs de Jordan
i €0 matrius de la forma g(Jp,, »,) = g(Ai)I + N; on I és la matriu identitat d’ordre
corresponent i N; una matriu triangular superior amb zeros en la diagonal. Aixi doncs,
g(Ja) és una matriu triangular superior amb els valors de g()\;) en la diagonal i, per
tant, [g(Ja)| = ITizy 9(A)-

0

Lema 1.3. Siguin A © B dues matrius commutatives amb \; © p; les arrels dels seus
respectius polinomis caracteristics comptant repeticions. Aleshores les arrels associades
al polinomi caracteristic de la matriuv oA+ BB son exactament al; + [Bu; per un ordre

adequat de \; © p;, independentment d’a 1 3.

Demostracié: Com que A i B sén dues matrius commutatives sabem que A i B sén
simultaniament triangularitzables, és a dir, existeix P, una matriu invertible, tal que
Ty = P7'AP i Tg = P~ 'BP sén matrius triangulars superiors amb les arrels dels
seus polinomis caracteristics com els valors dels elements de les seves corresponents
diagonals.

A més a més, a conseqiiencia de la commutativitat de A i B, A + B és una matriu

que commuta amb A, ja que:

A(aA + BB) = aA®> + BAB = aA®> + BBA = (A + BB)A.

bt



De forma analoga, «A + B i B sén dues matrius commutatives. Per tant, la matriu
Toasss = P71 (aA + B)P també és una matriu triangular superior i la seva diagonal
esta formada per les arrels del polinomi caracteristic de oA + BB.

Per altra banda, T,a4s5 = aT4 + ST a causa de:
Tusipp = P H(aA+ BB)P =aP AP+ B3P 'BP = aTa + 8T5.

Tenim doncs, que els elements de la diagonal de T, 4435 son de la forma a); + Bu; i

aquest es corresponen amb les arrels del polinomi caracteristic de «A 4+ 8B.
O

Una vegada enunciats aquests dos lemes, Frobenius demostra el segiient:

Teorema 1.4. (Frobenius, [1]) Qualsevol parell de matrius commutatives, A i B, com-

pleizen la propietat P.

Demostracié: Seguint la demostracié proposada per Frobenius, pel lema 1.3 determi-
nem que les arrels del polinomi caracteristic de €A + B sén de la forma a); + Su;.
Aixi mateix, pel lema 1.2 les de la matriu A™ sén A" i, de la mateixa manera, les de
B! corresponen a put, per m,l € N.

A més, observem que les matrius A, B, A™, B' i aA + BB sén commutatives dos a
dos. Llavors utilitzant el lema 1.3, obtenim que les arrels del polinomi caracteristic de
la matriu aA + 8B + uA™ + vB sén a); + Bu; + ul" + vplk.

Per una altra banda, utilitzant el lema 1.2, es té que les del polinomi caracteristic de

(A + BB)? = a?A? + aBAB + ?B? corresponen a:
(@i + Bi)? = &N} + aBhip; + B2

D’aqui deduim que les arrels del polinomi caracteristic de AB resulten ser \;u;. Aquest
raonament es pot aplicar sobre (aA + SB)*, per s € N, obtenint que les solucions
quan s’iguala a zero el polinomi caracteristic de A™B! sén A"ul. A més a més, la
matriu A™B! és commutativa amb aA + SB, aleshores utilitzant el lema 1.3, la forma
les arrels del polinomi caracteristic de la matriu yA™B' + (A + BB) s’escriuen com
VAP g A S (@i + Big).

Per tant, qualsevol combinacié polinomica de les matrius A i B, anomenada f(A, B) té

com arrels del polinomi caracteristic f(\;, p;).

4



Observacié 1.5. Els lemes 1.2, 1.3 i el teorema 1.4 es poden aplicar per un nombre

finit de matrius Ay, ...., As amb s € N.

1.2. Una condicié menys restrictiva

Frobenius demana commutativitat per complir la propietat P. Ara bé, tot i ser sufici-
ent, no és necessaria. Neal Henry McCoy (6 de marg del 1905 - 5 de gener del 2001)
un matematic america conegut per les seves contribucions en I’ambit de ’algebra, va
generalitzar el resultat en qiiestio 'any 1936 amb la publicacié del seu article “On the
characteristic roots of matric polynomials” [5]. McCoy demostra que les matrius que es
poden expressar en forma triangular superior simultaniament també satisfan aquesta
propietat, ampliant significativament 1’abast del teorema original. Aquesta condici6
menys restrictiva sobre les matrius que compleix la propietat P va permetre a Taussky

i Motzkin poder dur a terme un estudi més elaborat de la propietat L.

McCoy en [5], I'article sobre el qual treballarem en aquest apartat, estudia com la tri-
angulacié simultania de dues matrius implica que aquestes tenen la propietat P per
un nombre d’arrels del polinomi caracteristic menor o igual que n. En aquest treball
ens centrarem en el cas d’exactament n arrels del polinomi caracteristic, a causa dels
seus avantatges estructurals, el qual Taussky i Motzkin utilitzen per a 'estudi de la

propietat L.

Definim P com l’algebra de polinomis en les matrius A i B, és a dir:

P :={f(A,B)| f és un polinomi en dues variables}.

Gracies al treball d’Emmy Noether en representacions reductibles [2], sabem que per a
un submodul U d’un modul M sobre una algebra, amb M un modul de dimensi6 finita,

existeix una serie de composicié finita per U tal que:
U>U;DU;D---DU, =0,

on cadascun dels quocients U;_1/U; és un modul irreductible, és a dir, no admet cap
submodul no trivial. Fet que implica que les matrius que representen 'accié de I’algebra

sobre el modul poden ser expressades en forma de matrius triangulars superiors per



blocs. Aquesta estructura és tnica llevat d’isomorfismes.

A partir d’aqui, McCoy aprofita aquesta representacié adaptant-la per poder considerar
el cas que tots els elements de P poden reduir-se simultaniament mitjancant un canvi de
base adequat. Fet que és possible perque tots els elements de P estan generats a partir
de les mateixes matrius, és a dir, tenen la mateixa estructura de moduls invariants. En
aquest context, I’algebra P actua sobre I’espai vectorial K", el qual és de dimensi6 finita
i s’interpreta com un modul respecte a P, a més les descomposicions dels elements de
I’algebra a matrius per blocs reflecteixen 'estructura de moduls irreductibles descrita.

Obtenint aixi que tots els elements de P es poden representar de la forma:

R11 Cee e Rll
0 R22 c. Rgl
, (1)

on cada bloc R;; de la diagonal es correspon amb una representacio irreductible deter-
minada de 'algebra P. Aixo és a causa del fet que els espais sobre els quals actuen els
blocs de la diagonal corresponen als quocients U;_1/U; descrits per Noether, per tant,

la forma (1) reflecteix la descomposicié de submoduls invariants.

Destacant que, depenent de les matrius A i B, es pot donar el cas que (1) estigui

formada per un unic bloc en la diagonal o que cadascun dels R;; siguin d’ordre 1.

Teorema 1.6. St els blocs de la diagonal de la representacio dels elements de [’algebra

P son d’ordre 1, aleshores el parell de matrius (A, B) compleiz la propietat P.

Demostracié: Si cada R;; és d’ordre 11 A, B € P, per definicié de P, es té que per
una base adequada i, segons la notacié utilitzada, les matrius A i B sén simultaniament
triangularitzables. En particular, existeixen dues matrius 74 = S™'AS i T = S™'1BS
triangulars superiors, amb S una matriu invertible. Els elements de la diagonal de les
matrius T4 i T son les arrels del polinomi caracteristic d’aquestes. Conseqiientment,
també ho sén de A i B, definides com a A; i p;, respectivament, per a ¢ = 1,...,n. Per
tant, si f és una funcié polindmica, la matriu Tpa p) = S~ f(A, B)S serd una matriu
triangular superior amb els elements de la diagonal iguals a f(\;, ;). Com a resultat

s’obté que les arrels del polinomi caracteristic de f(A, B) sén f(A\;, ;) perai=1,...,n,



amb un ordre adequat de A; i y; i independentment de la funcié f. Demostrant aixi
que el parell (A, B) té la propietat P.
O



2. La propietat L

Després que Olga Taussky trobés en la biblioteca de la Queen’s University el resultat
de McCoy, va adquirir un especial interes en les matrius, la qual cosa la va portar a
desenvolupar diferents articles sobre aquestes. Destaca el seu article sobre la propietat

L conjuntament amb Motzkin.

Theodore Samuel Motzkin (26 de marg del 1908 - 15 de desembre del 1970) va ser
un matematic alemany amb nacionalitat estatunidenca que va destacar pels seus tre-
balls en programacié lineal. Es va especialitzar en algebra, combinatoria, teoria de
nombres i analisi numerica, ressaltant les seves contribucions en la geometria algebraica

i en estudi de matrius.

La propietat L sorgeix de voler establir una relacié, més general que la propietat P,
entre les arrels del polinomi caracteristic de les combinacions lineals de matrius. Arran
d’aixo, Taussky i Motzkin publiquen conjuntament dos articles utilitzant aquesta pro-
pietat com a eina fonamental. Taussky es destaca per la difusio i promocié d’aquesta
propietat dins de la teoria de matrius, assumint voluntariament el paper de “torchbea-

rer” [8].

En el primer article [6], publicat 'any 1952, defineixen la propietat L i estudien al-
gunes condicions en que aquesta implica diagonalitzacié per blocs o commutativitat,
aixi com estableixen una relacio entre la propietat L i la propietat P. En aquest capitol

del treball ens centrarem en aquesta publicacio, utilitzant-la com a referencia principal.

Definicié 2.1. Diem que el parell de matrius (A, B) amb arrels del polinomi carac-
teristic A\; 1 ; comptant repeticions, compleix la propietat L si, per tot o i 8, aX;+Bu;
son totes les arrels del polinomi caracteristic de la matriu de la forma oA + BB amb

lordre adequat de les arrels \; © p; @ independentment d’a i 3.

2.1. Resultats sobre la propietat L per a parells de matrius

Establerta la definicié de la propietat L, estudiem quina connexié tenen algunes matrius

que la satisfan amb la diagonalitzacié i la commutativitat.
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En el primer teorema, enunciat a continuacié, descrivim la forma que pren la matriu

B, en el cas que la matriu A sigui una matriu diagonalitzable.

Teorema 2.2. Considerem el parell de matrius (A, B) que compleiz la propietat L.
Anomenem t el nombre d’arrels diferents del polinomi caracteristic d’A, agrupades se-
gons multiplicitat m; amb v = 1,...,t. Prenem P una matriu d’ordre n invertible tal
que A’ = P7YAP és una forma de Jordan d’A, és a dir, A’ = J4. Suposem, a més, que
A’ és diagonal, de manera que A és una matriu diagonalitzable. Aleshores la matriu

B' = P7'BP és de la forma:

By B By
B — By Ba By
Byu  Bi By

on cada B;; €s una matriu m; X m;, per i =1, ...,t, i compleir que:

t
oI — B'| =[] |=I - Bul. (2)

i=1
A més, per tots els j < k amb el parell (j,k) fora de B;; per cadai =1, ..,t, es verifica

que:
> by, = 0. (3)

Demostracié: Comencem provant la igualtat (2). Considerem A; = 0, sense perdua
de generalitat, ja que la propietat L no es veu afectada per una translacié. Aixi podem

escriure les matrius A’ i B’ com:

AI — 0 0 B/ — Bll 012
0 Ap Ca Oy

on Aj; és una matriu d’ordre (n — my) x (n — my) invertible, ja que cap dels elements

de la diagonal és 0, mentre que Bq; és una matriu d’ordre m; X my i

Cho = (Blz Blt> ; Cy = : ; Coo =
Btl Btz P Btt

Sabent que les arrels del polinomi caracteristic d’A 1 A" i les de B i B’ s6n les mateixes

11



i que \; = 0 amb multiplicitat m; obtenim:

n n

|zl — aA' — BB'| = H(x —a\ — ;) = ﬂ (z — i) H (x —aX — puf).
=1

=1 7 i=mi+1

On denotem per ,ul(l) les arrels del polinomi caracteristic de la matriu B tals que
a\ + 5#51) és arrel del polinomi caracteristic de aAd + BB i per u¢ les altres arrels
del polinomi caracteristic de la matriu B. A partir d’aqui estudiem el coeficient de
o™ de cadascun dels extrems d’aquesta darrera igualtat. De la part esquerra ob-
tenim que els coeficients son |z — By;||A11|, mentre que de la part dreta deduim que
els coeficients sén ]2 (z — ul(-l)) [T, 11 Ai- Tgualant aquests dos resultats i tenint en

compte que |Aj;| # 0, ja que Aq; és una matriu invertible, es verifica:

mi

@l — Bu| =[] (@ — u”).

=1

Concloent aixi que ,ugl) son les arrels del polinomi caracteristic de By;. Repetim el
procés de manera andloga per cada Bj;, perd considerant les matrius A'® i B'®) a
les quals s’han intercanviat la primera fila i columna amb la fila i columna i-esima.

D’aquesta manera podem repetir el procés considerant \; = 0, aconseguint:

0 A Cy C8)
Amb aquest raonament obtenim que:
ol = Bl = [ (@ = ). (4)
j=1

On es denota per ugi) les arrels del polinomi caracteristic de By; per cada i € {1, ..., t}.
Per altra banda, com que p; sén les arrels del polinomi caracteristic de B’, podem

escriure’l de la segiient forma:

n miy mo me
1 2 t
ol =Bl =[[@=m) =] - [ @ = u) ] - u).
i=1 i1=1 ig=1 =1

Substituint aquests productes per l'equacié (4), s’obté |z — B'| = |1 — Byy||z] —

Bos| ... |xI — By, verificant aixi 'equacié (2).
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Per a la demostraci6 de I'equacié (3), considerem primer el cas n = 4. Prenem, doncs,

la matriu:

/ / / /

11 bp 013 Oy
b, b, b, b B B
91 O 03 Doy , ) 1 DB

B = ; és a dir, B =

/ / / /
s; bsy bsg by Byy By

/ / /
41 42 43 44

Utilitzant Pequaci6 (2), calculem el coeficient del terme 2

a cada costat de la igualtat.
De la part esquerra de la igualtat obtenim que el coeficient de x? és bbby — bbby +
530y — U3y Dl = Do blyy + by blyg 40 Dy 07 by — bly3blyy — blyy by — Dy3bsy — by by, mentre que
de la part dreta de la igualtat obtenim que el coeficient de 2% és b, by — b5, +baab), —
b33 b3+ by blyy + Uyl 4 b1 b33 +b3, by, demostrant aixt que by by, +blyy by +bgblsy +b5,b)5 =
0, tal com indica ’equacié (3).

Aquest procediment es pot reiterar de manera similar per una n qualsevol, estudiant
els coeficients de 2"~ 2. Els elements de la part dreta de la igualtat seran la suma dels
determinants de B;; més la multiplicacié dels termes de la diagonal de B; amb els
termes de la diagonal de B;;, per j # ¢. Mentre que els elements de la part esquerra
seran la suma de tots els menors d’ordre 2. Quan s’igualen aquests dos coeficients, es
verifica 'equacié (3).

g

Aquest teorema no es pot aplicar en un parell de matrius que compleix la propietat L i
la matriu A no és diagonalitzable. En el nostre cas, oferim un exemple més simplificat
respecte a l'article [6] que permet facilitar la comprensi6, proporcionant aixi una de les

contribucions originals d’aquest treball.

Exemple 2.3. Considerem les matrius:

010 0 00
A=100 0|, B=]10 01
0 01 -1 10

Les arrels dels seus polinomis caracteristics son 0,1 11, —1,0 respectivament. Observem
que aquest parell de matrius compleix la propietat L, ja que la matriu a A+ B té com

a arrels del polinomi caracteristic § = 0a+15, =3 =0a—15 1 a« = la+05. Aquest fet
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es pot comprovar quan se substitueizen els valors adequats de \; i p; en el determinant:

A+ i3 —a 0
|Aia + i — aA — BB| = 0 A+ i3 -3 = 0.
B —p A+ il —

Arribant aizi a |0a+18—aA—FB| =0, |0a—15—aA—EB| =0 i|la+08—aA—FB| =0
i comprovant que el parell de matrius (A, B) compleiz la propietat L, per un ordre adient
de \; @ p;. Per altra banda, observem que tot i tenir la propietat L, la matriu A no és
diagonalitzable, ja que aquesta ja es troba expressada en forma de Jordan, per tant, no
es verifica el teorema 2.2. FEs pot comprovar aizo veient que no se satisfa l’equacio (2),

per una banda:

2] — B| = 2° — .

Per [altre banda, considerant

By = 82 ; 322=<0>7

s’obté que |xl — Byy| = 2% i |xl — Boy| = x, és a dir, |vI — Byy||x] — Bay| = 2%z = 23.
Per tant, |vI — B| # |2l — By||w] — Ba|.
Tampoc es compleiz l'equacid (3), perqué en el nostre cas, el sumatori és —1x0+1x1 =

14 0.

El segon teorema que estudiarem es dona una propietat que respecten els parells de ma-
trius que tenen la propietat L i que sén hermitianes. En aquest cas treballem amb dues
matrius A, B € M,(C). Per enunciar-lo recordem primer unes definicions i teoremes

essencials [10].

Definicié 2.4. Una matriu quadrada A es denomina matriu hermitiana st A* = A, on

la matriu A* és definida per A* = AT. Més concretament, per cada (i, j) es té a;; = aj;.
Definicié 2.5. Una matriu P d’ordre n es denomina unitaria st P*P = 1.

Teorema 2.6. (Teorema espectral per a matrius hermitianes [12]) Les matrius

hermitianes compleixzen:

a) Totes les arrels del polinomi caracteristic son reals.
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b) Cadascun dels vectors associats a diferents arrels del polinomi caracteristic son

ortogonals.

c) Existeiz una base ortogonal a tot l'espai formada pels diferents vectors associats

a les arrels del polinomi caracteristic de la matriu.

Aquest darrer teorema ens diu que totes les matrius hermitianes soén diagonalitzables, en
altres paraules, ens permet afirmar que existeix una matriu P unitaria tal que P~ AP

és diagonal. A partir d’aqui, enunciem el segon teorema que donen Taussky i Motzkin.

Teorema 2.7. Si el parell de matrius (A, B) esta format per dues matrius hermitianes

que tenen la propietat L, llavors A i B commuten, és a dir, AB = BA.

Demostracié: Per demostrar aquest teorema utilitzarem el teorema 2.6. Considerant
P una matriu unitaria, es deriva que A’ = P7!AP és una matriu diagonal. A més
a més, A’ és una matriu hermitiana també, a causa del fet que (A')* = (P7'AP)* =
P*A*(P1)* = P71AP = A’ i, de forma equivalent podem assegurar que B’ = P~'BP
és una matriu hermitiana.

Addicionalment, notem que ens trobem en el cas del teorema 2.2, aplicant 1'equaci6 (3)
ens implica que B, = 0 per cada ¢ # k. Aixo es deriva del fet que en ser B’ una matriu
hermitiana, per definicié b, = b, és a dir, b}, i b}, sén conjugats I'un de I'altre. Aix{
s’obté que b, by, > 0, pero segons 'equacio (3), es té > b}, b, = 0 el que ens indica que

bk = 01, per tant, b, =010}, =0.

En conseqiiencia, B’ és una matriu diagonal per blocs, els quals sén d’ordre 1 per la
diagonalitzacié d’A’. Com a resultat, B’ és una matriu diagonal, fet que ens permet

afirmar que A’ 1 B’ commuten i, per tant, A i B també commuten.

g

2.2. Relacio entre la propietat L i la propietat P

En la resta de la seccio estudiem quina és la relacié entre la propietat P i la propietat

L.

2.2.1. Connexions inicials entre cinc propietats

Comencem establint un vincle entre les propietats L i P per matrius d’ordre 2.

Teorema 2.8. Siguin A i B dues matrius d’ordre 2 que compleizen la propietat L,

aleshores aquestes satisfan la propietat P.
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Demostracio: Per a la demostracié d’aquest teorema es consideren tres casos diferents
segons la forma de la matriu A.

Per al primer cas, considerem A una matriu escalar, és a dir, considerem A una matriu
tal que A = al on I és la matriu identitat d’ordre 2 i a és un escalar qualsevol. S’obté
que AB = BA, ja que AB = alB = aBI = Bal = BA i, com que A i B sén
commutatives, es compleix la propietat P segons el teorema 1.4.

Per al segon cas suposem que A és una matriu amb dues arrels del polinomi caracteristic
simples. A’ és, doncs, una matriu diagonal, a més com que A i B compleixen la propietat
L, pel teorema 2.2, B’ també és diagonal. En conseqiient, A’B’ = B'A’ fet que implica
que AB = BA. Aixi doncs, pel teorema 1.4, obtenim que A i B compleixen la propietat
P.

Finalment, considerem el cas que A és una matriu amb una tnica arrel del polinomi
caracteristic la qual té multiplicitat doble. En aquest cas considerem que A’ i B’ tenen

la forma segtient:

s Al . B b1 b1

0 A bo1 b2
Utilitzant que A i B tenen la propietat L, |0 A'+ B’ —aX — B I| = 2[(b11 — ;) (bag —
i) — bizbar] — afba = 0, perod (b — pi) (b2 — i) — bizboy = |B" — p;I| = 0, pel fet
que p; és una arrel del polinomi caracteristic de B’. Com que aix0 es compleix per tot
a i 3, obtenim que by;=0. Com a conseqiiencia, es té que A" i B’ sén dues matrius
triangular superiors, és a dir, existeix una matriu P invertible per a la qual A i B s6n
simultaniament triangularitzables. Aleshores, pel teorema 1.6, les matrius A i B tenen

la propietat P.
O

Tot i que és immediat veure que el reciproc d’aquest teorema no és cert, tal com fan
Taussky i Motzkin a l'article [6], és interessant generalitzar aquest estudi en el cas
de les matrius d’ordre n, centrant-nos en la relacié entre les segiients cinc propietats

fonamentals:

1. A1 B sén commutatives.

2. Ai B sén quasi-commutatives, és a dir, AB — BA = C on C' és una matriu

commutativa amb A i amb B [3].
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3. Ai B compleixen la propietat P.
4. A1 B compleixen la propietat L.

5. Ai B son 1—lineals, és a dir, almenys una de les arrels del polinomi caracteristic

de aA + BB per qualsevol a i 3 és de la forma a\; + Su; per un valor fix de i.

Teorema 2.9. Les cinc propietats mencionades es troben relacionades entre si jerarquicament,

de manera que:

Propietat 1 = Propietat 2 = Propietat 3 = Propietat 4 = Propietat 5.

Abans de demostrar aquest teorema enunciem els segiients resultats:

Teorema 2.10. ([Drazin, Dungey, Greunberg, 1951, ([9], seccié 40.4)). Dues matrius
A i B son simultaniament triangularitzables si i només si la matriu p(A, B)(AB — BA)
és nilpotent per a cada polinomi de dues variables p(x,y) amb x,y indeterminades no

commutatives.

Lema 2.11. ([Jacobson, 1935], ([4], lema 2)) Siguin A i B dues matrius tals que
AB — BA=C on C commuta amb A o amb B aleshores C és nilpotent.

Demostracié: Sense perdua de generalitat suposem que C' commuta amb B. Consi-
derem D'aplicacié lineal D(X) = AX — X A, que compleix les propietats formals d’una

derivada, ja que és lineal i,
D(XY)=AXY - XYA=(D(X)+ XA)Y — X(AY — D(Y)) = D(X)Y — XD(Y).

Observem que D(B) = AB — BA = C. A més, existeix un polinomi p monic no nul tal
que p(B) = 0, com per exemple el polinomi caracteristic o el polinomi minim de B. A
partir d’aquest punt considerem aquest polinomi.

Per una banda, gracies a la commutativitat de B amb C', aplicant la regla de la ca-
dena obtenim que D(p(B)) = p/(B)D(B) = p/(B)C. Per l'altra banda, D(p(B)) =
Ap(B) — p(B)A = 0. Per tant, es té p/(B)C' = 0.

Calculant D(D(p(B))) = D@ (p(B)), s’obté D® (p(B)) = p"(B)C? + p/(B)D(C) = 0.
Aleshores multipliquem aquesta igualtat per C' a I'esquerra i, gracies a la commutati-

vitat de C' amb B, arribem a que:

p"(B)C? + p'(B)CD(C) = 0 = p"(B)C? = 0.
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Calculem D®)(p(B)), obtenint:
D®(p(B)) = p"(B)C® + 3p"(B)CD(C) + p'(B)DP(C) = 0.
Multiplicant aquesta igualtat per C? a ’esquerra:
p"(B)C® + 3p"(B)C*D(C) + p'(B)C°D®(B) = 0 = p"(B)C® = 0

Iterant aquest procés, la derivada D™ es multiplica per C*~! assolint aixi que p® (B)C?"~1 =
0. A més, si suposem que el polinomi p(B) és de grau r € N, llavors p{") = 7!, és a dir,
p"(B)C* ! = rlC?~! = 0. Per tant, C**~! = 0, demostrant que C és nilpotent.

0
Ara ja podem demostrar el teorema 2.9:

Demostraciéo del teorema 2.9: Demostrem cadascuna de les implicacions de la

cadena per separat.
e La propietat 1 implica la propietat 2:

Suposem que les matrius A i B sén commutatives, aleshores AB — BA = 0. A més, 0

commuta amb A i B, per tant, A i B sén quasi-commutatives.
e La propietat 2 implica la propietat 3:

En aquest cas si demostrarem que A i B sén dues matrius simultaniament triangula-
ritzables, aleshores pel teorema 1.6 compleixen la propietat P. Separem en dos casos

diferents:

a) Si Ai B s6n commutatives, pel teorema 1.4 tenen la propietat P.

b) Si Ai B no sén commutatives, pero si que sén quasi-commutatives.

Utilitzant el lema 2.11, per definicié de quasi-commutativitat, A i B commuten
amb AB — BA obtenint aixi que AB — BA és nilpotent.

A més, si C' és una matriu nilpotent, és a dir, C¥ = 0 per un cert &k > 0 i
CD = DC, aleshores C'D és nilpotent, ja que (CD)* = C*D* = 0 x D* = 0. Per
tant, com que p(A, B) i AB — BA commuten entre elles per la commutativitat de
A1 Bamb AB — BA, s’obté que p(A, B)(AB — BA) és nilpotent amb p(z,y) un
polinomi de dues variables. Conseqiientment, pel teorema 2.10, obtenim que A i

B sén simultaniament triangularitzables.
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e La propietat 3 implica la propietat 4:

Suposem que el parell de matrius (A, B) té la propietat P, és a dir, f(A, B) té com a
arrels del polinomi caracteristic f(\;, 11;). Considerem f(A, B) = aA + B, aleshores,
per un ordre adequat de \; 1 ;, les seves arrels del polinomi caracteristic sén f(\;, p;) =
a); + Bu;, independentment d’ar i 5. D’aquesta forma es comprova que A i B satisfan

la propietat L.
e La propietat 4 implica la propietat 5:

Suposem que A i B compleixen la propietat L, és a dir, les arrels del polinomi carac-
teristic de aA + 6B sén de la forma a); + fu;, per un ordre adequat de \; i u;. Per

tant, per definicié es veu que A i B sén 1—lineals.

g

2.2.2. Limits en I’equivalencia de les cinc propietats

Cal destacar que les implicacions reciproques no soén, en general, certes. Estudiem di-

ferents casos segons el tipus de matrius.

Cas de matrius generals d’ordre 2:

Teorema 2.12. Si dues matrius tenen ordre 2, aleshores la propietat 4 implica la

propietat 3, pero, generalment, no impliquen la propietat 2 ni la 1.

Si se satisfa la propietat 4, pel teorema 2.8, sabem que també ho fara la propietat 3.
Tanmateix, que compleixin aquesta no implica que ho faci també la propietat 2. Per

il-lustrar aquest fet proporcionem el segiient exemple original:

Exemple 2.13. Considerem les matrius

Les arrels del polinomi caracteristic d’A son Ay =3 it Ao =2 i la del B és u =1 amb
multiplicitat 2. Mentre que les arrels del polinomi caracteristic de « A + BB son de la

forma a; + B =3a+ B 1 adly + Bu = 2a + B, com es pot comprovar:

oA+ BB — (3a+ 8)I| =0 i laA+ BB — (2a + 8)I| = 0.
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Per tant, podem afirmar que el parell de matrius (A, B) té la propietat L, és a dir,
compleix la propietat 2. A més, com que l'ordre de les matrius és 2, també se satisfa la
propietat 3.

Ara bé, notem que

2 5 , 2 7 0 —2
AB = 1 BA= = (=AB—-BA=
0 3 0 3 0 0
pero,
0 —4 , 0 —6
AC = i CA=
0 0 0 0

Aizo ens indica que AC # CA i, per tant, el parell de matrius (A, B) no és quasi-
commutatiu, €s a dir, no obeeixr la propietat 2. Addicionalment, AB # BA, de manera

que tampoc respecta la propietat 1.

Cas de matrius generals d’ordre 3:

Teorema 2.14. Quan A i B son dues matrius d’ordre 3, en general, cap de les 5

propietats son equivalents.

Estudiem la demostracié d’aquest teorema mitjangant contraexemples. Comencem ana-
litzant el cas que dues matrius A i B tenen la propietat 2, pero no la propietat 1, per

a fer-ho proporcionem un contraexemple original.

Exemple 2.15. Considerem les matrius:

0 0 1 0 00
A=10 0 0 1 B=10 00
000 010
En aquest cas
010 0 00 010
AB=10 0 0 i BA=10 0 0 — (C=AB—-BA=|0 0 0
0 00 0 00 0 00

On AC = 0 = CA i BC = 0 = CB. Per tant, les matrius A i B son quasi-
commutatives complint aixi la propietat 2, pero com que AB # BA no son commu-

tatives, no respecten la propietat 1.
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Seguidament, presentem un altre exemple original per demostrar que la propietat 3 no

implica la propietat 2.

Exemple 2.16. Siguin les matrius:

1 10 1 00
A=[01 0 { B=10 21
0 0 2 00 2

dues matrius triangularitzables sobre la mateiza base, en concret, sobre la base B =
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. Pel teorema 1.6, tenen la propietat P, és a dir, compleizen
la propietat 3. Ara bé, no son quasi-commutatives, ja que AC' # C'A i BC # CB on:

01 1
C=AB—-BA=|0 0 -1
00 O

Per tant, no satisfan la propietat 2.

A continuacié, donem un contraexemple per demostrar que la propietat 4 no implica la

propietat 3.

Exemple 2.17. Considerem les matrius de l’exemple 2.53. Tal com hem vist, aquestes
tenen la propietat L, és a dir, compleizen la propietat 4. Aquest parell de matrius, pero,

no respecta la propietat P, fet que podem observar si analitzem la funcio f(A, B) = AB.

Tentm que:
-1 11
AB=|0 0 0
-1 10

—14+v3i i —1—/3i
2

5>, que no son de la forma

Les arrels del polinomi caracteristic d’AB son 0,
FNiy ps) = Ny amb N; les arrels del polinomi caracteristic d’A, és a dir, 0 i 1, i, p;
les arrels del polinomi caracteristic de B, és a dir, 0, 1 1 —1. Consegiientment, deduim

que no satisfan la propietat 3.

Finalment, proposem un exemple més senzill (sense parametres) que el proporcionat en
el document [6] de Taussky i Motzkin, en el qual les matrius A i B sén 1—lineals, en

altres paraules, compleixen la propietat 5, pero no la propietat 4.
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Exemple 2.18. Siguin les matrius

1 00 1 00
A=(01 0 { B=10 0 2
0 01 010

Les arrels del polinomi caracteristic de la matriu A és 1 amb multiplicitat 3, i les del de
la matriu B son 1, V2 i —/2. La matriu oA + BB té com una de les seves arrels del
polinomi caracteristic la.+ 18 = a+ B, pero no o+ /28 ni a —+/26. La qual cosa es
pot comprovar amb |0 A+ BB — (a+B)I| =0, |aA+ BB — (a+v2B)I| = (1—-/2)5° i
|0A+ BB — (o —2B8)I| = (1++/2)B%. Concloem aizi, que A i B no tenen la propietat

L, és a dir, no compleixen la propietat 4, tot i satisfer la propietat 5.

Cas de matrius hermitianes d’ordre n:

Existeix un cas particular on un parell de matrius d’ordre n amb la propietat 4 implica

les propietats anteriors: aquest és el cas de les matrius hermitianes.

Teorema 2.19. Si A i B son dues matrius hermitianes que compleizen la propietat /,

aleshores A © B presenten la propietat 1 1, consequentment, les propietats 2 i 3.

Demostracio: La demostracié d’aquest teorema sorgeix a partir del teorema 2.7.
Gracies a aquest, si suposem que el parell de matrius hermitianes (A, B) compleix
la propietat 4, es pot afirmar que aquest parell de matrius és commutatiu entre si, és a
dir, també disposa de la propietat 1. Per tant, per el teorema 2.9 té també les propietats
21i3.

O
En acabar el primer article, Taussky i Motzkin, en publiquen un altre I’any 1955 ano-
menat “Pairs of Matrices With Property L. 11" [7]. En aquest segon, aprofundeixen en
la descripcié de parells de matrius amb la propietat L, introdueixen el que anomenen
propietat D i estudien la relacié entre les matrius diagonals, les commutatives i els lla-
pis de matrius. En el nostre cas, no aprofundirem en aquest, ens centrarem a analitzar
una de les aplicacions de la propietat L, en particular, la connexié que trobem entre la

propietat L i les matrius exponencials.
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3. Aplicacions de la propietat L en ’estudi de ma-

trius exponencials

El coneixement i I'ts de la propietat L ha anat creixent al llarg dels anys, aixi com les
seves aplicacions en la teoria d’operadors, ja que Irving Kaplansky va generalitzar-hi
la propietat L. També resultats originalment obtinguts mitjancant la propietat L per
Motzkin i Taussky, s’han demostrat novament utilitzant teoria de pertorbacions, per

Tosio Kato, o han estat generalitzats per Shmuel Friedland [8].

Una contribucié recent que afavoreix al desenvolupament de la propietat L es troba en
I’estudi de les matrius exponencials, en concret en 'article “On commuting Matrices
and Exponentials” [11] publicat per Clément de Segunis Pazzis any 2013. Aquest dona
una visio més amplia del coneixement sobre la propietat L, observant com dues matrius

aAtB — gadeB — oBead gatisfan

A i B tals que, per tot @ € N, es compleix que e
la propietat L. En aquest capitol abordarem aquesta relacié que s’estableix entre les

matrius exponencials i la propietat L.

A partir d’aquest instant, el cos sobre el qual treballarem sera C. A més, aquest capitol
utilitza la referencia [11] com a font principal, estudiant els diversos resultats que s’hi

presenten.

3.1. Resultats previs

Per tal d’introduir el vincle principal entre les matrius exponencials i la propietat L, ex-
posem primer una reformulacié de la propietat L, juntament amb una serie de resultats

que cal destacar.

Definicié 3.1. (Reformulacié de la propietat L de Motzkin-Taussky, [11])
Diem que el parell de matrius (A, B) té la propietat L si i només si existeizen funcions
afins fi,..., fn amb f; : C — C tals que les arrels del polinomi caracteristic comptant

repeticions de A+ zB, per tot z € C, son de la forma fi(z) peri € {1,...,n}.

A partir d’aquest instant, excepte que s’especifiqui el contrari, considerarem les funcions
fi : € — C. A més, per als resultats posteriors hem de tenir en compte les segiients

definicions:
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Definicié 3.2. Siguin A @ B dues matrius d’ordre n:

e Un llapis de matrius és una familia de matrius A+ zB amb z € C un parametre.

o Un punt excepcional zy € C és un valor per al qual la matriv A + zoB té menys

arrels del polinomi caracteristic que la majoria de les matrius de la familia A42zB.

A partir d’aqui enunciem uns resultats que ens ajudaran a demostrar la relacié entre

les matrius exponencials i la propietat L.

Teorema 3.3. (Refinacié del teorema de Motzkin-Taussky, ([11], teorema 6))
Sigui (A, B) un parell de matrius que satisfa la propietat L. Suposem que B és diagona-
litzable 1 que A + 2y B és diagonalitzable en cada punt excepcional del llapis de matrius

A+ zB. Aleshores es compleix que A © B son commutatives.

A continuacié provarem la segiient proposicio:

Proposicié 3.4. Si les arrels del polinomi caracteristic de la matriv a« A+ B pertanyen

a Z, per tot a € N, llavors el parell de matrius (A, B) 1€ la propietat L.

Abans de fer la prova és necessari establir primer com sén els polinomis caracteristics

definits a partir de les series de Puiseux, una generalitzacié de les series de potencies:

Proposicié 3.5. [11] El polinomi caracteristic de la matriu A+ zB en un entorn de

zero es pot descriure mitjancant series de Puiseuxr com:

IT I - £0©).

J=1¢€Uq,(2)

Per un radi v > 0, un enter ¢ € {1,....,n}, i enters positius dy, ...,d, tals que n =
dy +---+d, i per funcions analitiques fi1, ..., f; definides en un entorn del zero les quals
son expressades per les arrels del polinomi caracteristic. On Ug,(2) és el conjunt de les

d;j—esimes arrels de z, és a dir, son aquells valors tals que (% = z.

Aixi com un lema que proporcionem per facilitar la demostracio:

Lema 3.6. Siguin p(z) i q(z) dos polinomis amb z € C tals que p(z) = q(z) en un

entorn del zero, aleshores p(z) = q(z) per tot z € C.

Demostracié: Definim ¢(z) = p(z) — ¢(z) una funcié polinomica per tot z € C. Per

hipotesi p(z) = ¢(z) en un entorn del zero, obtenint aixi que en aquest entorn ¢(z) = 0,

24



és a dir, hi ha infinits punts on ¢(z) = 0. Un polinomi no nul només té un nombre
finit de zeros, per tant, d’aqui deduim que ¢(z) = 0 per tot z € C. Tenim aixi que
p(z) = q(z) per tot z € C.

0

Demostracioé de la proposicio 3.4: Per demostrar aquesta proposicié es prova que
les funcions fi, ..., f, de les series de Puiseux sén funcions polinomiques.

Per a fer-ho, sense perdua de generalitat, considerem la funcié f; i la seva expansié en
serie de potencies fi(z) = 2;08 a;z? amb a; € C. Sigui ap € N\ {0} tal que 1/ag <7
amb r > 0. Considerem z = a~! per a > ayg, aleshores ( = Va1l = a4 i, en
conseqiiencia, fi(a~'/%) és arrel del polinomi caracteristic de A + o~ 'B. Per tant,
afi(a~/%) és arrel del polinomi caracteristic de oA + B i per hipotesi és un enter. De
la mateixa manera, (o +1)f((a+1)71/9) és un enter, ja que és una arrel del polinomi
caracteristic de la matriu (o 4+ 1)A + B.

Conseqiientment, s’obté:
(a+Dfi((a+ 1)V —afi(a V) e Z.

A més, a l'aplicar la serie de potencies es verifica:

+oo +o00
(@+ )i+ 1)) —afifa™) = (a+1) Z aj(a+ 1)~9/d OzZaja_j/dl
=0

=0
= qop + Z aj((a 4 1)179/d _ g1-i/d)
jEN\{0,d1 }

Suposem que existeix un s € N\ {0,d;} tal que as # 0 i amb tots termes anteriors a
aquest nuls. Veurem com aquest fet no és possible arribant a una contradiccio.

Per un costat, per cada enter j € N\ {0,d;} es té:

1-j/d 1-j/d 1-j/d 1\
(a4 1) —a M = (14 — -1
a

~ al—j/dll_—j/dl — (1 _ i) o d/d
1

a—+00 (6%

Fet que ve donat a partir de la formula de Taylor (1 + %)T —1l~r-: % per x — +00.
Per I’altre costat, observem que tots els termes posteriors a 7 = s sén asimptoticament
menyspreables. A causa de considerar j > s, obtenim —s/d; > —j/d;, és a dir,

al=s/dt > q1=3/d tenint en compte que a > ap, de la mateixa manera, (1 + a)lfs/dl >
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(1+a)=7/4. Com que estem realitzant la suma polinomica amb 1 — s/d; el grau més

gran, la serie actua asimptoticament com el terme d’aquest grau, és a dir:

> ai((at 1) — o v ag((a+ 1) —alelm
JEN\{0,d1}

Per tant, {(a + 1)fi((a + 1)7Y4) — afi (™) — ap}asa, 65 una successié amb els
seus termes en 7Z i convergent a 0, pero no nul-la, fet que ens porta a una contradiccio.
En conseqiiéncia, obtenim que per tot j € N\ {0,d;} es té que a; = 0. Aixi, fi(z) =
ap + aq, 2. Aquest procediment es pot aplicar per cada f amb k € {1,...,q}. Llavors,
podem afirmar que existeix un b, € C tal que f(z) = fix(0) + brz% en un entorn de
zZero.

Aix{ mateix, utilitzant la proposici6 3.5 i considerant que, per tot ¢ € Uy, , es té (% = 2,
és a dir, en cada Uy, es troben dj, elements tals que fix(¢) = fx(0) 4+ bpC% = f1.(0) + byz.
Podem concloure que el polinomi caracteristic de A 4+ zB en un entorn de zero és igual

a:

II I1 s = 1Ll = 550 = 21"

J=1(¢€Uq,(2)

Pel lema 3.6, es pot estendre aixo a tot C obtenint que existeixen funcions afins g, ..., g,
amb g; : C — C per tot i € {1,...,n} tals que g; = f;(0) 4 b;z i, aquestes sén les arrels
del polinomi caracteristic de A + zB per tot z € C.

Resultant aixi, per la definicié 3.1, que les matrius A i B tenen la propietat L.

Un altre resultat important a considerar durant aquesta seccié és:

Proposicié 3.7. Les solucions de l'equacié eX = I sén les matrius diagonalitzables X

tals que les arrels del seu polinomi caracteristic pertanyen a 2miZ..

Demostracié: Suposem primer que es compleix 1'equacié eX = I. Observem que
aleshores e’ = I amb Jx una forma de Jordan de la matriu X. A més, pel lema 1.2,
si A; és una arrel del polinomi caracteristic de la matriu X per i € {1,...,n}, llavors
et és una arrel del polinomi caracteristic de la matriu eX. Com que eX = I, les arrels
del polinomi caracteristic de eX sén e = 1, obtenint aixi que \; € 2miZ, per tant, les
arrels del polinomi caracteristic de eX pertanyen a 2miZ.

Utilitzant reduccié a ’absurd, suposem que X no és una matriu diagonalitzable, com
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a conseqiiencia, existeix com a minim un bloc de Jordan tal que Jy,, », = A\;I + N per
algun j € {1,...,t} on t representa el nombre d’arrels diferents del polinomi caracteristic

de X, m; la multiplicitat de A; i NV # 0 una matriu nilpotent amb zeros a la diagonal. A

més, observem que e’X = diag(e’™ 1, ..., efme ) = I siinomés si per cada i € {1, ...,t}
es té que e’mri = . Aleshores, com que \; € 27iZ,

elmidy = NIHN — NN N L ]
Es a dir, e’ # I, el que és una contradiccié, per tant, X és una matriu diagonalitzable.
La implicacié reciproca també es compleix si suposem que X és una matriu diagonalit-
zable amb arrels del polinomi caracteristic a 2miZ. Ja que X = PJxP~! on Jx és una

forma de Jordan de la matriu X i e/ = I. Pel que,
X = ePXPT = pedxpl= prpt =1,

|

A partir de les proposicions anunciades anteriorment podem demostrar el segiient lema

donat a [11]:

Lema 3.8. Siguin A i B dues matrius tals que e*A1PB = I per tot o, B € Z. Aleshores

A i B son commutatives.

Demostracié: Definim les matrius A’ = ﬁA iB = ﬁB. Per la proposicio 3.7, la

matriu oA + SB és diagonalitzable, per tant, considerem la segiient matriu:

aA'+ B = a(%mfl) + B(%B) = QLM_(QA + B),
i obtenim que oA’ + BB’ és diagonalitzable.
Sigui d; una arrel del polinomi caracteristic de A 4+ 8B per cada j, aleshores les arrels
del polinomi caracteristic de aA’ + 8B’ sén de la forma 0} = ﬁéj. Com que, per la
proposicié 3.7, d; € 2miZ es té que ¢; € Z per cada j. A partir d’aquf podem deduir
que les arrels del polinomi caracteristic de A’ + SB’ pertanyen a Z.
Com a conseqiiencia, si § =11 a € N, les arrels del polinomi caracteristic de la matriu
aA + B estan contingudes en Z. Aleshores, per la proposicié 3.4, obtenim que A’ i B’
compleixen la propietat L, és a dir, les arrels del polinomi caracteristic de la matriu
aA'+ B’ amb un ordre adequat i comptant repeticions de X, i p, arrels dels polinomis

caracteristics de A" i B, sén de la forma o\, + fu; € Z per tot i. Per tant, A, u, € 7Z,
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ja que o, f € Z.
Tenint en compte que a A’ + B’ és diagonalitzable, llavors B’ = 0 x A’ 4+ 1 x B’ també
ho és, de manera que existeixen i i 1 dues arrels del polinomi caracterfstic de B’ tals
que p, # pi; per k # j. Llavors podem deduir que els punts excepcionals, obtinguts en
igualar els diferents valors de les arrels del polinomi caracteristic del llapis de matrius
A’ + zB’, sén nombres racionals, ja que:

N = A

/!

Ak 2oy, = Ny + 2oy = 20 = ———
Hie — My

amb k # j.

Com que X, ui; € Z, s'obté que 2y € Q. Concloent aixi, que A'+ 2o B’ és diagonalitzable,
perque es pot considerar la matriu A’ + §B’ = é(ozA’ +BB') iz = g amb a # 0.
Utilitzant el teorema 3.3, obtenim que A’ i B’ sén commutatives, resultant aixi que A

1 B també sén commutatives.
OJ

Seguidament, enunciem alguns resultats, proporcionats a I'article [11], que seran neces-
saris per provar la connexié entre matrius exponencials i la propietat L. Concretament,

A

seran 1tils per poder estudiar el cas en que e i e? tenen una tnica arrel del polinomi

caracteristic. Fet que ens permetra treballar amb matrius A’ = A —~[ i B’ = B — {1,

4

les quals tenen les arrels del polinomi caracteristic contingues en 27iZ si e i e sén les

arrels del polinomi caracteristic de e? i e”.

Notacié 3.9. Denotem com K,(C) el subespai caracteristic de la matriu C' respecte a
A€ C, és a dir, Kx(C) = ker((C — M)?), amb 0 < j <n. A més a més, considerant
k € N\ {0}, definim:

pr:CxC—=C, @plpw) =pw,

on p i w son arrels del polinomi caracteristic de les matrius e? i e®, respectivament.

Lema 3.10. Suposem que, per tot \y © Ao, arrels diferents del polinomi caracteristic
de la matriu A que satisfan que si A\ — Ao € 2miQ aleshores A\ — Ay € 2miZ. Llavors

ezisteix un k € N\ {0} tal que @y és injectiva.

Demostracié: Demostrem aquest lema per reduccié a ’absurd. Suposem que per tot
k € N\ {0} existeixen parells d’arrels del polinomi caracteristic de e? i e, (p1,w;) i

(p2, w2), diferents tals que ¢y (p1,w1) = pfwi = phws = @i (p2, wo).
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Si considerem k = a i k = b amb a # b, per parells (p1,w) 1 (pa,wy) diferents de zero

s’obté que:

a a Wi Plyq . b b w1 P1yp
Pl = Powy = — = (— 1 Plwr = Pows = — = (—)".
1 2 o (,02) 1 2 s (Pz)

Per tant, (21)¢ = (2) deduint aix{ que 2t és una arrel unitaria. En conseqiiencia, pel
p2 p2 p2
lema 1.2 i com la funcié exponencial és expressada per una serie de potencies convergent,

es té que, per \j, )y arrels del polinomi caracteristic d’A, p; = e i py = e*2. Obtenint

que (%)a*b = eleDi—A2) — 1 45 a dir:

2wl

A — A
! 2Ea—b

= A1 — X\ € 2miQ.

Ara bé, per hipotesi, aixo implica que \; — \y € 2miZ, o sigui, Ay — Ay = 27is per s € Z.

Ao+2mis

Per tant, s’arriba a p; = eM = ¢ = e = py. Arran d’aix0, deduim que w; = ws,

cosa que contradiu el fet que els parells (p;,wq) 1 (p2,ws) siguin diferents.

g

Proposicié 3.11. Suposem que vy és injectiva i que el parell de matrius (A, B) satisfa

aA+BB eaAe

que € BB per tot o, 3 € Z. Aleshores els subespais caracteristics de les

matrius e i eP son subespais invariants per A i B.

Durant la demostracié d’aquesta proposicié utilitzarem la segiient notacio:

Notacié 3.12. Denotem per Sp(D) a l'espectre de la matriu D, és a dir, al conjunt

d’arrels del polinomi caracteristic de la matriu D sense repeticio.

Demostracié de la proposicié 3.11: Observem primer, que A + B és una matriu

A+B

commutativa amb eA*t8 per tant, per hipotesi, A+ B commuta amb e?e”. Deduint aix{

que els subespais caracteristics de e4e?

lema A.7).

sén invariants per A + B (veure demostraci6

Donat que les matrius e? i e® sén commutatives, els subespais caracteristics de e?

sén invariants per e?, ja que ePet = (e 4e B)7! = e4eP. Aixo ens diu que podem
descompondre K,,(e?) com a suma directa dels seus subespais caracteristics respecte

e, que s6n de la forma K,(e?) N K, (e?). Obtenint que per tot w € Sp(e?) es té:

Ku(e®)= @@ K,(e*)nK,(eP).

peSp(et)

29



Per altra banda, per la commutativitat de e i e?, derivem que K,(e?) N K, (e?) és

un espai invariant per e i e?. Aix{ mateix, sigui v € K,(e?) N K, (e?), concretament,

(et —pI)iv =01 (P —wl)*v =0 per j,k < n. Observem que:

A_B

etef — pwl = e

eB — peP + peP — pwl = (e — pIeP + p(ef — wi),

aleshores:

e = putyv =3 (3) (e - oDy pte? — )y

- 1
=0

B

prenent s = min{j +k — 1,n}. Si s = n, per la commutativitat de e” i e?, es té que

(eteB —pwl)*v = 0. Arabé, si s = j+k—1 s’anul-len tots els termes que contenen i > j

i, de fet, també la resta, ja que si i < j aleshores s — i > k. Es a dir, v € pr(eAeB)
deduint que K,(e) N K, (eB) C K, (eeB).

A més a més, que com ; és injectiva, per tots els parells (p1,w;) i (p2,ws) resulta que
Ko (€1eP) N Ky, (e?eP) = {0}. Concloent aix{ que la suma directa dels subespais
K, (eeB) cobreix tot C" per cada parell (p,w). De la mateixa manera, també ho fa la

suma directa dels subespais de K,(e?) N K, (e?), ja que per definicié K, (e?) cobreix

tot C". Com a resultat, es té:

- D O K- D D

weSp(eP) peSp(et) weSp(eB) peSp(et)

Fet que implica que K,(e*) N K, (e?) = K,,(e?e?). Demostrant aixi:

D

peSp(et)

Aix0 ens prova que els subespais caracteristics de e? sén invariants per A + B, ja que
cadascun els subespais caracteristics de e?e? sén invariants per A + B. A més, per la
commutativitat entre e i B, els subespais caracteristics de e també sén invariants
per B. En conseqiiéncia, aquests sén invariants per A, pel fet que A = (A+ B) — B i
un subespai és tancat per la resta.

Seguint el mateix raonament s’arriba a que els subespais caracteristics de e? sén inva-

riants per A i B.
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Juntament amb aquesta proposicio i la definicié enunciada a continuacié:

Definicié 3.13. Diem que el parell de matrius (A, B) és descomponible si existeix una
descomposicio no trivial C* = F & G amb F i G subespais lineals invariants tant per

A com per B. En cas contrari, diem que el parell és indescomponible.

Podem demostrar el segiient lema:

Lema 3.14. Siguin A i B dues matrius indescomponibles tals que e*AT8B = ¢x4ePB

A

i sigui 1 injectiva, aleshores les matrius e i e tenen una tnica arrel del polinomi

caracteristic.

Demostracié: Demostrem el lema per reduccié a I’absurd. Suposem que existeixen p;

i po dues arrels del polinomi caracteristic de la matriu e?. Llavors, per definicio:
C" = Kpl(eA) (&) Kp2 (€A),

perd, per la proposicié 3.11, K, (e?) i K,,(e?) sén invariants per A i per B. Aixo
implica que, per definicid, A i B sén descomponibles, la qual cosa contradiu el fet que
A i B sén indescomponibles. Per tant, e? té una tnica arrel del polinomi caracteristic.
Seguint el mateix raonament es pot demostrar que e? té una tinica arrel del polinomi

caracteristic.

g

Observacié 3.15. La proposicio 3.11 1 el lema 3.14 també se satisfan si el parell de

matrius compleix que T8 = e*4eB = eBe4 per tot a € N.

Finalment, enunciem una proposicio, la qual ens permet veure una relacié entre les

matrius nilpotents, les exponencials i la commutativitat.

Proposicié 3.16. Siguin A i B dues matrius nilpotents tals que e“e® = eBe?, llavors

A i B son commutatives.

Demostracio: Donat que A és una matriu nilpotent, existeix un enter positiu m tal
que per tot 5 > m es té A7 = 0. Aleshores es dedueix que I'exponencial es redueix a un
polinomi finit tal que:

A2 Am—l

A
AL
‘ LT T
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D’on s’obté que e — I una matriu nilpotent, ja que és una suma de poteéncies nilpotents.
Gracies a aixo, la serie de poteéncies de la matriu log(e?) esta ben definida perque és
finita [14]. A més, com que la série de potencies de la matriu exponencial i de la matriu
logaritmica son inverses 'una de ’altre, pel fet que, en aquest cas, son finites obtenim
que log(e?) = A.

Utilitzant la serie de Taylor de la funcié log(1 + z), per j € N, arribem a:

A =log(e?) = zj: ﬂ(eA — )",
k=1 k

Per tant, A és un polinomi en e/ i, de la mateixa manera, B és un polinomi en e?. Per
la commutativitat de e? i e® qualsevol polinomi en aquestes també commuta, és a dir,

A1 B sén commutatives.

i

3.2. Vincle entre les matrius exponencials i la propietat L

3.2.1. Un cas particular

Estudiem primer un cas particular, proporcionat a [11], per establir la relacié entre les
matrius exponencials i la propietat L, en el qual les arrels dels polinomis caracteristics
de Ai B estan contingudes en 27iZ. Per a fer-ho, introduim alguns conceptes necessaris

per a la demostracié d’aquest cas.

Teorema 3.17. (Descomposicié de Jordan-Chevalley [13]) Sigui A una matriu
tal que el seu polinomi caracteristic esta format per la multiplicacio de polinomis minims
de la formamy = p(x)" on p(z) és irreductible i separable amb r € N. Aleshores existeix
una descomposicio unica A = D + N on D és diagonalitzable, N és nilpotent, el parell
(D,N) és commutatiu i les arrels del polinomi caracteristic de la matriu A sén les

mateixes que les de la matriu D.

A partir d’aqui podem enunciar i provar la seglient proposicié:
Proposicié 3.18. Siguin A i B dues matrius tals que, per tot a, 3 € Z, e*+8B =
e®4ePB amb les arrels del polinomi caracteristic de A i B contingudes en 2miZ. Ales-

hores A i B son dues matrius commutatives i tenen la propietat L.

Demostracié: En aquesta demostraciéo provarem que A i B sén commutatives i uti-

litzant el teorema 2.9 demostrem que tenen la propietat L.
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Seguint l'article [11], com que A, B € M, (C), podem aplicar el teorema 3.17 i dur a
terme aquesta prova a partir de la descomposicié de Jordan-Chevalley. Aixi doncs,
considerem les matrius A = Dy + No i B = D + Np. Fet que ens permet analitzar
I’espectre de les matrius aDy4 i 8Dg, per «, f € Z, obtenint que les arrels del polinomi

caracteristic d’aquestes matrius estan contingudes en 27wiZ.

Tenint aixo en compte, i donat que els parells de matrius (Da, N4) i (Dp, Np) son

commutatius, s’obté:

aA _ _aDa+aNgy

e —e aN 4

— eDagaNa _ o ePB — BDe+BNE _ BDB AN _ BNB

Aleshores, per hipotesi:
eozA—I-ﬁB — eaAeﬁB — €aNA€’8NB.

A més a més, e®NaePNe = BNpeaNa § en particular, e™ i VB commuten. Aixo és
gracies a la commutativitat de e*4 i e:

eBBeocA _ ((eﬁBeaA)—l)—l _ (e—aAe—BB)—l _ (e—(aA—i-,BB))—l _ eaA+ﬁB _ eoaAeﬁB,
deduint que e®A+AB = a4efB — fBgad
Donat que N4 i N sén matrius nilpotents, per la proposicié 3.16, aquestes son com-

mutatives. Obtenim aixi que e*4+8#8 = e®NaphfNp — aNa+8Ng,

A més, com que NyNp = NpN4 si apliquem el binomi de Newton sobre la matriu
(a«Ns+BNp)® per s = m+k,on N7 =01 Nk =0ambm, k € N, s'obté (aNs+8Np)* =
0, és a dir, a No+ [ Np és una matriu nilpotent i, tal com s’ha demostrat en la proposicié
3.16, aquesta és un polinomi en e*NaT8Ns — @A+AB  Com a conseqiiencia, les matrius
aNy + BNp i aA + BB sén commutatives.

Per la descomposicié de Jordan-Chevalley i per la proposicié 3.7, deduim que oDy +
B Dpg és diagonalitzable i que les seves arrels del polinomi caracteristic pertanyen a 2miZ,

ja que:
o@Da+BDp _ ,aA+BB—aNa—BNp _ ,aA+BB,—(aNa+8Np) _ |

Aixi doncs, pel lema 3.8, les matrius D4 i D son commutatives. El que ens indica
que, si considerem a« =115 =a o0 =0bamb a # b, les matrius Dy +aDpgi Dy +bDp
també ho son i, per tant, sén simultaniament diagonalitzables.

Per la commutativitat entre Ny +alNg i A+ aB, es té que Ny + aNp i Dy + aDp

commuten. El mateix raonament podem aplicar-lo sobre Ny + bNpg i D4 + bDp. Aixi
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com, donat que Ny i Np sén commutatives, també ho sén les matrius Ny + aNp i

Na+bNp. Llavors (A+ aB)(A+bB) = (A+bB)(A + aB), pero:

(A+aB)(A+bB) = A+ bAB + aBA + abB?
(A+bB)(A+aB) = A>+ aAB + bBA + abB?

amb a # b, per tant, AB = BA. En conseqiiencia, pel teorema 2.9, el parell de matrius
(A, B) satisfa la propietat L.
O

3.2.2. La connexié principal

El principal vincle que s’estableix entre la propietat L i les matrius exponencials esta

en el segiient teorema:

Teorema 3.19. Siguin A ¢ B dues matrius. Si per tot a € N es compleix:

eaAJrB — eaA B BeaA (5)

aleshores A i B tenen la propietat L. A més, si per tot o, B € 7 se satisfa:

eaA+BB _ 6oerBB7 (6)

llavors el parell (A, B) és commutatiu.

Per efectuar la demostracié d’aquest teorema son necessaris els segiients dos resultats:

Lema 3.20. Sigui k un enter positiu, es verifiquen les seguents afirmacions:

i) El parell de matrius (A, B) és commutatiu i té la propietat L si i només si el parell

(kA, B) és commutatiu i té la propietat L.

ii) El parell de matrius (A, B) satisfa les equacions (5) i (6) si i només si el parell

(kA, B) també les satisfa.

Lema 3.21. Sigui A una matriu i definim el conjunt:

1
F=Qn T{)\l — Ao | Ay @ Ay son arrels diferents del polinomi caracteristic d’A}.
T
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Aleshores existeix un enter positiu q tal que ¢F C Z 1 les arrels del polinomi caracteristic

de la matriu gA, N} i Xy, satisfan:
N = X, € 2miQ = \] — \; € 2miZ.

Demostracié: Observem primer que l'enter ¢ existeix pel fet que hi ha un nombre
finit d’arrels del polinomi caracteristic d’A, és a dir, el conjunt F' és un conjunt finit tal
que F' C Q. Aixi doncs, considerem ¢ com el minim comud multiple dels denominadors
dels elements de F', obtenint que qF C Z.
Sigui 7 un nombre racional, r € F'si 2imr = A\; — \y. Les arrels del polinomi caracteristic
de gA sén de la forma \| = gAq, aleshores X} — X, = g(A; — Ag). A més, se satisfa que
si ] — X, € 2miQ s’obté que Ay — Ay € 2miQ, és a dir, Ay — Ay = 2mip amb p € Q. Per
definicié p € F'iqF C Z pel que gp € Z i, per tant, | =X, = qg(A\1—\y) = 2migp € 2mwiZ.
OJ

Tenint aixo en compte demostrem el teorema 3.19. Per a fer-ho I'article original [11]
separa la demostracié en dos casos diferents. Primer tracta el cas quan les matrius
son descomponibles, per aixi poder reduir el teorema a matrius de dimensié menor a
n utilitzant induccié. Seguidament, tracta el cas de les matrius indescomponibles, el
qual és més complex i per demostrar-ho es busquen matrius que segueixin les matei-
xes hipotesis, pero limitant les formes de les arrels dels polinomis caracteristics per tal

d’arribar a les propietats desitjades.

Demostracié teorema 3.19: Separem la demostracié en dues situacions diferents:
e El parell de matrius (A, B) és descomponible.

Per justificar aquests resultats utilitzarem induccié sobre 'ordre de les matrius n.

Pel cas n = 1, considerem les matrius A = (a) i B = (b). En aquest cas AB = BA i
en consequencia, pel teorema 2.9, les matrius A i B tenen la propietat L, verificant el
teorema 3.19.

Suposem cert el teorema per matrius fins a ordre n — 1. A més, suposem que existeixen
dues matrius d’ordre n que satisfan les equacions (5) i (6). Donat que el parell d’A i

B és descomponibles, aquestes comparteixen subespais invariants no trivials. Per tant,
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definim P una matriu invertible d’ordre n tal que:

A0\ . By 0\
A=P P i B=P P
0 Ag 0 BQ

on Aj, By sén matrius d’ordre k € {1,...,n — 1} i A, By matrius d’ordre n — k. Com

que A i B satisfan 'equacié (6):

aAy + BB 0 eaA1+hB 0
aA+BB =P 1+ BB Pl o 0AHBB _ p
0 @Ay + BB 0 eaA2t+BB
1
aAq BBy aAr BB
e 0 e 0 e“Me 0
e*4e’P = p p'p pl=p P
0 e 0 efB 0 e¥A2 B2

deduint que els parells de matrius (A;, By) i (As, B2) també compleixen I'equacié (6), i
de forma analoga obtenim que satisfan ’equacié (5).

Per hipotesi d'induccid, els parells (A;, By) i (Ay, Bs) sén commutatius i tenen la pro-
pietat L. Per tant, concloem que el parell (A, B) també és commutatiu i satisfa la

propietat L, demostrant aixi el teorema 3.19 per aquest cas.
e El parell de matrius (A, B) és indescomponible.

En aquest context, pel lema 3.20, sense perdua de generalitat, es pot substituir A per gA.
D’aquesta manera, podem deduir pel lema 3.21 que aquesta nova A, considerant ’enter
g definit en aquest lema, compleix que si A, Ay son arrels del polinomi caracteristic
d’A aquestes satisfan que Ay — Ay € 2miQ implica \; — Ay € 2miZ. Aix0 ens permet
aplicar el lema 3.10 i si, pel lema 3.20, redefinim la nova A per kA, podem suposar
que @1 és injectiva. Fet que és possible gracies a considerar que si p’ és una arrel del
polinomi caracterfstic de e llavors (p')¥ = p és una arrel del polinomi caracteristic de
ef4, perque ef4 = (e4)*.

4 eP tenen una unica arrel dels seus polinomis carac-
5

Pel lema 3.14, les matrius e

teristics. Concretament, existeixen v,0 € C tal que €” i e° sén les arrels dels polino-

B

mis caracteristics de e? i e”, respectivament. Si definim les matrius A’ = A — [ i

B’ = B — 01, aquestes tenen les arrels del polinomi caracteristic contingudes en 27iZ,

A’ A—~I Ae—'yI — 6—76A

ja que e? =e =e , és a dir, les arrels del polinomi caracteristic de
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/ / — . . .
e sén e77e’ =1 i, se segueix el mateix raonament per B’

Observem que si el parell de matrius (A, B) satisfa les equacions (5) i (6), llavors:

eaA'-i—,BB’ _ ea(A—’yI)-‘rﬁ(B—&I) eaA—i—BB—(oz’y—i—,BJ)[ _ eaAe—oryleﬁBe—,Bdl _ ea(A—’yI)e,B(B—éf)

gracies a la hipotesi i a la commutativitat de @A + B amb (ay + ). Resultant
aixi, que el parell (A’, B') també compleix 1'equacié (6) i, de forma analoga, s’obté que
compleix 'equacio (5).

Per una banda, les matrius (A’, B') satisfan I'equacié (5), gracies a aixdo podem afir-

A/

- B
mar que € 1 e

s6on commutatives i, pel teorema 2.9, tenen la propietat P. Com a

N . / / / / / / , . .
conseqiiéncia, donat que e 8 = e eB = (e4)%eB’ es té que les arrels del polinomi

caracteristic de a A’ + B’ estan contingudes a 2miZ.

Per tant, per la proposicié 3.4, podem afirmar que el parell de matrius (ﬁA’ , ﬁB’ )
respecte la propietat L. Aix0 implica que el parell (A, B") compleix també aquesta
propietat i, com a resultat, el parell (A, B) també la satisfan. Fet que és a causa de

considerar:
A+ 2B = (A +~I)+ 2B +0I)=A + 2B + (v + 20)I

i, donat que A’ + 2B’ commuta amb (v + 2d)1, obtenim Sp(A+ 2B) = Sp(A'+ 2B’) +
(7 + 29). Ara bé, com que A’ i B’ tenen la propietat L, les arrels del polinomi carac-
teristic de A’ + 2B’ so6n funcions afins de z, deduint aixi que les arrels del polinomi
caracteristic de A + zB també ho sén. Demostrant la primera part del teorema.

Per altra banda, com que (A’, B') satisfan ’equacié (6), per la proposicié 3.18, deter-
minem que el parell (A’, B’) és commutatiu i, en conseqiiéncia, el parell (A, B) també

és commutatiu, és a dir:

A'B' = (A—~I)(B—6I) = AB — A — B + 761
B'A' = (B — 0I)(A—~I) = BA— 6A — B + 61

— AB = BA.

Demostrant la segona part del teorema.
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Apendix

A. Definicions basiques

Enunciem alguns dels coneixements que cal tenir en compte durant el treball. Comen-
cem donant una definicié més detallada de polinomi caracteristic i d’arrels del polinomi

caracteristic juntament amb altres definicions elementals.

Definicié A.1. Sigui A una matriu quadrada, el polinomi caracteristic d’A és el poli-
nomi definit per pa(z) = |zl — A|, mentre que les arrels del polinomi caracteristic son

els valors de x que satisfan l’equacid pa(x) = 0.

Definicié A.2. Una matriu és invertible si i només el seu determinant és diferent de

ZEro.

Lema A.3. Sigut P una matriu invertible qualsevol, aleshores les arrels del polinomi

caracteristic d’A i de A = P~YAP sén les mateizes.

Demostracié: Volem provar que |z] — A| = [x] — P~ AP|, pero observem que |z] —
P'AP| = |gP7'IP — P'AP| = |P Y (xI — A)P| = |P7||al — A||P| = |zI — A], ja
que |P71|P| = 1.

O
Una altra definicié que hem de tenir en compte durant el treball és la definicié de

subespai invariant:

Definicié A.4. Sigui V' un espai vectorial sobre K i f : V. — V wuna transformacio

lineal. Un subespai W C V' és invariant si per tot w € W es compleiz f(w) € W.

A partir d’aqui enunciem una definicié elemental juntament amb uns resultats basics

que ens acompanyen durant tot el treball:

Definicié A.5. Una matriu en forma de Jordan és una matriu quadrada formada per

la suma directa de blocs de Jordan, on un bloc de Jordan és una matriu de la forma:

No1o0 0
0 M\
Jmin = 1 0 |€M(K)
0 0 A 1
0 0 N
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1, per tant, les matrius de Jordan son de la forma:

Jml)\l
J A

']mr A

On \; € K peri=1,...,r son les arrels del polinomi caracteristic d’una matriuv A, m,
la multiplicitat d’aquestes © on cada Jp, », €s un bloc de Jordan associat a l'arrel \;. A

més a més, existeiz una matriu invertible P tal que Jy = P tAP.

Lema A.6. Si Ja una matriu de Jordan, aleshores J& = P~1A*P.

Demostracio: Demostrarem aquesta proposicié mitjancant induccio.

Comencem provant pel cas k = 2. Tenim que J3 = (P~'AP)(P~*AP) = P"'APP'AP
P71A2P. Suposem que J5 = P71AFP és cert i demostrem el cas k + 1. Aix{ doncs,
JETL — (P1AFP)(P7'AP) = P'A*PP~'AP = P~'A**1P. D’aquesta manera, per
induccié es verifica que J§ = P71AFP.

g

Lema A.7. ([10], teorema 2.3.3) Si A i B son dues matrius commutatives aleshores A

1 B son simultaniament triangularitzables.

Demostracio: Per a la demostracié provarem que existeix una base comuna de vectors
associats a cadascuna de les arrels dels polinomis caracteristics respectius. Sigui A
una arrel del polinomi caracteristic d’A, és a dir, existeix un vector v no nul tal que
(A —A)v = 0, aleshores ker(AM —A) = {v € K|(A —A)v = 0} és un subespai invariant
per A. Perd com que A i B sén commutatives, es verifica que ker(A — A) també és
invariant per B a causa del fet que si v € ker(A — A), llavors Bv € ker(Al — A), ja que
(M — A)Bv = B(A — A)v = B0 = 0. Com que K és un cos algebraicament tancat, B
admet una arrel del polinomi caracteristic p sobre aquest subespai. En altres paraules,
existeix un vector no nul v € ker(Al — A) tal que (uI — B)u = 0. Per tant, u és un
vector associat a una arrel del polinomi caracteristic d’A i de B simultaniament.

Pel cas d’arrels del polinomi caracteristic amb multiplicitat major que 1 la demostracié
és analoga amb les corresponents elevacions en els subespais generalitzats.

Tot seguit considerem {u, es, ..., e, } una base de I'espai. En aquesta base les matrius A

1 B son de la forma:
A Oy uw Cp

0 Al O Bl
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amb A{B; = BjA;, conseqientment podem aplicar de manera recursiva el mateix
raonament sobre A; i By fins a obtenir una base de tot 1'espai on A i B sén triangulars

superiors.
U

A més a més, durant el treball s’han tractat el concepte de moduls sobre una algebra.

Per entendre-ho millor donem les corresponents definicions.

Definicié A.8. Un espai vectorial sobre un cos K és una estructura algebraica formada
per un conjunt de vectors E amb dues operacions: la suma i el producte per escalars,

onpertotu,ve FiA€e K esté queu+ve R i ue k.

Definicié A.9. Una algebra P sobre un cos K és un espai vectorial sobre K dotat
d’un producte entre els seus elements que compleix que per tot a,b,c € P 1 A € K:

(a+b)c = ac+be, a(b+ ¢) = ab+ ac i A(ab) = (Aa)b = a(AD).

Definicié A.10. Un modul M sobre una dalgebra P és un espai vectorial dotat d’un
producte, és a dir, ¢ : P x M — M amb (a,x) = ax tal que a(z + y) = ax + ay,
(a +b)x = ax + bz i (ab)xr = a(bx), per aa,b € P ix,y € M.

Definicié A.11. Un submodul N del modul M és un subespai vectorial del modul M

tancat per la suma i el producte.

B. DMatrius exponencials

En I'altim capitol del treball s’ha estudiat el vincle entre les matrius exponencials i la
propietat L. Per tant, donem informacié fonamental de les matrius exponencials i la

relacié amb la commutativitat.

Recordem que si treballem sobre C, la serie de potencies de 'expressié e* per z € C és:

Aquesta serie de potencies es pot redefinir per matrius, establint aixi 1’exponencial

d’una matriu A, amb entrades a C, com:

+oo An

I
n!

n=0
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Tenint en compte, que per tal de parlar de 'exponencial d’una matriu, e?, és necessari

que la matriu A sigui quadrada.

A

Teorema B.1. La série de poténcies de la matriu e, on A és una matriv quadrada,

és convergent.

Demostracié: Per a la demostracié utilitzarem la condicié de Cauchy, la qual estableix
que una serie »_ A, és convergent si i només si per tot € > 0 existeix ng € N tal que

per ng < N < M es té:

M
E Anll <€,
n=N
on ||.|| és una norma d’una matriu. Aplicant aixo sobre la série e obtenim:
M M M
A A" [A["
2| = 2 || S
n! n! n!
=N n=N n=N

1A

n!

" Al

Com que la norma d’una matriu és un nombre real, aleshores la serie Z::)

convergeix. Fet que es demostra utilitzant el criteri del quocient, el qual diu que si

tenim (a,)nen una successio i suposem que el limit [ = lim,, ,, o, “+
> ay, és convergent per [ < 1. Implementant aquest el criteri per al nostre cas per ell4ll:
A"/ (n + 1)

= 1 = i —0<1
nso || A"/ n oo+ 1

Per tant, aplicant el criteri de Cauchy s’obté Zﬁi N

n=N

Demostrant que la serie de potencies de e és convergent.

Tenint aix0 en compte enunciem el segiient teorema:

Teorema B.2. Siguin A © B dues matrius quadrades commutatives aleshores:

Demostracio: La primera igualtat s’'obté de forma immediata gracies a la commuta-
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tivitat de les matrius A i B, ja que:
+0o0 +oo +oo +oo
Ak B! B! AF
A B _ A 5y b A7) B oa
“c _<Zk!)<zu>_(zu)(zm>_ee‘
k=0 1=0 1=0 k=0

Per altra banda, per la segona igualtat si considerem que n = k + [ i en un segiient pas

multipliquem i dividim per n!, obtenim:

I gk I p fo oAk Bn k o
(SR (EF) S L D

k=0 =0

Recordem que si A i B commuten, es pot aplicar el binomi de newton per (A + B)",

arribant a:
R | ain
IE P MR P 5 P
n=0 k=0 n=0

Deduim aixi que ede? = A5,

g

Es important destacar que el reciproc d’aquest teorema no és necessariament cert, fet

que es pot comprovar amb el segiient contraexemple, obtingut de la referéncia [14]:

Exemple B.3. Considerem les matrius:

0 0 _ 0 0
0 2mi 1 2m

Calculem la matriu exponencial d’A:

per tant, e = 1.
Per calcular la matriu exponencial de B utilitzem que per una matriu invertible P es
té que B = PJgP~, on Jg és una matriu de Jordan de B. Tenint en compte que les

arrels del polinomi caracteristic son 0 1 1mi, s’obté:

e 0
B _ pelep-t — p pl=p P
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Es a dir, e® = 1.
Sequint aquest mateix procés, donat que les arrels del polinomi caracteristic de la matriu

A+ B s6n 0 i4mi, aleshores eATB = 1.

AGB B_A A+

Deduint aizi que e =eBeA =B pero A i B no sén commutatives perque:

0 0 ) 0 0
AB = i BA =
1 4m 0 —4r
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