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“A knot!” said Alice, always ready to make herself useful, and looking
anxiously about her. “Oh, do let me help to undo it!”

Lewis Carroll, Alice’s Adventures in Wonderland



Resum

En aquest treball es desenvolupa la teoria necessaria per crear un model d’aprenentatge
per reforg per estudiar el nombre de desnuament i la conjectura de la seva additivitat.
El treball es divideix en dues seccions principals: en la primera part s’introdueixen els
conceptes i definicions de la teoria de nusos necessaris per a I'estudi realitzat, explicant els
resultats que permeten tractar aquest problema a través de I’aprenentatge automatic. La
segona part del treball presenta la metodologia emprada en la creacié d"un model basant en
l’algorisme TRPO per trobar seqiiéncies de desnuament i calcular fites superiors del nombre
de desnuament. S’estudia el contraexemple a la conjectura de I’additivitat del nombre de
desnuament trobat el 2025 per Mark Brittenham i Susan Hermiller per intentar reproduir
els resultats amb aprenentatge per reforg i es calcula el nombre de desnuament, ja conegut,
de diversos nusos per verificar 1'estrategia del model.
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1 Introduccié

1.1 Dels anells de fum de Hemholtz a 1a topologia computacional

Al llarg de la historia, 1'estudi dels nusos ha tingut significats, interpretacions i aplicacions
molt diverses, que van des de qiiestions purament estetiques, artistiques o decoratives fins a
simbologia espiritual i religiosa. No obstant aixo, I'inici de la teoria actual i classificaci6 dels
nusos s’acostuma a situar a I’any 1867, quan Sir William Thomson, inspirat pels experiments
de Hermann von Helmholtz amb anells de fum, va proposar la teoria dels vortexs atomics.
Aquesta teoria conjecturava que els atoms podien ser representats com a nusos en un fluid
hipotétic anomenat éter luminic i que l'estabilitat de la mateéria i ’espectre d’emissi6 atomica
depenien de 1'estabilitat del nus i de les seves vibracions, respectivament [1, 2]. Per tal
de poder validar la teoria de Thomson calia una classificacié dels nusos i Peter Guthrie
Tait va comencar a tabular-los segons el seu nombre d’encreuaments. Tait va realitzar
la classificaci6é de forma manual, només tenint en compte la geometria dels nusos i va
aconseguir catalogar els nusos de fins a 10 encreuaments [3]. No va ser fins I’any 1887,
amb I’experiment de Michelson-Morley,! que es va descartar l’existéncia de I’éter i la teoria
atomica de Thomson va ser abandonada, pero el repte de la classificacié de nusos es va
mantenir com un repte de la topologia de dimensions baixes.

A finals del segle XX, amb 'aparici6 de la computacio, la capacitat per tabular els nusos
va millorar, permetent a Clifford Dowker, Morwen Thistlethwaite, Jeff Weeks i Jim Hoste
catalogar milions de nusos primers de fins a 17 encreuaments [2, 4]. Tanmateix la tabulaci6
dels nusos, en créixer rapidament la quantitat de nusos respecte el nombre d’encreuaments,
segueix suposant un repte molt complex i problemes fonamentals com determinar si un
diagrama correspon al nus trivial o, de forma més general, si dues representacions diferents
corresponen al mateix nus, presenten una complexitat molt elevada. No ha sigut fins el 2020,
que Benjamin Burton ha tabulat tots els nusos primers fins a 19 encreuaments, obtenint una
taula amb 352 152 252 nusos primers [5]. De fet, Wolfgang Haken va demostrar I'any 1961
que existeix un algorisme per decidir si un nus és trivial [6], pero la seva complexitat fa que
no sigui util per a diagrames amb un gran nombre d’encreuaments.

L'utilitzaci6é de I'aprenentatge automatic ha permes iniciar una nova via d’exploracio,
ja que, quan els metodes deterministes no poden calcular invariants dels nusos degut a la
complexitat combinatoria, les técniques d’aprenentatge per refor¢ permeten entrenar agents
capacos de desenvolupar estrategies heuristiques per simplificar nusos i intentar calcular
els invariants d’una altra forma. Les aplicacions practiques actuals de la teoria de nusos
inclouen camps com la mecanica quantica o la genetica [1, 7].

1.2 El repte de la complexitat: el calcul del nombre de desnuament

El nombre de desnuament, u(K), és un invariant dels nusos que té una definicié geometrica
molt intuitiva (el nombre minim de canvis d’encreuament necessaris per desfer un nus), pero
el seu calcul és molt complicat, ja que, a diferencia d’invariants com el polinomi d’Alexander
o el de Jones, per als que existeixen algorismes de temps polinomic o subexponencial
respecte el nombre d’encreuaments, no es coneix cap algorisme general i eficient per
calcular u(K). D’una banda, és facil establir fites superiors si es troba una seqiiéncia
explicita de n canvis d’encreuament que transformen K en el nus trivial, pero, d’altra
banda, demostrar fites inferiors requereix 1'tis d’invariants algebraics, com, per exemple, la

1L’experiment d’Albert Abraham Michelson i Edward Williams Morley es va dissenyar per detectar el
moviment relatiu de la Terra a través de I’eter luminic, mesurant la velocitat de la llum amb un interferometre,
pero el resultat de I'experiment va refutar la teoria de I'eter i va servir com a iniciador de la Teoria de la
relativitat especial.
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meitat de la signatura del nus [8]. En aquest treball es volen calcular fites superiors a partir
de l'aprenentatge per reforg, intentant realitzar una seqiiéncia de canvis d’encreuament
suficienment bona com per resultar en el nombre de desnuament conegut.

Encara que el valor real de u(K) es trobi entre aquestes dues fites, el problema sorgeix
quan, per a un nus donat, la millor fita inferior coneguda és estrictament menor que la
millor fita superior trobada, el que vol dir que el nombre de desnuament real és desconegut.
En aquests casos no es pot determinar si el cami de desnuament trobat és suboptim o si
I'estructura del nus impedeix una reduccié més senzilla. L'aplicacié de I’aprenentatge
automatic en aquestes situacions podria servir per intentar rebaixar la fita superior trobant
una nova seqiiencia de passos de desnuament i intentar fer-la coincidir amb la fita inferior
coneguda. La combinatoria de I’espai de diagrames dificulta el problema, ja que intuitiva-
ment es podria pensar que per desfer un nus cal simplificar-lo progressivament reduint
el nombre d’encreuaments, pero s’ha demostrat I’existencia de diagrames dificils del nus
trivial, que s6n configuracions del nus trivial que no es poden simplificar sense augmentar
préviament el nombre d’encreuaments. Es a dir, cal complicar o “enredar” el diagrama
abans de poder-lo simplificar [9].

Per aquest motiu, els algorismes voragos que intenten minimitzar la complexitat del
diagrama a cada pas, queden atrapats en minims locals i sén incapagos de poder simplificar
tots els nusos correctament. Fins i tot problemes oberts com la conjectura de 1’additivitat
del nombre de desnuament no han estat refutats fins el 2025 [10], amb el contraexemple
que es mostra a la Figura 1. Per tant, el calcul del nombre de desnuament, en tractar-
se d"una situacié on l'espai de cerca és immens i ple de minims locals, és un candidat
ideal per a tecniques d’aprenentatge per reforg, ja que, a diferencia de la cerca exhaustiva,
I'aprenentatge automatic pot aprendre estrategies a llarg termini, acceptant un augment
temporal de la complexitat del diagrama per assolir ’objectiu final del desnuament.

e e e
- o - o x ~
( f)>

Figura 1: Representaci6 del nus 7;#7; estudiat per Mark Brittenham i Susan Hermiller
a [10] i que ha proporcionat el contraexemple a I'additivitat del nombre de desnuament.
II'lustacié adaptada de [10].

1.3 Objectius del treball

L’objectiu principal d’aquest treball és crear un model d’aprenentatge per reforg i desenvo-
lupar la teoria matematica necessaria per estudiar el nombre de desnuament. A banda de
la implementacié del programari, es vol utilitzar el model com una eina d’exploracié de
'espai de configuracions de nusos per analitzar la conjectura de I'additivitat del nombre de
desnuament i estudiar la complexitat de donar un contraexemple. En aquest sentit, també
és interessant investigar el contraexemple de ’additivitat donat a [10] per veure si el model
creat és capag de reproduir el mateix resultat.

Es vol crear un entorn de simulacié que representi els nusos mitjancant paraules del
grup de trenes B, aprofitant la seva estructura algebraica per, seguint els resultats obtinguts
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a [9], entrenar un agent basat en ’algorisme TRPO (Trust Region Policy Optiomization).

Com a métode de verificaci6 dels resultats obtinguts, es vol estudiar la capacitat del
model per calcular el nombre de desnuament de nusos pels quals ja es coneix el seu nombre
de desnuament, comparant els resultats obtinguts amb els tabulats a KnotInfo [4]. A més,
s’entrenara I'agent amb sumes connexes de nusos (Ki#K; i K1#Kj) per veure si I'agent
és capag de trobar camins de desnuament que incompleixin 1’additivitat del nombre de
desnuament u (K #K») = u(K;) + u(Kz), podent trobar nous contraexemples.

2 Fonaments teorics: invariants i representacions

Per poder tractar el nombre de desnuament computacionalment, cal traduir els nusos en
estructures algebraiques discretes que es puguin manipular per un algorisme d’aprenentat-
ge per refor¢. En aquest capitol s’introdueixen els conceptes de nus, trena i invariant, i es
presenten els resultats que justifiquen la representacié de 'espai d’estats utilitzada.

2.1 Nusos, enllacos i equivaléncia isotopica

Un nus es pot crear a partir d’un segment de linia unidimensional, entrellagant-lo arbi-
trariament i després fusionant els seus dos extrems lliures per formar un bucle tancat [7,
11]. Es podria entendre, llavors, que un nus K és una corba tancada; és a dir, una funcié
continua K : [0,1] — R3, amb un tnic punt de no injectivitat a la unié dels seus extrems,
K(0) = K(1). Tot i aix0, un nus es defineix formalment com una incrustaci6 diferenciable
(o lineal a trossos) de la circumferéncia en 'espai euclidia tridimensional, f : S' < R® o,
equivalentment, a l'esfera S3 (12,13, 14].

Definicié 2.1 (Enllag i nus). Un enllag L de m components és un subconjunt de S° format per m
corbes tancades, simples i disjuntes. Es defineix com la imatge d’una incrustacié diferenciable:

m
fi]]s'—s.
i=1

Un nus K és el cas particular on m = 1, és a dir, un enllag amb una sola component.

Siala Definici6 2.1 no es considera el nus com una incrustacié diferenciable i es considera
només continua, s’admetria l’existéncia de nusos amb comportaments patologics com els
nusos amb infinits encreuaments o comportaments fractals, els quals es coneixen com
a nusos salvatges o wild knots [3, 14]. Aquest tipus de nusos no es poden representar
mitjan¢ant diagrames finits i, per tant, queden fora de 1’abast dels métodes computacionals
i de I'interes d’aquest treball. Per evitar aquests nusos, es restringeix l'estudi a la categoria
de nusos mansos i en aquest treball, llevat que s’indiqui el contrari, s’assumeix sempre que
tots els nusos s6én mansos.

Definicié 2.2 (Nus poligonal). Un nus poligonal K és la unié d'un nombre finit de segments
lineals tancats en R®, K = [01,v2] U [v2, 03] U -+ - U [0, 01], on els vertexs v; estan ordenats
ciclicament i els segments no s’intersequen entre ells excepte en els extrems comuns.

Definicié 2.3 (Nus mans). Un nus és mans si, i només si, es pot representar com una linia
poligonal tancada a l'espai [14, 15].

Un dels problemes centrals de la teoria de nusos és determinar quan dues incrustacions
representen el mateix nus; és a dir, determinar quan dos nusos sén equivalents. Per definir
I'equivaléncia entre nusos, primer cal definir la nocié6 d’homotopia. Dues aplicacions
continues d’un espai topologic a un altre es diuen homotopiques si una d’elles es pot
deformar continuament en l'altra.
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Definici6 2.4 (Homotopia). Siguin X,Y espais topologics. Dues funcions continues f,g: X — Y
s’anomenen homotopiques si existeix una aplicacié continua F : X x [0,1] — Y tal que F(x,0) =
f(x)iF(x,1) =g(x)peratotx € X.

Tanmateix, la nocié6 d’homotopia és massa feble per a la teoria de nusos, ja que, en un
espai de dimensié 3 o superior, qualsevol nus es pot desfer homotopicament passant a
través de si mateix, el que es coneix com a autointersecci6é. Per capturar la idea fisica de
deformar una corda sense tallar-la, es requereix d’una nocié més forta, coneguda com a
isotopia ambient.

Definici6 2.5 (Isotopia ambient i equivaléncia de nusos). Dos nusos Ky, K, C S3 es consideren
equivalents, denotat per Ky = Ky, si existeix una isotopia ambient que transforma l'un en I'altre; és
a dir, si existeix una aplicacié continua H : S® x [0,1] — S tal que, si denotem hy(x) = H(x, t),
se satisfa:

1. Peracadat € [0,1], 'aplicacié hy : S® — S3 és un homeomorfisme que conserva I'orientacio.
2. ho = idgs, és 'aplicacié identitat en Ss.
3. hi(Kq1) = Ko.

Aquesta definici6 evita les autointerseccions i preserva 'estructura del nus durant les
deformacions, el que intuitivament es podria entendre com que aquesta definicié permet
deformar la corda d’un nus sense tallar-la ni fer-la passar a través de si mateixa. Un cop
definit el nus i I’equivaléncia entre nusos, es pot definir 1’objecte més simple de la teoria,
conegut com a nus trivial o unknot en angles.

Definicié 2.6 (Nus trivial). Un nus K s’anomena trivial si existeix un homeomorfisme h : R®> —
R3 tal que h(K) és la circumferéncia estandard {(x,y,0) CR3 | x> +y?> =1}aR?2 C R3 ésa
dir, si és equivalent isotopicament a la circumferéncia unitat plana estandard.

El nus trivial és important en el context d’aquest treball, ja que representa I’estat final
i objectiu del procés de desnuament de qualsevol nus. Pero, per dur a terme el procés de
desnuament fins a convertir un nus en el trivial, cal saber com es pot representar cada estat
de manera que es pugui tractar i manipular computacionalment.

2.2 Representacié: diagrames i el teorema de Reidemeister

Normalment I'espai tridimensional R® o S3 és dificil de tractar computacionalment directa-
ment i, per facilitar la manipulacio, és habitual projectar el nus sobre un pla IR?, obtenint un
diagrama regular al qual les tiniques singularitats sén punts dobles en qué els arcs es tallen
transversalment (encreuaments), evitant vertexs, punts triples o tangencies. Qualsevol nus
pot ser pertorbat lleugerament per tal que la seva projecci6 sobre el pla sigui regular [16].

Definici6 2.7 (Diagrama de nus). Un diagrama D d’un nus K és una projeccio reqular de K al
pla, juntament amb informacié a cada punt doble o encreuament sobre quin arc passa “per sobre” i
quin “per sota”, generalment mitjangant una ruptura visual en el trag de I'arc inferior.

Ates que un mateix nus admet infinites projeccions regulars, i, per tant, infinits diagra-
mes diferents, és necessari identificar propietats que siguin independents del diagrama
escollit i que depenguin exclusivament del nus com a objecte topologic. Aquestes propietats
s’anomenen invariants del nus i, a partir dels diagrames, sorgeix de manera natural el
primer invariant numeric, que actua com una mesura de la complexitat del nus; el nombre
d’encreuament.
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Definici6 2.8 (Nombre d’encreuament). Sigui D un diagrama d’un nus K. El nombre d’encre-
uaments del diagrama, denotat per c(D), és el nombre de punts dobles de la projeccié.> El nombre
d’encreuament del nus, denotat per c(K), es defineix com el minim nombre d’encreuaments sobre
tots els diagrames possibles que representen K:

¢(K) = min{c(D) | D és un diagrama de K} (1)

Es important notar la distincié entre ¢(D) i ¢(K), ja que, mentre que c¢(D) és un valor
immediat d’un diagrama concret, determinar el valor real de ¢(K) és un problema d’opti-
mitzaci6 extremadament dificil. Per altra banda, ¢(K) és un invariant del nus, pero c¢(D)
no, ja que sempre es poden afegir encreuaments a qualsevol diagrama, canviant el valor
de ¢(D). En el context d’aquest treball, I'agent d’aprenentatge per reforg treballara amb
una representacié equivalent a un diagrama D, una trena, i intentara trobar una seqiiéncia
d’accions que minimitzi el nombre d’encreuaments. Si ¢(D) = 0, s’haura demostrat que és
el nus trivial.

L’objectiu central d’aquest treball, pero, és I'estudi d"un invariant numeric més subtil i
dificil de calcular; el nombre de desnuament (o unknotting number, en angles), denotat per
u(K). Formalment, es defineix el nombre de desnuament segons:

Definicié 2.9. Sigui K un nus, el nombre de desnuament, u(K), és el minim nombre de canvis
d’encreuament necessaris per transformar un diagrama de K en el nus trivial, considerant tots els
diagrames possibles de K.

Com s’illustra a la Figura 2 per a I'exemple del nus de trevol, denotat segons 3, aquest
invariant mesura la quantitat minima de canvis d’encreuament necessaris per transformar
un diagrama del nus en el nus trivial. A la figura es pot veure com s’ha representat de color
vermell I'Gnic canvi d’encreuament necessari per desfer el nus. Aixo vol dir que el nombre
de desnuament del nus de trévol és u(3;) = 1.

& & o O

Figura 2: Seqiiéncia de passos per desfer el nus de trevol, 31, transformant-lo en el nus
trivial. Al segon pas s’ha representat el canvi d’encreuament en color vermell. Es pot
veure, per tant, que el nombre de desnuament del nus és u(3;) = 1.

El Teorema de Reidemeister [17, 18] estableix que dos diagrames representen el mateix
nus si, i només si, es poden connectar per una seqiieéncia finita de tres tipus de moviments
locals, ()1, (o, )3, i isotopies planes [16, 19]. A la Figura 3 es representen els tres tipus de
moviments de Reidemeister. Aquest teorema també va ser demostrat de forma independent
per Alexander i Briggs [20], tot i que popularment se’l coneix pel nom de Reidemeister.
Tot i la importancia teorica d’aquest teorema, 1'tis directe de diagrames en I’aprenentatge
automatic presenta dificultats de representacié degut a la variabilitat de la seva estructura
de graf, el que motiva 1'as del grup de trenes, que s’introdueix a la Secci6 2.3.

Teorema 2.1 (Reidemeister, 1927). Dos nusos K; i Ky sén equivalents isotopicament si, i només
si, qualsevol diagrama D1 de Ky es pot transformar en qualsevol diagrama D, de K, mitjangant una
seqiiencia finita de moviments de Reidemeister ()1, (o, Q)3 i isotopies planes.

2En aquest treball es distingeix entre la quantitat d’encreuaments d’un diagrama del nus, anomentant-la
nombre d’encreuaments, i el nombre minim d’encreuaments entre tots els possibles diagrames, anomenant-lo
nombre d’encreuament, en singular.
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PR XX

Figura 3: Els tres moviments de Reidemeister permeten transformar qualsevol diagra-
ma d’un nus en un altre diagrama equivalent. () crea o destrueix un bucle (esquerra),
() crea o destrueix dos encreuaments (centre) i ()3 desplaga un fil d’un costat a l’altre
d’un encreuament (dreta).

Per poder demostrar que I'equivaléncia isotopica entre dos nusos es tradueix en els
tres moviments de Reidemeister s’utilitza la categoria de nusos poligonals i es defineix
I'equivaléncia en aquesta altra categoria mitjancant el moviment A, il-lustrat a la Figura 4.
Sigui K un nus poligonal (Definici6 2.2), u, v dos vertexs consecutius de Ki w un punt en
l’espai tal que el triangle format per tres vertexs T = A(u, v, w) on tnicament el segment
[, v] pertany a K. Un moviment A consisteix a substituir el segment [u, v] pels dos segments
[u, w] U [w,v] [21]. Linvers d’aquest moviment és la simplificacié A~!. Aquesta definicié
permet connectar qualsevol parell de nusos equivalents segons el segiient resultat:

Figura 4: Representaci6 esquematica d'una secci6é d’un nus poligonal on es realitza un
moviment A: es substitueix el segment [u, v] pels dos segments |1, w| U [w, v].

Lema 2.2. Dos nusos poligonals sén equivalents sota isotopia ambient si, i només si, es poden
transformar 'un en altre mitjancant una seqiiéncia finita de moviments A1,

La demostracié del Lema 2.2 és molt complexa i pertany a la topologia lineal a trossos,
pel que s’allunya dels objectius d’aquest treball. Es pot consultar la seva demostracié a [21].
Assumint aquest resultat, es pot demostrar el Teorema 2.1 a través del comportament d"una
projecci6 regular sota els moviments A.

Demostracié del Teorema 2.1. La implicaci6 reciproca (<) és immediata, ja que cada movi-
ment de Reidemeister es pot realitzar mitjangant una isotopia ambient local en R®. La part
complicada de la demostraci6 és veure la implicacié directa (=). Sigui p : R® — R? la
projecci6 regular estandard, analitzem l’efecte d"un tinic moviment A sobre el diagrama
resultant D = p(K). Pel Lema 2.2, sabem que dos nusos poligonals K i K’ sén equivalents
isotopicament si, i només si, es relacionen per una seqiiéncia finita de moviments A, per
tant, és suficient demostrar que la projeccié d'un moviment de Reidemeister en l'espai es
pot descompondre en una combinacié de moviments A i isotopies planes al diagrama.
Considerem un moviment A que substitueix l'aresta e = [u1,v] per la uni6é de dues
arestes e; = [u,w]ie; = [w, v], formant un triangle T = A (u, v, w) en R? I'interior del qual
és disjunt de la resta del nus, tal com es mostra a la Figura 4. Aquest moviment modifica
el diagrama D = p(K) dins de la regi6 triangular R = p(T) C R%. Es pot assumir, sense
pérdua de generalitat, que el vertex w i el triangle T es troben en posici6 general respecte
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a la projecci6 p; és a dir, es situen de manera que cap vertex del diagrama original ni cap
punt de tangéncia cauen sobre la frontera de la regi¢ R. Per demostrar la implicacid, sota
aquestes condicions, es pot classificar el moviment segons com interactua la regié R amb la
resta del diagrama.

En primer lloc, si per la regié R no passa cap projeccié d’altres segments del nus (la
situaci6 de la Figura 4), el canvi es redueix a una deformacié continua de 'arc p(e) cap a
p(e1 U ez) sense creuar cap segment, que és una isotopia plana del diagrama. El moviment
()1 s’obté quan una aresta del nus que comparteix un vertex amb l’aresta e travessa la regi6
R, tal com es mostra a la Figura 5. Com la projeccié de I’aresta adjacent creua el triangle
p(T), quan es fa el moviment A, es crea un “bucle” que correspon al moviment ()1 de la
Figura 3. Desfer aquest “bucle” equival a aplicar el moviment A~

w

Figura 5: Representaci6 esquematica de la situacié equivalent al moviment (), on es es
substitueix el segment [u, v] pels dos segments [u, w] U [w, v] i es crea un “bucle”. A la
segona imatge no s’ha representat si I'encreuament és “per sobre” o “per sota”, perque
és indiferent en aquesta situacio.

La segona possibilitat és que un arc 2 que no forma part del triangle T tingui una
projecci6 p(a) que travessa la regié R. Com es suposa posici6 general, p(a) entra per un
costat del triangle i surt per un altre. Sil’arc entra per p(e) i surt per p(e; Uez), el moviment
A simplement desplaga 'aresta original per sobre o per sota de I’arc a, com es mostra a la
Figura 6.

w

Figura 6: Representaci6 esquematica de la situacié on es es substitueix el segment [u, v]
pels dos segments [u, w] U [w, v] i 'encreuament es desplaga 1’encreuament original.

En canvi, si l'arc intersecta amb p(e;) i p(ez) sense creuar p(e), el moviment A fa que les
noves arestes intersection amb l’arc 4, creant dos nous encreuaments consecutius, com es
mostra a la Figura 7, el que correspon al moviment de Reidemeister ();.

w

Figura 7: Representacié esquematica de la situaci6 equivalent al moviment (), on es
es substitueix el segment [u, v] pels dos segments [u, w] U [w, v] i es creen dos nous
encreuaments.
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Sil'interior de la regi6 R conté un encreuament preexistent del diagrama, en realitzar
el moviment A, aquest encreuament passa de trobar-se a un costat de 1’aresta a trobar-se
a l’altre, com s’il-lustra a la Figura 8. Es pot veure facilment que aquesta tltima situacio
correspon al moviment de Reidemeister ()3.

Figura 8: Representaci6 esquematica de la situaci6é equivalent al moviment ()3 on es es
substitueix el segment [u, v] pels dos segments [u, w] U [w, v].

Qualsevol configuracié més complexa on la regié R contingui multiples arcs o encreua-
ments es pot descompondre en una successid dels casos anteriors subdividint el triangle T
en triangles més petits. Aixi, queda demostrat que qualsevol isotopia ambient es projecta
com una composici6 finita dels tres moviments de Reidemeister, tal com es volia veure. [J

2.2.1 Nusos primers i tabulacié

Un concepte central en la classificacié de nusos, i especialment en la conjectura de 1’additi-
vitat que s’estudia en aquest treball, és la descomposici6 en factors primers, ja que, de la
mateixa manera que els nombres enters es descomponen en nombres primers, els nusos es
descomponen mitjangant 1’operacié de suma connexa.

Definicié 2.10 (Nus primer). Un nus K s’anomena primer si, i només si, és no trivial i no es pot
expressar com a suma connexa de dos nusos no trivials; és a dir, si K és un nus primer i K = K1#K»,
aleshores Ky 0 K ha de ser el nus trivial.

El Teorema de Schubert garanteix que tot nus té una descomposicié tinica en nusos
primers, llevat de 'ordre [2], el que permet tabular els nusos llistant només els nusos
primers, ordenats pel seu nombre d’encreuament, ¢(K). Per parlar de la notacié utilitzada
en la tabulaci6 dels nusos, és necessaria la definici6é de diagrama de nus alternat:

Definici6 2.11 (Diagrama i nus alternat). Un diagrama de nus s’anomena alternat si, i només si,
en recorrer-lo sequint una orientacié qualsevol, els encreuaments apareixen alternadament com a
passos per sobre i per sota. Un nus s’anomena alternat si admet un diagrama alternat.

En la literatura s’acostuma a utilitzar la notaci6 estandard d’Alexander-Briggs per als
nusos de fins a 10 encreuaments, denotant-los per C;, on C representa el nombre d’encreua-
ment i I'index 7 s’assigna arbitrariament; historicament segons la taula de Rolfsen. Aixi, el
nus de trévol es denota per 31 (Figura 2), la figura-vuit per 4;, i els dos tinics nusos primers
de cinc encreuaments son el 5 i el 5, (Figura 11). Per a nusos de complexitat superior, amb
un nombre d’encreuament ¢(K) > 11, la notaci6 se substitueix per una nomenclatura que
distingeix explicitament entre nusos alternats i no alternats, denotant-los com Ca; i Cn;, res-
pectivament. Per exemple, el nus 11a34 seria el 34e nus primer alternat d’11 encreuaments,
mentre que el nus 111, seria el segon no alternat.

2.3 El grup de trenes com a eina computacional

Tot i que els diagrames plans sén la representacié més habitual i visual dels nusos, la seva
estructura de graf planar és dificil d"utilitzar per a 'aprenentatge automatic. El grup de
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trenes o grup de trenes d’Artin, B,,, proporciona una alternativa que fa de pont entre la
topologia i 1’algebra, permetent representar nusos com a paraules (seqiiencies d’enters)
en un grup finitament generat, oferint una estructura algebraica lineal que es pot tractar
analogament al processament del llenguatge natural, tal com proposen Gukov et al. [9],
fent que aquesta representaci6 sigui ideal per a xarxes neuronals.

El grup de trenes de # fils es pot definir com el grup en qué els elements sén classes
d’equivalencia de trenes amb 1’operaci6é de concatenaci6 de trenes. Geometricament, es
pot definir com el conjunt de classes d’isotopia de 1 camins disjunts en R? x [0,1] que
connecten els punts {(i,0,0)}?_; amb {(7,0,1)}"_,, on els camins sén monotons respecte la
coordenada z.

Definici6 2.12 (Trena). Siguin > 11i considerem I'espai R* x [0,1], el conjunt de punts inicials
P={(i,0,0)|i=1,...,n}iel conjunt de punts finals Q = {(i,0,1) | i =1,...,n}. Una trena
de n fils és un conjunt de n camins disjunts b = {f1,..., fu}, on cada f; : [0,1] — R? x [0,1] és
una funcié continua, que satisfa les segiients condicions:

1. Els camins no s’intersequen; és a dir, f;(t) # f;(t) peratoti # jitott € [0,1].

2. Cada cami és creixent respecte a la coordenada z. Es a dir, si s’escriu cada funcid continua f;
com fi(t) = (x;i(t),yi(t),zi(t)), aleshores z;(t1) < z;(t2) per a tot t; < tp.

3. L'unid dels punts inicials de tots els camins coincideix amb P, i ['uni6 dels punts finals amb Q.
Per tant, cada trena indueix una permutacié 7t € Sy, on el cami que s'inicia a (i,0,0) finalitza
a (rt(i),0,1).

El grup de trenes es defineix com el conjunt de classes d’isotopia d’aquestes trenes
geometriques, on la isotopia manté fixos els extrems dels fils i 1’operacié de grup es defineix
mitjangant la concatenaci6é; donades dues trenes p1 i B, el producte B1 - B2 s’obté col-locant
B1 sobre B,, identificant els punts Q de B, amb els punts P de 1, i reescalant I'interval
del’eix z de [0,2] a [0,1]. L’element neutre és la trena trivial on tots els camins sén linies
verticals paral-leles. El grup de trenes es pot manipular de manera algebraica mitjangant la
presentacié d’Artin:

Definici6 2.13 (Presentaci6 d”Artin de By,). El grup de trenes de n fils esta generat pels elements
o1, ...,0,—1, on geometricament o; representa I'encreuament del fil i per sobre del fil i + 1, subjecte
a les relacions segiients:

1. La commutacié distant, 0;0; = 0jo; si |i — j| > 2. Aquesta relacio vol dir que encreuaments
de fils disjunts sén independents.

2. Larelacié de trenes, 0;0;410; = 010,041 peral <i < n — 2. Aquesta relacié és equivalent
al tercer moviment de Reidemeister, ()3.

D’aquesta manera, qualsevol trena es pot expressar com una paraula;® és a dir, una
seqiiéncia finita de generadors i els seus inversos, w = cTZl e Ufk “oneg; € {1,—-1}. Aquesta
representacié permet utilitzar arquitectures d’aprenentatge profund com transformadors o
altres tipus de xarxes neuronals, tractant els generadors com a «lletres» d"un alfabet i les
relacions com a regles gramaticals de sinonimia [9].

Per connectar aquesta estructura amb la teoria de nusos, es defineix 1’operacié de clau-
sura en qué, donada una trena f3, la seva clausura f3 és I'enllag que s’obté en unir els extrems
superiors amb els inferiors corresponents mitjangant arcs simples que no introdueixin nous
encreuaments. La justificaci6 de 1'ts de trenes com a representacié dels nusos ve donada
pel segiient teorema:

3En aquest treball, a les seqtiencies finites de generadors i els seus inversos, segons la presentacié d’Artin de
By, se les anomena paraules de trena.
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Teorema 2.3 (Alexander, 1923). Tot nus o enllag orientat en S° és equivalent a la clausura d’alquna
trena B € By, per a un cert n.

Tot i que el Teorema 2.3 garanteix que 1’espai de trenes és suficientment ric per represen-
tar qualsevol nus, aquesta relacié no és bijectiva, ja que un mateix nus pot ser obtingut com
a clausura de trenes diferents, que poden diferir tant en la paraula que les defineix com en
el nombre de fils del grup B, al qual pertanyen.

Per tant, és necessari coneixer quines operacions algebraiques preserven el tipus to-
pologic de la clausura i el segiient teorema, formulat per Andrey Markov, estableix les
condicions necessaries i suficients per a aquesta equivalencia, actuant com 1’analeg dels
moviments de Reidemeister (Teorema 2.1) en el context de la teoria de trenes.

Teorema 2.4 (Markov, 1935). Dues trenes p € B, i B’ € By, tenen clausures equivalents o
isotopiques, denotades per p = P/, si, i només si, es poden transformar 'una en l'altra mitjangant
una seqiiéncia finita dels anomenat moviments de Markov:

1. La conjugacié, B ~ yBy~! per a qualsevol y € By,

2. L'estabilitzaci6 i la desestabilitzacid, B <— Boiil, on B € By i l'element resultant pertany a
B, +1. La desestabilitzacié és I"operacié inversa.

Els Teoremes 2.3 i 2.4 justifiquen que l’agent d’aprenentatge automatic pugui treballar
sobre paraules de trena per explorar 1’espai de tots els nusos possibles i les accions de
’agent consistiran, per tant, a aplicar relacions d”Artin i moviments de Markov per explorar
la classe d’equivalencia del nus, o bé a realitzar canvis d’encreuament per simplificar el nus
i trobar una seqiiencia de desnuament.

2.4 Invariants polinomics dels nusos

Per tal que un algorisme d’aprenentatge automatic pugui prendre decisions sobre l'estat
d’un nus, cal extreure’n caracteristiques que no depenguin de la projeccié o de la represen-
taci6 particular de la trena, per tant, cal utilitzar els invariants de nusos. En aquest treball
s’utilitzen principalment dos invariants polinomics dels nusos, el polinomi d’Alexander i el
de Jones.

24.1 Lamatriu de Seiferti el polinomi d’Alexander

El primer i el més conegut d’aquests invariants és el polinomi d’Alexander, Ak (t), introduit
per James W. Alexander 1’any 1928 [3] i disposa d"una formulaci6 a través de la teoria de
superficies que permet una comprensié geomeétrica.

El Teorema de Seifert assegura que tot nus orientat K C S és la frontera d"una superficie
compacta, connexa i orientable incrustada a $3, anomenada superficie de Seifert [16].
L’algorisme de Seifert permet construir de manera sistematica una d’aquestes superficies
orientables, denotada per F, a partir del diagrama d"un nus a partir del segiient procediment:

1. En primer lloc s’estableix una orientacié coherent sobre el diagrama del nus com es
mostra al primer pas de la Figura 9 i, a continuaci6, cada encreuament del diagrama es
desfa seguint un suavitzat que respecta I'orientaci6 de les fletxes, seguint la il-lustracio.

2. Aquest procés de suavitzat, com es mostra al tercer pas de la Figura 9, transforma el
diagrama original en una col-leccié de d corbes simples, tancades i disjuntes en el pla,
anomenades cercles de Seifert.
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Figura 9: Passos de 1’algorisme de Seifert per a trobar una superficie de Seifert del nus
de trevol 3 partint del diagrama del nus. En aquest cas se satisfa que el nombre de
cercles de Seifert és d = 2 (subfigura 3), el nombre d’encreuament és ¢ = 3 (subfigura 1)
iel genere, calculat segons (2), és g = 1.

3. Cadascun d’aquests d cercles es considera la frontera d'un disc en R3. Per tal que
la superficie sigui orientable, aquests discs es col-loquen a diferents altures i es con-
necten mitjangant f bandes retorgades, on f és el nombre d’encreuaments originals,
col-locades exactament a les posicions on hi havia els encreuaments del diagrama
original, com s’il-lustra a I'altim pas de la Figura 9.

El resultat final obtingut a la Figura 9 representa el nus a R* amb una superficie que té
com a frontera el propi nus. Aquesta construccié permet calcular el génere, g, d’aquesta
superficie de Seifert. Geometricament, es pot entendre el genere com el nombre de “nanses”
o forats de la superficie i es calcula segons:

g:%(c—d—i—l) (2)
on c és el nombre d’encreuament del diagrama i d és el nombre de cercles de Seifert obtinguts
durant I'algorisme. Com la superficie F s’ha construit unint 4 discs amb c bandes, la seva
caracteristica d’Euler ve donada per x(F) = d — c [19]. Per a una superficie orientable
de genere ¢ amb una tinica component de frontera, se sap que x(F) = 1 — 2g i igualant
ambdues expressions, s’'obté que el nombre de corbes tancades independents que es poden
dibuixar sobre la superficie és exactament:

2¢=c—d+1. 3)

Si escollim una col-leccié de 2g corbes tancades orientades sobre la superficie, denotades
per {ay, ..., a2}, on cap d’elles es pugui deformar continuament fins a col-lapsar en un punt
o reduir-se a una combinaci6 de les altres, es pot definir una matriu quadrada V, coneguda
com a matriu de Seifert, per estudiar com s’entrellacen. No obstant, abans de definir
aquesta matriu, cal definir el nombre d’enllag, denotat per 1k(A, B), que és un invariant per
a enllagos orientats de dues components disjuntes A i B, i mesura el nombre de vegades
que ambdues corbes s’enrosquen 1'una al voltant de 1’altra. Computacionalment, es calcula
com la meitat de la suma dels signes d’aquells encreuaments del diagrama on s’intersecten
un fil de la component A i un de la component B.

Definicié 2.14 (Matriu de Seifert). Sigui {ay, .. .,azg} una col-leccié de 2g corbes tancades
orientables i linealment independents sobre la superficie de Seifert F, on g és el génere de la superficie.
La matriu de Seifert V es defineix com la matriu quadrada de mida 2g x 2g amb components:

’01‘]‘ = lk(ai, LZ;L) (4)

on Ik denota el nombre d'enllag i a; és el cicle obtingut en desplacar a; una petita distancia en la
direccid positiva normal a la superficie.

Aquesta matriu servei per descriure com s’entrellaca la superficie amb si mateixa en
I'espai i a partir d’ella es pot definir el polinomi d”Alexander.
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Definici6 2.15 (Polinomi d’Alexander). Donada una matriu de Seifert V d’un nus K, el polinomi
d’Alexander Ak (t) es defineix com el determinant:

Ax(t) = det(V —tVT) (5)

Aquest polinomi és un invariant de nus llevat de multiplicacié per termes de la forma +t* amb
k € Z. Es habitual normalitzar-lo de manera que Ax(t) = Ax(t™1) i que el terme independent
sigui positiu.

En el context del 'aprenentatge automatic, s"utilitza el polinomi d’Alexander com un
indicador rapid per a l’agent, ja que si Ax(t) # 1, es pot garantir que no s’ha arribat al
nus trivial. Tot i aixi, el reciproc no és cert perqué existeixen nusos no trivials per als quals
Ak (t) = 1; un exemple és el nus de Conway, d’onze encreuaments. Aixo justifica per que
I'algorisme de desnuament no pot confiar només en aquest invariant com a tinic criteri de
parada i, en molts casos, s’ha de combinar amb la reduccié explicita de la longitud de la
paraula de trena fins a obtenir la trena trivial.

2.4.2 El polinomi de Jones i les relacions d’esquin¢ament

Per compensar les mancances del polinomi d”Alexander, el codi desenvolupat a la part
practica també incorpora el polinomi de Jones, V() [9]. Aquest invariant, descobert el
1984, és més potent, ja que permet, per exemple, distingir entre un nus i la seva imatge
especular en molts casos i s’ha demostrat que és un bon invariant per a la manipulacié de
nusos amb aprenentatge automatic [22].

AAX

Figura 10: Les tres relacions d’esquin¢ament orientades, formades per un encreuament
positiu (L), un de negatiu (L_) i el seu suavitzat orientat (Lo). Il-lustraci6 extreta de
Wikimedia Commons.

El polinomi de Jones es pot definir de forma axiomatica i recursiva a partir d"un diagra-
ma orientat mitjangant les relacions d’esquingament de la Figura 10.

Definici6 2.16 (Polinomi de Jones). El polinomi de Jones d'un nus o enllag orientat K, denotat
per Vi (t) € Z[tY/?,t71/2), és un polinomi que satisfa les dues condicions segiients:

1. Per al nus trivial, el seu valor és la unitat:
Vo(t) =1. (6)

2. Donats tres diagrames orientats L., L_ i Ly que son identics excepte en un encreuament on
difereixen segons la Figura 10, es compleix I'equacié de recurreéncia:

FVLL (1) — VL (1) = (tl/z - t*l/z) Vi, (1) %)

Aquesta definici6 permet calcular el polinomi de qualsevol nus complex reduint recursi-
vament els seus encreuaments passant de L o L_ a l'estat suavitzat Ly fins a obtenir un
conjunt de cercles o nusos trivials desconnectats, dels quals ja es coneix el valor.
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En la implementaci6 de la part practica, el polinomi de Jones sutilitza juntament amb el
d’Alexander per proporcionar a I'agent una caracteritzacié robusta de I’estat de la trena, el
que permet minimitzar el risc de confusions entre nusos no equivalents que podrien tenir el
mateix polinomi d’Alexander. Un exemple d’aquest ts és la detecci6 de I'estat final amb el
nus trivial, ja que s’ha d’obtenir que ambdos polinomis sén iguals a 1.

2.5 Lasuma connexa de nusos i la conjectura de I’additivitat

La descomposicié de nusos primers introduida i a la que s’ha fet referencia a les seccions
anteriors es basa en I'operacié de suma connexa, la qual permet construir nusos complexos
a partir de components més simples.

Definici6 2.17 (Suma connexa de nusos). Siguin Ky i Ky dos nusos orientats i disjunts. La suma
connexa, denotada per K1#K», es construeix geometricament eliminant un petit segment de cada nus,
deixant quatre extrems lliures i connectant aquests extrems dos a dos mitjangant dos nous segments
de corda que no s’intersequin entre si ni afegeixin nous encreuaments artificialment. Alhora, cal que
l'orientacié del nus resultant sigui coherent.

Fins el 2025, un dels problemes classics de la teoria de nusos era determinar si el nombre
de desnuament es comporta de manera additiva sota aquesta operacié de suma connexa de
nusos. Per a qualsevol suma connexa K;#Kj, la desigualtat subadditiva és immediata:

M(Kl#Kz) < M(K1) + M(Kz) . (8)

Aquesta desigualtat i fita superior del nombre de desnuamnet de la suma connexa de dos
nusos és trivial des del punt de vista geometric, ja que sempre és possible desfer el primer
sumand K; en u(Kj) passos i, després, el segon sumand K; en u#(Ky) passos de manera
independent. Durant decades, la conjectura de 1’additivitat proposava que aquesta era
la millor estrategia possible; és a dir, que la igualtat es complia per a qualsevol parell de
nusos. Per altra banda, una fita inferior classica per al nombre de desnuament és la relacié
de Murasugi [8], definida a partir de la signatura d"un nus:

o(K)]
2

Des d’un punt de vista intuitiu, un contraexemple a la conjectura de 'additivitat impli-
caria l'existencia d"una seqiiencia de desnuament on els fils d’ambdés sumands interactuen
per reduir el nombre total de passos necessaris per desfer la seva suma. Trobar aquestes
contraexemples és extremadament dificil per metodes deterministes directes, ates que el
calcul d’u(K) és un problema NP-dificil i no es coneix cap algorisme exacte aplicable a
diagrames complexos. En aquest sentit, la simulacié mitjangant aprenentatge per reforg
és un enfocament interessant, ja que qualsevol trajectoria trobada per 1’agent que desfaci
el nus compost en N passos actua com una fita superior rigorosa (u(Ki#K,) < N). Si
l'algorisme troba un cami on N < u(Kj) + u(K3), es demostra la no-additivitat del nombre
de desnuament.

El 2025, coincidint amb 1'inici d’aquest treball, Mark Brittenham i Susan Hermiller van
publicar un contraexemple a ’additivitat, refutant la conjectura [10]. Al seu contraexemple
utilitzen un tipus de nusos anomenats nusos de torus.

u(K) > 9

Definici6 2.18 (Nus i enllag de torus). Un nus de torus és un tipus de nus que es pot representar
sobre la superficie d'un torus estandard en S' x S C R®. Aquests nusos s'acostumen a denotar per
T(p,q), on p,q € Z sén el nombre de voltes respecte I'eix de simetria rotacional i el gruix del torus,
respectivament. Si se satisfa que mcd(p,q) = 1, llavors T(p, q) és un nus; en cas contrari és un
enllag de med(p, q) components.
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Exemple 2.1. El nus de trevol, 31, representat a la Figura 2, és un nus de torus i es denota per
T(2,3), el que indica que la seva representacid sobre la superficie d'un torus fa dues voltes sobre I'eix
de simetria rotacional del torus i tres sobre el seu gruix.

Concretament, al contraexemple donat per Brittenham i Hermiller, utilitzen el nus de
torus T(2,7) = 7; i van demostrar que, per al nus de torus K = 71, on u(7;) = 3, en suma
connexa amb la seva imatge especular 7, es compleix:

u(71#71) <5 <u(71) +u(7;) = 6. (10)

Aquest contraexemple s’explica en part gracies a propietats algebraiques dels invariants.
La signatura del nus de torus és 0(7;1) = 61ila de la seva imatge especular és o(71) = —61i
com la signatura és additiva sota la suma connexa, la signatura del nus compost és nul-la:

o(71#71) = 0(71) + 0(71) = 0. (1)

Aixo implica que les fites inferiors classiques basades en la signatura, que solen imposar
restriccions a la simplificacié, s’anul-len en el nus compost, permetent que els encreuaments
d’ambdos costats es cancel-lin si es col-loquen en la posicié geometrica adequada.

Brittenham i Hermiller no només demostren que u(71#71) < u(71) + u(71), generalitzen
aquest resultat on, en tractar-se d"un contraexemple amb un nus de torus, demostren el
segiient resultat [10, pag. 3]:

Corol-lari 2.5. Donats dos nombres naturals n i m tals que n,m > 3, llavors se satisfa la desigualtat
per a nusos de torus:

u(T(2,2n+1)#T(2,2m+1)) <u(T(2,2n+1)) +u(T(2,2m+1)). (12)

L'objectiu de la part experimental d’aquest treball és utilitzar 1’agent entrenat amb TRPO
per explorar l'espai de paraules de trena d’aquest tipus de sumes connexes. Com 1’agent és
capag de manipular la representacié del nus, es pretén analitzar si és capag de reproduir
la fita de Brittenham-Hermiller i, potencialment, identificar algun nou contraexemple a
I'additivitat del nombre de desnuament.

3 Aprenentatge per refor¢ profund

L’aprenentatge per reforg es basa en 1'optimitzacié del comportament d"un agent que apren
a través de la interaccié amb 1’entorn, prenent decisions i rebent una recompensa, per tal de
resoldre problemes de presa de decisions seqtiencials. En aquest capitol s’introdueixen els
conceptes basics per entendre 1’algorisme TRPO.

3.1 Formulacié del problema com un procés de decisié de Markov

L’aprenentatge per reforg es formalitza habitualment amb un procés de decisié de Markov;
és a dir, mitjangant una tupla (S, A, P, R, ), on S és un conjunt d’estats anomenat espai
d’estats, A és un conjunt d’accions anomenat espai d’accions, P és la probabilitat de transitar
a un estat donada una acci6, R és la recompensa rebuda després de transicionar a un estat
donada una acci6 i 7y és el que es coneix com al factor de descompte.

En el context del desnuament, I'espai d’estats S és el conjunt de totes les representacions
dels nusos o paraules de trena. Cada estat és un vector d’enters amb una longitud fixada.
D’altra banda, 1'espai d’accions A és el conjunt format per tots els moviments permesos
sobre les paraules de trena; és a dir, I'espai d’accions conté les relacions del grup de trenes,
els moviments de Markov i els canvis d’encreuament.
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L'agent realitza les accions seguint P(s | s,a), que denota la probabilitat de transitar
a l'estat s’ en aplicar 1’acci6 a des de I’estat s. En el cas dels nusos, si tenim una paraula
de trena i s’aplica un canvi, 'estat final és totalment previsible. Per guiar I’aprenentatge
es defineix la funcié de recompensa R : § x A — R que atorga una penalitzaci6 per a
moviments innecessaris i recompenses quan la mida de la trena disminueix. En cas que
I’agent aconsegueixi desfer el nus i arribi al nus trivial, rep una recompensa més gran, ja que
I'objectiu de I'agent és maximitzar la recompensa a llarg termini. El factor de descompte
v € (0,1] pondera la importancia de les recompenses futures respecte a les immediates, el
que garanteix que l'agent no es centra només a reduir la longitud de la paraula de trena i té
com a objectiu final desfer el nus.

El comportament de 1’agent es descriu a partir de la politica 77(a | s), que defineix una
distribuci6é de probabilitat sobre les accions .4 segons I'estat donat. L'objectiu del procés
de decisi6 de Markov és trobar la millor politica per a maximitzar el retorn esperat a llarg
termini i que ’agent pugui calcular el nombre de desnuament, és a dir, cal que I'agent
aprengui a simplificar els nusos i a realitzar el minim nombre de canvis d’encreuament
oportuns.

3.2 Metodes de gradient de politica

Per al calcul del nombre de desnuament s’esta utilitzant la representacié dels nusos com a
trenes, pero l'espai d’estats de les trenes és molt gran i no es pot saber quina és la millor
decisi6 per a I'agent en cada pas. En casos com aquest, on I'espai d’estats és molt complex,
s’utilitzen els metodes de gradient de politica que parametritzen l'estrategia de I’agent a
través d'un vector de nombres reals 6 € R? que correspon als pesos d"una xarxa neuronal
[9]. La politica es denota per 7y(a | s) i, de la mateixa manera que s’ha introduit a I'apartat
anterior, representa la distribuci6 de probabilitat parametritzada pel vector de pesos 6 sobre
les accions .4 donat un estat s.

Els metodes de gradient de politica tenen com a objectiu trobar els parametres 6 que
maximitzin el retorn esperat d'una seqiiencia d’accions (en el nostre cas una seqiiéncia de
nusos i els moviments aplicats):

J(6) =E

T
Y Y'R(st, at)] , (13)
t=0

on R és la funcié de recompensa i v € (0,1] és el factor de descompte [23]. Donada
aquesta definici6, el gradient de politica és defineix segons Vg] i1’objectiu és maximitzar la
recompensa esperada, és a dir, el gradient permet calcular la direcci6é de maxim ascens de
la funci6 J(0) per maximitzar la recompensa fent passos en la direcci6 del gradient:

Gnou = 9vell + lXVg](G) . (14)

on « és coneix com el pas del metode o la taxa d’aprenentatge. El Teorema del gradient de
politica [23] dona una férmula per calcular aquesta derivada:

T
VBI(G) =E Z VQ IOg 7'(9(61,} ’ St)At . (15)
t=0

on A;, anomenat valor d’avantatge, mesura com de bona és 'acci6é presa comparada amb la
mitjana de les altres decissions possibles. Per definir formalment el valor d’avantatge cal
definir dues funcions; la funcié de valor i la funcié de valor d’accié. La funcié de valor, V,
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estima el retorn estima el retorn esperat a partir d'un estat s si segueix la politica 7t [24]:

T
Y IR (sg ax)
k=t

V(s)=E

St = S] . (16)

D’altra banda, la funci6 de valor d’accid, Q, estima el retorn esperat si es realitza una
acci6 a des de 'estat s i, després, es continua seguint la politica 7:

T
Y R(sk ax)
k=t

Q(s,a) =E

St =S,a; = a] . (17)

Per tant, la funcié d’avantatge es defineix com la diferéncia entre la funcié de valor
d’accié i la funcié de valor:
A(s,a) = Q(s,a) — V(s), (18)

on V(s) representa el retorn mitja que s’obté des de l'estat s seguint el comportament de la
politicai Q(s, a) és el retorn de triar I'acci6 a. Sil’acci6 és millor que la mitjana, llavors A;
és positiu; pero sil’acci és pitjor, llavors és negatiu.

3.3 Optimitzacié de la politica amb regié de confianca (TRPO)

Els metodes de gradient de politica acostumen a presentar un problema d’estabilitat, ja que,
si es realitza un pas « massa gran en la direccié del gradient, és possible que no s’arribi
al maxim i que el model es passi de llarg. Si es produeix aquesta situaci6, pot fer que
'estrategia del model canvii completament i que una estrategia bona de desnuament passi
a considerar-se dolenta, degradant el rendiment i invalidant I’aprenentatge de I’agent.
Per resoldre aquest problema, Schulman et al. [24] van proposar 1’algorisme TRPO (Trust
Region Policy Optimization) que limita la mida del pas. Es a dir, en lloc de posar una cota
a la diferencia entre els parametres 6, 1’algorisme TRPO limita quant canvia la distribucié
de probabilitat de les accions utilitzant la divergencia de Kullback-Leibler, Dxr. Aquesta
divergencia és un tipus de distancia estadistica; és a dir, mesura com de propera és una
distribuci6 de probabilitat A d’una altra distribuci6 B i la seva definicié formal ve donada

per:

B(x)
Dxi(A || B) = B(x)log .
L Bl 50
Aquesta divergencia és sempre no-negativa i només és zero si les distribucions de probabili-
tat A i B sén identiques. Per tant, I'algorisme TRPO planteja el problema d’optimitzacié
segiient, on segons 0 es vol maximitzar:

E [nezw”(at [s) (20)

(19)

amb la limitaci6 de la diferéncia de la probabilitat de les accions donada per la divergencia
de I'equaci6 (19):
E [Dir (7, (- [ 50) [| 7o (- [ 51))] < 0, (21)

on 6 > 0 defineix la mida de la regi¢ de confianga. D’aquesta manera es garanteix que
la nova estrategia de I’agent en cada pas és propera a I’anterior, impedint canvis sobtats
de comportament i creant una millora monotona de la politica [24]. En la implementaci6
del model de desnuament s’utilitza aquest algorisme, ja que és justament ’algorisme que
mostra millors resultats a Gukov et al. [9] en el problema de la indentificacié del nus trivial
per a diferents paraules de trena.
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4 Implementacié i metodologia

L’objectiu principal de la part practica d’aquest treball és estudiar el problema de calcul
del nombre de desnuament utilitzant I’algorisme TRPO introduit a la secci6 anterior. S"ha
escrit un programa en Python i cython usant la llibreria gymnasium per entrenar el model
i comprovar si l’aplicacié de I’aprenentatge automatic és una bona estrategia en l'estudi
d’invariants de nusos. En aquest capitol es detalla la implementacié del model.

4.1 Espai d’observacions i representacié de ’estat

A la Secci6 2.3 s’ha explicat que, per a poder manipular els nusos de forma senzilla amb
I'ordinador, s’utilitza la representacié en paraules de trena i el Teorema 2.3 garanteix que
tot nus es pot representar com una trena. Per tant, en I’aprenentatge automatic s’utilitza
un vector de nombres enters de mida fixada L = 60 per representar la paraula de trena i
poder-la manipular. A la Taula 1 es mostren uns exemples de nusos amb el seu nombre de
desnuament i la paraula de trena que els representa.

Taula 1: Exemples de nusos amb el seu nombre d’encreuaments c(K), el seu nombre de
desnuament u(K) ila paraula de trena que els representa. Aquest son els 10 primers
nusos ordenats de forma ascendent segons el nombre d’encreuaments.

Nus (K) ¢(K) u(K) Paraula de trena

34 3 1 [1,1,1]

4 4 1 [1,-2,1,-2]

5 5 2 [1,1,1,1,1]

5, 5 1 [1,1,1,2,-1,2]

61 6 1 [1,1,2,-1,-3,2,-3]
62 6 1 [1,1,1,-2,1,-2]

63 6 1 [1,1,-2,1,-2,-2]

71 7 3 [1,1,1,1,1,1,1]

7> 7 1 [1,1,1,2,-1,23,-23]
73 7 2 [1,1,1,1,1,2,-1,2]

Cada component del vector de la paraula de trena representa els generadors de la
Definici6 2.13, on 0; representa I’encreuament del fil i per sobre del fil 7 4 1. Si un component
del vector té el valor k, representa el generador oy. Si té el valor —k, representa el seu invers
0 1. Per a les paraules de trena que siguin més curtes que la longitud L fixada, s'omplen
els espais restants amb zeros.

No obstant, si només s’utilitza la paraula de trena per a entrenar el model, no tenim
suficient informaci6 del nus, ja que dues paraules de trena diferents poden representar el
mateix nus, com es pot veure al segiient exemple.

Exemple 4.1. Considerem la paraula de trena [1,1,1] que és una representacié en By i representa
el nus de trevol de la Figura 2 i la paraula de trena [1,2,1,2] que és una representacié en Bz del
mateix nus. Com es pot veure, ambdues paraules de trena tenen longituds i generadors diferents,
pero representen el mateix nus 3.

Per solucionar aquest problema, a 1’estat d’observacio se li afegeix informacié addicional
que ajuda al model a poder tenir una millor estrategia, tal com fan Applebaum et al. [22].
Amb aquesta informacio, 1'estat observat passa a tenir una longitud de 273 components i
esta format per:
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1. Paraula de trena: el vector que representa els generadors de la paraula de trena amb
una longitud de 60 nombres enters.

2. Visié endavant d’un pas: per a cada posici6 de la paraula de trena es calcula queé passaria
si l’agent realitzés el canvi d’encreuament en aquella posici6 i es desa la variaci6 en la
longitud de la trena si es realitza el canvi d’encreuament, el canvi en I’entortolligament
(la diferéncia entre el nombre de components positius i negatius de la paraula de
trena) i un parametre que indica si l’acci6 és valida o no; és a dir, si en la possici6é on
es faria el canvi d’encreuament hi ha realment un encreuament.*

3. Invariants del nus: s’afegeixen els 15 primers coeficients dels polinomis d’Alexander i
de Jones calculats utilitzant les funcions alexander_polynomial i jones_polynomial
de la llibreria SnapPy [25]. Aquests polinomis poden ajudar a detectar el nus o saber
si es tracta del nus trivial.

4. Metadades addicionals: un triplet que conté la longitud de la trena, I'entortolligament i
el percentatge de passos transcorreguts respecte el 1imit de 1’episodi.

Amb totes aquestes dades de cada nus estudiat, I'agent ja té suficient informacié com
per poder comencgar a manipular-los. El segiient pas és definir les accions que pot realitzar
I'agent.

4.2 Accions del model i funcié de recompensa

Per manipular les paraules de trena cal que 1’agent realitzi una acci6 sobre el vector d’enters.
Aquesta accio és el canvi d’encreuament en la posicié i € {0,...,L — 1}; és a dir, 'agent
selecciona una posicié del vector i inverteix el signe del generador, perd si I’agent actua
sobre un component del vector que es troba fora de la paraula de trena, I'acci6 es considera
no valida.

Realitzar només canvis d’encreuament no simplifica el nus, ja que la mida de la paraula
de trena es mantindria constant i a llarg termini s’acabarien afegint encreuaments nous
al nus. Per forcar la simplificacié del nus en realitzar canvis d’encreuaments, després de
cada acci6 de I'agent s’executa la funci6 smart_collapse que simplifica el nus realitzant
operacions que preserven la classe d’isotopia, com l'eliminaci6é de generadors inversos
consecutius (0y0; 1 1) il'eliminaci6 de fils lliures. A més, utilitza els resultats del Teorema
2.4 per filtrar la paraula de trena simplificant generadors inversos no consecutius als extrems
del vector. Com aquestes operacions s’han d’executar molts cops, s’han programat en
cython per poder compilar el codi a C++ i tenir un major rendiment.

Amb aquest filtratge després de cada canvi d’encreuament s’obté la forma simplificada
de la paraula de trena i el model pot anar reduint la seva mida arribant al vector buit que
representa el nus trivial, el que permet a I'agent aprendre quins canvis d’encreuament sén
els que cal fer en cada situacié. No obstant, per poder calcular una bona fita superior del
nombre de desnuament, no és suficient que el model pugui desfer nusos, cal que els pugui
desfer amb el menor nombre possible de canvis d’encreuament. Per guiar el model en la
fase d’aprenentatge cal una funcié de recompensa R que forci el model a minimitzar els
canvis d’encreuament. La funcié de recompensa té en compte la longitud de la trena i si
I'agent ha arribat a desfer un nus, com es descriu a continuacio.

L’entorn finalitza un episodi quan es detecta que s’ha arribat al nus trivial i, per evitar
falsos positius, es comprova que tant el polinomi d”Alexander com el de Jones sén trivials;

“Una acci6 es considera valida si es realitza sobre un component del vector de la paraula de trena amb un
valor diferent a zero. Sil’accié s’aplica sobre un component que té valor zero, acci6 es considera no valida.
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és a dir, que V(t) = 11 A(t) = 1. Quan es confirma que s’ha arribat al nus trivial, s’atorga
una bonificaci6 final de +10.0 per a que el model doni importancia a l'estat final objectiu.

Per altra banda, si es realitza un canvi d’encreuament valid sense arribar al nus trivial,
s’aplica una penalitzacié de —0.5 per incentivar la cerca de camins curts. A més, per intentar
que el model faci canvis d’encreuament que simplifiquin el nus, es dona una recompensa
proporcional a la reduccié de la longitud de la trena (4-0.1 x AL); aquesta recompensa és
petita ja que, tal com presenten Gukov et al. [9], existeixen nusos que necessiten augmentar
primer la longitud de la paraula de trena per a ser desfets. Per tant, és important que 1’agent
prioritzi la recompensa a llarg termini (desfer el nus) a la recompensa immediata obtinguda
en reduir la paraula de trena.

Sil’agent intenta fer una acci6 invalida (un index sense encreuament), es penalitza amb
un cost de —0.05 i per evitar bucles infinits en el desnuament, es limita I'episodi a un maxim
de 60 passos, que per als nusos estudiats és un nombre suficientment elevat.

4.3 Entrenament progressiu del model

Entrenar un agent TRPO directament amb nusos complicats dificulta I’aprenentatge d"una
bona estratégia de desnuament, ja que la probabilitat de fer canvis d’encreuaments que
portin al nus trivial des del primer moment és practicament nul-la. Es per aquest motiu
que s'implementa una estrategia d’aprenentatge progressiu, comengant per nusos facils de
desnuar. Aquesta estrategia d’entrenament és forca utilitzada i es coneix com «aprenentatge
per curriculum» o curriculum learning [26].

Durant les primeres fases de I'entrenament, 1’agent comenga practicant el desnuament
en un entorn format per nusos amb nombre de desnuament u(K) = 1inusos trivials “dis-
fressats”; és a dir, practica la simplificaci6 de representacions del nus trivial i el desnuament
de nusos que només necessiten un canvi d’encreuament. Per generar les variacions del nus
trivial es parteix d’una trena buida i se li aplica un nombre reduit de moviments de Markov
i relacions d’Artin a l'atzar, fins a tenir una paraula de trena de la mida desitjada. Com
els moviments de Markov i les relacions d”Artin preserven el nus, les paraules de trena
generades sén més llargues perd segueixen representant el nus trivial i I'agent apren la
tasca de reconeixer-les i simplificar-les.

A mesura que el model va aprenent a simplificar el nus trivial i a desfer els primers
nusos, es van introduint nusos reals de dificultat creixent. Els nusos s’extreuen d'un cataleg
de nusos de KnotInfo [4], amb les respectives paraules de trena i els invariants calculats.
L’entorn monitoritza la taxa d’exit de l'agent i quan es supera el 85% de nusos desnuats
s’incrementa el nivell de dificultat de I’entrenament, fent que les paraules de trena siguin
més llargues i els nusos introduits tinguin un nombre de desnuament més elevat. Per a
nivells de dificultat grans, un 30% dels nusos que s’introdueixen sén sumes connexes de
nusos i, entre ells, el contraexemple de Brittenham-Hermiller (71#71).

Aquest disseny d’entrenament esglaonat permet que I'algorisme TRPO aprengui primer
la simplificaci6 local de representacions del nus trivial i, progressivament, generalitzi aquest
coneixement cap a la cerca de seqiieéncies de desnuament en nusos reals més complexos.

5 Experimentaci6 i analisi dels resultats obtinguts

En aquesta secci6 es mostren i discuteixen els resultats obtinguts en 1’estudi del nombre de
desnuament i en la recerca de contraexemples a la conjectura de 1’additivitat amb el model
d’aprenentatge per refor¢ implementat.
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5.1 Validacié de I’aprenentatge

Un cop s’ha entrenat 1’agent, se’'n valida I’aprenentatge adquirit a partir del desnuament
de diversos nusos de la taula de Rolfsen amb un nombre de desnuament conegut. En
aquesta fase s’utilitzen nusos facils, amb nombre de desnuament petit i pocs encreuaments,
ja que per veure que el model funciona és important comprovar que 1’agent pot desfer les
configuracions més senzilles. A la Taula 2 es mostra el nombre de desnuament obtingut per
a diversos nusos, comparant-lo amb el valor conegut.

Taula 2: Comparativa entre el nombre de desnuament teoric 1 (K), obtingut a partir de
les tabulacions de Knotlnfo, i I'obtingut mitjangant l'agent d’aprenentatge automatic
urp (K). També es mostra la paraula de trena de cada nus.

K u(K) urp (K) Paraula de trena

3, 1 1 [1,1,1]

4 1 1 1,-2,1,-2]

51 2 2 [1,1,1,1,1]

5, 1 1 [1,1,1,2,-1,2]

61 1 1 [1,1,2,-1,-3,2,-3]
6o 1 1 1,1,1,-2,1,-2]

63 1 1 [1,1,-2,1,-2,-2]

7, 3 3 [1,1,1,1,1,1,1]

7 1 2 [1,1,1,2,-1,2,3,-2,3]
75 2 3 1,1,1,1,1,2,-1,2]
76 1 1 [1,1,-2,1,3,-2,3]
7, 1 1 [-1,2,-1,2,-3,2,-3]
81 1 1 [1,1,2,-1,2,3,-2,-4,3, -4]
8; 1 1 [1,-1,-1,-1,2,-1,2,2]
819 3 3 [1,1,1,2,1,1,1, 2]

Tal com s’observa a la Taula 2, I’agent és capag de trobar una seqiiéncia de passos de
desnuament per a tots els nusos proposats, perd només troba la seqiiéncia optima per a 13
dels 15 nusos de control, que presenten fins a 8 encreuaments. Es pot veure que 1’agent
no ha pogut calcular el nombre de desnuament per als nusos 75 i 73, on dona un resultat
superior al nombre de desnuament conegut. Des d'un punt teoric, aquest resultat té sentit
perque el model esta buscant fites superiors al nombre de desnuament i aquestes sén les
millors que ha trobat per als intents donats.

L’agent no esta calculant directament el nombre de desnuament, siné que intenta trobar
la seqtiencia de passos minima. Només quan aquesta seqiiéncia de passos, i, per tant, la fita
superior del nombre de desnuament, coincideix amb la fita inferior teorica, es pot afirmar
que s’ha calculat el nombre de desnuament real.

5.2 Calcul de fites superiors per al nombre de desnuament

Després de validar I'aprenentatge de ’agent amb el conjunt de nusos de prova seleccionats,
s’explora el seu comportament amb un conjunt més ampli i divers de nusos per estudiar la
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seva utilitat com a generador de fites superiors del nombre de desnuament de nusos més
complexos. Entre els nusos estudiats hi ha nusos extrets de la base de dades de KnotInfo i
suma connexa de nusos de torus amb signatura nul-la. Els resultats obtinguts d’aquests
altims es discuteixen a la segiient seccio.

Un dels motius que justifica I'as de 'aprenentatge per refor¢ en la recerca del nombre
de desnuament és la dificultat de trobar una seqiiéncia de desnuament amb métodes de
forca bruta quan el nombre d’encreuaments és elevat. Per a un diagrama D d’un nus
amb n encreuaments, se satisfa que u(D) < n/2 i el nombre de possibles subconjunts de
canvis d’encreuament és de 21 [22]. Aixo fa que el calcul determinista de la fita superior
mitjangant forca bruta sigui massa car computacionalment per a nusos amb un nombre
d’encreuaments alt.

L’agent busca els passos de desnuament fent una seqiiéncia de diagrames de nusos i
canvis d’encreuament fins a arribar al nus trivial:

Ciy Ciy Ci,
K —Ki—... =K, =U (22)

Ci.
on cada pas K;_; 2 K;j consisteix en l'aplicaci6 d’un canvi d’encreuament en 'index i; i
després s’aplica una simplificacié de la paraula de trena amb la funci6 smart_collapse. El
nombre de passos de la trajectoria final, r, estableix que u(K) < r.

L’agent és capag de calcular nombres de desnuament per a nusos amb pocs encreua-
ments, com els de la Taula 2. Per veure l'eficiéncia del model, s’ha intentat calcular el
nombre de desnuament per als nusos tabulats a KnotInfo amb nombre de desnuament
conegut fins a 10 encreuaments.

Ala Taula 3 de I’Annex B es mostren uns quants dels 238 nusos utilitzats en aquesta fase
experimental amb els nombres de desnuament calculats. La taxa de desnuament dels nusos
obtinguda, és a dir, la quantitat de nusos per als que s’ha trobat un cami de desnuament, és
de 236 dels 238 estudiats, el que representa una taxa d’exit del 99, 2%, perd només un 90, 7%
(214 nusos) del conjunt total de nusos correspon a la seqiiéncia de canvis de desnuament
optima. Aixo indica que per a 22 dels nusos s’ha trobat una fita superior major que el
nombre de desnuament conegut. D’entre tots els nusos estudiats, l’agent ha estat incapag
de desfer els nusos 934 i 1012, que tenen nombre de desnuament u(1035) = 21 u(10128) = 3.

Aquests resultats demostren que el model és capag de calcular bones fites superiors del
nombre de desnuament, encara que hi ha nusos pels que no assoleix la seqiiencia de passos
optima.

5.3 Investigaci6 de 1’additivitat del nombre de desnuament

Tal com s’ha introduit a la Secci6 2.5, la conjectura de 1’additivitat del nombre de desnuament
estableix que, donats dos nusos K i K’, el nombre de desnuament de la seva suma connexa
correspon a la suma dels seus respectius nombres de desnuament, és a dir:

u(K#K') = u(K) + u(K'). (23)

No obstant aix0, coincidint amb l'inici d’aquest treball, Mark Brittenham i Susan Hermi-
ller van publicar un contraexemple a aquesta conjectura [10], demostrant que el nombre de
desnuament no és additiu sota l'operacié de suma connexa:

w(71#77) <5 < 6 = u(71) + u(77) (24)

A més, van generalitzar aquest resultat per a una familia infinita de nusos de torus
demostrant el Corol-lari 2.5. La paraula de trena inicial de 20 encreuaments utilitzada a [10]
per trobar el contraexemple donat és:
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(1, -4, 2, 3, 3, 3, 2,3, 2, 2, 4, -3, -3, -3, -3, -1, -3, -2, -3, -3]

En l'estudi experimental de I'additivitat d’aquest treball, s'ha intentat reproduir aquest
resultat utilitzant el model TRPO entrenat, prenent com a estat inicial la mateixa paraula
de trena del contraexemple. No obstant aix0, el model ha estat incapag de trobar una
seqiiencia de moviments de desnuament inferior a la suma de la seqiiéncia de desnuament
dels dos nusos de forma independent. Es a dir, no s’ha pogut assolir el mateix resultat del
contraexemple i s’ha obtingut u(71#71) = 6 que, tot i ser un cami de desnuament valid,
satisfa la conjectura de I’additivitat. Els passos de desnuament calculats per 1’agent sén els
seglients:

(1, -4, 2, 3, 3,3, 2,3, 2,2, 4, -3, -3, -3, -3, -1, -3, -2, -3, -3]
1, -4, 2, 3, 2, 3, 2, 2, 4, -3, -3, -3, -3, -1, -3, -2, -3, -3]
1, -4, 2, 3, 2, -3, 2, 2, 4, -3, -3, -3, -3, -1, -3, -2, -3, -3]

1, -4, 2, 3, 2, -3, 2, 2, 4, -3, -3, -1, -3, -2, -3, -3]
1, -4, 2, 3, 2, -3, 4, -3, -3, -1, -3, -2, -3, -3]
1, -4, 2, 3, 2, -3, 4, -1, -3, -2, -3, -3]

(1, -4, 2, 3, 2, -3, 4, -1, -3, -2]

(1, -4, 3, 2, 3, -3, 4, -1, -3, -2]

[1, -4, 3, 2, 4, -1, -3, -2]

(1, -4, 3, 4, 2, -1, -3, -2]

[-2, -4, 3, 4, 1, 2, -1, -3]

[-3, -4, -2, 3, 4, 1, 2, -1]

[-3, -4, -1, -2, 3, 4, 1, 2]

(1, 2, -3, -4, -1, -2, 3, 4]

[2, -3, -4, 1, -1, -2, 3, 4]

[2, -3, -4, -2, 3, 4]

[-3, -4, -2, 3, 4, 2]

[-3, -4, -2, 3, 2, 4]

[-3, -4, 3, 2, -3, 4]

(-4, 3, 2, -3, 4, -3]

[3, 2, -3, 4, -3, -4]

[-2, 3, 2, 4, -3, -4]

[-2, 3, 4, 2, -3, -4]

(-4, -2, 3, 4, 2, -3]
[-2, -4, 3, 4, 2, -3]
[-2, -4, 3, 2, 4, -3]
[-3, -2, -4, 3, 2, 4]
(-3, -2, 2, -4, 3, 4]

[-3, -4, 3, 4]
(4, -3, -4, 3]
(-3, -4, 3, 3]
[3, -3, -4, 3]
[-4, 3]
[3]
(]

En la seqiiencia de passos anterior, cada paraula de trena representa un pas del desnua-
ment i s’han destacat de color vermell els canvis d’encreuament que ha realitzat 1’agent. Es
pot observar com després de 1'taltim canvi d’encreuament, corresponent a la setena paraula
de trena, ja s’ha reduit el nus inicial a una representacié del nus trivial. Tots els passos
marcats en color gris sén, per tant, una simplificacié del nus trivial i es fan a través de
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les relacions d’Artin i els moviments de Markov per 1’entorn. Amb aquest resultat es pot
veure com el model creat és capag de desfer el nus de 20 encreuaments amb sis canvis
d’encreuament, el que permet afirmar que:

u(71#71) <6 = u(71) +u(77). (25)

Tot i no haver aconseguit reproduir el contraexemple, s’ha vist que I'agent és capag de
trobar un cami de desnuament bastant eficient per aquest cas. El contraexemple estudiat és
d’un nus amb 20 encreuaments, el que fa que el nombre d’accions combinatories possibles
a cada pas sigui molt elevat. Per resoldre aquest nus cal que I'agent sigui capag de selecci-
onar correctament els dos primers canvis d’encreuament i després trobar la seqiiéncia de
simplificacié que connecta nusos intermedis amb nombres de desnuament coneguts [10].
Si s’explorés el desnuament d’aquest nus a partir d'una cerca aleatoria, la probabilitat de
desfer-lo seria practicament nul-la, el que demostra que estudiar aquest problema a través
d’aprenentatge automatic pot proporcionar una bona aproximacié inicial del nombre de
desnuament.

Per altra banda, també s’ha intentat trobar un contraexemple a 1’additivitat a partir
de diferents sumes connexes entre nusos de torus; s’ha agafat un conjunt de 14 nusos
de torus diferents format pels nusos T(2,3), T(2,5), T(2,7), T(2,11), T(3,4), T(3,5) i les
seves imatges especulars. S’han escollit els nusos de la forma T(2,2m + 1) amb m €
{1,2,3,4,5}, perque satisfan les condicions del Corol-lari 2.5 i s’han fet les sumes connexes
d’aquells nusos la suma de la signatura dels quals s’anul-la. Els resultats obtinguts han
sigut consistents amb 1’additivitat i no han permes obtenir cap contraexemple a ’additivitat.
A la Taula 4 es mostren els resultats obtinguts.

En I'estudi d’Applebaum et al., realitzat per investigadors de Google DeepMind i de
la Universitat d’Oxford [22], es va utilitzar una infraestructura de computacié molt més
avancada basada en arquitectures IMPALA i van partir d"una base de dades amb milions
de sumes connexes. No obstant, afirmen que tampoc van ser capagos de descobrir de
manera autonoma cap contraexemple a la conjectura de 1’additivitat, el que recolza la idea
que la cerca de contraexemples a I’additivitat a través d’aprenentatge automatic pur és un
problema de gran complexitat.

La incapacitat del model creat per reproduir el cami de la paraula de trena de Brittenham-
Hermiller o per trobar nous contraexemples demostra que la cerca de contraexemples no
és facil, requereix més capacitat computacional i d"un enfocament més avangat utilitzant
altres invariants de nusos. Encara que el model creat és capag de calcular el nombre
de desnuament per a nusos amb pocs encreuaments, ’estudi del desnuament de sumes
connexes requereix una estrategia més refinada.

6 Conclusions

En aquest treball s’han introduit els conceptes i resultats de teoria de nusos necessaris per
poder tractar els nusos amb models d’aprenentatge automatic. S’ha vist com el Teorema
2.3 justifica la representacié dels nusos en paraules de trenes, el que permet manipular-los
computacionalment en la recerca del nombre de desnuament.

En la part practica del treball s’ha desenvolupat un model d’aprenentatge per reforg
basat en 1’algorisme TRPO que ha permeés calcular el nombre de desnuament de diversos
nusos, comparant els resultats obtinguts amb els de la base de dades de KnotInfo. Els intents
de I'agent TRPO per trobar nous contraexemples a la conjectura de 1’additivitat en sumes
connexes amb signatures oposades, aixi com els assajos per reproduir de forma autdonoma
la seqiiencia de desnuament de cinc passos per a la trena de Brittenham-Hermiller (7;#7;),
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no han donat resultat. L’agent ha estat incapag de reduir la trena de 20 encreuaments de
7,#7 al nus trivial en menys de 6 passos.

Tot i aix0, I'agent ha estat capag de trobar una seqiiencia de desnuament de sis passos
per al nus 71#7;. Aquest resultat demostra la complexitat per trobar contraexemples a
I'additivitat del nombre de desnuament i la dificultat d’estudiar la simplificacié de nusos
amb un elevat nombre d’encreuaments.

Els resultats obtinguts en 1’analisi de contraexemples mostren que el model creat és
insuficient. Una bona estrategia per millorar els resultats, sense dependre tinicament en la
capacitat computacional o del temps d’entrenament del model, és afegir una fase prévia
d’aprenentatge supervisat o clonacié de comportament sobre camins de desnuament cone-
guts, tal com fan Applebaum et al. [22]. D’aquesta manera es pot partir d'un coneixement
inicial abans del procés d’aprenentatge del model, partint d’un conjunt de seqtiencies de
desnuament préviament calculades.

Un altre aspecte que permetria millorar els resultats obtinguts en el calcul del nombre
de desnuament és un canvi en la formulacié de la recerca. En comptes de d’utilitzar
I'aprenentatge per reforg per trobar la seqiiencia de desnuament des de zero, es podria
partir d'un nus K amb nombre de desnuament u(K) conegut i, aplicant un tnic canvi
d’encreuament per obtenir un nus K’, se sap que aquest nou nus satisfa la segiient relacié:

u(K) =1 <u(K') <u(K)+1. (26)

Llavors, es podria utilitzar I'aprenentatge automatic per verificar si #(K’) ha disminuit,
fent una estrategia similar a la que apliquen Brittenham i Hermiller [10] per trobar el
contraexemple de 1’additivitat. Aquest metode es basa en el que es coneix com a adjacéncia
Gordiana [10, 22]. Un nus K té adjacéncia Gordiana amb un nus K’ si existeix una seqiiéncia
minima de desnuament de K’ que conté K [10]. Aquest metode permetria pre-calcular els
nombres de desnuament de nusos amb un gran nombre d’encreuaments i ajudar a donar
fites superiors més ajustades o, fins i tot, a calcular el valor exacte.

El contraexemple de Mark Brittenham i Susan Hermiller a I’additivitat del nombre de
desnuament i la refutacié de la conjectura, obren la porta a revisar alguns resultats recents.
Seria interessant estudiar amb el model desenvolupat en aquest treball els 43 nombres de
desnuament obtinguts per Applebaum et al. [22] per a nusos de 12 encreuaments. Com
que el calcul d’aquests 43 valors assumia la conjectura de 1’additivitat, caldria revisar si,
estudiant cas per cas, el model és capag de trobar una seqiiéncia de desnuament que refuti
els nombres de desnuament trobats.
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Atribuci6 de les imatges

Autoria i llicéncia

Llevat que s’indiqui explicitament una altra font al peu de la figura o en el llistat se-
glient, totes les il-lustracions i esquemes inclosos en aquesta memoria sén d’elaboracié
propia. Aquestes imatges es distribueixen sota la llicencia Creative Commons Reconeixement-
Compartirlgual 4.0 Internacional (CC BY-SA 4.0), que permet a tercers copiar, redistribuir i
adaptar el material per a qualsevol finalitat, sempre que es reconegui l’autoria de manera
adequada i es difonguin les obres derivades sota la mateixa lliceéncia.

Relacié d’imatges

A continuaci6 es detalla la procedencia de les figures que no sén propietat exclusiva de
l'autor o que requereixen una atribucié especifica:

Figural Representaci6 del nus 71#71 estudiat per Mark Brittenham i Susan Hermiller.
II'lustracié reproduida de [10].

Figura 2 Seqiiéncia de passos per desfer el nus de trevol (31), transformant-lo en el nus
trivial. Elaboracid propia mitjangant I'Inkscape. Llicéncia CC BY-SA 4.0.

Figura 3 Els tres moviments de Reidemeister. Elaboraci6 propia mitjancant 1'Inkscape.
Llicencia CC BY-SA 4.0.
Figura 4 Representacio esquematica d'un moviment A en un nus poligonal. Elaboracié

propia mitjangant 1'Inkscape. Llicencia CC BY-SA 4.0.

Figura 5 Representacié esquematica de la situacio equivalent al moviment (). Elaboraci6é
propia mitjangant 'Inkscape. Llicencia CC BY-SA 4.0.

Figura 6 Representacid esquematica de la situacié on es es substitueix el segment [u, v] pels
dos segments [u, w| U [w, v] i I'encreuament es desplaca I'encreuament original.
Elaboraci6 propia mitjangant 1'Inkscape. Llicencia CC BY-SA 4.0.

Figura 7 Representacié esquematica de la situacio equivalent al moviment (). Elaboraci6é
propia mitjancant 'Inkscape. Llicencia CC BY-SA 4.0.

Figura 8 Representacié esquematica de la situacio equivalent al moviment (). Elaboracid
propia mitjancant 1'Inkscape. Llicencia CC BY-SA 4.0.

Figura 9 Passos de I'algorisme de Seifert per a trobar una superficie de Seifert del nus de
trevol 31 partint del diagrama del nus. Elaboracié propia mitjangant 1'Inkscape.
Llicencia CC BY-SA 4.0.

Figura 10 Les tres relacions d’esquingcament orientades; encreuament positiu, negatiu

i el seu suavitzat orientat. Il-lustracié reproduida de Wikimedia Com-
mons, creada per 1'usuari C S i editada per Pbroks13, sota domini pt-
blic. URL: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/63/
Skein_%28HOMFLYY,29.png

Figura 11 Diagrames de projeccions regulars minimals dels primers sis nusos primers no
trivials. Elaboracié propia mitjancant 1'Inkscape. Llicencia CC BY-SA 4.0.


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.ca
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/63/Skein_%28HOMFLY%29.png
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/63/Skein_%28HOMFLY%29.png
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A Repositori amb el codi font principal

El programari utilitzat en aquest treball s’ha desenvolupat en Python i Cython, utilitzant
funcions de les llibreries stable_baselines31isb3_contrib per al’algorisme TRPO, snappy
per al calcul dels invariants dels nusos i gymnasium per a I’entrenament del model. El codi
font es pot trobar al repositori de Codeberg segiient sota una llicencia GNU GPLv3 o
posterior:

https://codeberg.org/1630849/tcapr

El programari s’ha executat amb la versi6é de Python 3.10.19 en un entorn de conda. Les
versions de les dependencies utilitzades es poden consultar al fitxer dependencies.txt del
repositori.

B Cataleg dels nusos analitzats

HOLHE

Figura 11: Diagrames de projeccions regulars minimals dels primers sis nusos primers
no trivials. D’esquerra a dreta, segons la notaci6 de Rolfsen: el nus de trevol (31), el
nus figura de vuit (41), el nus de cinc fulles (51), el nus 5;, el nus estibador (61) i el nus
6. El nus trivial, el nus de trevol i el nus figura de vuit s6n els tinics nusos amb menys
de cinc encreuaments.

A continuaci6 es presenten alguns dels resultats obtinguts pel model basat en TRPO
per als primers nusos de la taula de Rolfsen. Es compara el valor real conegut del nombre
de desnuament, u(K), extret de KnotInfo [4], amb el millor cami de desnuament trobat per
’agent per a 100 intents de desnuament, denotat per ugy(K). Ates que ’agent cerca un
cami concret, sempre se satisfa la desigualtat ug; (K) > #(K). Un gui6 (-) indica que I'agent
no ha aconseguit desfer el nus dins del limit de passos establert.

Taula 3: Comparativa entre el nombre de desnuament teoric, obtingut a partir de
les tabulacions de KnotInfo, i I’obtingut mitjangant I’agent d’aprenentatge automatic.
També es mostra la paraula de trena de cada nus i es destaquen els nusos per als que
I'agent no ha pogut trobar el cami optim.

K u(K)  ugp(K) urp (K) — u(k) Paraula de trena
3, 1 1 0 [1,1,1]

4, 1 1 0 [,-2,1,-2]

5, 2 2 0 [1,1,1,1,1]

5, 1 1 0 [1,1,1,2,-1,2]
6, 1 1 0 [1,1,2,-1,-3,2,-3]
6o 1 1 0 [1,1,1,-2,1,-2]
65 1 1 0 [1,1,-2,1,-2,-2]

Continua a la pagina segiient...
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K u(K)  ugp(K) urp (K) — u(k) Paraula de trena

71 3 3 0 [1,1,1,1,1,1,1]

72 1 1 0 [1,1,1,2,-1,2,3,-2,3]
75 2 B 1 1,1,1,1,1,2,-1,2]

74 2 2 0 [1,1,2,-1,2,2,3,-2,3]
7s 2 2 0 [1,1,1,1,2,-1,2,2]

76 1 1 0 [1,1,-2,1,3,-2, 3]

7, 1 1 0 [-1,2,-1,2,-3,2,-3]

81 1 1 0 [1,1,2,-1,2,3,-2,-4, 3, -4]
8, 2 2 0 1,1,1,1,1,-2,1,-2]

83 2 2 0 [1,1,2,-1,-3,2,-3,-4, 3, -4]
84 2 2 0 [-1,-1,-1,2,-1,2,3,-2, 3]
8 2 2 0 1,1,1,-2,1,1,1,-2]

86 2 2 0 [1,1,1,1,2,-1,-3, 2,-3]
8, 1 1 0 [-1,-1,-1,-1,2,-1,2, 2]
8s 2 2 0 [-1,-1,-1,-2,1,3,-2,3, 3]
8 1 1 0 [1,1,1,-2,1,-2,-2,-2]
810 2 B 1 [-1,-1,-1,2,-1,-1,2,2]
811 1 1 0 [1,1,2,-1,2,2,-3,2,-3]
81 2 2 0 [1,-2,1,3,-2, -4, 3, -4]
813 1 1 0 [1,1,-2,1,-2,-2,-3, 2,-3]
814 1 1 0 [1,1,1,2,-1,2,-3,2,-3]
815 2 B 1 [1,1,-2,1,3,2,2,2,3]
816 2 2 0 [-1,-1,2,-1,-1,2,-1,2]
817 1 1 0 1,1,2,1,2,1,-2,-2]
818 2 2 0 ,-2,1,2,1,-2,1,-2]
819 3 3 0 1,1,1,2,1,1,1,2]

80 1 1 0 [1,1,1,-2,-1,-1,-1,-2]
81 1 1 0 1,1,1,2,-1,-1,2,2]

9, 4 4 0 1,1,1,1,1,1,1,1,1]

9, 1 1 0 [1,1,1,2,-1,2,3,-2,3,4,-3,4]
93 3 4 1 [1,1,1,1,1,1,1,2,-1,2]
9% 2 2 0 [1,1,1,1,1,2,-1,2,3,-2,3]
95 2 2 0 [1,1,2,-1,2,2,3,-2,3,4, -3, 4]
9% 3 3 0 1,1,1,1,1,1,2,-1,2,2]
97 2 2 0 [1,1,1,1,2,-1,2,3,-2,3,3]
9s 2 2 0 [1,1,-2,1,-2,-3,2,4, -3, 4]
99 3 3 0 [1,1,1,1,1,2,-1,2,2,2]
910 3 3 0 [1,1,2,-1,2,2,2,2,3,-2,3]
911 2 2 0 [-1,-1,-1,-1,2,-1,-3, 2,-3]
910 1 1 0 [1,1,2,1,3,-2,3,4,-3,4]

Continua a la pagina segiient...
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K u(K)  ugp(K) urp (K) — u(k) Paraula de trena

913 3 3 0 [1,1,1,1,2,-1,2,2,3,-2, 3]
914 1 1 0 [-1,-1,-2,1,3,-2,3,-4, 3, -4]
95 2 2 0 [-1,-1,-1,-2,1,3, -2, -4, 3, -4]
96 3 3 0 1,1,1,1,2,2,-1,2,2,2]

917 2 2 0 [-1,2,-1,2,2,2,-3,2,-3]

9 2 2 0 [1,1,1,2,-1,2,2,2,3,-2,3]
919 1 1 0 [-1,2,-1,2,2,3, -2, -4, 3, -4]
920 2 2 0 [1,1,1,-2,1,3,-2,3, 3]

91 1 1 0 [-1,-1,-2,1,-2,3,-2,-4, 3, -4]
) 1 2 1 [-1,2,-1,2,-3,2,2,2,-3]

973 2 2 0 [1,1,1,2,-1,2,2,3,-2,3,3]
924 1 1 0 [1,1,-2,1,3,-2,-2,-2, 3]

925 2 2 0 [1,1,-2,1,3,2,2,-4, 3, -4]

926 1 1 0 [-1,-1,-1,2,-1,2,-3,2,-3]

97 1 1 0 [1,1,-2,1,-2,-2,3,-2, 3]

978 1 1 0 [1,1,-2,1,3,-2,-2,3,3]

929 2 2 0 [1,-2,-2,3,-2,1,-2,3,-2]

930 1 1 0 [-1,-1,2,2,-1,2,-3,2,-3]

93, 2 2 0 [1,1,-2,1,-2,3,-2,3, 3]

95 2 2 0 [-1,-1,-3,2,-3,-1,2,-1, 2]

933 1 1 0 [-1,-3,2,-3,-1,2,2,-1, 2]

934 1 1 0 [-1,2,-1,2,-3,2,-1,2, -3]

935 3 3 0 [1,1,2,-1,2,2,3,-2,-2,4,-3,2,4, 3]
936 P _ _ [1,-1,-1,2,-1,-1,-3, 2, -3]
937 2 2 0 [1,1,-2,1,3,-2,-1,-4,3,-2, 3, -4]
938 3 3 0 [1,1,2,2,-3,2,-1,2,3,3, 2]
939 1 1 0 [-1,-1,-2,1,3,2,-1,-4,-3, 2, -3, -4]
940 2 2 0 [1,-2,1,3,-2,1,3,-2,3]

91 2 2 0 [-1,-1,-2,1,3,2,2,-4,-3,2,-3, -4]
9 1 1 0 [-1,-1,-1,2,1,1,-3, 2,-3]
943 2 4 2 1,1,1,2,1,1,-3,2,-3]
944 1 1 0 [1,1,1,2,-1,-1,-3,2,-3]
945 1 1 0 [-1,-1,-2,1,-2,-1,-3, 2,-3]
96 2 2 0 [-1,2,-1,2,-3,2,1,-2, -3]
947 2 2 0 [-1,2,-1,2,3,2,-1,2,3]
8 2 2 0 [-1,-1,-2,1,-2,-1,3,-2,1,-2, 3]
949 3 3 0 [1,1,2,1,1,-3,2,-1,2,3, 3]
104 1 1 0 [1,1,2,-1,2,3,-2,3,4,-3,-5,4,-5]
10, 3 3 0 [1,1,1,1,1,1,1,-2,1,-2]
103 2 2 0 [1,1,2,-1,2,3,-2,-4,3,-4,-5, 4, -5]
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K u(K)  ugp(K) urp (K) — u(k) Paraula de trena

104 2 2 0 [-1,-1,-1,2,-1,2,3,-2,3,4,-3, 4]
105 2 2 0 [-1,-1,-1,-1,-1,-1,2,-1,2, 2]
107 1 1 0 [1,1,2,-1,2,3,-2,3,3,-4, 3, 4]
10g 2 2 0 [1,1,1,1,1,-2,1,-2,-3, 2,-3]
100 1 1 0 1,1,1,1,1,-2,1,-2,-2, 2]
1050 1 1 0 [1,1,-2,1,-2,-2,-3,2,-3, -4, 3, -4]
1012 2 2 0 [-1,-1,-1,-1,-1,-2,1,3,-2, 3, 3]
1013 2 2 0 [1,1,2,-1,-3,2,4,-3,-5,4,-5]
1044 2 2 0 n,1,1,1,1,2,-1,2,-3,2,-3]
1015 2 2 0 [-1,-1,-1,-1,2,-1,2,3,-2,3, 3]
104 2 2 0 [1,1,2,-1,2,2,-3,2,-3, -4, 3, -4]
1017 1 1 0 [1,1,1,1,-2,1,-2,-2,-2,-2]
1043 1 1 0 [1,1,1,2,-1,2,-3,2,-3, -4, 3, -4]
105 2 2 0 1,1,1,1,-2,1,-2,-2,-3,2, -3]
1099 2 3 1 [1,1,1,1,2,-1,2,3,-2,-4, 3, -4]
10y 2 2 0 [1,1,2,-1,2,2,2,2,-3,2,-3]
1092 2 2 0 [1,1,1,1,2,-1,-3,2,-3,-3,-3]
1023 1 2 1 [1,1,-2,1,-2,-2,-2,-2,-3,2,-3]
10p4 2 2 0 [1,1,2,-1,2,2,2,3,-2,-4, 3, -4]
1025 2 2 0 [1,1,1,1,2,-1,2,2,-3,2,-3]
1006 1 1 0 [1,-1,-1,2,-1,2,2,2,3,-2, 3]
1027 1 1 0 [-1,-1,-1,-1,-2,1,-2,3,-2,3, 3]
1028 2 2 0 [-1,-1,-2,1,-2,-2,-3,2,4,-3,4, 4]
1099 2 2 0 [1,1,1,-2,1,3,-2,-4, 3, -4]
1039 1 1 0 [1,1,2,-1,2,2,3,-2,3,-4,3, -4]
103 1 1 0 [1,1,1,2,-1,-3,2,-3,-3, -4, 3, -4]
1032 1 1 0 [-1,-1,-1,2,-1,2,2,3,-2,3, 3]
1033 1 1 0 [1,1,2,-1,2,-3,2,-3,-3,-4, 3, -4]
1034 2 B 1 [-1,-1,-1,-2,1,-2,-3, 2, 4, -3, 4, 4]
1035 2 3 1 [1,-2,1,-2,-3,2,4,-3,-5,4, -5]
1036 2 2 0 [1,1,1,2,-1,2,3,-2,3,-4, 3, -4]
1037 2 2 0 [1,1,1,2,-1,-3,2,-3,-4, 3, -4, -4]
1038 2 2 0 [1,1,1,2,-1,2,2,3,-2,-4, 3, -4]
1039 2 2 0 [1,1,1,2,-1,2,2,2,-3,2,-3]
1040 2 2 0 [-1,-1,-1,-2,1,-2,-2,3, -2, 3, 3]
1049 2 3 1 [-1,2,-1,2,2,-3,2,4,-3,4]
104 1 1 0 [1,1,-2,1,-2,3,-2,-4, 3, -4]
1043 2 2 0 [1,1,-2,1,3,-2, -4, 3, -4, -4]
1044 1 1 0 [1,1,-2,1,3,-2,3,-4, 3, -4]
1045 2 2 0 [1,2,1,-2,3,-2,3, 4,3, -4]

Continua a la pagina segiient...



Cataleg dels nusos analitzats

34

K u(K)  ugp(K) urp (K) — u(k) Paraula de trena
1046 3 3 0 [1,1,1,1,1,-2,1,1,1,-2]
104 2 2 0 [-1,-1,-1,-1,2,2,-1,2,2, 2]
1049 3 4 1 [1,1,1,1,-2,1,3,2,2,2,3]
1059 2 2 0 [1,1,2,-1,2,2,-3,2,2,2,-3]
105y ? 4 2 1,1,1,-2,1,1,-2,-2,-3, 2, -3]
1053 3 3 0 [1,1,2,-1,2,-3,2,4,3,3,3, 4]
1055 2 2 0 [1,1,1,2,-1,-3,2,4,3,3, 3, 4]
1056 2 2 0 [1,1,1,2,-1,2,-3,2,2,2,-3]
1057 2 2 0 [-1,-1,-1,-2,1,-2,3,-2,-2,3, 3]
1053 2 3 1 [-1,2,-1,-3,2,4,3,3,-5,4,-5]
1059 1 2 1 [-1,2,-1,2,-3,2,2,4,-3,4]
1060 1 1 0 [-1,2,-1,2,2,-3,2,-3,-2,-4, 3, -4]
106 2 2 0 [1,-1,-1,-1,2,-1,-1,-1,2, 2]
1063 2 3 1 [1,1,-2,1,3,2,2,2,3,4, -3, 4]
1064 2 2 0 [1,1,1,-2,1,1,1,-2, -2, -2]
1065 2 2 0 [-1,-1,-2,1,-2,3,-2,-2,-2, 3, 3]
10466 3 3 0 [1,1,1,-2,1,3,2,2,2,3,3]
1047 2 2 0 [1,1,1,3,-4,2,3,-4,-2,-2,3,2,-1, 2]
1068 2 2 0 [1,1,-2,1,-2,-2,-3,2,2,-4,3,-2,-4,-3]
1069 2 2 0 [-1,-1,-2,1,3,-2,-1,-4,3,-2, 3, -4]
1079 2 3 1 [1,-2,1,3,-2,-2,-2,-4,3, -4]
1071 1 1 0 [-1,-1,2,-1,-3,2,2,4,-3,4]
107, 2 2 0 [1,1,1,1,2,2,-1,2,-3,2,-3]
1073 1 1 0 [-1,-1,-2,1,-2,-1,3,-2,3,-4, 3, -4]
1074 2 2 0 [1,1,2,-1,2,2,3,-2,-2,-4, 3,2, -4, 3]
1075 2 2 0 [-1,2,-1,2,-3,2,2,-4,3,-2, -4, -3]
1078 2 2 0 [1,1,2,-1,2,1,-3,2,4,-3,4, 4]
10g0 3 4 1 [1,1,1,-2,1,1,3,2,2,2, 3]
10g1 2 2 0 [1,1,-2,1,3,2,2,-4,-3,-3,-3, -4]
10> 1 1 0 [1,1,1,1,-2,1,-2,1,-2,-2]
10g3 2 2 0 [-1,-1,-2,1,-2,3,-2,-2,3,-2, 3]
10g4 1 1 0 [1,1,1,-3,2,-3,2,2,-3,-1, 2]
1085 2 2 0 [1,-1,-1,-1,2,-1,-1,2,-1,2]
1034 2 2 0 [-1,-1,2,-1,2,-1,2,2,3,-2, 3]
10g7 2 2 0 [1,1,1,2,-1,-3,2,-3,2,-3,-3]
10g3 1 1 0 [1,-2,1,3,-2,3,-2,-4, 3, -4]
1089 2 2 0 [-1,2,-1,2,3,-2,-1,-4,-3,2,-3, 4]
1099 2 2 0 [-1,-1,2,2,3,-1,-2,3,2,-1, 2]
1091 1 1 0 [-1,-1,-1,2,-1,2,2,-1,2,2]
109 2 2 0 [1,1,1,2,-3,2,-1,2,-3,2,2]
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K u(K)  ugp(K) urp (K) — u(k) Paraula de trena
1003 2 2 0 [1,-1,3,-2,3,2,-1,2,-1,-1, 2]
1004 2 2 0 [1,1,1,-2,1,-2,-2,1,1,-2]
1095 1 1 0 [1,1,-2,-3,-3,-2,1,-2,3,-2,-2]
1096 2 2 0 [1,-2,-1,3,-2,-1,3,-4,3,-2, 3, -4]
1097 2 2 0 [1,1,2,-1,2,1,-3,2,-1,2,3, -4, 3, -4]
100s 2 2 0 [1,1,2,-3,2,2,-1,2,-3,2,2]
1099 2 3 1 [1,1,-2,1,1,-2,-2,1,-2,-2]
10101 3 3 0 [1,1,1,2,-1,3,-2,1,3,2,2,4,-3, 4]
10102 1 1 0 [-1,-1,2,-1,-3,2,-1,2,2,3, 3]
10103 3 3 0 [-1,-1,-2,1,3,-2,-2,3,-2,-2, 3]
10404 1 1 0 [-1,-1,-1,2,2,-1,2,-1,2,2]
10105 2 2 0 [1,1,2,1,3,2,2,-4,-3,2, -3, -4]
10106 2 2 0 1,1,1,2,1,2,1,1,-2, 2]
10507 1 1 0 [1,1,4,-3,2,-3,4,-2,-2,-3,1,-2]
1050 2 2 0 1,1,-2,1,1,3,-2,1,-2, -3, -3]
10100 2 2 0 1,1,2,1,2,2,1,1,-2,-2]
10110 7 3 1 [1,-4,-3,2,-3,-4,2,2,2,3,1, 2]
10111 2 2 0 [1,1,2,2,-3,2,2,-1,2,-3,2]
10112 2 2 0 [-1,-1,-1,2,-1,2,-1,2,-1, 2]
10113 1 1 0 1,1,1,2,-3,2,-1,2,-3,2,-3]
10114 1 1 0 [1,-1,-2,1,3,-2,3,-2,3,-2, 3]
10415 2 2 0 [1,-2,1,3,2,2,-4,-3,2,-3,-3, -4]
10116 2 2 0 [-1,-1,2,-1,-1,2,-1,2,-1, 2]
10117 2 2 0 [-1,-1,-2,-2,3,-2,1,-2,3,-2, 3]
1011 1 1 0 1,1,2,1,2,2,1,2,1,-2]
10410 1 1 0 [1,1,-2,1,3,-2,1,-2,-3,-3, 2]
10120 3 3 0 [1,1,2,-1,-3,-2,1,4,3,2,2,3,3,4]
1012, 2 2 0 1,1,2,-3,2,-1,2,-3,2,-3,2]
1012 2 2 0 [1,-1,-2,3,-2,1,3,-2,3,-2, 3]
1012 2 2 0 [1,-2,1,2,1,-2,1,-2,1,-2]
10124 4 4 0 [1,1,1,1,1,2,1,1,1, 2]
10125 2 2 0 [1,-1,-1,-1,-1,2,1,1,1, 2]
10126 2 B 1 [-1,-1,-1,-1,-1,-2,1,1,1,-2]
10127 2 2 0 [1,1,1,1,1,2,-1,-1,2,2]
10108 B - ; [1,1,1,2,1,1,2,2,3,-2,3]
1012 1 1 0 [1,-1,-1,2,1,1,-3,2,1, -3, 2]
10130 2 2 0 1,1,1,-2,-1,-1,-2,-2,-3,2,-3]
1043 1 1 0 1,1,1,2,-1,-1,2,2,3,-2,3]
1013 1 1 0 1,1,1,-2,-1,-1,-2,-3,2, -3, -3]
10133 1 1 0 1,1,1,2,-1,-1,2,3,-2,3, 3]

Continua a la pagina segiient...



Cataleg dels nusos analitzats

36

K u(K)  ugp(K) urp (K) — u(k) Paraula de trena
10134 3 3 0 11,1,1,2,1,1,2,3,-2,3, 3]
10435 2 2 0 [-1,-1,-1,-2,1,-2,3,2,2,2, 3]
10437 1 1 0 [1,-2,1,-2,3,2,2, -4, 3, -4]
10133 2 2 0 [-1,2,-1,2,3,2,2,-4, 3, -4]
10130 4 4 0 1,1,1,1,2,1,1,1,2,2]
10140 2 2 0 [-1,-1,-1,2,1,1,1,2,3,-2, 3]
10141 1 1 0 [-1,-1,-1,-1,2,1,1,1,2, 2]
10142 3 4 1 [1,1,1,2,1,1,1,2,3,-2,3]
10143 1 1 0 [1,-1,-1,-1,-2,1,1,1,-2, -2]
10144 2 2 0 [1,1,2,-1,2,1,-3,2,1,-3,-2]
10145 2 2 0 [-1,-1,2,1,-2,-1,-3,-2,1, -2, -3]
10146 1 1 0 [1,-1,2,-1,2,1,-3,2,-1,2,-3]
10147 1 1 0 1,1,1,-3,2,-1,2,-3,-2,1, 2]
1014 2 2 0 [-1,-1,-1,-1,-2,1,-2,1,1,-2]
1014 2 2 0 1,1,1,1,2,-1,2,-1,2,2]
10150 2 2 0 n,1,1,-2,1,1,3,-2,-1,3, 2]
10151 2 2 0 [-1,-1,-1,-2,1,1,-3,2,-1,-3, 2]
1015 4 4 0 [1,1,1,2,2,1,1,2,2,2]
10455 2 2 0 [-1,-1,-1,-2,-1,-1,3,2,2,2,3]
10454 3 3 0 [1,1,2,-1,2,1,3,2,2,2,3]
10455 2 2 0 [1,-1,-1,-2,1,1,-2,1,1, -2]
10156 1 1 0 [-1,-1,-1,2,1,1,-3,-2,1, -2, -3]
1045 2 2 0 [-1,-1,-1,-2,-2,1,-2,1, -2, -2]
10458 2 2 0 [-1,-1,-1,-2,1,1,3,2,-1,2, 3]
10450 1 1 0 1,1,1,2,-1,2,-1,-1,2, 2]
10160 2 2 0 1,1,1,2,1,1,-3,2,-1,2, -3]
10161 3 3 0 1,1,1,2,-1,2,1,1,2, 2]
1016 2 2 0 [-1,-1,-2,1,1,-2,-2,-1,3, -2, 3]
10163 2 2 0 1,1,2,-1,-1,3,2,-1,2,2,3]
10164 1 1 0 [1,1,-2,1,-2,-2,-3,2,-1,2,-3]
10465 2 2 0 [-1,-1,2,1,3,-2,1,-2, -3, -3, -2]
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Taula 4: Comparativa entre el nombre de desnuament segons la conjectura de I'additi-
vitat, obtingut a partir de la suma dels nombre de desnuament, i I'obtingut mitjancant
I'agent d’aprenentatge automatic. Es destaquen els nusos per als que I’agent no ha
pogut trobar una seqiiéncia de passos de desnuament.

K u(K) urp(K)  ugrp(K) —u(k)
T(2,3)#T(2,3) 2 2 0
T(2,5)4T(2,5) 4 4 0
T(2,7)4T(2,7) 6 6 0
T(3,4)4T(2,7) 6 - -
T(2,9)#T(2,9) 8 8 0
T(3,5)4T(2,9) 8 - -

T(2,11)#T(2,11) 10 10 0
T(2,7)#T(3,4) 6 6 0
T(3,4)#T(3,4) 6 6 0
T(2,9)#T(3,5) 8 8 0
T(3,5)4T(3,5) 8 8 0

C Glossari terminologic, notacié i acronims

A continuaci6 es presenta un recull de la notaci6, els acronims i la terminologia utilitzada
en la redacci6 d’aquest treball.

C.1 Acronims i sigles

RL

ML

DL

TRPO

MDP

Reinforcement Learning (Aprenentatge per reforg). Subcamp de ’aprenen-
tatge automatic en qué un agent apren a prendre decisions a través de la
interaccié amb l’entorn i la recepci6é de recompenses.

Machine Learning (Aprenentatge automatic). Subcamp de la intel-ligéncia
artificial dedicada al disseny d’algorismes i models estadistics que perme-
ten millorar el rendiment en una tasca especifica a partir de 1'experiéncia,
la generalitzacié de comportaments i el reconeixement de patrons.

Deep Learning (Aprenentatge profund). Subcamp de I'aprenentatge auto-
matic basat en xarxes neuronals artificials amb multiples capes ocultes
per a la classificacié i modelitzacié d’abstraccions.

Trust Region Policy Optimization. (Optimitzaci6 de la politica de la regi6 de
confianga). Algorisme de gradient de politica que millora I’estabilitat de
I'entrenament limitant la mida del pas d’actualitzacié amb la restricci6 de
la divergencia de Kullback-Leibler.

Markov Decision Process (Procés de decisié de Markov). Marc matematic
per modelar la presa de decisions en situacions on els resultats sén parci-
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alment aleatoris i parcialment sota el control de 1’agent. Es defineix per la
tupla (S, A, P, R, ).

C.2 Notacié matematica

K Un nus, incrustaci6 de S a S® o R?, segons la Definici6 2.1.

u(K) Nombre de desnuament del nus K.

c(K) Nombre d’encreuament del nus K.

Ik(A,B) Nombre d’enllag per a enllagos orientats de dues components disjuntes A
iB.

B, Grup de trenes d’Artin de # fils.

oi Generador estandard del grup de trenes que representa 1’encreuament

del fil i per sobre del fil i + 1.

K1#K>» Suma connexa dels nusos Kj i K.
S:, At, R¢ Estat, Acci6 i Recompensa a I'instant de temps .
mtg(als) Politica de I'agent parametritzada per 6. Defineix la probabilitat de pren-

dre ’acci6é a donat l’estat s.

0% Factor de descompte, on 0 < y < 1.

C.3 Glossari terminologic

La literatura especialitzada en teoria de nusos i topologia de dimensions baixes es troba
majoritariament en angles. Tot i 'existencia de reculls terminologics de referencia en catala,
com el Vocabulari de matematiques publicat pel Servei de Llengua Catalana de la UB i el
Gabinet de Llengua Catalana de la UAB [33], el TERMCAT [34] o el Diccionari de matematiques
i estadistica (DME) publicat conjuntament per la Universitat Politécnica de Catalunya i per
'editorial Enciclopedia Catalana [32], aquests se centren en el lexic matematic general i no
cobreixen la terminologia especifica necessaria d’aquest treball.

Per exemple, termes com unknotting number, braid word o hard unknot no tenen una
traduccié estandarditzada. Per aquest motiu, s’ha elaborat el segiient glossari, on es
proposen les equivalencies catalanes utilitzades al llarg del treball, acompanyades del terme
original en angles, i una breu definici6.

Terme en catala Terme en angles Definicié

Algorisme vorag Greedy algorithm Algorisme que pren a cada pas un
optim local, per intentar arribar a
I'optim global.

Continua a la pagina segiient...
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Terme en Catala

Terme en Angles

Definicid

Aprenentatge
automatic

Diagrama de nus
trivial dificil

Encreuament

Entortolligament

Espai d’estats

Funci6 de valor

Moviment delta

Moviments de
Markov

Metode

d’optimitzacié de la
politica de la regi6 de

confianga

Machine Learning

Hard Unknot Diagram

Crossing

Writhe

State Space

Value Function

Delta Move

Markov Moves

Trust Region Policy
Optimization method

Camp de la intelligencia artificial
que esta dedicat al disseny, 1’analisi
i el desenvolupament d’algorismes i
técniques que permeten generalitzar
comportaments a partir del reconei-
xement de patrons.

Diagrama del nus trivial que no es
pot simplificar a través de movi-
ments de Reidemeister que reduei-
xin o mantinguin el nombre d’en-
creuaments; requereix augmentar
la complexitat temporalment per
poder-lo desfer.

Punt doble en la projecci6 o diagra-
ma d’un nus on els arcs es tallen
transversalment.

Diferéncia entre el nombre d’encre-
uaments positius i el nombre d’en-
creuaments negatius per a un nus
orientat.

El conjunt de totes les configuraci-
ons possibles que I’agent pot obser-
var. En aquest treball correspon al
conjunt de paraules de trenes.

Estimaci6 del retorn (suma de recom-
penses) esperat que un agent obtin-
dra a partir d'un estat determinat se-
guint una politica concreta.

Moviment per a nusos poligonals, on
es substitueix un segment [u, v] del
nus per dos segments [u, w| U [w, v],
on w és un punt que no forma part
del nus poligonal.

Moviments que permeten relacionar
qualsevol parell de trenes tancades
que representen el mateix nus (con-
jugacio i estabilitzacio).

Algorisme de gradient de politica
que millora l’estabilitat de ’entrena-
ment limitant la mida del pas d’ac-
tualitzacié mitjancant la restriccié de
la divergencia de Kullback-Leibler.

Continua a la pagina segiient...
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Terme en Catala

Terme en Angles

Definicid

Nombre
d’encreuament

Nombre d’enllag

Nombre de
desnuament

Nus trivial

Nusos mansos

Nusos salvatges

Paraula de trena

Politica

Recompensa

Relacions
d’esquincament

Trena

Crossing Number

Linking number

Unknotting Number

Unknot

Tame Knots

Wild Knots

Braid Word

Policy

Reward

Skein relations

Braid

El menor nombre d’encreuaments
d’entre els diagrames d’un mateix
nus. Es un invariant per a nusos.

Invariant per a enllagos orientats de
dues components disjuntes. Defineix
el nombre de vegades que ambdos
segments s’enrosquen un al voltant
de l'altre.

El minim nombre de canvis d’encre-
uament necessaris per transformar
un diagrama d’un nus en el diagra-
ma del nus trivial.

L’objecte més simple de la teoria de
nusos, equivalent isotdpicament a la
circumferéncia unitaria plana estan-
dard a R2.

Un nus és mans si, i només si, es pot
representar com una linia poligonal
tancada.

Sén els nusos que no sén mansos, és
a dir, si no es poden representar com
una linia poligonal finita tancada.

Seqiiencia de nombres enters que re-
presenten una trena. Cada enter i de
la seqtiéncia representa el generador
J;.

L’estrategia de 'agent d’aprenentat-
ge automatic; una distribucié de pro-
babilitat sobre les accions.

Senyal escalar que I'entorn retorna
a l’agent per avaluar la qualitat de
l'acci6 presa.

Relacions que permeten estudiar si
dos diagrames de nusos representen
el mateix nus. Serveixen per donar
definicions simples a polinomis de
nusos com el polinomi de Jones i el
d’Alexander.

Objecte matematic definit segons la
Definici6 2.12, format per un conjunt
de fils entrellagats.
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